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Corrigé

Exercice 1

1. Par un argument de compacité, quitte a diminuer un peu le volume de €2 en conservant
I'inégalité ¢ < ||, on peut supposer que le nombre de boules dans B est fini : B = {By, ..., B, }.
En effet, il existe F' C Q un compact tel que ¢ < |F| (propriété de régularité de la mesure de
Lebesgue). Par compacité, F' est inclus dans 'union d’une sous-famille finie de B.

On choisit une suite (Bj,, ..., B;,) de la maniére suivante :
- On choisit pour B}, une boule de B de rayon maximal.
- Une fois que B}, ..., Bj, ont été choisies, on choisit Bj, , , une boule de B qui est d’intersection
vide avec Bj,, ..., Bj, et dont le rayon est maximal. Si une telle boule n’existe pas, on

arréte la construction.

Lemme 1.1. Pour tout k, on note xy, le centre de Bj, et r son rayon. Alors :

QO C U B(l’k,?)’l”k)
k=1

Démonstration. Soit y € Q. Montrons que y € B(xy, 3rg) pour un certain k.

Puisque §2 est 'union des B;, il existe ¢ tel que y € B;. Si ¢ = j, pour un certain k£, on a
Y € Bjk = B(17k77“k) C B(mk,Srk)

En revanche, si i # j, pour tout k, cela signifie, a cause de la maniere dont on a choisi les jj,
que B; N Bj, # () pour au moins une valeur de k. Fixons k le plus petit entier vérifiant cette
propriété.

Comme B; n’intersecte pas Bj,, ..., Bj, ., cela entraine, d’apres le processus de construction des
Jk, que B; est de rayon inférieur ou égal a Bj;, = B(xy, 7). Ainsi, B; contient un point qui
appartient a B(zy, i) et est de diametre au plus 27 ; on a donc y € B; C B(xy, 3r)- O

D’apres le lemme, | < >, |B(xg,3rg)| = 3>, |B;
disjointes.

2. Soit A € R¥ fixé. Montrons que A|[{z tq M f(x) > A} < 3"||f]]1.

Puisque A{z tq M f(x) > A} = limy - N|{z tq M f(x) > N}, on peut se contenter de
montrer que A\|{z tq M f(z) > A} < 3"||f||:.

Notons £ = {x tq M f(z) > A}. Pour tout x € E, il existe r, > 0 tel que m fB(wz) |f(y)|dy >
A.

.|. Par construction, les Bj, sont



Posons Q = J,cp B(x,7,). Soit ¢ < |Q] quelconque. D’apres la question 1., il existe z, ...,z
tels que B(x1,7y,), ..., B(xk, ry, ) soient disjointes et :

k

c<3"Y |B(wi,ra,)|

=1

On a de plus :

k
HESSY MY
/]R” ZZI B(xi,re;)
k
> ABlxi,ra,)|
=1

> A37"c
En faisant tendre ¢ vers [Q2], on obtient :
1F1le = 37" = 37" A|E]

c’est-a-dire qu’on a bien montré, comme voulu, A\|E| < 3"||f];.

3. Commencons par supposer f € C.(R"). Dans ce cas, le résultat est une conséquence de
I'uniforme continuité de f :

Vvr>0  |[M.f—flle < sup |f(z)=f(y)] =0 quandr—0
[lz—yll<r
Cessons de supposer f € C.(R™). Supposons f € L'Y(R™). Alors il existe (fi)ren une suite
d’éléments de C.(R™) qui converge vers f dans L!. Quitte & extraire, on peut supposer que f
converge simplement vers f.
Pour tout A > 0, [{z tq |M(f— fe)(x)] > A} < 3"A7Y|f — fil|l1, d’apres la question précédente.
A part sur un ensemble de mesure au plus 3"A7U|f — frll1, on a donc la propriété suivante :

lirflj(l]lp M, f(z) — f(z)| < lir?j(l]lp \M, fr(z) = ful@)] + M| f — ful(x) + | f = ful(z)
< 71}_{% | M, fr(z) — fr(@)] + SgIO)MAf — ful(@) + | f = fl(2)

= M|f — ful(@) +|f = ful(@)
<A+ |f = ful(2)

Quitte a extraire encore, on peut supposer que Y, ||f — fill1 < +00. Par le lemme de Borel-
Cantelli, cela entraine que, sauf sur un ensemble de mesure nulle, on a, pour tout k assez
grand :

limsup (M, f(z) — f(z)] < X+ |f — fil(z)

r—0

Par convergence simple de la suite (fx)ren, cela entraine que, pour presque tout z :

limsup |M, f(x) — f(x)] < A

r—0



En faisant tendre A vers 0, cela donne le résultat voulu.
Pour f € Lj,.(R"), le résultat se déduit du cas f € L*(R") par troncature.

loc

Exercice 2

1. Quitte a translater, on peut supposer z = 0. L’inégalité est aussi invariante par dilatation.
On peut donc supposer r = 1.
1l suffit donc de montrer qu’il existe C' > 0 telle que, pour toute u € W'?(R") :

/ u(y) — uoa[Pdy < C / 7] ?
B(0,1) B(0,1)

On reconnait 1a l'inégalité de Poincaré-Sobolev (voir TD 2).

2. Puisque toute fonction de W'P(Q) peut se prolonger en une fonction de WP(R™), il suffit
de considérer le cas {2 = R".

D’apres la question précédente, si u € WIP(R"), alors u € LPP(R") (I'espace de Campanato
défini dans le cours). D’apres le théoréme de Campanato, on a alors u € C%* avec o = 1 —n/p.

Exercice 3

1. Soit 0 comme dans le lemme. Fixons r €]0; 1/2]. Pour tout xy € B(0,1), on a, en appliquant
récursivement le lemme :

Vk € N, sup u— inf )u§0k<sup u — inf u)

B(zo,27%r) B(wo,27kr B(zo,r) B(zo,r)
D’apres le théoreme 1.1 rappelé dans I’énoncé :

sup u < sup max(0,u) < sup max(0,u) < c||ul|rz
B(zo,r) B(zo,r) B(0,3/2)

De méme, infp(z, ) u > —cl|ul|r2. On a donc, pour tous x¢ € B(0,1),r €]0;1/2],k € N :

sup u— inf wu < 2co”||ul|
B(mo,QikT) B(a}072_k7")

Pour tous x,y € B(0,1), si ||z —y|| <7 :

wx) —u(y)| < sup u— inf  w < 2eco®||ullL2
ule) ~u) < s e i lull

pour k = [log2 m] Comme k > log, r — log, ||z — y|| — 1, on en déduit :

[u(z) — uly)| < 2cexp (logo (logy r —logy ||z — yl| = 1) [|ull> < Cllz — yl[*[|ull2

pour a = —log, 0 > 0 et C' indépendante de w.

Comme on a vu que supp 1y |u| < c[|uf|zz, 'inégalité est également valable pour ||z —y|[ > 7,
quitte a modifier la valeur de C'. Cela montre donc que u est a-holdérienne, pour une valeur de
« indépendante de wu.



2. a) Soit x € S,,. Soit ty = max{t € [0;1] tq V' < t,(1 —t')zg+t'z € A.}. Ce ty existe et est
de plus différent de 1 car [xq; z[Z A..

Soit t; = min{t > to tq (1 — t)xo + tz € D.}. Ce t; existe a cause de la maniere dont S, a été
défini.

On a alors, pour tout ¢ €]ty; t1], (1 —t)zo +tx € C. et :

1—2e<u((l1—t)zo+t1x) —u((1—ty)xo + tox)

_ /tl (Vau (1 = t)ao + t) , & — o) dt

to

t1
= / (Vu (1 —t)zo +tx) , v — 20) La—t)zg+tzec.dl

to

t1
< [V = 0+ ) | llo = 2ol 1120+ azcc.
to

En intégrant sur x € S,,, on en déduit I'inégalité.

b) On fait le changement de variable ¢ : (¢,z) € [0;1] X Sz, = (1 —t)zo + tx € Im(¢). On a
|det ¢(t, )| = " | {x — o, np1)(2)) |, avec npe)(z) la normale a B(0,1) au point z.

Or 14 2{(x,z0 — ) + ||zo — z||* = ||z|]* + 2 (z, 20 — x) + ||z0 — z||* = ||70||* < 1 donc :

1
<5" - 5’707”3(0,1)(37» = (z — xo,7) > §Hi’30 — z||?

et |det ¢(t, )| > 1||zo—z||?t" ! = %% > ||z —zp|| L2E2—20l""" Oy, 5 utilisé Iinégalits
|z — 2ol < 2.

On a supposé ici n > 2 (pour la majoration ||z — zo||"™? < 2"72) mais, si n = 1, on a
| det ¢(t, z)| = |x — x| donc I'inégalité est vraie aussi.

En faisant le changement de variable dans I'intégrale, on obtient donc :

t1
[ [ 19 = 00+ ) e = aoll - siaccr dedota)
S:EO to

dy
(det ¢) o o~ (y)|

- / 1V ) 1167 ()2 — zollLyec,
Im(o)

_ Vu(y
ot [ RO,
Im(¢) |0 — yl|

<o [ VUL,
Ce

- xo — y||" !

c¢) On passe en coordonnées polaires centrées en x. On note v, la surface de la sphere unité de

R™.
d T 9B NE
[t - [ 08,
e llz =yl 0 r




Pour tout 7, |0B(x,r) N E| < |0B(x,7r)| = v,7""!. De plus, 0 *10B(x,7) N E|dr = |E|. La
fonction r — [0B(x,r) N E| qui maximise l'intégrale précédente et vérifie ces conditions est :

|0B(z,7) N E| = vnr”_llTSm

ou g > 0 est le réel tel que Un% = |B(z,10)| = | E|.
/ L < /+OO ’Un/rnil]-rg'f‘o d?“
I ST
= UnTo

_ ’Eyl/nnl/nv}l—l/n
d) Soit D! = {(1 — t)xg + tx,t € [0;1[,x € Sy, }. Alors D, C D..
En effet, pour tout y € D,, si on note z € dB(0,1) le point d’intersection entre 9B(0,1) et la
demi-droite qui a son origine en xq et passe par y, on a y = (1 —t)xo + tx pour un ¢ bien choisi,

donc z € S, et y € D..
On fait le changement de varaible inverse a celui de la question b) :

1De| < D]

:/ ldx

D/

/ /ydetmx)ydtda()
TE€Sx

g/ /t”_le—ondtda(I)
xESIO 0

1
/ /t”_ldtda(z)
€Sz

ce qui entraine le résultat voulu pour ¢ = n/2.

c)

IN
N

zll\D

A||D] = / D[z
ToEAe

/// / 1d0' d.ﬁlﬁo
& 1‘0€A S
(1 —2¢)do(x)dx
1—2e /A/S "
[ AT,
1 - 26 ToEA, yHn !
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f) Soit u € H'(B(0,1)) telle que [ ||Vu|[* < ¢g. On ne suppose pas que u est C'.

Soit (ug)ken une suite de fonctions de classe C', définies sur B(0, 1), telle que ||u — ug||g1 — 0.
Quitte a en extraire une sous-suite, on peut supposer que (uy)reny converge vers u au sens de
la convergence simple.

Pour tout k et tout €, on définit Agk), Ce(k)7 D% comme dans I’énoncé, en remplagant la fonction
u par la fonction wuy.

Pour tous €, > 0, |Ag| < |A£k)| +n des que k est assez grand, puisque u; converge simplement
vers u et donc, pour presque tout x € Ay, ug(z) < e (donc x € Agk)) pour k assez grand.

De méme, pour tous €, > 0, | Do| < |D£k)| + n des que k est assez grand.

Inversement, |Cy| = |B(0,1)| — |Ag| — |Do| = |B(0,1)| — |A®| = |DP| — = |c™| — 5 pour
tout k assez grand.

Donc, pour tout € :

Ao~/ | Dy < lim inf | A '~/ DX

1/2

Co CpCn . . (k)|1/2
=T 200 hmklnf |CE]
c(l)/ ¢ cn

1/2
= (1- 2e)c;;|00’ /

ce qui entraine le résultat.
3. a) D’apres le théoreme 1.1, puisque vy, est une sous-solution positive de L et v < 1 :

/ |Nst8/ orl? < 2 B(0,3/2)
B(0,1) )

)

b) Appliquons le résultat de la question 2. a la fonction wy, = 2min(wvg, 1/2). Ce résultat dit
qu’il existe une constante «, qui dépend seulement de ¢y et de la dimension n (en particulier,
qui ne dépend pas de k) telle que :

| Ao| | Do| < a|Co['?

On a utilisé pour simplifier I'inégalité de la question 2. le fait que |Ao|"/™ < |B(0,1)[*/" et on
a intégré dans la constante le terme |B(0,1)]'/".



Pour tout k et tout x € B(0,1), si 0 < wg(z) < 1, alors 0 < vg(z) < 1/2 donc 0 < u(z) — (1 —
27%) < 27%=1 On aalors 1 —27% < u(z) < 1 —2=%*+Y. Donc vy (z) > 0 mais vy, (z) = 0.

Si vpi1(z) > 0, alors u(z) > 1 — 2=+ donc vy (z) > 1/2 et wy(z) = 1.

De plus, |Ag| > i puisque, si u = 0, alors vy = 0.

Ainsi :

{z € B(0,1) tq vi(z) > 0, vp41(x) = 0} > |Co|

1
> $|AO|21D0|2

2
1
> @|Do|2

2
= S l{r € B0,1) tq wn(a) = 1}
% 2
> @Hl‘ € B(0,1) tq vg1(z) > 0}

c) La suite (|[{z € B(0,1) tq vi(z) > 0}|),cy est décroissante, a cause de la définition de vy.
Soit ¢ quelconque. Soit temporairement kg fixé tel que :

{z € B(0,1) tq v, (x) > 0} >0
D’apres la propriété de décroissance et d’apres la question précédente, on a, pour tout k < kg :
{z € B(0,1) tq vi(z) > 0,041 (x) = 0} > 62

Les ensembles {z € B(0,1) tq vg(z) > 0,vk+1(x) = 0} sont disjoints donc :

ko—1

BO,1)] > Y [z € B(0,1) tq ve() > 0, v (x) = 0}
k=0
Z Ckgéz

Ainsi, ko < ¢1672B(0,1)].
Si on prend kg > ¢ 1672|B(0,1)|, la propriété voulue est donc vérifiée.
d) Supposons § > 0 fixé. Nous indiquerons apres comment le choisir. Soit kg comme a la question

précédente.
/ Vi , <0
B(0,1)

On a:
donc, par le théoreme 1.1 de I’énoncé, pour une certaine constante ¢ indépendante de u et de
0 :

sup  vp, < 62
B(0,1/2)

Choisissons § de sorte que c§'/2 < 1. Alors, pour tout € B(0,1/2) :

Uk, () < 612



S u(@) <1 (122

En posant n = 1 — (1 — ¢§/2)27%0_ on a le résultat voulu.

4. A la question précédente, on a montré que si u était une sous-solution de Lu = 0, définie
sur B(0,2), telle que 0 < u < 1 sur B(0,3/2) et |B(0,1)Nu ' ({0})| =p >0, alors 0 < u < p
sur B(0,1/2), avec n < 1 ne dépendant que de p, de n, de L. On peut voir de plus que la
dépendance en L est uniquement fonction de A et de sup; ; ||a;]|co-

Soit u une solution de Lu = 0, définie sur B(0, 2).

Par le théoreme 1.1, u est bornée sur B(0,3/2). Notons m = infp(g3/2) u et M = suppg3/2) u-
Posons v, = max(0,2(u —m)/(M —m) — 1) et v_ = max(0,1 — 2(u —m)/(M —m)). Ce sont
deux sous-solutions. On a 0 < vy, v_ < 1 sur B(0,3/2). De plus, |[{z € B(0,1) tq vy (z) <
0} + |{xz € B(0,1) tq v_(x) < 0} > |B(0,1)|. On a donc :

{z € B(0,1) tq vy () <0} > [B(0,1)]/2
ou |[{z € B(0,1) tq v_(z) < 0}| > |B(0,1)]/2

Supposons par exemple que la premiere inégalité est vérifiée.
On a alors, d’apres le résultat démontré a la question précédente appliqué pour u = |B(0,1)|/2,
0 <wy <nsur B(0,1/2), avec n ne dépendant que de n et de L. Ainsi, sur B(0,1/2) :

M—m+]\/[—i—m< M—m+M—l—m
2 5 =T 2

= sup u— inf u<o(M —m)
B(0,1/2) B(0,1/2)

m<u=(vy —v_)

sionposeozli2"<1.

On a donc démontré le lemme pour zo = 0 et r = 1/2.

Comme o ne dépend que de la dimension, de A et de sup, ;||a;;||, le résultat est stable par
translation et dilatation (par dilatation, on entend le fait de considérer la fonction u, = u(a.),
pour a > 0, qui est une solution de Loty = 0 pour Lyv = 3, - 9;(aij(ar)d;v)). Donc le lemme
est vrai pour tous zq et 7.



