Z Intégration et probabilités ENS Paris, 2016-2017 3
g TD 13 — Fonctions caractéristiques 2

1 — Petites questions
e N

Calculer les fonctions caractéristiques des lois suivantes.
1. Binomiale de parameétre (n,p), avec n€ N et p € [0,1].

Géométrique de parametre p €10, 1[.

Poisson de parametre A > 0.

Exponentielle de parametre 0 > 0.

Uniforme sur [a,b] avec a < b.

S

Gaussienne de paramétre (m,02) avec m € Ret o > 0.

Corrigé. Soit t e R. On a
L §(t) = Lioo P (1 —p)" e’ = (1—p+pe)".
2. () = Lis p(1-p)Fle’® = %—p)ei“

3. (1) = Lyspe M arelkt = e,
4. ¢(t)= IOOO Qe 0%t dy = %.
b

. ith _
5. ¢(t)=] —e¥dx = eit(b—ea) .

ita

6. ¢(t) = e™=0"t/2 d’aprés le cours.

2 — Variables aléatoires a valeur dans R?
TN~

f;cercice 1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R? définie sur (Q, A,IP). On définit la fonction
caractéristique de X par
px: &€ R? — 1E[el<5’X>],

oti (-,-) désigne le produit scalaire canonique sur R?. On dit aussi que & € R? > ¢x(—&) est la trans-
formée de Fourier de la mesure Py sur R?.

1. (Le cas gaussien) Soit ¢ > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

o lxl’/20”

(27‘(02)”1/2’

g((,d): xeRY

, NET ; . ... (d N
c’est-a-dire la transformée de Fourier de la mesure de densité g((, ) par rapport a la mesure de Le-
besgue sur R? (cette loi de probabilité est une gaussienne d-dimensionnelle notée N (0, 021dy)).

2. (Injectivité) Montrer que ¢x caractérise la loi de X.

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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3. (Théoréme de Lévy faible) Soit (X,,),cn une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? définies
sur (Q, A, IP). Montrer que (X,),cn converge en loi vers X si et seulement si (¢, ),en converge
simplement vers ¢x.

Corrigé.
1. On calcule

~lIxlP/202 /20

S0 - —igx & T T j —ige €0 daxy
g (¢) Lde (2m0?) d/z ]_[ (2mo2)d2

Kk —
1 _ 2 _ 2
= ]_[g((r (&) = ]_[e 07E/2 _ o= IEI/2 — (276 )d/zgl/()T(é)
= i=1

en utilisant le calcul de la transformée de Fourier d’une gaussienne unidimensionnelle, effectué
dans le cours.

2. Calquer la démonstration du cours en utilisant les gaussiennes de dimension d introduites a la
question 1.

3. Idem.

3 —Indépendance

Z;cercice 2. Soit X1,...,X,, des variables aléatoires réelles sur (Q, 4, P).

1. Montrer que Xj,...,X, sont indépendantes si et seulement si la fonction caractéristique de
(Xq,...,X,,) est

EeR" | o, (&)
k=1

2. Supposons que, pour tout & € R, ¢x,,x,(¢) = Px, (£)Px,(E). Montrer que X; et X, ne sont pas
forcément indépendantes.

Corrigé.

1. Calculons la transformée de Fourier de la mesure Py, ®---® Px,. Pour & € R?, on a, par Fubini-
Lebesgue

¢PX1®~~~®de(£):J .(élxﬁ"*édxd)d(PXl@ “® Py, )(x1,...,%4)

]_Ij 15kxdeX (xx) = ]_[(ka Exk)-

Ainsi, on a les équivalences suivantes

Xi,..., X, sont indépendantes < Px, . x,)= PX1 @ Py,
< (P Xl, .X ¢PX1® ®de
@Véele,qle, X ]_[quk &)

en utilisant 'injectivité de Fourier pour la 2¢ équivalence (c’est-a-dire le fait que la fonction
caractéristique d’un v.a. a valeurs dans IR? caractérise sa loi).
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2. On remarque que I'hypothese “pour tout & € R, ¢px,,x,(E) = ¢x, (£)Px,(E)” est équivalente a
“X; + X, a méme loi que X; + X, avec X; et X, indépendantes chacunne ayant respectivement
méme loi que X; et X,”, par injectivité de Fourier.

On prend X; et X, deux dés a trois faces correllés : on définit la loi du couple (X7, X;) par

1/9 si(4,7) €{(1,1),(2,2),(3,3)},
P(Xy=i,Xy=j)=1 2p/9 si (1,7) €{(1,2),(2,3),(3,1)},
2(1-p)/9 si(i,j)€{(1,3),(2,1),(3,2)},

pour p € [0,1] un parameétre. Alors on vérifie aisément que X; et X, suivent chacun une loi
uniforme sur {1, 2, 3} et que

1/9 sikel{2,6)
P(X;+X,=k)={ 2/9 sike{3,5},
1/3 sik=4,

c’est-a-dire que X; + X, a la méme loi que la somme de deux variables uniformes sur {1, 2, 3}
indépendantes. Ainsi (X7, X;) vérifie bien I’hypothese mais X; et X, ne sont pas indépendantes
des que p = 1/2.

Remarque. La démarche pour arriver a la loi de (X, X,) est la suivante. On se fixe un objectif
pour la loi de X; et X, (ici des uniformes). Alors la loi de X; + X, doit étre celle obtenue si X; et
X, étaient indépendantes. On construit alors la loi de (X, X;) de sorte qu’elle vérifie toutes les
équations qu'imposent les lois de X;, X; et X; +X,. Dans notre cas, il n’y a qu’un seul parameétre
de liberté qui est p et on le choisit de sorte que X; et X, ne soient pas indépendants.

—_—oC—— e —————

‘Exercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires bornées. Montrer que X et Y sont indépendantes

si et seulement si
VkleN, E[xFy!|=E[X*|E[Y].

Corrigé. Limplication est facile, car si X et Y sont indépendantes, alors X¥ et Y! le sont également. Ré-
ciproquement, supposons que Yk, € N, E[X*Y!] = E[X*]E[Y']. La fonction caractéristique de (X,Y)
est donnée en (u,v) € R? par :

k
e U

kvl
Tl —X"Y

=E

i (ivl?/)l

I=0

i (iuk}!()k

k,1>0

Pour échanger la série et I’espérance, on veut utiliser Fubini-Lebesgue : soit C un majorant de |X] et

|Y],on a
)|

k,1>0

le+l

Z |ul¥|v| 3
| ¢

k,1>0

k+l7’;{|l| xky! lulClvIC < o

E <E

On peut donc appliquer Fubini-Lebesgue, qui nous donne
- ke 1! kvl
(ﬁ(X’y)(u,‘U)—kbol k'l' IE[X Y ]
D’apres I’hypothese, on a donc

= ¥ g ] 5 G

k,1>0 k=0

Z iv IE[Y

=0

En appliquant Fubini-Lebesgue de la méme maniere pour chaque série, il en découle

i(iu)kxk i( v)'Y!
k!

k:O ZZO

E

Ox,v)(u,v)=E = px(u)py(v),

d’ou le résultat, en utilisant la question 1. de 'exercice 2.
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4 - Convergence en loi
N N

Exercice 4. (Limite de gaussiennes) Soit (Y,,),>o une suite de variables aléatoires réelles suivant res-
pectivement une loi gaussienne N (m,,0;?) avec m, € R et 0, € R,. Montrer que cette suite converge
en loi vers une variable réelle Y si et seulement si les deux suites (m1,,),>¢ et (0,,),>0 convergent vers
respectivement m € R et 0 € R,, et identifier la loi limite.

Corrigé. On rappelle que la fonction caractéristique d’une gaussienne N (m,02) de moyenne m et de
variance o est D, 52(t) = exp(imt — 0%t?/2). Par convention, lorsque ¢ = 0, la gaussienne N (m,0?)
est la masse de Dirac 9,,,.

La réciproque découle immédiatement du théoreme de Lévy et la loi limite est alors la loi gaussienne
N (m,c?).

Pour I'implication, supposons que Y, converge en loi vers Y. Le théoréeme de Lévy garantit que
exp(im,t — o2t?/2) converge pour tout réel t lorsque n — oo, et donc que exp(—o/t>/2) converge
(en prenant le module). Par positivité de o, on obtient donc

0, — 0 € R, U{oo}.
n—-00

Par I’absurde, si 0 = o0, alors on a, pour tout ¢ >0,

|py(1)| = lim e ont/2 —

n—oo

ce qui contredit que ¢y (0) =1 et que ¢y est continue en 0. Ainsi, on a bien o € R,.

Montrons a présent la convergence de (m,,),cn. Comme e ont’/2 converge vers une limite non nulle
pour tout t € R, et converge pour tout t € R lorsque n — co. Montrons que cela entraine la conver-
gence de la suite (m,,),cn. Si on sait a priori que la suite (m,,),cn est bornée, c’est facile : si m et m’
sont deux valeurs d’adhérence on a exp(imt) = exp(im’t) pour tout t € R, ce qui entraine m = m’. Par
I’absurde, supposons la suite (11,,),,cy non bornée. Alors il existe une extractrice ¢: IN — N telle que

la sous-suite (|my,)|) converge vers +co. Ici, on a deux possibilités :

> Utiliser le théoréme de Portmanteau (qui visiblement n’a pas été vu en cours) qui dit, entre
autres, que

o
X,——>X < VYFCRfermé, limsupP(X, €F)<P(X€F).

n—-oo H—00

On obtient ainsi, pour tout A >0,

P(|Y| > A) >limsupP(|Y,| > A).

n—oo

> Repasser par les fonctions de répartition. On note Dy ’ensemble des points de discontinuité de
Fy.Soit A>0tel que A,—A ¢ Dy. Alorson a

IP(Y E] — 00, —A]U]A,OO]) = Py(—A) +1 —Py(A) = ]}LI&F}/”(—A) +1 _FY,,(A)
= lim P(Y, €] - 00, ~A]U]A, o0)).

n—oo

Dans les deux cas, on obtient

P([Y]| > A) = limsup P(|Yy )| > A) = limsup P(| Yy (| = [1y)),
n—o00 n—o00

car |myy,)| > A a partir d’un certain rang. Or on a

H)(Yll)(n) > mlp(n)) sim, >0 1

]P Y > > . — A
( w<n>|—|mw<n>|>—{ P(Yyn) < ) sim, <0 2

par symétrie de la gaussienne autour de sa moyenne. On a donc montré que pour (presque) tout
A>0,P(]Y|>A)>1/2. Ceci est absurde car IP(|Y| > A) - 0 quand A — .
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5 — Fonctions caracteristiques
W

Exercice 5. (Moments et régularité) Soit X une variable aléatoire réelle.

1. On suppose que X admet un moment d’ordre n € IN*. Montrer que ¢x est de classe C" et que
pour tout entier 1 <k <mn,ona

VieR, ¢y (t)=i"E[X exp(itx)].

2. On suppose que ¢x est 2 fois dérivable en 0. Montrer que X admet un moment d’ordre 2.
Indication. On pourra considérer (¢px(t) + px(—t) — 2)/t2.

3. Soit k € IN. On suppose que ¢x est k fois dérivable en 0. Montrer que X admet des moments
jusqu’a 'ordre 2| k/2].

4. (#) Construire une variable aléatoire X a valeurs dans Z, symétrique, qui n’admet pas de mo-
ment d’ordre 1 mais telle que ¢x soit dérivable en 0.

Corrigé.
1. Ceci provient immédiatement du théoréme de dérivation sous le signe intégral en utilisant la
domination |ika exp(itX)| <|X|Fe L' pour1<k<n.
2. La fonction ¢x étant deux fois dérivable en 0, la formule de Taylor-Young garantit un dévelop-
pement limité a 'ordre 2 :

2

bx(t) =1+l (0)t + 4);;(0)% To(t),

On en déduit que :

=¢”(0). (1)
Or ¢px(t)+ px(—t) = 2Re(Ppx(t)) = 2[E[cos(tX)]. Il s’ensuit par (1) que

limIE[l —cos(tX)]

1
- __ 7 0 .
t—0 ZCPX( )

t2

Or (1 —cos(tX))/t? > 0, donc on peut appliquer le lemme de Fatou, qui donne

= ~$(0) < oo.

t—0

E[X?]= IE[Zliminf(—l _C;’f(tx))] < 21irtni0anE[_1 ‘C;S(tX)]

Remarque. Par la question 1., on a alors [E[X?] = —(f)(XZ)(O) et aussi que ¢ est de classe C? sur R.
3. Raisonner par récurrence en adaptant la preuve de la question précédente.
4. On cherche une loi Px =} ;.7 a0 telle que ay = a_g, E[|X]] =2} ;5 kay = co et telle que ¢x soit
dérivable en 0, ou l’on a
ox(t)=ap+2 Zak cos(kt).
k=1

Choisissons ag =a; =a_1 =0 et pour k> 2:

00 -1
c . _1 1
h=0k = o T E(kz_z k21nk) ’

de sorte que :

0<————=— k(l—cos(tk)).



On vérifie ensuite que cette quantité tend vers 0 lorsque t — 0 en décomposant cette derniere
somme suivant que k > 1/t ou k < 1/t. Tout d’abord :

(1 —cos(tk)) 1 _ 2
Z k?Ink t - tln Z k2 tln [1/t]-1 X2 dx = t([1/t]-1)In(t) t—o0 0

k>1/t

Ensuite, en utilisant I'inégalité 1 — cos(x) < "7 pour x e R:

(1 —cos(tk)) vt
Z k21nk St ) ln )” , &

2<k<1/t 2<k<1/t

Une intégration par parties donne

¥y 1 x VY Yoo
— ax=| = 4
, Inx * [lnx]2+_£ (In(x))? *

Mais lorsque x — oo, 1/(Inx)? = 0(1/Inx) et donc lorsque y — o :

Y x V Y 1
dx = d
f In(x) " [1n<x>L+"(L In(x) x)
1/t 1 1
L @ 0 ()

1/t 1
tj dx — 0.
, In(x) =0

Ceci acheve de démontrer que (1 — ¢x(t))/t — 0 lorsque t — 0.
Cela montre qu’en général il n’est pas vrai que X admet un moment d’ordre 1 lorsque ¢x est
dérivable en 0.

de sorte que

Il s’ensuit que

6 — Théoreme central limite

‘Fxercice 6. En utilisant le théoréme central limite, déterminer la limite suivante :
lim e™" En i
n—oo k!’
k=0

Com;gé‘ On a

nook
e’”Z% =P(P+...+B,<n),
k=0

ou Pj,..., P, sont des variables aléatoires de Poisson de parametre 1 indépendantes (car alors Py +...+P,
suit une loi de Poisson de parametre n). On écrit ensuite
P+...+P,—-n
IP(Pl +---+Pn SH)ZH)(% <0].
n
L'espérance et la variance d’une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A étant égales a A,

on a, d’apres le TCL,
P+...4+4P,—n loi

\/ﬁ n—00

ou N est une variable gaussienne centrée réduite. Or la fonction de répartition de N est continue en
0 donc

N,

. 1
Jim e Zk,— N <0)=3.
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7 — Compléments (hors TD)
— TN

Exercice 7. (Développement de fonction caractéristique) Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, A, IP).
1. On suppose que X admet un moment d’ordre n € IN".

(a) Montrer que, pour tout f € R,

n 1
] IE[X”J (1-u)"Lexp(ituX)du]|.
: 0

(b) Montrer que, pour tout f € IR,
n -k Y]
it) it
pxn=y UTE[x W o),
k=0

ou |e,(t)] < 2E[|X]"] et lim;_,q &,(¢) = 0.

2. On suppose que X admet des moments de tous ordres et que

X 1
limsupw =—<o0o,

nooo M R

ou [|X]|,, := ]E[le”]l/”. Montrer que ¢y est alors développable en série entiere au voisinage de
tout réel, le rayon de convergence étant supérieur ou égal a R/e. En déduire que :

Vte]—g,g[, ¢X(t):i@rﬁ[xk].

€ ¢
k=0

Corrt;qé‘
1.(a) On applique la formule de Taylor avec reste intégral a y > exp(iy) :

[y

e S G (N
exp(iy) = , i +(n_1)!L(1 u)" " exp(iuy)du.

o~
Il

Le résultat s’ensuit en prenant y = tX et en prenant l’espérance (qui est linéaire).

(b) En remarquant que jol(l —u)"ldu=1/n,ona:

nooo.onk c A\ 1
Px(t) = Z%E[xk]+ (”)1)!1E[X”L (1—u)”_l(exp(ituX)—l)du].

k=0 (n=

Ainsi, )
e,(t) =nE [X”J (1—u)"exp(ituX)— 1)du],

0

et en appliquant le théoreme de Fubini, on obtient la majoration
1
ea(t) < 20EXP"] [ (1= )" du = 2B [IX]"
0

De plus, pour u € [0,1]on a
|nX"(1 - u)"(exp(ituX) - 1)| < 2n|X|"(1 - u)" ",

majoration indépendante de t par une application 1|, ;|®[P-intégrable. Le théoreme de conver-
gence dominée garantit donc que lim;_,q¢,(t) = 0.
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2. Par l'exercice 5, on sait que ¢x est de classe C* avec pour dérivées
(Pg(”)(u) —i"E [XneiuX]’
pour n € IN et u € R. Ainsi, pour t; € R, ¢px possede un développement de Taylor a tout ordre

n>1lent,:

n _+\k
Dxt1=dxtio)+ Y g Pi0) + Rt 1),

k=1

ou le reste est défini par

toe  om o |
Rn(tO; t) = J- (t U) (Pg;lﬂ)(u)du = f Mi”+lm[xn+leluX]du'
t

n! n!

0 0

Il s’agit donc de démontrer que celui-ci tend vers 0 : on a

(1t = tollIX e 1)"™*!
R, (to, 1) <

et ’hypothese sur ||X]|,, et la formule de Stirling permettent aisément de voir que cette quantité
tend vers 0 pour |t —tg| < R/e.

Remarque. Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles telles que limsup,_,  [IX]||,/n < oo,
limsup,_, ||Y|,,/n < oo et E[X"] = E[Y"] pour tout n > 1, alors on a montré que ¢x et ¢y sont
des fonctions analytiques sur IR coincidant au voisinage de 0 et donc sur IR tout entier. Ainsi, X
et Y ont méme loi (en revanche, ce n’est pas vrai en général, voir ’exercice 9).

e | D | o e ———

FExercice 8. (Cinquante nuances de Cauchy) La loi de Cauchy de paramétre 6 > 0 est la mesure sur R
ayant pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue

0

ER—> —.
* - 11(0% + x2)

1. Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de Cauchy de parametre 6 > 0
est
£ eRm el

Indication. On pourra utiliser la formule d’inversion de Fourier (voir exercice 6 du TD 8) : soit
f € L'(R) telle que f € L'(RR), alors, pour presque tout x € IR,

L Ry
f= 55 | e feac.

C2r
2. Soit Xy,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de parametres 04,...,0,,.
Déterminer la loi de X; +---+ X,,.
3. Soit (Xi)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de parametre 1.
Déterminer la loi de (X +--- + X,,)/n et en déduire une convergence. Commenter.
Corrigé.
1. On pose f: x € R e M et on commence par calculer f. Pour & € R, on a

. n )
fl&)= J e OWe=¢¥dx = lim e ONemitx gy,
R

n—oo J_,
par convergence dominée. Puis on a

n n 0 —On,—ién —-0n ién
. , ‘ 1—e " 1-e e 20
j e Olle=iex gy = f e Oxemitx dx+f eP%e ¥ dx = - + - ,
. 0 o 0+i& 0—-i&  noeo 924 &2
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et donc 20
for=gg

Ainsi f est L' et on peut utiliser I'inversion de Fourier : pour tout & € R,

1 ixé 20 J. ixé 0
f&) 27 J;Re 02 +x2 " ]Re 71(62 + x2) *

et donc f est bien la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de parametre 6.

2. Pour déterminer la loi d’'une somme de v.a. indépendantes, il est trés pratique de passer par les
fonctions caractéristiques. On calcule donc, pour £ € R,

n n

¢Xl+"'+Xn(€) = ]_[(ka(g) = I_[e_9k|§| = e_(61+"'+9n)|£|'

k=1 k=1

On en déduit que X; +---+ X, suit une loi de Cauchy de parameétre 6 +---+06,,.

Remarque. En particulier, toute loi de Cauchy est infiniment divisible : si X suit une loi de Cauchy
de parameétre O et si k > 1, alors il existe Xj,..., X} des variables aléatoires indépendantes de
méme loi telles que X ait méme loi que X; + --- + X (il suffit de prendre les X; avec une loi de
Cauchy de parameétre 6/k).

3. On pose S,, := X; +---+X,,, qui suit une loi de Cauchy de parameétre n par la question précédente.
Pour £ €R,on a

¢sn/n(5) = (psn(g/n) _ o nle/mnl _ o-lEl
Donc S,/n suit une loi de Cauchy de parametre 1 et converge donc évidemment en loi vers une
loi de Cauchy de parametre 1.

Ici on est dans le cas de variables aléatoires i.i.d. n'admettant pas de moment d’ordre 1, donc
S,/n diverge presque stirement par l’exercice 8 du TD 12, et il y a pourtant convergence en loi.

En outre, le théoréme central limite ne s’applique pas car il n’y a pas de moment d’ordre 1 (et
donc pas de moment d’ordre 2) : ici on a besoin d’une renormalisation par n au lieu de v/n dans
le TCL.

—_—oC——<eee———————

Exercice 9. (Probléme des moments)
1. Calculer

J"X’ 1 ex (—lnzx)dx
0 xV21 P 2 '

2. On considere la fonction f: R}, — R définie par

f(x) =sin(2mlnx)

1 ex (—lnzx)
xV21 P 2 '

Calculer JOOO x* f (x)dx pour tout k € N.

3. En déduire qu’il existe deux variables aléatoires X et Y positives telles que, pour tout n € IN, on
ait E[X"] = [E[Y"] < o0, mais n’ayant pas la méme loi.

Corrigé.

1. Avec le changement de variable u = In(x), on a
j eXP( - X)dx:j — e 24y =1.
0 xV2m 2 —00 V27
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2. Soit k > 0. La fonction x — x¥f(x) est intégrable sur R,, et le changement de variable u = In(x)

aboutit a )
o) ‘ 00 —u ] 1
x“f(x)dx = exp| —— + ku |sin(27mtu du.
[ rman= [ exp( T usingarn L
En remarquant que —u?/2 + nu = —1/2(u — n/2)? + n%/2, le changement de variable v = u — n/2
donne

J XK f(x)dx = cste - f e v’/2 sin(27tv)dv = 0.
0 —00
3. On considere les v.a. X et Y de densité respectives

~In’x
2

1 ( ~In%x )
exp ,
xV2r 2
qui sont bien définies par les questions 1. et 2. (les densités sont bien d’intégrale 1). Alors X et
Y admettent des moments a tout ordre et, pour k € N, on a

IE[Yk] J (1 +sin(27tlnx)) 12 exp( 122 )dx IE[Xk] j x)dx = IE[Xk]
T

1
erRir—>—exp( ) et xeR} — (1+sin(2rlnx))
x

27

mais X et Y sont bien de lois différentes !
—_—  — =0
Exercice 10. (Une loi faible par les fonctions caractéristiques) Soit (X,,),>1 une suite de v.a. i.i.d définies
sur (), A, IP). On suppose que E[|X;|] < co. Montrer alors que
X1+ + X,

n n—00

[E[X;], en probabilité,

a l’aide des fonctions caractéristiques.

Corrigé. indépendance des (X;) implique que, pour & € R,

5 n
Pxieexa (&) = ((le (—)) .
n n
Comme X; a un moment d’ordre 1 fini, & — @(&) est dérivable en 0 de dérivée iE[X;]. D’'ou
£ )) iEE[X, ] ( 1 ) ’ :
= =(1+ +o|— E|X].
(o (; w0 e R
Ainsi, les fonctions caractéristiques de (X +---+ X,,)/n convergent simplement vers la fonction carac-

téristique de la mesure de Dirac en [E[X; ], on en déduit que

Xi+--+X, loi

n n—oo

E[X,].

Or la convergence en loi vers une constante implique une convergence en probabilité vers cette
constante, ce qui conclut.

o< ———

Exercice 11. (Equation aléatoire) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi,
de variance finie 02. On suppose que (X + Y)/V2 est de méme loi que X et Y. Que dire de cette loi
commune ?

Corrigé. Tout d’abord, comme (X +Y)/V2 et X ont méme loi, on a (E[X]+E[Y])/V2 = V2E[X] = E[X].
Dou E[X] =
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Ensuite, si (X;);>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X, on dé-
montre aisément par récurrence sur 1 que

@z

a la méme loi que X. Or d’aprés le théoréme central limite, Z, converge en loi vers N (0,02) (en
effet, le numérateur de Z, est une somme de 2" variables aléatoires réelles centrées indépendantes
de méme loi et de variance ¢2). On conclut donc que X a la méme loi que N (0,02).

o< ———

Exercice 12. (Magie gaussienne) (3%) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et
telles que les variables aléatoires X +Y et X —Y soient indépendantes. Montrer que les deux variables
X et Y sont deux variables aléatoires gaussiennes.

Corrigé. Grandes étapes de la solution : en utilisant une équation fonctionnelle vérifiée par les fonc-
tions caractéristiques, trouver le module de la fonction caractéristique de X + Y, puis son argument.

Agrégation limitée
par diffusion
(par Paul Bourke)

Bonne année !

11/11



