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1 — Echauffement

‘Exercice 1. (Examen 2008-2009) Soit (X,)u>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement ditribuées définies sur (Q, A, IP). On suppose que X; € L*(IP), E[X;] =0 et IE[Xlz] =02 < oo.
On fixe un réel a > 0 et, pour n > 1, on pose

e’

1. On suppose que a > 1/2. Montrer que (S,(qa))nzl converge dans L.
Indication. On pourra utiliser le critere de Cauchy.

2. On suppose maintenant que a = 1/2.

(a) Montrer que, pour tout € > 0, il existe # > 0 tel que, pour tout &£ € [-#,17], on ait

0_262

< 552.

Ingyx, (&) +

(b) En déduire que la suite

[ 81(11/2) )
Vinn) |
converge en loi vers une limite dont on précisera la loi.

Corrigé.
1. On utilise le critére de Cauchy : soit 1 <m <mn,ona
n n 2 n

X || X\ o 1
L |G ] e

i=m i=m 1=m

2
E

en utilisant I'indépendance et le fait que les X; sont centrées. Pour a > 1/2, la série Y ;i ¢
converge donc

sup [E

n>m>N

i=m
ce qui montre que (S,(f))nzl converge dans L? (car L? est complet).

2. Pour cette question, on utilise une méthode similaire a la démonstration du TCL.

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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(a)

On sait que X; admet un moment d’ordre 2, donc ¢x, est 2 fois dérivable en 0 et (p;(l (0) =
iE[X;]=0et (j);gl(O) = —[E[X?] = —02. Avec un développement de Taylor-Young en 0, on ob-

tient
+ 0(52)),

O.262 0.2 2

¢x, (&) =1~

+o(<§2) = exp(—

quand £ — 0. Ainsi, on a

2¢2
Ingx, )+ 75— = of¢?),

quand & — 0, ce qui montre le résultat souhaité.
Soit £ € IR, on a

n

exp

P52 (€)=

n
_ <
| lox | )
k=1 klnn
Soit € > 0 et 7 > 0 donné par la question précédente. Pour n suffisamment grand, on a
&E/VkInn < n pour tout k > 1 et donc

- X
l —_—
Z’kl/zvlnn

k=1

0.2(52 n é n 0.2(52 n 0.2(52 0.262
In¢.an &)+ ——|< In (—)+ — |+ - -z
(Psnlz/m ) 2 I; ¢x, Vklnn ;Zklnn ;2klnn 2
n 2 2¢2 n
& o0& 1 1 )
S;Ekh‘ln-'— 2 meIE 1 n—o00 85

=1
En prenant ensuite ¢ — 0, on en déduit que

0.252
In qbsl,l/z)/m(é) PR 5

et, par le théoreme de Lévy faible, que S,(ql/z)/VInn converge en loi vers A (0,02).

2 — Se focaliser sur ses espérances

‘Exercice 2. (Examen 2015-2016) Soit (QQ, A,IP) un espace de probabilité. Soit (A,,),>1 une suite d’évé-
nements indépendants. Pour n > 1, on pose g, :=P(A,) et

b, = Zak et S,:= iﬂAk.
k=1

On suppose que b,, — oo quand n — oo.

1.
2.

3.
4.

Montrer que S,/b, — 1 dans L? quand 1 — co.

Pour tout k > 1, on pose 1y := inf{n € N : b, > k?}. Montrer que k? < b, < k% +1 et que (ng)keN
est strictement croissante.

Montrer que S,, /b, — 1 presque strement quand k — co.

En déduire que S,/b,, — 1 presque sirement quand n — co.

Corrigé.
1. Ona

n

_ Sl’l _ < ]]‘Ak ]- < 2 _ ]. _ ].
‘V“(b_n)‘;var(b_n Sb—g;E[ﬂAk]—b—%;“'«—b—an'

E

S 2
( )
ll’l

donc cela montre la convergence souhaitée.
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2. On note tout d’abord que 7y est bien défini car b, — co. Par définition, b,, > k? et by,—1 < k%. Or
ay <1,donconab, < k? + 1. En particulier, by, <(k+ 1)? donc ny < npy ;.
3. Soit € > 0. On a, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

1 Sy 11 1
>e|l<—Var| S |< —— < ——,
_6)_52 ar(b )_ezbnk_ezkz

Ny

Su
Pl|—-1
I
qui est une suite sommable en k. Par Borel-Cantelli, on en déduit que presque sirement, a partir
d’un certain rang,

3

Tk _ql<e
by,
et donc, presque strement,
S S
1—¢ <liminf % <limsup —% <1 +e.
k—oo bnk k—s00 bﬂk

On conclut en prenant une suite (&,,;)en 4 0.

4. Soit n > 1. Il existe un unique k > 1 tel que ny <n < ny,;. Comme (S,),>1, (b,),>1 et (1g)r>1 sont

croissantes, on a
S"k Sn S”k+1

<2<
b b, ~ b,

Mgt k
et, comme k? < by, < k2 +1,
Snk k2 S SnkJrl k2 + 1

e <<
b, k?2+1 "~ k?

-n

b, b
Sur I’événement de convergence de (S,,/b,, )i>1 vers 1, on a donc S,,/b,, — 1 quand n — oo (car
alors k — o0). On a donc montré que S,/b,, — 1 presque stirement quand n — co.

Mgy1

3 — Un peu de marche
T R N —

Exercice 3. (Réflexions multiples) Soit (Sg)g<k<n une marche aléatoire simple symétrique d’horizon
n > 1. Pour x € Z, on note 7, := min{k € [0, n]] : Sy = x}, ou par convention min @ = co.

1. Soit b > 1 et ¢ > —b. Déterminer IP(S,, =¢,Sg > -b,...,S,, > =b).
2. Soit a,b >1 et —b < ¢ <a. Montrer que

1 n n
H)(Sn :C,Ta <n,vk 6 [[Ta,n]],sk >_b) = ﬁ((ﬂ+2a—c)_(f’l+2a+2b+c))'
2 2

3. Soit a,b > 1 et —b < c < a. En s’inspirant de la question précédente, montrer que

1 n n
P (Sn =0T, =Tp= oo) = ﬁ Z(( n+2k(a+b)+c ) - ( n+2k(a+b)+2a—c )) .
kez 2 2

Corrigé.
1. Ona

H

{S,=¢,S0>-b,...,S,
= #{chemins de (0,b) a
= #{chemins de (0,b) a

0,b)a

= #{chemins de (0,

> —b}

(n,c +b) ne touchant pas 0}

(n,c+ b)} —#{chemins de (0,b) a (n, ¢+ b) touchant 0}
(n,c+ b)} —#{chemins de (0,-b) a (n,c+b)},

par le principe de réflexion. On obtient ainsi

1 n n
P(S,,=c¢Sq>-b,...,S,>-b)=P(S,=¢c)-P(S,,=a+2b) = F((n_—%—c)_(n+c+2b))'
2 2
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2. Enreflétant le chemin a partir de l'instant 7,, par rapport a I’axe horizontal de niveau a on a
P(S,=c 1, <nVkel[rt,n],S>-b)=P(S,,=2a-c,t,<nVk e€[rt,n],Sk <2a+Db).

On remarque que avant l'instant 7,, la trajectoire est forcément < 2a + b, puis que si S, =2a—c
alors on a forcément 7, < n. Cela donne

P(S,=c 1, <nVke[t,n],Sk>-b) (S, =2a-c,Vke[0,n],Sk <2a+Db)

n
(S, =c—2a,Vke[0,n],Sk >—(2a+Db))
1 n n 1 n n
= o \\ ntc=2a | 7| nt2at2b+c = o \\ nt2a=c | 7| n+2at2b+c | |’
2 2 2 2

3. Cette question est assez lourde a rédiger, et bien plus claire avec un dessin. On s’intéresse a la
probabilité complémentaire, c’est-a-dire qu'une trajectoire touche le niveau a ou le niveau —b
avant de finir en c. On décompose en fonction du nombre de fois que cette trajectoire travers
la bande [-b,a]. Puis en partant de I'extrémité on utilise des réflexions par rapport au niveau
a et —b alternativement de la fin de la trajectoire, jusqu’a arriver a quelque chose de calculable
(c’est-a-dire de la forme de la question 1.).

=P
=P

en utilisant la question 1.

On commence par remarquer que

P(S,=ct,=1_pp=00)=P(S,=¢)-P(S,,=¢, T, <ooo0u 1_) < 00)
=P (S, =c)-1IP(S,, =¢, le niveau a est touché en dernier)

—IP(S,, =c¢, le niveau b est touché en dernier).,

en séparant en fonction de laquelle des deux “barrieres” en a et —b a été touchée en dernier.

On va se concentrer sur le cas ou on touche a en dernier, l’autre s’obtenant par symétrie. On va
séparer en fonction du nombre de traversée de la bande [-b,a]. Pour cela, on pose T} := 7, puis
pour k > 1,

Uy =inf{i > T : S; =-b} et Ti, =inf{i > U;:S; =a}.

Les instants Uy correspondent a la fin d’une traversée de la bande de a vers —b et les instants Ty
(pour k > 2) correspondent a la fin d’une traversée de la bande de —b vers a. On remarque que
T, <U; <T, < U, <...,ou les inégalités sont en fait strictes jusqu’a ce que les instants soient
infinis. On a alors

IP(S,, = ¢, le niveau a est touché en dernier) = Z,]P(S” =¢, T <net U = 00).
k>1

Soitk>1,ona

P(S,=¢,T<nUg=00)=P(S,,=¢,Tp <n,Vi€[Tn],S;>-b)
=P(S,=2a-c¢, Ty <nVie[T,n],S; <2a+b), (1)

par réflexion de la trajectoire entre les instant Tj et n par rapport au niveau a (comme a la
question 2.).

Dans le but de procéder par récurrence, on va montrer que, pour tous j >2 ety >x>a,0ona
P(S,=xT; <nVie[T,n],$;<y)= P(S, =2(a+b)+x Tj_y <nVie[Tji_y,n],S; <2(a+b)+y)
(2)

Pour cela, on commence par remarquer que, sur '’événement {T; <n},ona U; <net Vi€ [U;, T;],
Si <a<y.Réciproquement, sur {U; <n,§, = x}, on a T; < n car x > a. Cela nous assure que

P(S,=x T <nVie[T,n],$;<y)=P(S,=xU; <nVie[S;n],S; <y).
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On effectue alors une réflexion de la trajectoire entre les instant S; et n par rapport au niveau
—b, ce qui donne

IP(Sn =x, Uj <nVie [[S]',n]],Si <y) = IP(Sn =-2b-x, Uj <nVie [[S]',n]],Si > —2b—y).

Puis par des arguments similaires sur ce qui a lieu entre les instants T;_; et U; et en effectuant
réflexion de la trajectoire entre les instant T;_; et n par rapport au niveau a, on a

P(S,=-2b-xU; <nVi€[S;n],S;>-2b-y)
=TP(S, =-2b-x Tj_y <nVie[Ti_y,n],S;>-2b-y)
= IP(Sn =2a—(-2b-x),Tj_y <nVie[Ti_,n],S;<2a- (—2b—y)),

et cela montre (2).
On revient a (1). En utilisant k — 1 fois (2), on obtient

P(S,=2a—-c¢, T <nVie[Tin],S;<2a+b)
=P(S,=2(k-1)(a+b)+2a-c T, <nVie|T,n],S; <2(k—1)(a+b)+2a+D).

Comme T; = 7,, on a, par la fin du calcul de la question 2.,

P(S,=2(k-1)(a+b)+2a—c, Ty <nVie[T|,n],S;<2(k-1)(a+b)+2a+Db)

1 n n
= ﬁ (( n+2(k—1)(a+b)+2a—c) - (n+2[2(k—1)(a+b)+2a+b]—[2(k—1)(a+b)+2a—c] ))
2 2

Finalement, on a montré que

. p . 1 n n
P (S, = ¢, le niveau a est touché en dernier) = on Z(( n+2(k—1)(a+b)+2a—c) - ( n+2k(u+b)+c))
k>1 2 2

et par symétrie, on a

. , . 1 n n
IP(S,, = ¢, le niveau b est touché en dernier) = > Z(( n+2(k1)(a+b)+2b+c) (n+2k(a+b ))

k>1 2
1 n
= ﬁ Z n—2k(a+b)-2a+c n—2k( a+b
k<-1 2
= A Z ((n+2k a+b)+2a— c) (n+2k a+b)+ ))
k<-1

en utilisant que (Sg)o<k<n €t (—Sk)o<k<n Ont méme loi, puis en changeant k en —k.
Enfin, en revenant a la premiere égalité, on a

P(S,=¢1,=1,=0)

1 n n 1 n n
=P(S,=¢c)+ o Z(( n+2k(a+b)+c) - (n+2(k—1)(;+b)+2a—c )) +on Z (( n+2k(u+b)+c) - ( n+2k(atb)+2a—c ))

k>1 2 k<-1 2 2
1 n 1 n 1 n
=P (Sn =c)+ ﬁ Z (n+2k(a+h)+c) - F Z( n+2k(a+b)+2a—c ) - ? Z (n+2k(a+b)+2a—c)
kez* 2 k>0 2 k<1 2
1 n n
= ﬁ Z(( n+2k(a+b)+c ) - ( n+2k(a+b)+2a—c )) ’
kez 2 2

en changeant k en k — 1, puis en remarquant que P(S,, =¢c) = 2‘”((%'2)/2) est exactement le terme
manquant a la somme sur k € Z*
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4 — Donner son maximum
W

Exercice 4. (Examen 2007-2008) Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies
sur (Q, A, P) et de loi uniforme sur [0, 1]. Pour n > 1, on pose

1 1

M, = max(m,..., \/U_n)

1. Calculer la fonction de répartition de M,,.

2. Soit p > 0. Déterminer les valeurs de p telles que M, a un moment d’ordre p fini.

3. Montrer que M,,//n converge en loi quand n — oo vers une variable aléatoire dont on précisera

la fonction de répartition et la densité.

Corrigé.

1. Pour x<1,ona Fy (x)=0.Pourx>1,0na

2. Comme M,, >0,0n a

Pl = p — 1/p
E[M}] L P(M} > p)dy L P(M, >y'7)dy.
Orona,poury>1,

1 n
IP(MH Zyl/p): 1 —PMn(yl/p) =1 —(1 _3)2_/17)

n
~y—oo "5
y/P

donc E[M£] < oo si et seulement si p<2.
3. On passe par les fonctions de répartition. Pour x <0, on a Fy; ,.:(x) = 0. Pour x > 0, on a, a partir
d’un certain rang tel que x\n > 1,

Fapr /(%) = Fag, (xVn) = (1 .

/42
2) e 1/x.
nx n—o0

On pose F(x) := e‘l/"zﬂx>0 pour x € R. Alors F est continue croissante et tend vers 0 en —co et en
1 en +oo donc c’est la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z, et donc M,,/y/n converge
en loi vers Z.

En outre, on a Fz(x) = ono pz(z)dz, avec

2

p(z) =F,(z) = e~

1/22 :[1
z3

x>0~

donc Z admet p pour densité.

5 — Exploser ses records
’W

Exercice 5. (Convergence en loi mais pas en proba) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi définies sur (Q, A, P) telle que E[X;]=0et 0 < IE[Xlz] < 00. On pose
Sy =X1+--+X, pour tout n > 1.

1. Soit @: IN — N une extractrice. En utilisant la loi du 0-1 de Kolmogorov, montrer que

S S
liminf — 2% — o et limsup i

n—eo L\ Jp(n) n—oo /(1)

=+0o0, presque sirement.
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2. En déduire que la suite (S,/v/n),>1 ne converge pas en probabilité.

Corrl;gé‘

1. Par symétrie, il suffit de montrer la limite supérieure. On considere A > 0. On a, pour N € IN,

S Xy+-+X Xny+:--+X
{limsupﬂ ZA}:{limsupN—(p(n) ZA}: mlimsup{N—(p(n) ZA—l}
) p>1 (P

n—oo (p(n n—oo (p(}’l) n—oo (n) P
Xny+-+X
—ﬂﬂU{ Nt Xy >A}e]—"N,
p=1k>1n>k

et, comme cela est vrai pour tout N € N, cet événement appartient a la tribu asymptotique de la
suite (X,,);>1. Par la loi du 0-1 de Kolmogorov, on a donc

P|limsu >Ale{0,1).
s 22 e

En outre, on a

=lim | P

k—o0

Sp(n
limsup e A}
n—oo \,(P(”)
. Sk
> limsup P >A
p(k)

Or, d’aprés le TCL, la suite (S,/vn),>; converge en loi vers une variable aléatoire N de loi
N(0,02). La variable N ayant une fonction de répartition continue partout et jamais égale a
1, on a donc

S
IP(limsupﬂ >A|>DP
n—oo (p(n)

k—o0

S
lim IP(—” >A):IP(N > A)> 0,
\Vn

n—00 n

ce qui implique que

S
IP[limsup pir) >A|[>0.

n—o00 \/(p(n)

Comme cette probabilité est dans {0,1}, on a donc

S
H’[limsupﬂ >Al=1

n—00 (p(n)
En considérant une suite (Aj)x>1 T +00, on en déduit le résultat.

2. Silasuite (S,/v/n),>1 converge en probabilité vers une variable aléatoire X, alors on peut extraire
une sous-suite (Sy(;)/\@(n))yz1 telle que Sy ,)//@(n) — X p.s. Or par la question précédente
Som/Ne(n)),z1 diverge presque stirement, donc (S,/V/n),>1 ne converge pas en probabilité.

6 — Augmenter sa précision
N N

Exercice 6. (Controle des fluctuations d’une marche aléatoire) Soit (X,),>; une suite de variables aléa-
toires réelles centrées indépendantes et de méme loi définies sur (Q, .4, IP) telle qu’il existe 6 > 0 tel

que E[e’Xi]] < 0. On pose S, = X; +---+ X,, pour tout n > 1.
1. En étendant la définition de la fonction caractéristique de X; au voisinage de 0 dans C, montrer
que l'on a
IE[ Sn/\/>:| 2/2
n—oo0 ’
ou o?:=E[X 2]
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2. Soit a > 1. Montrer que

: S R
limsup 15, <a, presque sirement.

n—o00 nlnn

3. En déduire que

[Sul .
~— — (0, presque sirement.

\/Ell’li’l n—o00

Remarque. Le bonne renormalisation a été trouvée en 1924 par Khinchine, pour les sommes de va-
riables de Bernoulli, puis a été étendue en 1941 par Hartman et Wintner, au cas général ou les X;
suivent une loi centrée et de variance finie o2. Ils ont montré le résultat suivant

S N .
liminf ———2——=-1 et limsup——=——=1, presque sirement,

=0 \2nlnlnn n—oo V2nlnlnn

appelé la loi du logarithme itéré.
Corrt;qé‘
1. On pourrait vouloir appliquer la convergence en loi du TCL mais la fonction x — e* n’est pas
bornée donc on ne peut pas.
On va plutodt recalquer la démonstration mais en remplagant la fonction caractéristique par la
fonction ¢ définie par
Vte[-5,8], @(t):=E[e™],
qui est bien a valeurs finies car E[e!X1] < E[e®X1]]. Cela revient a ¢(t) = ¢x,(it) (Uhypothese
E[e®X1]] < 0o permet en fait de prolonger ¢x, sur {z € C:Im(z) € [-6,9]} en une fonction analy-
tique).
Par récurrence, on montre que @ est C* sur | -0, [ et que

Viel-5,8[ VkeN, @®(t):=E[Xfe™],

en utilisant que 1E[|X{<etX1|] < oo pour tous t €] - 9,0[ et Yk € IN : en effet il existe une constante
C > 0 (dépendant de k et t) telle que ¥x € R, |xFe!™| < Ce®W,
En particulier, on a le développement suivant quand t — 0,

e(t)=1+ #wto(tz).

Ainsi, on obtient

Sy Xy/vn]" Ly o> (1 /2

lE[e” ”]:IE[e1 ”] =p|l—=] = 1+—+o(—) — e’
\n

2. On a, quand n — oo, par I'inégalité de Markov,

[ 5/(]

né né

IP(SnZa\/Elnn) ( S/ > )

donc, comme a > 1,

ZIP(Sn > a\/mnn) < o0

n>2

Par Borel-Cantelli, on en déduit que

limsup

Sn
n—co \nlnn

<a, presque sirement.
Par symétrie, on a aussi
liminf

n—00 \/_lnn

et les deux combinés donnent le résultat.

—a, presque sirement
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3. Sil’on prend a le plus petit possible on ne peut obtenir que

. S .
limsup 15, <1, presque sirement

n—00 nlnn

ce qui n'est pas satisfaisant.

Ce qu’il faut remarquer ici c’est que la limite ne dépend pas de o et ¢a c’est louche! On consi-
dere donc A > 0 et (AS,,),en est une marche aléatoire de loi de saut la loi de AX; qui est centrée
et vérifie E[e?4 1AXil] < o0 avec A~ > 0. On peut donc lui appliquer le résultat précédent qui

donne
: |AS,| .
limsup ——— <1, presque sirement
n—co Ynlnn
ou encore
: Sl 1 N
limsup < —, presque surement

n—oo0 \/Ell’ll’l N A)

qui donne le résultat souhaité avec A — oo.

7 — Passage au vestiaire
N N

Z;(ercice 7. (Théoréme de Portmanteau) Soit X, X, Xy,... des variables aléatoires a valeurs dans un
espace métrique (E,d) muni de sa tribu borélienne, définies sur (Q),.4,IP). On veut montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la suite (X,,),en converge en loi vers X ;
(ii) pour tout f: E — R lipschitzienne bornée, on a E[f(X,)] = E[f(X)] quand n — oo;
(iii) pour tout fermé F C E, on a limsup,_, P(X, € F) <P (X € F);
(iv) pour tout ouvert G C E, on a liminf, , [P(X, € G) >P(X € F);
(v) pour tout borélien A CE tel que P(X € JA)=0,0ona P(X, € A) > P(X € A) quand n — 0.

Ce résultat est appelé théoréme de Portmanteau, mais il n’y a pas de mathématicien portant le nom de
Portmanteau : il s’agit d’un canular possiblement initié par Billingsley qui, dans I'un de ses livres,
attribue le théoréme a Jean-Pierre Portmanteau, en faisant référence a un article de 1915 des Annales
de I'Université Felletin ayant pour titre « Espoir pour I’ensemble vide ? ».

1. Montrer les implications faciles : (i) = (ii), (iii) & (iv) puis (iii) + (iv) = (v).

2. Montrer que (ii) = (iii).

3. En considérant tout d’abord f € C,(E) positive et en utilisant que [E[f(X,,)] = JOOO P(f(X,)>v)dy,

montrer que (v) = (i).

Camgé.
1. (i) = (ii) : la convergence en loi implique la convergence E[f(X,)] = [E[f(X)] si f est continue
bornée donc en particulier si f est lipschitzienne bornée.
(iii) © (iv) : il suffit de passer au complémentaire.
(iii) + (iv) = (v) : on rappelle que JA = A\ A et donc, si IP(X € dA) =0, on a

P(XeA)=P(XeA)=P(X cA).
On a ainsi, par (iv),

liminfP (X, € A) > liminfP(X, € A) > P(X € A) = P(X € A)

n—00 n—00

et, par (iii),
limsupP(X, € A) < limsupP(X, € A) <P(X € A) =P(X € A),

n—-,oo n—00

ce qui montre que IP (X, € A) > P(X € A).
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2. Supposons (ii). Soit F un fermé. On pose, pour k > 1,
fk:x€e E— 0V (1-kd(x,F)),

qui est bornée par 1 et k-lipschitzienne. Donc, par (ii), on a E[f;(X,)] — E[f(X)] pour tout
k>1.Soitk>1,ona f > 1f, donc

limsupP (X, € F) <limsupE[fi(X,)] = E[f(X)]

n—00 n—-00

Or fi | 1r quand k — oo, donc, par convergence dominée, E[f;(X)] — IP(X € F). donc en prenant
k — oo dans I'inégalité ci-dessus, on obtient

limsupP (X, € F) <P(X €F).

n—-oo

3. Soit f € Cy(E), on peut supposer f positive (quitte a considérer f* puis f~). On a donc, pour
nelN,

0 M
E[f(X,)] = L P(f(X,) > p)dy = fo P(X, € (f > 7))y,

en posant M := ||f]|.,- On a aussi la méme relation avec X au lieu de X,,.

Montrons que IP(X € d{f > y}) = 0 pour presque tout y € R. Comme f est continue, {f > p} est
ouvert et {f > y} est un fermé contenant {f > y} donc J{f > v} C {f = y}. En outre, on a, par
Fubini-Tonelli,

J (Xelf=yhdy= JJ Lyeif=y) dPx(x)dy = fflf ydy dPx(x)
—J;R ({f (x)}) dPx(x) = 0,

ou A est la mesure de Lebesgue sur R. Ainsi y — IP(X € {f = p}) est une fonction positive d’inté-
grale nulle, donc elle est nulle presque partout.
Pour presque tout y € R, on a IP(X € d{f > y}) = 0 donc, par (v),on a

P(X, € (f >p) —— P(X(f > ).

En outre, on peut dominer par 1 qui est intégrable sur [0,M] et on obtient par convergence
dominée

M M
EF(X,)= [ POl >ahdy—— | T P(Xelf > pdy = Bl

8 — Assurer la survie du club

‘Exercice 8. (Processus de Galton-Watson) Soit # = (pi)ieny une mesure de probabilité sur IN telle que
po+ p1 < 1. Le processus de Galton-Watson (Z,,),so est défini récursivement par Z, :=1 et, pour n >0 :

Zfl
Zu= Y X
j=1

ou les variables aléatoires (X](-”))]-,nzo sont i.i.d. de loi p. Ainsi, (Z,),>o modélise I’évolution d’une po-
pulation dont a chaque instant n les individus meurent en donnant naissance a des nombres d’enfants
i.i.d. de loi p. On introduit la fonction génératrice 1p associée a y :

= Z,uns”, se[0,1].

n>0
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On note finalement m := ), p,n la moyenne du nombre d’enfants et q := P(AneIN:Z, =0) la
probabilité que la population s’éteigne au bout d’un certain temps.
La question, que se sont posée Bienaymé en 1845 puis Galton et Watson en 1874, est la suivante :
quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que la population ne s’éteigne jamais ? L'objectif
ici est de démontrer leur résultat: g<1 & m> 1.
Bien qu’ayant démontré ce résultat plus tot, Bienaymé n’a pas laissé son nom a ce fameux processus.
Ultime injustice, la démonstration de Galton et Watson était fausse.

1. Montrer que ¢ est strictement croissante, que 1’ est strictement croissante et que (1) = 1.

2. Pour s € [0,1], on note 1,,(s) := [E[s?"]. Montrer que t,,,, = ,, o 1.

3. Montrer que IP(T < o0) est le plus petit point fixe de ¢. Conclure.

Corrl;gé‘
1. Pas de difficulté en dérivant sous le signe somme.
2. On démontre aisément par récurrence sur n que pour tout entier n > 1, Z, est mesurable par
rapport a la tribu O'(X](-k) :7>0,0<k<mn-1). Ainsi Z, est indépendant de O'(X](-n) 17 =>0).

On obtient alors

Zn ~(n)
P (s) =E[s55 |

k (1)
E|sH % 1y,

k)
P(Z, = k)IE[stzl X ] car Z, et (Xﬁ”),...,X]((")) sont indépendants

1) k
P(Z, = k)IE[sxl ] car XYI),...,X]EH) sont iid

D’ou le résultat.

3. La probabilité d’extinction g est la réunion croissante des événements {Z, = 0}. En remarquant
que ,(0) = P(Z, = 0), il s’ensuit que g est la limite de 1" (0) lorsque 1 — co.
Lorsque m < 1, on introduit la fonction k(s) = (s) — s qui vérifie, pour 0 <s <1 h'(s) = ¢’(s)-1 <
Y’(1)-1 < 0. Ainsi h est strictement décroissante sur [0, 1] avec #(1) = 0. On en déduit que (t) > ¢
pour tout t € [0,1). Lorsque m > 1, on démontre de maniere similaire que que ¥(s) = s admet
une unique solution sur [0, 1). Il est alors classique de montrer que la suite 1(")(0) converge vers
le plus petit point fixe de ¢ sur [0,1] lorsque n — co.

9 — Apres l'effort, le réconfort
N N

Exercice 9. (Epiphanie) Lors des voeux du directeur au Pot, n galettes sont servies, chacune contenant
une feve et étant coupée en p parts. Au moment de vous servir, il reste py,...,p, parts dans chaque ga-
lette respectivement. En outre, comme chaque personne qui a trouvé une feve porte immédiatement
une couronne, vous savez qu’'exactement k feéves ont été trouvées. Votre objectif est de maximiser
votre probabilité de trouver une féve.

1. Quand k = n -1 dans quelle galette devez-vous tirer ?
2. Etquand k=07
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3. En général, est-ce qu’il y a intérét a tirer dans une galette qui n’est ni la plus grande, ni la plus
petite ?

Corrigé. Un corrigé plus complet sera mis en ligne bientdt, mais voici quelques conseils pour étre prét
pour la galette de I’'ENS.

1. II faut tirer dans la plus grande (ou une des plus grande si plusieurs galettes sont de taille
maximale). Pour le montrer, il faut faire un petit calcul, ce n’est pas complétement évident a
priori.

2. 1l faut tirer dans la plus petite. Ici c’est assez évident.

3. Oui ¢a peut arriver.
Par exemple si k = 1 et qu'une galette est vide alors il faut tirer dans la plus petite parmi les non
vides : on se ramene au cas du 2. (ce n’est du coup pas tres intéressant).
Mais ¢a peut aussi arriver avec aucune galette vide : par exemple avec n =3, k =1, p; =1,
p1 =|p/2], p3 = p. Faire le calcul pour le montrer.

Arbre de Galton-Watson
v critique conditionné a avoir
(S TER I Sheits fo une grande taille donnée
(par Igor Kortchemski)

oty

)

Fin
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