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Feuille d’exercices n°1
Corrigé

Exercice 1

1. Notons C = A— B ={x—ytqx € A,y € B}. C’est un convexe et, puisque A et B sont
disjoints, C' ne contient pas 0.

Soit ¢ € C quelconque. Notons F' = Re. Soit [ : F' — R linéaire telle que {(c) = —1. Soit p
la fonction telle que p(x) = 0 si z € RTC' et p(x) = +oo sinon. Elle vérifie les hypotheses du
théoréme de Hahn-Banach. L’inégalité triangulaire provient du fait que RTC, comme C, est
convexe (pour tous x,y € F, soit x ¢ RTC ouy ¢ RTC et alors p(z + y) < 400 = p(x) + p(y),
soit z et y appartiennent tous deux a RTC et alors (x + y)/2 aussi, donc x + y aussi et
p(z+y) =0=p()+py)).

Sur F' = Re,onal < p. En effet, siz = Acavec A € R, soit A > 0 et alors [(x) = =\ < 0 = p(z),
soit A < 0 et alors z = A¢ ¢ RTC (sinon, cela impliquerait que 0 appartient a C') donc
F() < +o00 = p(a).

Il existe donc une forme linéaire f qui coincide avec [ sur F' et telle que f(z) < p(z) pour tout
r el

Puisque f(c¢) =1(c) = —1, la forme linéaire f est non-nulle.

D’apres la définition de p, f(z) < 0siz € C donc :

Vre A,ye B flz) < f(y)

<= sup f(z) < inf f(x)
€A zeB

I ne reste qu’a montrer que f est continue. Soit r > 0 tel que B(c,r) C C'; un tel réel existe
car C' est ouvert. Pour tout = € B(0,1), c+rx € C et ¢ —rz € C. Puisque f est négative sur
C:

fle)+rf(z) <0 et flc)—rf(z) <0

Donc |f(x)| < —f(c)/r. La forme linéaire f est bornée sur B(0, 1) donc elle est continue.

2. Puisque A et B sont fermés et au moins I'un des deux est compact, il existe r > 0 tel que,
pour tous z € A,y € B, ||z — y|| > r.

Posons Ay = {z+etqu € A, |le|| <r/2} et By ={x+etqax € B,|le|| <r/2}. Les ensembles
Ag et B, sont des ouverts convexes et disjoints. D’apres la premiere question, il existe une forme
linéaire continue non-nulle f telle que :

sup f(z) < inf f(z)

TEAg €8>



D’apres la définition de A :

oA SIS - S Il
De méme :

Iof f(2) = nf flz)+ _jnf fle) = inf f(w) - S f(e)
Donc :

sup f(z) < inf f(z) =2 sup f(e)

€A zeB e€B(0,r/2)

Puisque f est non-nulle, sup,.c (/2 f(€) > 0 donc :

sup f(z) < inf f(x)

TEA z€B

Exercice 2

1. Soit H un espace de Hilbert (sur R). Le théoreme de représentation de Riesz dit que, pour
toute forme linéaire continue ¢ € H’, il existe un unique a € H tel que :

Vee H () = (a, )

2. Soit ¢ une forme linéaire continue.
D’apres le théoreme de représentation de Riesz, pour tout u € H, il existe Au € H tel que :

Yve H a(u,v) = (Au,v)
De plus, il existe U € H tel que :
Yve H o(v) = (U,v)

I1 suffit donc de montrer qu’il existe u tel que Au = U. Nous allons donc démontrer que A est
surjective.
L’application A est linéaire. Puisque a est continue, il existe une constante C' > 0 telle que,
pour tout w :

Voe H  [{(Au,v)| = a(u,v) < Cluf|[|v]]

ce qui implique ||Au|| < C||ul|. L’application A est donc continue.

De plus, par hypothese, on a, pour tout u € H, ||Aul|||u|| > |(Au,u)| = |a(u,u)| > ¢||u||* donc
||Au|| > ¢||ul]|. Cela implique que A est un isomorphisme sur son image. Donc Im(A) est un
espace complet, ce qui entraine que c¢’est un fermé de H.

Pour montrer Im(A) = H, il suffit maintenant de montrer que (Im(A))* = {0}. Pour cela,
supposons fixé h € (Im(A))* et montrons qu'on a h = 0.

On doit avoir 0 = (Ah, h) = a(h, h) > c||h||*. Donc h = 0.



Exercice 3

1. Fixons (z,)nen une famille dénombrable d’éléments telle que Vect {(z,)nen} = H. Quitte a
en extraire une sous-suite, on peut supposer que c’est une famille libre (aucune combinaison
linéaire finie a coefficients non tous nuls d’éléments de la suite n’est nulle). On l'orthonor-
malise par Gram-Schmidt, pour obtenir une famille (e, ),cn. Montrons que (e, ),en est une base
hilbertienne.

Pour toute suite (a,)nen telle que Y a2 < 400, la suite Y ane, converge dans H : la suite
de ses sommes partielles est de Cauchy. De plus, en passant les sommes partielles a la limite,
132, anenl® = 32, ai.

Si Y, anen =, bney, alors > (a, —b,)e, =0 donc 0 =" (a, — b,)* et a, = b, pour tout
n. On a donc 'unicité de la décomposition.

Montrons 'existence. Soit x fixé. Posons y = ) (z,e,)e, (la somme est bien définie car
Yoz, eq)? < ||z||* < +o00). Alors y — 2 est orthogonal & e, pour tout n. Donc y — z €
Vect {(en)nen}t = Vect {(2,)nen . Ce dernier ensemble est I'orthogonal d'un ensemble dense ;
il est donc réduit a 0 et z =y =) (z,e,)en.

2. Soit (zx)ren une suite bornée d’éléments de H. Pour tout k, notons :

Ty = Z ag“)en

n

ol (é,)nen est une base hilbertienne fixée de H.
Puisque (a%k)) ren est bornée dans R pour tout n, on peut construire, par extraction diagonale,
une extraction ¢ : N — N telle que, pour tout n € N, (aﬁfb(k)))keN converge vers une certaine
limite qu’on note a;°.
Pour tout N € N :

Z a** = lim a?®?

k—4o0 "
n<N n<N

2
<sup 3 st
keN n<N

< sup ||a®®)||?
keN

< 400

Donc >~ a3 < +00 et on peut poser To, = Y., a’e,.

Montrons que 4 converge faiblement vers z, lorsque £ tend vers I'infini. D’apres le théoreme
de représentation de Riesz, toute forme linéaire continue sur H est de la forme ¢ — (¢, u), pour
un certain v € H. Il suffit donc de démontrer que, pour tout u € H :

k
(T (k) w) e (Too, 1)
On écrit u sous la forme u =) uye,.

Pour tout k :
(Too — Te(k), u) = Z(a;’f — a?®u,

n



Pour tout N € N, > _(ap° — aﬁ(k))un — 0 quand k — 400, puisque a® — a?® 0 pour

tout n < N. De plus, par Cauchy-Schwarz, on a pour tout & :

> (a = ag™u,

n>N

< 2suplla] [3 2

n>N

ce qui tend vers 0 uniformément en k£ lorsque N tend vers +o0.
En combinant les deux précédentes remarques, on obtient :

(Too — To(r), u) = Z(a;’f — a?®u, Sasally

n

3. Soit (z1)ren une suite bornée. Posons Hy 'adhérence dans H de Iespace vectoriel engendré
par cette suite. Comme H, est un espace de Hilbert séparable, il existe, d’apres la question
précédente, une extraction telle que x4y converge faiblement dans H, vers une limite z,
lorsque k — +o0.

La convergence faible dans un sous-espace implique la convergence faible dans 'espace tout
entier : la suite (z4k))ren converge faiblement vers ...

Exercice 4

1. a) L’ensemble U contient E et ().
L’ensemble U est stable par intersection : si Uy, Uy € U, alors U1 NU, elU. En effet, pour tout

x € Uy NUy, puisque z € U; et z € Uy, il existe 71,75 > 0 et 7], .. ,@}Ll,ﬁ,. - 1y, tels que :

{' € Etq Vk,py(z —2") <m} CU
{2’ € Etq Vk,pg(z — ') <ro} CUs

Alors, en posant 7 = min(ry,73) et {j1, ..., Jn} = {i1, . i, 13, s 15y}, OD &

{2 € EtqVk,pj,(x —2') <r} CcU NU,

De plus, I'union d’une famille de parties de U appartient encore a U : si les (U;);er sont des
éléments de U, alors V = U;U; est aussi un élément de U. En effet, si z € V| il existe i tel que
V e U;. 1l existe donc r > 0 et iy, ...,4, dans [ tels que :

{2’ € EtqVk,p;(x —2') <r}Cc U, CV

b) On va traiter seulement le cas de I’addition. Celui de la multiplication par un scalaire est
similaire.

Soit U un ouvert de E. Soit A C E x E son antécédent par +. Montrons que A est ouvert.
Soit (z,y) € A. Il faut montrer qu'il existe A; et Ay des ouverts de E tels que (z,y) € Ay x Ay C
A.

Puisque = +y € U et U est ouvert, il existe » > 0 et iy, ..., 4, dans [ tels que :

{z€e EtqVk,p;(x+y—2)<r}CU (1)



Posons A; = {z € E tqVk,p; (v — 2) < 1r/2} et Ay = {z € E tq Vk,p; (y — 2) < r/2}. Les
ensembles A; et Ay sont ouverts (cela se vérifie en utilisant 1'inégalité triangulaire de p). De
plus, (x,y) € A; X Ay. Enfin, A; x Ay C A puisque, si (21, 29) € Ay X As :

Vi pip(rty—(a+2) <ple—2n)+ply—2)<r/2+r/2=r

dong, par (1), z; + 22 € U.

c¢) Soient x et y deux éléments distincts de £. Montrons qu'il existe Uy, Uy des ouverts disjoints
tels que x € Uy et y € Us,.

Par hypothese, il existe ¢ € I tel que p;(x — y) # 0. Posons :

Ui ={ze€ Etqpi(r—2) <p(x—y)/2}
Uy={z€ Etqpi(y—2) <pi(x —y)/2}

Les ensembles U; et U; sont tous deux ouverts. Le premier contient x et 'autre y. Il faut
montrer qu’ils sont disjoints.

Siz e U NUy, alors pi(x —y) =pilr — 2+ 2—y) < pi(x—2)+pi(z —y) < pi(x —y). Clest
absurde. Donc U; et U; sont disjoints.

d) Supposons d’abord que ¢ est continue. Alors ¢~1([0; 1[) est un ouvert de E contenant 0. En
appliquant la définition des ouverts donnée a la question a), pour le point z = 0, on obtient
qu’il existe > 0 et iy, ...,%, € I tels que, pour tout 2’ € E.

(Vk,pi, (') <r) = q2') <1

Alors, pour tout = € E, ¢(z) < Lsup;,o, pi ().
En effet, si A € RY vérifie Asup,;<,, py, (v) <7, la définition de r et des i, donne :

1
qg(\r) <1 = q(z) < 3
On en déduit :
1
q(z) < inf{x tq A >0et A sup p;,(x) < r}

1<k<n

1
= inf {u tq u>0et — sup p; () < u}
T 1<k<n

1
= — sup p;,(x)
T 1<k<n

Supposons maintenant ¢ < C'sup;<;<, p;, et montrons que g est continue. Soit A un ouvert de
RT. Montrons que ¢~ '(A) est ouvert.
Soit z € ¢~ 1(A). Soit € > 0 tel que R™N]q(z) — ¢; q(x) + €[C A. Posons r = ¢/C. Alors :

{2/ € EtqVk,py(x —2')<r}={2' € EtqC sup p; (zr—12') <e}
1<k<n
C{r' € Etqqlz—12') <e}
C {2’ € E tq lg(x) — q(2)] < gz —2') < ¢}
Cq(A)



e) Si x; — T, alors, pour toute semi-norme continue p, comme p est continue et comme la
soustraction est continue, p(zy — ) — 0 lorsque k — +o00.

Réciproquement, supposons que, pour toute semi-norme continue p, p(x;) — p(zs) lorsque
k — 400. Soit U € U un ouvert contenant x.,. Il faut montrer que x;, € U pour tout k assez
grand.

Soient r > 0 et iy, ..., 4, € I comme dans la définition de U (au point x = z,). Pour tout s < n
et pour tout k assez grand, p; (oo — zx) < r (puisque p;, (Ts — xx) — 0 quand k tend vers
+00). Donc x, € U pour tout k assez grand.

2. a) Supposons d’abord la condition indiquée vérifiée et montrons que f; tend vers f.
D’apres la question 1.e), il suffit de montrer que, pour toute semi-norme continue p, p( fr— foo) —
0 lorsque k — 4o0.

Pour tout 4, la semi-norme p est continue sur Dy, (ce n’est pas a priori évident puisqu’on
n’a pas montré que la topologie induite sur Dk, par la topologie de D coincidait avec celle
engendrée par les semi-normes (p,, i, )men). En effet, d’apres la question 1.d), elle est majorée
par C'sup,<j<, i, ou les p; sont des éléments de P. Chaque p;, est continue sur Dg,, donc
majorée sur Dy, (4 nouveau par 1.d)) par une semi-norme de la forme C, SUD| <<, Ps.Ki-
La semi-norme p initiale est donc également majorée sur Dk, par une fonction de la forme
C'SUpy <4<y Ds.k;- Toujours d’apres 1.d), p est donc continue sur D, .

Puisque les f et f. appartiennent &4 un méme espace Dk,, puisque fr — fo dans Dg, et
puisque pyp,. est continue, on a bien p(fy — foo) — 0.

Inversement, supposons maintenant que f; tend vers f,, et montrons que la condition voulue
est vérifiée.

Montrons qu'il existe i tel que fi € Dk, pour tout £ € N. Raisonnons par 'absurde. Quitte a
extraire une sous-suite, on peut supposer que, pour tout k, fi ¢ Dk,

Définissons :

VfeD p(f) = sz SUpP,crn i, |/ (2)]

2% Sup,enn s, (@)

Cette fonction est bien définie car, pour toute f € D, seul un nombre fini de termes dans la
somme ne sont pas nuls : si f € K; pour un certain j, alors sup,cgn_g, |f(z)| = 0 pour tout
k > j. De plus, pour tout k, sup,cgn_g, |fr(z)| > 0, sinon cela signifie que f; est nulle sur
R™ — K, et donc que fi, € Dk, .

La fonction p est une semi-norme sur D (cela se vérifie en montrant que chaque terme de la
somme est une semi-norme). Sa restriction a chaque D, est majorée par C;pgk, pour une
certaine constante C; > 0; la restriction est donc continue.

La semi-norme p appartient donc a la famille P ; elle est alors continue pour la topologie sur D
définie par P. Donc p(fx) = p(f) lorsque k — +oo.

C’est absurde : pour tout k, p(fy) > 2% sup,epn _ fe, | fi(2)]

sup,ern k[ fx(@)]
convergente.
Il existe donc i tel que f, € Dg, pour tout k € N. Si on fixe j tel que fo € Dg;, alors
fr € Dk ooy Pour tout k € NU {oo}. La premiere partie de la condition est démontrée.
En fixant 7 tel que dans la propriété a prouver, montrons que f; — fo dans Dg,. D’apres la
question 1.e), il suffit de montrer que, pour toute semi-norme continue p sur Dy, p(fx— foo) — 0.

= 2% donc (p(fx))ren n’est pas une suite




D’apres la question 1.d), il suffit de le montrer pour les semi-normes de la forme p,, k, avec
m € N.

Pour tout m, ¢ : ¢ — SUP|q|<m [|g“||o est une semi-norme continue sur D (pour tout k, sa
restriction a Dy, vaut p,, , donc est continue). Puisque f; — fw dans D, ¢(fx — fs) — 0.
Donc pi i, (fr — foo) = a(fx — foo) = 0.

b) Supposons par I'absurde que la topologie de D est engendrée par une distance d.

Pour tout k£ € N*, fixons f € D une fonction qui n’est pas a support dans K. La suite
(27" fx)nen tend vers 0 lorsque n — 400 (cela se vérifie a 1'aide de la question précédente). 11
existe donc ny, tel que d(27" f;,,0) < 27F.

La suite (27" fx)ren converge alors vers 0 au sens de la distance d. En revanche, elle ne vérifie
par la condition de la question précédente. C’est absurde.

3. Soit L : D — R une forme linéaire. La fonction f — |L(f)| est une semi-norme. Si L est une
distribution, c’est une semi-norme continue (comme composition de fonctions continues). Pour
tout compact K de R", si on fixe i € N tel que K C K;, alors la restriction de |L| & K; est
continue. D’apres la question 1.d), il existe donc C' > 0 et n tel que :

Vf € Dk, IL(f)| < C sup prk,(f) = Cpur,(f)

1<k<n

Si Supp(f) C K, puk,(f) = pnx(f) donc :
VfeDtqSupp(f) C K,  |L(f)] < Cpur(f)

Réciproquement, supposons la condition vérifiée. D’apres cette condition, |L| est une semi-
norme continue sur tout Dy (d’apres la question 1.d)). C’est donc un élément de P. En utilisant
ce fait, on peut démontrer que L est continue de la méme fagon qu’a la question 1.d).

Exercice 5

1. a) C’est quasiment la méme démonstration qu’a la question 3. de l'exercice 4.

b) Pour toute f € D, posons T'(f) = >,5,2"f(k,0,...,0).

Cette forme linéaire est bien définie sur D puisque, si f appartient a D, f est & support compact
donc seulement un nombre fini de termes de la somme sont non-nuls. Elle est de plus continue
car elle vérifie la propriété de la question 3 de 'exercice 4. C’est donc une distribution.

En revanche, elle ne se prolonge pas en une distribution tempérée. En effet, montrons qu’elle
ne vérifie pas la condition de la question a).

Soit g € D une fonction a support inclus dans Bgn(0, 1), telle que ¢g(0) = 1. Alors, en notant
gk — g(z — (k,0,...,0)), on a:

VkeN  T(g)=2"



Pour tout (m, s) € N? et pour tout k € N :

Pms(gr) = sup  (1+[lz|]")[0%g(x — (,0,...,0))]

ER™ |a|<m

= sup (1 +[|z|[")[0%g(x — (K, 0,...,0))]
|z—(k,0,...,0)|<1,|a|<m

< sup (14 (k+1)%)[0%g(z — (k,0,...,0))]

|lz—(k,0,...,0)|<1,|a|<m
=1+ ((k+1)°) sup |9%(x)|

z€R™,|a|<m

Donc, quels que soient m, s € N,C > 0, |T(gx)| = 28 > Cpp.s(gx) pour tout k assez grand. On
n’a donc pas :
T < Cpum,s

2. a) On rappelle les égalités suivantes, valables pour toute fonction f € S’ et tout indice i < n :

F(O, ) (&) =i&F(f) F(xif) = i0:(Ff)
Donc, pour toute f € S, tout k € N, tout multi-indice € N™ et tout indice i < n, on a :
Ve e R" ol |0%(Ff)(2)] = |2l *|F (2 f)l(x)
= [F (@ (z*f))|(x)

En développant (par la formule de Leibniz) 0f(x®f), on en déduit que, pour une certaine
constante C' :

sup |z;|*|0°(Ff) (@) <C sup  |F(2"0;f)(x)] =C sup ||F(275; f)ll

TER™ z€R™,s<k,|v[<|e s<k,|y|< el

Pour toute fonction g € S, || F(9)|lec < ||gll1- De plus, ||g]l1 < Dpso(g) pour une certaine
constante D bien choisie et pour S tel que (1 + ||x||*)~! est intégrable. Donc :

sup |z;|*|0%(F f)(x)| < DC sup  pso(x705f) < Cpsiiau(f)

z€R™ s<k,|[v[< |
Cela implique que, pour tout k et pour tout m, si on choisit bien la constante M > 0, on a :
Vfes Pk (Ff) < Mpgimi(f)
Concluons. Si C' > 0 et m, k € N sont tels que :
vies |T()I < Cpmi(f)
alors, pour toute f € S :
\FT(f)] < Comp(Ff) < Mpsikm(f)

Donc, d’apres la question 1.a), FT est une distribution tempérée.



b) Pour toute f € S, Foo(f) = (Ff)(0) = [ f(x)d"x
La transformée de Fourier du dirac en 0 est donc la distribution T} : f — [g, f(z)d"x.
c¢) Pour toute f € S :

FL(0) = [ 9Fr = [ 1Fg=Tn0)
donc FT,; = Tr(y).

Exercice 6

1. Comme dans la définition de l'intégrale, on peut écrire f sous la forme f = >".", ¢;f avec
(¢:)i=1,.. n une partition de l'unité convenable. Cela nous permet de n’avoir a considérer que
I'un des deux cas suivants :

Premier cas : Le support de f est inclus dans un compact de la forme [a1;b1] X ... X [a,; b,], qui
est lui-méme inclus dans €.

Deuxieme cas : Le support de f est inclus dans un ouvert V, qui vérifie la propriété décrite
dans 'énoncé, pour un U de la forme [a1;b1] X ... X [a,;b,] (avec a; < 0 < by).

Traitons d’abord le premier cas.
Puisque f est nulle sur 99, [, (f,n)dS = 0. Il faut donc montrer [, div(f)dz = 0. Or :

Jm dw—z/gfz
L
b1 bi—1 7,+1 bn b; 8 )
Qit+1 an a; aZL’z
by i—1 i41 bn, b
- Z/ / / / [fi(wl’“"xifl"7$i+17“'7$n)]ai dxn--.dflfiJrldfﬂifl--.dl'l
Qi+1 an
by i—1 i41 bn,
:Z/ / / / 0dxy,...dr;1dr;_...dx;
i=1 v a1 ai—1 Jai41 an

=0

Traitons ensuite le deuxieme cas. On va ramener le calcul des deux intégrales a une intégration
sur U en posant g = fo ¢ et U™ = {(x1, 72, ..., 2,) €U tq x1 < 0}.

/ﬂdiv(f) dx:/div(gogb_l)dx
- [ (G 1) e
/Zgg;( . )|detq§|da:




En utilisant le fait que U~ = [a1; 0[X [ag; ba] X ... X [ay; b,] et en intégrant par parties (en traitant
séparément les cas j =1 et j # 1), on obtlent

e End (%) ms)

" /g,;gi(o’ 7) < 3;)1 ° é(x)) | det (0, z)| dx

(2

ou U et ¢ sont définies comme dans 1’énoncé.
D’apres le premier cas que nous avons traité, fQ div(f) ne dépend que des valeurs de f sur un

voisinage de 99 : si deux fonctions f et f coincident sur un voisinage de 952, alors f — f est
une somme de fonctions comme dans le premier cas et on a :

/div(f—f)da:zo
Q

Cela entraine que le premier terme de la somme qu’on vient d’obtenir est nul et :

/Qdiv(f) dx:/a;gi(o,:c) (a(g;)l ogg(x)) | det (0, z)| dx

Il reste & montrer :

[ a0, (252 0 000 ) 1det o001l do = [ (f 0 6o )] deti) da

(2

Comme fo ¢ = g(0,.), il suffit de montrer :

(n o 3(a))] det $(a)] = | det 6(0, 2) ( @)

AN~ ~
Ox; ° x)il n

-----

Le vecteur (8((2_:)1 o é(m)) appartient & (d¢(o ) ({0} X R”_l))L. C’est une conséquence
B i=1,...,n

de légalité (d(¢~1) o ¢)d¢ = Idgn. 11 est donc colinéaire & n(¢(z)). Il faut calculer le coefficient
de proportionnalité.

De plus, si on note dg.)(1,0,...,0) = a(z)n(p(z)) + u(z) avec u(r) € dpp.w ({0} x R*1) et
afx) € RY, Dégalité (d(¢!) o ¢)d¢ = Idgn donne :

( (“j;;)l oi)) (L0 0)) = ({07 o))y~

Ay

S G ) I )

.....

En outre, |det ¢(0, )| = a(z)| det ¢(z)|. En combinant les deux derniéres équations, on obtient

2).

10



2. Si on pose f = vVu, la formule de Green est exactement 1’égalité de la question 1., puisque
div(f) = Vu.Vv + vAu.

Exercice 7

Posons h=~v—1et w=u—1v. On a alors :

Q. (f) = /(1+h)\VU+Vw]2dx
Q
:Q1(f)+2/VU.dex+/ |Vw|2dx+/h|VU!2dI+/th.(2VU+Vw)dx
0 Q Q Q

La fonction w € H' est solution de :

div(yV(v+w)) = 0 dans
v4+w = fsur o

Compte tenu de I’équation satisfaite par v, w vérifie :

div(yVw) = —div((1+ h)Vv) = —=Vh.Vv dans
w = 0 sur dN

Nous allons utiliser cette équation pour majorer ||Vuw||s :

/7|Vw|2dx:—/div(7Vw)wdm
0 0

—/th.V'Ud:c
Q
< wl|2][VA]|oo|[VV]]2

(On a utilisé dans I'intégration par parties la condition wygq = 0.)
D’apres I'inégalité de Poincaré, puisque w € Hj :

[lwllz < Col[Vw|ls

pour une certaine constante Cq qui ne dépend pas de w.
Comme ||7||so > 1 — ||h]]0o, la succession d’inégalités donne :

(1 = [1allo) Vw3 < Cal V|l [VA] ||V

et donc, deés que ||A|s < 1 :

C
1Vl < =1 Vollal VAl

[172]]oo

On a donc :

Q) = Qu(f) +2 / Vo.Vwdz + / BV i+ O((|[Al]2 + [ VA12)?)
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De plus, comme wjgq = 0 et Av =0 :

/VU.dea::—/wAvdx:()
Q Q

Q) = Qi) + / BV i+ O((|[Al]s + [[VA12)?)

Donc :

ce qui démontre le résultat.

12



