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Feuille d’exercices n°2
Corrigé

Exercice 1

1. Puisque xi est C* et a support compact, il suffit de montrer que f %, est de classe C*.
Par I'inégalité de Holder, puisque f est dans LP, la restriction de f (et_donc de f) a tout ouvert
borné est L'. Comme 7 est & support compact, cela entraine qu’au voisinage de chaque point,
fxm 8”écrit comme la convolution d’une fonction de L' et d’une fonction C* & support compact.
De telles fonctions sont C*® (c’est une conséquence du théoréme de convergence dominée).

2. Par le théoreme de convergence dominée, la dérivée a-ieme de f *n; est f * n(a).

Pour tout z € w :

frnl @)= [ fon @b

/f x—t)dt

La deuxieme égalité est vraie seulement pour k assez grand : il faut que le support de n,(ga) (x—".)
soit inclus dans €). Puisqu’au sens des distributions, f est a-fois dérivable, on a, pour tout
T Eew:

el /f D — t)dt = £ % ()

Lorsque k est assez grand, puisque w est borné, x; vaut 1 sur un voisinage de w donc, sur w,
A = (f o) @ = F@) s
3. D’apres I’énoncé, on admet que £ xn, converge dans L? vers f(® lorsque k tend vers I'infini.

Sur w, la premiere fonction coincide avec f,i‘i? pour k assez grand ; cela donne le résultat.

Exercice 2

1. a)

|hulﬁzzt/§ hdxl,“7xnﬂpdx—kjf lu(—1, ..., z,)|Pda
xr1>0 r1<0

:gémwwm

= 2[ul[}

Donc ||u.]||, = 2/?||ul|,. Le raisonnement qui précede s’applique & p # +o0o mais le résultat est
également valable pour p = +o0.



On va maintenant montrer que u a des dérivées partielles dans LP, qui sont, si i =1 :

Ots (1, oy ) = Ou(wy, Xa, ..., Ty) sixg >0
=0 six; =0
= —ou(—x1, T, ..., x,) stz <0

et,sii#1:
Ot (1, ooy ) = Ogu(my, X2, ..., Tyy) sizy >0
=0 siz; =0
= Ju(—x1,Tg, ..., xy) stz <0

Cela impliquera que, pour tout 4, ||9;u.||, = 2Y/7||0;ull,.

Soit ¢ une fonction quelconque a support compact. On va calculer fR” U 0; .

Soit x : R — R une fonction paire, de classe C* qui vaut 1 sur [—1; 1] et 0 en-dehors de [—2;2].
Pour tout k& € N, on pose, pour tout z € R™, xx(r) = x(2¥z;). La fonction y; ainsi définie est
C> & support dans [—217F; 217K] x Rn—L,

On a :

/ w00 = | uw.0i(o(1 — xk) + dxk)
n Rn
— [ v -+ [ w@on [ w0
Puisque | [g. u«(0;0)Xk| < [, 1<or [u=(9;0)] et puisque u*(0;¢) est L', ce terme tend vers 0

lorsque k tend vers +oo.
Pour i # 1, ;) = 0 donc [, u.¢(d;xx) = 0. Pour i =1 :

/ u*¢(6iXk):/ (21, ooy Tn)A(T1, oy 00) (O1XR) (21, oo, T )
n x1>0
+/ U(=T1y ooy T ) P(T 1, oy T ) (=01 Xk ) (— 21, .y T ) A
r1<0

= / >0u(a:1,...,xn)81(xk)(x1,...,xn)(¢(x1,...,xn) — ¢(—x1, ., my))dx



Donc :

/n w (O xr)

< / ) |u(xy, ooy @) |01 (XE) (@1, ooy ) | | D(X14 ooy ) — S(—21, ooy @) |d

< 2||31¢||oo/ (@, s ) [ 01 (X&) (21, - )| [21] Lsupp(o) (7)) d
x1>0

<22000l|ulX e [ ez o] Lo (o)
O<z1<2l—k
<22000l|ulX e [l m) 2 s (2)da
O<z1<2l—k
= 40u6llallX e [ (o) s (2)d
O<z1<2l—k

Donc, pour tout i, [, u.0;¢ = [o, us0;(¢(1 — xx)) + o(1). De plus :
/n w0 (p(1 — xp)) = / Ou(xl, ey )05 ((1 — ) (1, ...y )
+/ (=21, s )DL — X)) (@1, . 30 )
z1<0
- / W1y ey 7)1 — X)) (@1, o )
x1>0
+ / w(wy, ey Tn)0i(gr) (21, ..oy Ty ) dx
x1>0
ot gr(x1, ..., xp) = (A1 — xi)) (=21, ooy xy) sii # 1et gr(xq,...,xn) = —(O(1 — xx)) (=21, ..., Tp)

sit=1.
Puisque ¢(1 — i) et gx sont C* & support compact inclus dans € :

n x1>0
+ Ou(xy, ooy ) g (— 21, ooy Ty )d
x1>0
= aZU(fL'l,,$n)¢(1—Xk)(fE1,,$n)d$
x1>0

+/ Ezazu(_x177$n)¢(1 —Xk)(l'1,7l’n)d$
xr1<0

avec ¢, = 1sii#leteg=—1sii=1.



En définissant 0;u, comme annoncé plus haut, on a ainsi :

/n u0;(p(1 — xp)) = i d — DiusPX

Rn R™

= Oiusd + o(1)
Rn
Pour résumer, lorsque k — +00, [o, u.0i¢ = [g, us¢+ o(1). Donc [p, u.0;¢ = [, u.p. On
a bien démontré ce qui était annoncé.
b) L’application u — wu, convient.

2. Pour toute fonction v € W1P(Q), on définit v, comme précédemment et o, par :

Vu(T1y oy xy) = 0(21, 22, .., Ty) siz; >0
=0 sizxy =0
:v(—%xl,xg,...,xn) sixg <0

Le méme raisonnement qu’a la question précédente montre que @, est dans W1P(R") et que ses
dérivées partielles valent :

0i0s(x1, oy k) = Oju(T1, Tg,y ..., Tpy) sixzy >0
=0 si T =0

1 1 -
= —50,0(—5%1, 72, ...,7,) siz <0

sit=1et,sii#1:

00 (21, .oy xy) = Ov(x1, o, ..., Tp) sixz; >0
=0 siz; =0

1 .
= 0;v(—571,%2, ..., Tn) six <O

Donc ug, = 41, — 3u, est dans WHP(R"), avec des dérivées partielles qui valent, selon que i
vaut 1 ou non :

Oitg o (T1, ooy ) = Oju(T1, Tay ...\ Tp,) sixy >0
-0 siz; =0
= —28iu(—%a:1, Ty .oy L) + 30ju(—x1, ..., x,) stz <0

Oiug (1, .oy ) = Oju(x1, T2, ..., Tyy) sizy >0
=0 sixz; =0
= 4(9,»u(—%x1, Ty .y Ty) — 305U(—21, ..., zp)  six; <O

Pour i # 1, us,, = 4(8;u), — 3(d;u),. Comme d;u appartient & W2(Q), (G;u), et (d;u), sont
dans WP(R™) donc d;us . est dans WHP(R") (par le méme raisonnement que précédemment).
On peut de plus calculer les dérivées partielles secondes et majorer leurs normes en fonction de
la norme des dérivées partielles de .

Pour i = 1, Qjug. = —2(0;u), + 3(0;u). et on peut appliquer le méme argument pour montrer
que Oyuz . est également dans W1P(R").



Cela montre que uy . est dans W?P(R") et le calcul des dérivées partielles montre que u €
W2P(Q) — ug. € W?P(R™) est continue.

3. a) Soit f € WkP(Q). On applique & Ef la construction de I'exercice précédent, pour obtenir
une suite (f;)eny d’éléments de D(R™).

D’apres la derniere question de l'exercice 1., appliquée a w = Q C R", pour tout o € N" tel
que |a| < p, la suite des fonctions fl(a), restreintes a (2, converge vers (Ef)® = f(® dans L.
b) On ne suppose plus que Q est borné. Soit f € W*P(Q) quelconque. Soit € > 0. Montrons
qu’il existe g € D(R") telle que || f — g|[wrs(q) est arbitrairement petite.

Soit (x;)ien définie comme dans I'exercice 1.

Lorsque [ — 400, ||f — fxi|lwir) — 0. Soit I tel que [|f — fxillwir@) <€

L’ouvert N B(0,4l) est borné. D’apres la question précédente, il existe h € D(R") telle que

[[1h = fxallwrr@nBoay) <€

Posons g = hxy. C'est un élément de D(R"). Soit @ € N” tel que |a| < k et montrons que
||g(a) — f(a)||LP(Q) est petite.

Comme Yo vaut 1 sur B(0,21), g/ est égale a h(®) sur QN B(0,21), donc :

119 — (fx) || oanpoary < ||k — Fxillwis@npoay < € (1)

Sur Q — B(0,41), fx;=0et g =0 (puisque xo = 0) donc :

119 — (fx) || eo—B o4y = 0 (2)

Sur QN B(0,41) — B(0,2l) (ou fx; = 0), on peut facilement montrer (en calculant les dérivées
de g en fonction de celles de h et de ) qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de [ telle
que :

19" — (£x0) || oonBo.an-Bo20) = 119" Lo (@nB 0,40 - B0.20)
< Cl|h|lwr.r@nB(0,4)-B(0,20))
= C||h - le|’W’c»p(mB(oAZ)_B(o,m))
< Cllh = fxallwrr@npoa)
< Ce (3)
En combinant (1), (2) et (3), on obtient :
19 = (x| £ogy < (O + 1)e

En sommant sur les o tels que |a| < k, on obtient qu’il existe une constante C' > 0, indépendante
de [ et ¢, telle que :

||g - (le)HWk,p(Q) < Ce
Puisque || — (/i) llwsey < €

llg = fllwre@) < (14 é)f



Exercice 3

1. Pour n = 2, c’est vrai; I'inégalité est méme une égalité, par Fubini.
Supposons l'inégalité démontrée en dimension n — 1 > 2 et démontrons-la en dimension n.
Posons, comme suggéré dans I’énoncé :

1/(n—2)
n—1
gi<$1,...,.’lﬁi,1,$i+1,.. Lp— 1 (/‘fz L1y ooy Lj—1yLjdt1y ooy Lp—1, )’ dt)

Pour tout (zy,...,7,_1) € R*! d’apres I'inégalité de Holder :

n—1
/|f(x1,...,mn_1,t)|dt: | fu(@1, oy )] /H|fi(:v1,...,xi_1,asi+1,...,xn_l,t)|dt
R R =1

< |fn($1, ey $n—1)| H||fi(9€1, ey Li—1y Tt 15 003 Tn—1, -)||n—1

= [fu(21, e Tn1)] ng‘(fﬂh e T, T, ey Ty ) DD

n—1
Posons P : (z1,....,2pn_1) — [[9:(@1, o, Tic1, Tig1y ooy 1)~/ et appliquons & nouveau

i=1
I'inégalité de Holder :

L e T
R 1
<||1fal Plly
< [[falla=1lIPlln=1)/(n—2) (4)

D’apres la définition de P :

(n—2)/(n—1)
1P|l (n-1)/(n-2)

et d’apres I’hypothese de récurrence :

n— 2 n—1
1P| (n-1, n2<H||gz|| /= H||fz||n1

Combinée avec I'équation (4), cette inégalité donne le résultat demandé.

2. Pour tout ¢« = 1,...,n, on pose :

1/(n—=1)
fi : (1’17 vy L1, T4 1, 71:71,) = (/ |VU<LE1, ...,.Ti17t;xi+17--'7xn)|dt)
R



Pour tout « = (1, ..., z,), |u(z)| < fi(x1,...,2,)" Y. Donc, en utilisant la question 1. :
el ooy = [/ =D ][0

< i Sl 70

< ANl

= || [Vl [Vl [}

=] |Vul [l

3. Soit v > 1 fixé. Alors V(Ju|?) = ~ signe(u)|u|""*Vu. En appliquant le résultat de la question
précédente, on obtient :

1l /1y = 11l g1y < AN ul =Vl |l
Si on applique 'inégalité de Holder :

1l sy < Al H -0 1Vl = A1l 1yl Vul ]

On choisit v de sorte que :
-1 -1
o (y=Dp — L=l
n—1 p—1 n—p

p(n—1)

et on obtient :

|l |pn/(n—p) < [ [Vul [,

ce qui est le résultat voulu.

4. Soit u € WP(R™) quelconque.

D’apres I'exercice 2, D(R") est dense dans W1P(R™). Soit (fx)ren une suite d’éléments de D(R™)
qui converge dans W!'P?(R") vers w.

La suite (fy)ren est de Cauchy dans LP™ car, pour tous ki, ks, d’aprés la question 3. :

ey = frallpr < CHIV(fry = fr)| o

et la suite (V fi)ren est de Cauchy dans LP puisqu’elle converge vers Vu.
En plus de converger dans LP, la suite (fi)ren converge donc dans LP". Sa limite est identique
dans les deux espaces : c’est w. Donc u € L?” et :

lellyr = i [1filly < C lim |[[VAilll, = CII[Va

Exercice 4

1. Soit f € W'?(Q). On note E : WhP(Q) — W1P(R™) un opérateur de prolongement comme
a l'exercice 2.

p < ClIVENp < ClEfllwre@n) < CIEI]fllwrr@)



Puisque Ef et f coincident sur €2, ||f||,» < ||Ef
Si ¢ < p*, 'inégalité de Holder implique :

1 llg < 11

- < ClE[ [ fllwrr@)-

(»*—q)/(p*q)

Q

p*

ou || désigne le volume de €.
Dongc, pour une certaine constante C’ indépendante de f :

1 1lg < C Il llwrrey

2. a) Pour tout k, fi est une fonction de LP & support inclus dans un ouvert V' borné. Par
I'inégalité de Holder, il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de V telle que, pour tout
k :

el < Cllfellp

La convolution d’une fonction intégrable et d’une fonction C* a support compact est de classe
C> (par convergence dominée). Donc, pour tout k, fi *ns est C*.
De plus, pour tout k£ :

k% sl < N1l 1slloe < ClIfillpl 175 |oo

Puisque (fx)ren est bornée dans W1P(R™), la suite (|| fe*7s| o0 )ren est majorée. Donc (fzx7s)rken
est uniformément bornée.
De plus :

v(fk*ns) = fk * (Vﬁs)

Dongc, par le méme argument que précédemment, (V(fr*7s))ren est uniformément bornée. Cela
entraine que (fx * 7s)gen est uniformément équicontinue.

b) D’apres le théoreme d’Ascoli, puisque toutes les fonctions sont & support dans V, qui est
compact, on peut extraire de (fi * 15)gen Une sous-suite qui converge uniformément. Si elle
converge uniformément, elle converge également dans L4(V).

¢) Commencons par montrer que, lorsque s — +00, || fx * 7s — fx||1 — 0 uniformément en k.
Pour tout z :

foxmula) — fula) = \ [0tz - fk(a:))dt‘

= | ([ vt w0 af
< [l [ 190ste )

et donc :

e = flls < 194l [ Hin(olas
— 19 £ellz [ Hin(olat



Toujours par I'inégalité de Holder, (V fi)ren est uniformément bornée dans L', puisqu’elle 1'est
dans LP. Cela démontrer la convergence uniforme dans L.

Démontrons maintenant que le résultat est encore vrai si on remplace L! par L? avec ¢ < p*.
D’apres la question 1., (fi.)ken est bornée dans LP". Pour tous k, s, || fi *0s||pe < | fxllp+] 0l =
|| fillp=- Done (fx *ns — fr)k.sen est une famille bornée de LP" (R™).

Par Holder, si on pose 6 = <l — i) / (1 — i) >0:
q p

p*

p*

e ns — fullg < N fexns — Fell{| fe*ns — fil

1-6
p*

ce qui converge vers 0 uniformément en k lorsque s — 4o00.

En procédant par extraction diagonale, d’apres la question 2.b), on peut trouver une extraction
¢ : N — N telle que, pour tout s, (fs) * 1s)ren converge dans L.

D’apres ce qu’on vient de voir, || fem) * s — fok)|lq = 0 uniformément en & lorsque s — +o0.
Donc ( fo(x))ren converge dans L.

3. Il suffit de montrer que, de toute suite (fi)zeny bornée dans W12(Q), on peut extraire une
sous-suite qui converge dans L9(f2).

On note £ : WHP(Q2) — W1P(R") un opérateur comme dans 1’exercice 2.

Soit x : R® — R une fonction a support compact qui vaut 1 sur un voisinage de §2. Alors
(X(E fi))ren est une suite bornée de fonctions de W'*(R™), & support inclus dans un méme
compact, qui coincide avec f sur 2. D’apres la question 2.c), il existe une extraction ¢ telle
que (X(E fo)))ren converge dans LI(R™). Alors (fs))ken converge dans L7(€2).

Exercice 5
Commencons par montrer que W1P(Q) s’injecte de maniere compacte dans LP(€).

On traite séparément le cas n = 1. Dans ce cas, toute famille bornée (f,,),eny de W1P(Q) est
uniformément bornée et équicontinue (car (f/)nen est bornée dans LP(€2) et donc dans L'(£2)).
D’apres le théoreme d’Ascoli, elle admet une sous-suite qui converge dans (C°(Q,R),||.||«)-
Cette sous-suite converge également dans LP(€2).

On suppose maintenant n > 2.

Soit p' < mn tel que p’ < petp < %. Si p < n, on peut prendre p’ = p; sinon, il suffit de
prendre p’ proche de n.

Puisque p' < p et puisque © est borné, WP(Q) est inclus dans W'# (Q2). De plus, I'injection
est continue.

D’apres l'exercice 4, W' (Q) s’injecte de maniere compacte dans LP(€2). Donc WP(Q) s’injecte
également de maniere compacte dans LP(€2).

Démontrons maintenant I'inégalité demandée en raisonnant par ’absurde. Supposons qu’il ex-
iste (U )nen une suite d’éléments de W1P(Q) telle que, pour tout n :

1 n
Hun—@/QunHPﬂ 1V uall,

Quitte a ajouter a u,, une constante bien choisie, on peut supposer fQ u, = 0. On peut également
normaliser u, et supposer ||u,||, = 1 pour tout n.



Dans ces conditions, ||u, — ‘51' Jo unllp = 1 pour tout n donc |[Vuy||, < 27" pour tout n.

En particulier, (u,)nen est bornée dans W'P(Q). Puisque I'injection vers LP(Q) est compacte,
il existe une extraction ¢ : N = N telle que (ug(n))nen converge dans LP(§2) vers une limite v.
Comme (Vugm))nen tend vers 0 dans LP(2), la suite (ug(n))nen converge en fait vers v dans
WP(Q) et Vv = 0 donc v est une fonction constante.

Par passage & la limite des propriétés de u,, [, v = 0doncv = 0. Mais |[v|[, = limy—, o0 ||t || =
1. C’est absurde.

Exercice 6

1. Si f € W*2 (avec la définition du début du TD), alors f € L2, donc f € L. De plus,
pour tout j, 95 f € L? donc 5]5\f = (i&;)* f appartient & L?. En sommant sur j, on obtient que
|1€]|5f appartient & L2, ce qui revient & dire que |[£|*f appartient & L? (ol |€] désigne la norme
euclidienne usuelle), par équivalence des normes en dimension finie.

Donc (1 + |£]?)*/2F f appartient & L?(R") et f € H*(R").

Inversement, si f € H*(R™), alors f € L*(R") et, pour tout multi-indice « tel que |a| < s,

(1€)* f appartient & L%(R™). Cette fonction est la transformée de Fourier de f(®) (au sens des
distributions) donc cela signifie que f(®) € L?(R"). Donc f € W*2.

Montrons maintenant 1’équivalence des deux normes.
Pour toute f € W*? (avec la définition du début du TD) :

1 1ez = D @13

|a|<k
f@|2
" al<s
OII3
|a|<s
R 2
o ZH( 1+I£> fo,
(1 + 1P fOll
|a\<s
=Cl|f| G

pour C' = Card{a tq |af < s}
On a egalement pour s > 1 (mais le résultat est vrai aussi pour s = 0, avec une constante

10



différente) :
112 > MAIE+ > 1105 £113

j<n

_ (2;” <||f||§+z|r |£j|sfuz)

Jj<n

—_

1+ R 13

—~

3

)n

Q

>

11+ €72 113

~—~

2m)n

- %Hﬂ

2
Hs

pour une certaine constante C' > 0.
2. On remarque d’abord :

/dedy:/ o) = e+ 21

’x _y’n+23 ’Z|n+25

—

1 / I1f = fC+2)I3
= dz

(2m)" |2|m+2s
1
2m)" Jr
Si on pose G(w) = fRn %dz, on vérifie que cette fonction est bien définie et (par change-
ment de variable) qu’elle vérifie les propriétés suivantes :
Vw e R", R € O,(R), G(Rw) = G(w)
Yw € R a > 0,G(aw) = a**G(w)

Il existe donc une constante Cy > 0 telle que, pour tout w € R", G(w) = Cy|w|*. Ainsi :

[ A0 gy O [ oo

’.CE _ y’n+23
donc les deux définitions sont équivalentes.

) |1 _ eiw.z|2
’ ’z‘n+2s

dwdz

e

3. Pour toute fonction g € L>N L' (R"), F~1(g) est continue est bornée. De plus, (cela se vérifie
a partir de la formule d’inversion) :

) 1
IF oo < 55191l

(27m)"
Soit s > n/2 fixé. Notons h : & — (1 + |£2)7%/2. Cette fonction appartient & L? donc, pour
toute f € H*(R") :
1F £l = W) + 1€ F flle < Nhll2l|(1 + [E*)*2F fll2 = [IAll]]£]]a-

h
ILIENTITI

= lfll < (e

11



Exercice 7

1. a) Soit u € C'(R") & support compact.

Pour tout 2/, la fonction ¢t — |u(t, 2)|? est continue. Elle est dérivable sur R, sauf éventuellement
aux points ol elle est nulle. Sa dérivée vaut ¢ — signe(u(t, ) |u(t, 2')|P~10yu(t, 2').

On en déduit, en utilisant le fait que u est a support compact :

0,2 < | Jult o) oyute. o)
R
et, en intégrant sur x’ puis en utilisant 1'inégalité de Holder :

/ (0, 2')Pda’ < / ()P |ru(a) de
R
< J10vully 2

D’ou :
1/p
([ 1ut0.0par) ™ < ol ally " < mox(lall [Bval) < llhwsoco

b) D’apres 'exercice 2, la restriction & Q des fonctions de classe C! & support compact forme
un sous-ensemble dense de W1?(Q). De plus, d’apres la question 1.a), 'opérateur u — u(0,.) €
LP(R™1), défini sur ce sous-ensemble dense, est uniformément continu pour la norme ||.||y1.s(q).
Il admet donc un unique prolongement a WhP(Q).

2. Si w est C*, a support compact inclus dans €2, alors y(u) = 0. Puisque 7 est continue, vy

est nulle sur 'adhérence de cet ensemble de fonctions, c’est-a-dire que y(u) = 0 pour tout
Lp

ue WyP(Q).

Réciproquement, soit u tel que y(u) = 0. Montrons u € W, (€).

On commence par un lemme qu’on prouvera plus tard.

Lemme 7.1. Soit u, € LP(R™) la fonction qui vaut u sur Q et 0 sur R™ — Q. Alors u, €
WhP(R").

Pour tout € > 0, on pose u, la fonction suivante :
Ue( X1y oy X)) = Us (X1, oy ) STy < €

= Uy (26 — 1, T9, ..., Ty) S1 T > €

C|tf)— 03] xRr—1 | [W1p ] —o0se xR 1), Pour une constante C' indépendante de €. Puisque w, est nulle
sur | — 00; 0] x R"™!, cela entraine que, lorsque € tend vers 0 :

De la méme maniére qu’a l'exercice 2, on montre que u, appartient a W2 (R™) et que ||ue||w1o@gn) <

HUGHWLP(]R”) — 0 (5)

Pour tout € > 0, u — u, est nulle sur [0;¢] x R"™!. En convolant cette fonction avec des suites
régularisantes (comme dans l'exercice 4), on peut trouver une suite (fex)ren de fonctions C*> a
support dans [¢/2; +o00[xR™"! telle que :

er,k - (u - Ue)||W1,p(Q) — 0 quand k — 400
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Quitte a les tronquer correctement, on peut supposer de plus que ces fonctions sont a support
compact. En combinant cette propriété avec I’équation (5), on obtient le résultat voulu.

Preuve du lemme. On va montrer que les dérivées partielles de u, coincident avec celles de u
sur () et sont nulles sur le complémentaire de (2.

Soit (vg)ken une suite d’éléments de C}(R™) telle que ||u — vg|[w1r) — 0.

Soit ¢ € D(R™). Soit j < n. Calculons [,,(9;¢)u.. On traite le cas j = 1; le cas j > 1 est
similaire mais plus simple.

[ @ = [ @op

= lim (81¢)
k—+o00
= lim —/gb lek / ¢Uk
k=00 {0} xRn—1
/gb (O1u) + lim OV
k=400 Jio)xrn-1

= —/ng(alu)

< {1600, )lp/-1)| [y (R)[p- Or v(vg) = 0 dans LP(R""1),
puisque v, — u dans W'?(Q), ~ est continue et y(u) = 0. Donc f{o}an—l ou, — 0. ]

En effet, pour tout k, ’f{o}an—l duy,

3. Il suffit de montrer qu’il existe C' > 0 telle que, pour toute u € S(R") :

[[u(0,.)]

On pourra ensuite conclure comme en 1.b) en utilisant la densité de S(R"™) dans H*(R") (qui
est une conséquence de la densité de S(R™) dans L?(R") et de la définition de H*(R™)).
Soit donc u € S(R™). Pour tous 1, &, ..., &, € R", on note :

f($17£2, ,fn) = ,/—"((l'g, ceey C(Zn) — f(l’l, T,y euny l’n))(fg, 7571)

Si on fixe &,...,&,, la fonction =7 — f(x1,&,...,&,) a pour transformée de Fourier & —
(&1, &, ..., &) Done, en appliquant la formule d’inversion :

f(07£2a' 7571)_ ! / (517"7571)(151

Hsfl/Z(Rn—l) S CHU| Hs ()

ce qui entraine, en utilisant 1'inégalité de Holder :

2
(0,6 )2 < (i |a<§1,...,sn>|d51)

2 Jr
1 2
/W(H Iflz)s/QlfL(él,...,ﬁn)\d§1>

< %F( [ igriae g ) [ rama)
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On vérifie par un changement de variable dans I'intégrale qu’il existe une constante D dépendant
seulement de s telle que, pour tout &, ..., &, :

1
—————d&; = D(1+ |&* + ..+ &)

Donc :

£, o P+ 6 + ot )2 < 7 [ (L PVl )P

R

Lorsqu’on intégre sur &, ... on trouve :
b ) ny

HS

D
(0, ) gre-172 = |LF(0,€) (1 + [€2) 7272 |, < \/;IIUI
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