EcoLE NORMALE SUPERIEURE 1ERE ANNEE
ANNEE 2018-2019 ALGEBRE 1

TD2 : Groupes abéliens finis

Exercice 1.

Montrer que les groupes Z /127 x 7./90Z x Z./257 et Z/100Z x 7Z/30Z x Z/97Z sont isomorphes.

Solution
On utilise le lemme chinois pour voir que les deux groupes sont isomorphes au groupe

(Z)2Z x LJAZ) x (Z/3Z x |Z/9Z) x (Z/5Z x T/25T).

Cette écriture est la décomposition en composantes p-primaire. On peut aussi écrire la décomposition en facteurs invariants

de ces deux groupes, et 'on trouve :
Z/30Z x Z/900Z .

Exercice 2.

Montrer qu’un groupe abélien fini non cyclique posséde un sous-groupe isomorphe a Z/pZ x 7 /pZ pour un certain nombre
premier p.

Solution

Le théoréme du cours assure qu’un tel groupe G est isomorphe a un produit Z/d1Z x --- x Z/d,Z, avec d; > 2 et d;|d; 1.
Comme G n’est pas cyclique, on a r > 2. Il existe un facteur premier p de dy, alors p divise tous les d;, et Z/pZ est isomorphe a
un sous-groupe de chacun des Z/d;Z (c’est le sous-groupe de p-torsion). Alors le sous-groupe de p-torsion de G est isomorphe
a (Z/pZ)", qui contient clairement un sous-groupe isomorphe a Z/pZ x Z/pZ.

Exercice 3.
1. Combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal 360 7 Faire la liste compléte de ces groupes.
2. Plus généralement, pour tout entier n, combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal n ?
Solution

1. On écrit la décomposition en facteurs premiers de 360 = 23.3%.5. Alors si G est un groupe de cardinal 360, T»(G) est
un groupe abélien de cardinal 23, il y a donc 3 classes d’isomorphisme de tels groupes, & savoir Z/8Z, 7Z./27 x 7./4AZ
et (Z/27)3. De méme, il y a exactement deux classes d’isomorphisme possibles pour T3(G), a savoir Z/9Z et (Z/37Z)?,
et T5(G) est isomorphe & Z/5Z. Par conséquent, il y a exactement 3.2 = 6 classes d’isomorphisme de groupes abéliens
d’ordre 360, dont les décompositions p-primaires et en facteurs invariants sont les suivantes :

7./87 x 7.)97. x 7./57. = 7./3607

(Z)2Z x ZJAZ) x Z)9Z X 7/5Z = Z/2Z x 7./ 180Z
(Z)27)% x 7.J9Z x 7.)57 = 7./27. x 7.]27 x 7.]90Z
7./87 x (Z./3Z)? x 7/57 = 7./37 x 7./1207Z
(Z)2Z x 7.JAZ) x (Z/3Z)* x Z/57 = 7./67 x 7./60Z
(Z)27)3 x (Z./3Z)? x 7./57. = 7./]27 x 7./6Z x 7./30Z..

2. On utilise la classification des classes d’isomorphisme de groupes abéliens finis. Notons n = p7* ... p%" la décomposition
de n en facteurs premiers. Alors on sait que la classe d’isomorphisme d’un groupe abélien d’ordre n est caractérisée par
ses facteurs invariants (dy, ..., ds) qui sont des entiers > 1 tels que d;|d;+1 et d; ...ds = n. Par conséquent, chaque d; se
décompose d; = p™" ... p7"", avec les contraintes suivantes : pour tout j, a; ; < q11,; (pour tout i) et > i, @i ; = a.
Par conséquent, le nombre de choix possibles pour les a; est exactement H;:1 p(aj), ou p(er) désigne le nombre de
partitions de «, i.e. le nombre de facons d’écrire ’entier & comme une somme croissante d’entiers strictement positifs.



Exercice 4.

1. Le nombre de classes de conjugaison dans G5 est le méme que le nombre de groupes abéliens de cardinal 32 & isomor-
phisme prés. Pourquoi ?
2. Généraliser au nombre de classes de conjugaison dans &,,.

Solution

1. Les deux ensembles en question sont naturellement en bijection avec ’ensemble des partitions de 5.

2. Soit p un nombre premier. Notons G,, I’ensemble des classes d’isomorphisme de groupes abéliens de cardinal p”, P,
I’ensemble des partitions de I’entier n et C,, I’ensemble des classes de conjugaison dans &,,. On dispose des applications

suivantes

v: P, =G,
et

v P, — Cy
ol pour toute partition (n1,...,n,) den, ((n1,...,n,)) est la classe d’isomorphisme de [];_, Z/n;Z et ¢((n1,...,ny))
est la classe de conjugaison de la permutation (1,2,...,n1)(n1+1,...,n1+n2)...(n1+---+n,—1+1,...,n). On voit
alors facilement que ¢ et ¥ sont des bijections, donc |Cy,| = |G|, i.e. il y a autant de classes de conjugaison dans &,,

que de classes d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre p”.

Exercice 5.

Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu’il existe dans G un élément d’ordre égal a I’ezposant de G (c’est-a-dire au ppem
des ordres des éléments de G).

Solution
— On commence par une preuve "élémentaire" : montrons d’abord que pour tous x,y € G d’ordres respectifs m et n
premiers entre eux, le produit zy est d’ordre m.n. Il est clair que (zy)™" = 1 donc l'ordre de xy divise mn. Soit
maintenant k£ > 1 tel que (:I:y)k = 1. En élevant & la puissance n, on obtient z** = 1, donc m divise kn. Or m et
n sont premiers entre eux, donc m divise k. Par symétrie, on a aussi que n divise k, donc mn divise k, donc zy est
d’ordre mn.
On décompose 'exposant de G en facteurs premiers : exp(G) = pi* ... p%, avec les p; premiers distincts. Par définition
de 'exposant de G, pour tout 1 < i <r, il existe g; € G dont l'ordre est divisible par p;, disons égal & p;*.m,. Alors
g;* est d’ordre pj, et on a vu qu’alors l’élément g := g7 ... ¢/ € G est d’ordre exactement p{* ...p%" = exp(G).
— Une preuve moins élémentaire : le théoréme de classification des groupes abéliens finis assure qu’il existe des entiers
2 < dq]...|ds tels que G soit isomorphe & Z/d1Z x --- x Z/d,Z. 11 est alors clair que exp(G) = d, et que I’élément
(0,...,0,1) € Z/d1Z x --- x Z/d, Z est d’ordre d,.

Exercice 6.

Soit G un groupe et soient H et K des sous-groupes de G. On suppose que :
1. HaGet K< G,
2. HK =G,
3. HhK =e.

Montrer que G est isomorphe & H x K.

Solution

Montrons d’abord que H et K commutent. Soient h € H et k € K. Comme H est distingué dans G, on a kh~'k~! € H, donc
hkh='k=' € H. De méme, K est distingué dans G, donc hkh=! € K, donc hkh='k=! € K. Donc hkh='k=!' € HN K = {e},
donc hk = kh.

Montrons maintenant que pour tout g € G, il existe un unique couple (h, k) € H x K tel que g = hk. L’existence est assurée
par I'hypothése b). Pour I'unicité, soient h,h’ € H et k, k' € K tels que hk = h'k’. Alors kk'~! = h=1h’ est dans H N K,
donc Phypothése c) assure que kk'~1 = h™1h’ = e, donc h = h' et k = k', d’ott I'unicité.

On consideére alors application ¢ : H x K — G définie par ¢(h,k) := hk. Le fait que H et K commutent assure que ¢
est un morphisme de groupes. L’existence et 'unicité prouvée plus haut assurent que ¢ est une bijection. Donc G est bien
isomorphe au groupe H x K.

Exercice 7.

Soit K un corps et soit G C K* un sous-groupe fini d’ordre n. On va montrer que G est un groupe cyclique.

1. Montrer que 'ordre de tout élément de G divise n.



. Soit d un diviseur de n et x € G d’ordre d. Soit H le sous-groupe cyclique de G engendré par z. Montrer que tout

élément d’ordre d est dans H.

3. On note N(d) le nombre d’éléments de G d’ordre d. Montrer que N(d) = 0 ou ¢(d), et que 32, 4-0 N (d) =n.

4. Conclure.

En particulier, si p est un nombre premier, (Z/pZ)* ~Z/(p — 1)Z, et si K est un corps fini, K* est un groupe cyclique.

Solution

1.
2.

C’est le théoréme de Lagrange.

Considérons le polynome P = X% — 1 € K[X]. Comme K est un corps, le polynome P a au plus d racines dans K. Or
tout élément du groupe H est d’ordre divisant d, donc tous les éléments de H sont des racines de P. Or le cardinal de
H est égal a l'ordre de x, c’est-a-dire a d. Donc H contient toutes les racines de P dans K.

Soit maintenant y € G d’ordre d. Alors y est racine de P, donc y est dans H.

Supposons N(d) # 0. Alors il existe € G d’ordre d. La question b) assure que tout les éléments d’ordre d dans G
sont exactement les éléments d’ordre d dans (x) qui est un groupe cyclique d’ordre d. Or un groupe cyclique d’ordre d
a exactement o(d) éléments d’ordre d, donc N(d) = ¢(d).

En outre, on peut partitionner G selon 'ordre des éléments, i.e. G est la réunion disjointe, pour d divisant n (par
la question a)), des ensembles G4 formés des éléments d’ordre d. En calculant les cardinaux, on trouve donc |G| =

Zd|n|G9|’ le.n= Zd|n N(d)

. La question c) assure que n = N(d). Or on sait que n = o(d). Donc N(d) = ©(d). Or pour tout
dln d|n d|n d|n

dln, N(d) < ¢(d), donc on a bien pour tout d|n, N(d) = ¢(d). En particulier, N(n) = ¢(n) > 0, donc il existe un
élément d’ordre n dans G, i.e. G est cyclique.

Exercice 8.

Si A est un anneau, on note A* le groupe (multiplicatif) des éléments inversibles de A.

1.

Soit G un groupe monogéne. Montrer que le groupe des automorphismes de G est en bijection avec I’ensemble des
générateurs de G.

2. Montrer que pour tout n € N, on a un isomorphisme de groupes Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*.

3. Soit p un nombre premier impair et soit & > 1. Quel est l'ordre de 1 + p dans (Z/p*Z)* ? En déduire que (Z/p“Z)* ~

4.
d.

Z/p* ' (p - 1)Z.
Expliciter (Z/2%Z)* pour o > 1.
En déduire (Z/nZ)* pour n € N.

Solution

1.

Soit Gg I'ensemble des générateurs de G et soit g un élément de Gg. Alors si ¢ est un automorphisme de G, 'image
de ¢ est engendrée par ©(go); ce qui veut dire que p(go) est un générateur de G. On définit alors une application
© = ©(go) de Aut(G) vers Gp. Comme g est générateur, application est bijective.

Dans Z, montrons par récurrence sur k > 1 qu’il existe A\ premier a p vérifiant (1 + p)pk = 14 M\pp*Tt. L'étape
d’initialisation pour k = 1 est claire via la formule du binéme, puisque p divise (’2’) Montrons I’hérédité : soit k£ > 1, on a
(14p)?" = 14 Axpk+! par hypothése de récurrence, donc on obtient (1+p)?" " = L+pF P2 (N + 30, (P) Appli-D+D-1)
et le résultat est montré par récurrence.

En particulier, 1 + p est d’ordre p®~! dans (Z/p*Z)*.

En utilisant ’exercice , on sait que (Z/pZ)* est cyclique, d’ordre p— 1. Notons xg un générateur de (Z/pZ)* et prenons
un relévement 1 de xg dans (Z/p*Z)*. L’ordre de x; est le la forme (p — 1)p® pour un certain s < «, de sorte que
T = xfs est d’ordre p — 1. Comme z et 1 + p ont des ordres premiers entre eux et comme le groupe (Z/p“Z)* est
abélien, on a vu que x(1 + p) est donc d’ordre p®~(p — 1) = ¢(p) et (Z/p*Z)* est donc cyclique.

Remarquons d’abord que (Z/2Z)* = {1} et (Z/4Z)* ~ 7/27. Supposons maintenant « > 2. Par une récurrence
semblable & celle effectuée au b), on montre que 5 est d’ordre 2¢~2 dans (Z/2%Z)*. Observons maintenant le morphisme
surjectif 7 : (Z/2°7Z)* — (Z/AZ)* : son noyau est exactement (5), et m(—1) = —1. Par conséquent, les sous-groupes (5)
et (—1) vérifient les hypothéses de lexercice , donc (5) x (—=1) = (Z/2*Z)*. On obtient donc finalement (Z/2°Z)* ~
)27 x 7.]2°?Z.

4. Sin= Hp p®r est la décomposition en facteurs premiers de n, alors le lemme chinois nous donne

(Z/TLZ)X ~ (Z/QQZZ)X « H (Z/(p B I)Z x Z/pap_IZ).
P#2, ap>1



Exercice 9.

Déterminer les entiers n € Z pour lesquels (Z/nZ)* est cyclique.

Solution
Sin= Hp p? est la décomposition en facteurs premiers de n, la question d) de l'exercice assure que

(Z/TLZ)X ~ (Z/QG‘ZZ)X % H (Z/(p _ 1)Z ~ Z/papflz)'
p#2, ap>1

En remarquant qu’un groupe cyclique ne peut pas contenir plus d’un élément d’ordre 2, on conclut que (Z/nZ)* est cyclique
si et seulement si n = p® ou 2p® avec p un nombre premier impair et > 0 ou n = 4.

Exercice 10.

Décomposer le groupe G = (Z/187Z)* sous la forme donnée par le théoréme de structure des groupes abéliens finis.

Solution
Comme 187 = 11.17, 'exercice assure que

G = (Z/112)* x (Z/17Z)* 2 Z/10Z x Z/16Z = 7,/27 x Z./80Z..

Les facteurs invariants de G sont donc 2 et 80.



