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1 Vecteurs gaussiens
Exercice 1 Soient X, Y et ε trois variables aléatoires indépendantes avec X et Y gaussiennes de loi
N (0, 1) et P (ε = −1) = P (ε = 1) = 1

2 . Lesquels des vecteurs suivants sont gaussiens ?

1. (X, ε)

2. (X,Y )

3. (X, εX)

4. (X, εY )

5. (ε|X|, ε|Y |)

6. (X,X + Y )

7. (X,X + εY )

8. (X, εX + Y )

Solution de l’exercice 1 Les vecteurs 2, 4, 6 et 7 sont gaussiens. Les vecteurs 2 et 4 le sont car ils ont
leurs deux coordonnées indépendantes de loi N (0, 1). Les vecteurs 6 et 7 le sont car ils sont les images
respectivement des vecteurs 2 et 4 par une application linéaire.

Le vecteur 1 n’est pas gaussien car sa seconde coordonnée ne l’est pas. Le vecteur 3 ne l’est pas car
P (X + εX = 0) = 1

2 donc la somme de ses deux coordonnées n’est pas gaussienne. Pour montrer que
le vecteur 8 ne l’est pas, on peut par exemple calculer la fonction caractéristique de la somme de ses
coordonnées :

E
[
eiu((1+ε)X+Y )

]
=

1

2

(
1 + e−u

2
) e−u2/2

√
2π

.

Pour montrer que le vecteur 5 ne l’est pas, on peut soit calculer aussi sa fonction caractéristique, soit
remarquer que (ε|X|, ε|Y |) a une densité strictement positive sur R+ × R+ mais une probabilité nulle
d’être dans R− × R+.

Exercice 2 Soit K une matrice symétrique positive. Expliquer comment simuler un vecteur gaussien
centré de matrice de covariance K à partir de variables gaussiennes indépendantes.

Solution de l’exercice 2 Soit d la taille de la matrice K et soit Z = (Z1, . . . , Zd), où les Zi sont i.i.d.
de loi N (0, 1). Notons que Z est un vecteur gaussien de matrice de covariance identité. On cherche à
construire notre vecteur de manière linéaire à partir de Z. Plus précisément, soit A = (ai,j)1≤i,j≤d une
matrice d × d et soit X = AZ. Notons que toute combinaison linéaire des coordonnées de X est une
combinaison linéaire des coordonnées de Z, donc est gaussienne, donc X est un vecteur gaussien.
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De plus, pour tous 1 ≤ i, j ≤ d, on a

E[XiXj ] = E

[(∑
k

ai,kZk

)(∑
`

aj,`Z`

)]
=

∑
k,`

ai,kaj,` E [ZkZ`]

=
∑
k,`

ai,kaj,` 1k=`

=
∑
k

ai,kaj,k,

donc la matrice de covariance de X est AtA. Il nous suffit donc de trouver A telle que AtA = K. Or,
comme K est symétrique positive, il existe une matrice orthogonale Q telle que K = tQDQ, où D est
une matrice diagonale de coefficients diagonaux d1, . . . , dn ≥ 0. On peut alors prendre A = tQ

√
DQ, où√

D est la matrice diagonale de coefficients diagonaux
√
d1, . . . ,

√
dn.

Exercice 3 Soit ξ une variable aléatoire gaussienne de loi N (0, 1) et x > 0.

1. Montrer que 1√
2π

(
1
x −

1
x3

)
e−x

2/2 ≤ P (ξ > x) ≤ 1√
2π

1
xe
−x2/2.

2. Montrer que P (ξ > x) ≤ e−x2/2.

Solution de l’exercice 3

1. On calcule la dérivée du membre de droite :

d

dx

(
1√
2π

1

x
e−x

2/2

)
= − 1√

2π

1

x2
(
1 + x2

)
e−x

2/2

≤ − 1√
2π
e−x

2/2

et, comme P (ξ > x) =
∫∞
x
e−t

2/2dt, on obtient la borne supérieure en intégrant entre x et +∞.

De même, la dérivée du membre de gauche est

d

dx

(
1√
2π

(
1

x
− 1

x3

)
e−x

2/2

)
= − 1√

2π

(
1− 3

x4

)
e−x

2/2

≥ − 1√
2π
e−x

2/2

et on obtient la borne inférieure en intégrant entre x et +∞.

2. Si on pose f(x) = e−x
2/2 − P (ξ > x) alors f ′(x) =

(
1√
2π
− x
)
e−x

2/2 donc f est croissante sur[
0, 1√

2π

]
et décroissante sur

[
1√
2π
,+∞

[
. Comme on a aussi f(0) = 0 et limx→+∞ f(x) = 0 on en

déduit que f est positive sur R+.

Exercice 4 Soit (ξn) une suite de variables gaussiennes sur R qui converge en loi vers une variable
aléatoire X. Montrer que X est gaussienne.

Solution de l’exercice 4 On passe par la fonction caractéristique : pour tout n, on note µn l’espérance et

σ2
n la variance de ξn. Pour tout u ∈ R on a ϕξn(u) = exp

(
iµnu− σ2

nu
2

2

)
−→ ϕX(u). En prenant u = 1

et en considérant le module, on obtient que exp
(
−σ

2
n

2

)
converge donc σ2

n converge vers σ2.
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On en déduit que eiµnu converge pour tout u donc µn converge vers µ ∈ R (c’est le théorème de
Lévy pour des variables déterministes), donc ϕξn(u) −→ exp

(
iµu− σ2u2

2

)
donc X est bien gaussienne

(éventuellement de variance nulle).

Exercice 5 Construire des variables X, Y et Z telles que les vecteurs (X,Y ), (Y,Z) et (Z,X) soient
gaussiens mais pas le vecteur (X,Y, Z).

Solution de l’exercice 5 Prendre par exemple (X,Y, Z) = (ε1|ξ1|, ε2|ξ2|, ε1ε2|ξ3|) avec ε1, ε2, ξ1, ξ2 et ξ3
indépendantes, les ξi gaussiennes de loi N (0, 1) et les εi uniformes sur {−1, 1}.

Il est facile de vérifier que X, Y et Z ont pour loi N (0, 1) et que deux d’entre elles sont toujours
indépendantes. En particulier, deux d’entre elles forment toujours un vecteur gaussien. En revanche, si
(X,Y, Z) était un vecteur gaussien, alors X, Y et Z seraient indépendantes, ce qui est faux, par exemple
car P (X > 0, Y > 0, Z < 0) = 0 et P (X > 0)P (Y > 0)P (Z < 0) = 1

8 .

Exercice 6 (Formule de Wick) Soit (X1, . . . , Xd) un vecteur gaussien centré. Montrer que

E

[
d∏
i=1

Xi

]
=
∑
π

∏
{a,b}∈π

E [XaXb] ,

où la somme se fait sur toutes les partitions π de [[1, d]] en parties de taille 2.

Solution de l’exercice 6 Soit Z un vecteur gaussien de matrice de covariance identité. Alors il existe une
matrice A telle que X a la même loi que AZ (cf. Exercice 2). La formule qu’on veut montrer peut donc
se mettre sous la forme

E

[
d∏
i=1

fi(Z)

]
=
∑
π

∏
{a,b}∈π

E [fa(Z)fb(Z)] ,

où les fi sont des formes linéaires sur Rd. Or, cette dernière formule est linéaire en chacune des fi, donc
il suffit de la prouver dans le cas où chaque fi est de la forme z → zj . Autrement dit, il suffit de montrer
que pour tous j1, . . . , jk, on a

E

[
d∏
i=1

Zji

]
=
∑
π

∏
{a,b}∈π

E [ZjaZjb ] . (1)

Pour tout j ∈ [[1, d]], on note kj le nombre de i tels que ji = j. Alors par indépendance des Zj , le membre
de droite vaut

d∏
j=1

E
[
Zkj

]
,

où Z est une variable gaussienne centrée de variance 1. Remarquons tout d’abord que si un des kj est
impair, on a E[Zkj ] = 0 donc le membre de gauche dans (1) est nul. D’autre part, si π est une partition
de [[1, d]] en paires, une des paires contient un nombre impair de i tel que ji = j. Soit {a, b} cette paire.
Alors ja 6= jb, donc E[ZjaZjb ] = 0, donc la contribution de π est nulle. Comme c’est vrai pour tout π,
le membre de droite est aussi nul. On suppose donc désormais que tous les kj sont pairs, et on écrit
kj = 2`j .

Les moments de Z se calculent par exemple par intégration par partie, et on obtient E
[
Z2`
]
= (2`)!

2``!
pour tout ` ∈ N, donc le membre de gauche de (1) vaut

d∏
j=1

(2`j)!

2`j `j !
.

Il reste à étudier le membre de droite de (1). Soit π une partition en paires et {a, b} ∈ π. Si ja 6= jb, alors
Zja et Zjb sont indépendantes donc E[ZjaZjb ] = 0 et la contribution de π s’annule. Si ja = jb pour tout
{a, b} ∈ π, alors la contribution de π vaut 1, donc il suffit de compter le nombre de π qui contribuent.
Choisir un tel π revient, pour tout j, à partitionner en paires les i tels que ji = j. Or, le nombre de
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partitions en paires d’un ensemble à 2` éléments vaut (2` − 1) × (2` − 3) × · · · × 3 × 1 = (2`)!
2``!

, donc le
nombre de π qui contribuent à la somme vaut

d∏
j=1

(2`j)!

2`j `j !
,

d’où (1), d’où le résultat.

2 Comment identifier la loi d’un processus ?
Soit T > 0. On munit l’espace C([0, T ]) des fonctions continues de [0, T ] dans R de la norme infinie, et de
la tribu borélienne B (C([0, T ])) associée à cette norme. On rappelle (TD de la semaine dernière, exercice
1) que la tribu borélienne est aussi la plus petite tribu sur C([0, T ]) qui rend mesurables les projections
x→ xt pour tout t ∈ [0, T ].

Exercice 7 Soient X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans l’espace C([0, T ]). On suppose que
pour tout k ≥ 1 et tous t1, . . . , tk ∈ [0, T ], les vecteurs

(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtk) et (Yt1 , Yt2 , . . . , Ytk)

ont la même loi. Montrer que X et Y ont la même loi.

Solution de l’exercice 7 C’est une conséquence du rappel ci-dessus et du lemme de classe monotone.
D’après le rappel, la tribu C([0, T ]) est engendrée par les événements de la forme {Xt ∈ A} avec t ∈ [0, T ]
et A ∈ B(R), donc par les événements de la forme

{Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, . . . , Xtk ∈ Ak} (2)

avec t1, . . . , tk ∈ [0, T ] et A1, . . . , Ak ∈ B(R). De plus, les événements de la forme (2) sont stables
par intersections finies. D’après le lemme de classe monotone, la classe monotone qu’ils engendrent est
donc B (C([0, T ])). Or, l’ensemble des A ∈ B (C([0, T ])) tels que P (X ∈ A) = P (Y ∈ A) est une classe
monotone (c’est une vérification facile), qui contient les A de la forme (2) d’après l’hypothèse de l’énoncé.
On a donc P (X ∈ A) = P (Y ∈ A) pour tout A ∈ B (C([0, T ])), donc X et Y ont la même loi.

Exercice 8 En déduire que si X vérifie les trois conditions suivantes:

(i) pour tous t1, . . . , tk ≥ 0 le vecteur (Xt1 , . . . , Xtk) est un vecteur gaussien,

(ii) pour tout t ≥ 0 on a E [Xt] = 0,

(iii) pour tous s, t ≥ 0 on a E [XsXt] = min (s, t),

alors X a la loi d’un mouvement brownien.

Solution de l’exercice 8 Soit B un mouvement brownien et t1, . . . , tk ∈ [0, T ] : d’après l’exercice précé-
dent, il suffit de vérifier que (Xt1 , . . . , Xtk) a la même loi que (Bt1 , . . . , Btk). Or, les deux sont des vecteurs
gaussiens d’après l’hypothèse (i) et on sait que la loi d’un vecteur gaussien est entièrement déterminée
par son espérance et par sa matrice de covariance. Or, d’après l’hypothèse (ii) on a E [Xti ] = E [Bti ] = 0
pour tout i, et d’après l’hypothèse (iii) on a E

[
XtiXtj

]
= E

[
BtiBtj

]
= min (ti, tj) pour tous i et j, donc

on peut conclure.

Remarque Dans la suite, on pourra admettre que les exercices 7 et 8 restent vrais en remplaçant C ([0, T ])
par l’espace des fonctions continues de [0, T ] dans Rd, ou par l’espace des fonctions continues de R+ dans
Rd (muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact et de la tribu borélienne associée).
Ce n’est pas un résultat difficile, il suffit d’adapter l’exercice 1 du TD1 à ces cas.
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3 Plein de mouvements browniens !
Exercice 9 Soit B un mouvement brownien et a > 0. Montrer que les processus suivants sont des
mouvements browniens :

• X =
(

1√
a
Bat

)
t≥0

,

• Y =
(
tB1/t

)
t≥0,

• Z =
(
Bt −

∫ t
0
Bs

s ds
)
t≥0

.

Solution de l’exercice 9 Il est facile de vérifier que les deux premiers processus sont gaussiens et centrés.
Il suffit donc de vérifier les covariances :

• E [XsXt] =
1
a min(as, at) = min(s, t) donc X est bien un mouvement brownien

• E [YsYt] = stmin
(
1
s ,

1
t

)
= min(s, t) donc Y est bien un mouvement brownien

Pour le troisième, on commence par vérifier que l’intégrale converge. On a

E
[∫ t

0

|Bs|
s

ds

]
=

∫ t

0

1

s
E [|Bs|] ds =

∫ t

0

E [|B1|]√
s

ds < +∞

donc
∫ t
0
|Bs|
s ds < +∞ p.s. donc Z est bien défini p.s. De plus, soient t1, . . . , tk ∈ R+ et α1, . . . , αk ∈ R. En

écrivant l’intégrale
∫ t
0
Bs

s ds comme limite de sommes de Riemann, on voit que α1Zt1 + · · ·+αkZtk est une
limite p.s. de combinaisons linéaires de valeur de B, donc une limite p.s. de variables gaussiennes, donc
une limite en loi de variables gaussiennes. Or, une limite en loi de variables gaussiennes est gaussienne
(exercice 4), donc α1Zt1 + · · ·+αkZtk est gaussienne. Le processus Z est donc gaussien et il est facile de
vérifier qu’il est centré. Il n’y a donc plus qu’à calculer les covariances. En supposant s ≤ t on a :

E [ZsZt] = min(s, t)−
∫ s

0

min(t, u)

u
du−

∫ t

0

min(s, u)

u
du+

∫ s

0

∫ t

0

min(u, r)

ur
dudr

= s− s−
∫ s

0

min(s, u)

u
du−

∫ t

s

min(s, u)

u
du+

∫ s

0

∫ s

0

min(u, r)

ur
dudr +

∫ s

0

∫ t

s

min(u, r)

ur
dudr

= −s− s ln t
s
+ 2

∫
0≤u≤r≤s

1

r
dudr +

∫ s

0

∫ t

s

1

u
dudr

= −s− s ln t
s
+ 2

∫ s

0

r

r
dr + s ln

t

s

= −s+ 2s = s.

Exercice 10 (Mouvement brownien sur R+) Soit
(
(Bnt )t∈[0,1]

)
n≥0

une suite de mouvements browniens

sur [0, 1] indépendants. Pour tout t ∈ R+, on poseBt = btc−1∑
n=0

Bn1

+B
btc
t−btc.

Vérifier que pour tous s, t ∈ R, on a bien

E [BsBt] = min (s, t) .
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Solution de l’exercice 10 En développant BsBt et en intervertissant somme et espérance, on obtient

E [BsBt] =

bsc−1∑
m=0

btc−1∑
n=0

E [Bm1 B
n
1 ] +

bsc−1∑
m=0

E
[
Bm1 B

btc
t−btc

]
+

btc−1∑
n=0

E
[
B
bsc
s−bscB

n
1

]
+ E

[
B
bsc
s−bscB

btc
t−btc

]

=

bmin(s,t)c−1∑
n=0

E [(Bn1
)
2
]
+ 1btc≤bsc−1E

[
B
btc
1 B

btc
t−btc

]
+ 1bsc≤btc−1E

[
B
bsc
1 B

bsc
s−bsc

]
+ 1bsc=btcE

[
B
bsc
s−bscB

btc
t−btc

]
,

en supprimant les termes qui sont nuls par indépendance de Bm et Bn pour m 6= n. En utilisant les
covariances des Bn on obtient finalement

E [BsBt] = bmin(s, t)c+ 1btc<bsc(t− btc) + 1bsc<btc(s− bsc) + 1bsc=btcmin (s− bsc, t− btc)
= min(s, t).

Exercice 11 (Mouvement brownien d-dimensionnel) Soit d ∈ N∗. On considère dmouvements browniens
indépendants B1, . . . , Bd et on pose Bt = (B1

t , . . . , B
d
t ) pour tout t ∈ R. Soit Q une matrice orthogonale.

Montrer que QB = (QBt)0≤t≤1 a la même loi que B.

Solution de l’exercice 11 On noteX = QB, etXt = (X1
t , . . . , X

d
t ) ses coordonnées. On cherche à montrer

que la loi jointe de (X1, . . . , Xd) est celle de d mouvements browniens indépendants. Pour cela, d’après
l’exercice 8, il suffit de montrer que les marginales de dimension finies des Xi sont indépendantes, et ont
la même loi que pour des mouvements browniens. Or, pour tous t1, . . . , tk, les Xi

tj avec 1 ≤ i ≤ d et
1 ≤ j ≤ k forment un vecteur gaussien centré (car c’est l’image d’un vecteur gaussien par une application
linéaire), donc il suffit de vérifier que pour tous 1 ≤ i, j ≤ d et s, t ∈ [0, 1], on a

E
[
Xi
sX

j
t

]
= 1i=j min(s, t).

Or, on a Xi
s = (QBs)

i =
∑d
k=1 qikB

k
s , et on a une formule similaire pour Xj

t . On a donc

E
[
Xi
sX

j
t

]
= E

[(
d∑
k=1

qikB
j
s

)(
d∑
`=1

qj`B
`
t

)]
=

∑
k,`

qikqj`E
[
BksB

`
t

]
=

∑
k,`

qikqj`1k=`min(s, t)

= min(s, t)
∑
k

qikqjk

= min(s, t)(QtQ)i,j

= 1i=j min(s, t).

car Q est orthogonale. Cela conclut.

4 Jolie image
Exercice 12 Que représente la jolie image ci-dessous ?
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Solution de l’exercice 12 Il s’agit d’un mouvement brownien bidimensionnel. Plus précisément, c’est une
marche aléatoire de longueur 40000 dont les incréments sont gaussiens des vecteurs gaussiens centrés, de
matrice de covariance identité.
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