Géométrie Différentielle, TD 3 du 7 mars 2014

1. Exemples de quotients

On considére les actions suivantes du groupe Z sur une variété X de dimension N, en-
gendrées par 'automorphisme f de X. Déterminer dans quels cas 'action est libre et
proprement discontinue. Identifier le quotient quand c’est le cas.

Dans le cas contraire, le quotient est-il séparé ? Localement homéomorphe & un ouvert de
RN ?

1- X = R™ et f est 'homothétie de rapport 2.

2— X =R et f est 'homothétie de rapport 2.

3= X =RM\ {(0,0)} et f est 'homothétie de rapport 2.

4 X =R*\ {(0,0)} et f(z,y) = (22,y/2).

2. Encore un quotient

On fait agir le groupe I' = Z/nZ sur R? par rotation d’angle 2k7 /n.
1- Etudier cette action.
2— Munir le quotient R? /T’ d’une structure de variété, qui le rend diffeomorphe a R
3— Que dire de la projection R? — R?/T"?

3. Application de Gauss

Soit M une hypersurface (c’est-a-dire une sous-variété de codimension 1) compacte C* de
R™"!. On définit une application 1) de M dans P*(R) en associant a x la droite vectorielle
orthogonale & T, M pour le produit scalaire canonique.

Montrer que ) est C'°, puis qu’elle est surjective.

4. Eclatement
Soit n > 1. On identifie P"}(R) a I'ensemble des droites vectorielles de R™.
On note E, = {(z,X) e R* x P"'(R) | z € X}.
1- Montrer que E, est une sous-variété de classe C* de dimension n de R" x P""!(R).
2— Soit 7 la projection de R" xP"~!(R) dans R". Montrer que E,\7~'(0) est difféomorphe
a R™\{0} et que 771(0) est diffeomorphe a P"~'(R).

3~ Soient I un intervalle de R et v : I — R”™ une immersion C'. Supposons que la
restriction de v a Iensemble I\7y~1(0) soit injective et que, pour s # t dans I avec
v(s) = v(t) =0, on ait Ry/(s) # R~+/(¢). Montrer qu’il existe une unique application
continue 7 : I — E, telle que m oy = et que 7 soit injective.
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5. Une surjection de I'espace projectif sur la sphére de méme dimension

1- On considére 'application P de R™™! — {0} dans R"™! définie par :

(t,x1,...,T0) — ( 2421 2w —t2+||x\|2>

2] 2 2P 2+ |22
Montrer que cette application définit par passage au quotient une application p de
P"R dans S™ et que p est C'°. Quelle est 'image réciproque du poéle nord N =
(0,...,0,1)? Du pole sud S = (0,...,0,—1)7
2— En utilisant la projection stéréographique de pole N, montrer que p induit un difféo-
morphisme de P"R — p~}(N) sur S” — N.

3— Que peut-on dire de p pour n =17

4— Montrer que l'ensemble des points de P"R dont une coordonnée homogéne est non
nulle est connexe. En admettant le fait que le complémentaire dans S? d'une courbe
fermée simple a deux composantes connexes, en déduire que P?R n’est pas homéo-
morphe a S?.

6. Grassmanniennes

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n et 0 < k < n un entier. On note Gi(V)
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k£ de V. L’objet de cet exercice est de
munir cet ensemble d’une structure de variété C'*° compacte.

Si B est un sous-espace vectoriel de dimension n — k de V', on note Up le sous-ensemble
de Gx(V') constitué des supplémentaires de B. Soit A un supplémentaire de B. On note
L(A, B) 'ensemble des applications linéaires de A dans B. On définit

wA,B : ﬁ(A, B) — UB
foo (1d+1)(A)

1- Montrer que 14 p est bien définie et bijective.

2— Montrer que le domaine de définition et 'image de 13, 5, 0 ¥4 p sont des ouverts de
L(A, B) et de L(A’, B'). Montrer que ¥/ 5, 04 5 est un C*°-difféomorphisme de son
domaine de définition sur son image.

3— Montrer qu'il existe une topologie sur G (V') telle que les Up soient des ouverts et les
14 g des homéomorphismes. Vérifier que G¢(V') est séparé pour cette topologie.

4— Montrer que les 14 g forment un atlas munissant G,(V') d’une structure de variété
.
5- Montrer que Gi(V) est compacte.



