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@ TD4 - Calculs, constructions de mesures — Corrigé @
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0 — Exercice ayant été préparé
e 2 AN

f?(ercice 1.

1. Dans le lemme de Fatou, montrer que si 1I’on remplace lim inf par limsup, f, > O par f,, <0Oet >
par <, le théoreme reste vrai. Montrer en revanche, a 1I’aide de contre-exemples, qu’on ne peut pas
se permettre d’en changer certains mais pas les autres.

2. Donner un exemple de fonctions (f;,)n>o pour lesquelles 1’inégalité est stricte dans le lemme de
Fatou.

3. Dans le théoreme de convergence dominée, vérifier, en donnant des exemples et contre-exemples,
que si I’on oublie une hypothese la conclusion peut rester vraie, ou pas !

4. Reprendre la question précédente avec le théoreme de convergence monotone.

5. Soit (f,) une suite de fonctions positives convergeant p-pp vers f. Supposons que [f,dp —
¢ < co. Montrer que [ fdu est définie est appartient a [0, c] mais ne vaut pas nécessairement c.

6. Construire une suite de fonctions continues f,, sur [0, 1], avec 0 < f,, < 1, et telle que

1
limJ fo(x)dx =0,

0
sans toutefois que la suite (f,,(x)) ne converge pour aucun x de [0, 1].
Corrigé: Tout d’abord, voici une tripotée d’exemples utiles:
La bosse glissante : fr, = Ly n1)-
Le puits infini : f, =Nl n.
Pour les probabilistes : (X;)i>1 une suite iid de Bernoulli 1/2.

Le stroboscope infernal : f,, est un plateau de largeur 1/m que 1’on fait glisser sur le segment [0, 1].

1. Pour la premiere partie, il suffit d’utiliser le lemme de Fatou avec —f,, a la place de f,,. Pour les
contre-exemples, choisir parmi la liste ci-dessus.

Pour des questions, demande de précisions ou explications, n’hésitez Pas a m’envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.
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2. Choisir un contre-exemple parmi la liste ci-dessus.

3. Si on oublie la condition de domination: si on prend f,, = %Il[n,nﬂ], la conclusion reste vraie
(autre exemple: f(x) = —nsi —1/n < x < 0, f(x) =nsi0 < x < 1/n et 0 sinon) ;
mais si on prend la bosse glissante la conclusion est mise en défaut. Si on oublie la convergence
presque partout: voir question 6. pour un exemple ol la conclusion demeure, mais si on prend
f.(x) = sin(n) sur [0, 1], la conclusion est mise en défaut.

4. Si on oublie la croissance: si on prend f,, = 1,1, la conclusion reste vraie, mais si on prend le
{n}
puits infini, la conclusion est mise en défaut. Si on oublie la positivité: si on prend f,, = —1 ), la
conclusion reste vraie, mais si on prend f,, (x) = —2 1504 ,/n((x), la conclusion est mise en défaut.
x +10,1/n|

5. Prendre la bosse glissante.

6. Prendre le stroboscope infernal: f,, x (x) = ]L]@

3=

[pourlgkgn.

1 - Calculs

f;(ercice 2.
1. Soit (fy)n>0 une suite de fonctions (E, A) — (R, B(R)) intégrables. Montrer que

ZJ [faldp < oo =} (L fndu) =L (Z fn> du.

n>0vE n>0 n>0

2. Calculer les intégrales

1 00 1
J Inx dX,J sm(ax)dX

o l—x g ex—1

Corrigé:

1. D’apres le théoreme de convergence monotone, la fonction Zn>0 |f| estintégrable. Cela implique
que la fonction Zn>0 f,, existe et est intégrable. De plus, pour tout N € N,

N N
nZOfn <D Ifal et nzofn oY

n=>0 n>0
D’apres le théoreme de convergence dominée, on a donc

L (iofn) o = L (Z fn> du.

n=0

Par ailleurs, pour tout N > 0,

[ (Z) =Y [ fan

n=0 n=0 E

Et IE fndp est le terme général d’une série absolument convergente par hypothese. En passant a
la limite quand N — 400 dans I’égalité précédente, on obtient le résultat.
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2. Pour tout x €]0,1[,on a

= Z x™ In(x)

n=0

Posons pour tout n > 0, f,, : x €]0,1[— x™In(x). Alors, par une intégration par parties, on

obtient,
1 1 1 yn 1
fn dx = — ™ = =
J I ()] dx Jo X Infix) dx Jo ™ (n+1)2

Donc Zn>0 fo [fn(x)]dx < +00. On peut donc appliquer la question 1. et I’on trouve,

In] b 1
J 1—x J (ZX In(x )dX:ZJ X 1n(X)dx:—Zm:_%_

n=0 n>0v0 n>0
S | 1
Autre possibilité: Ecrire fo lili’;) dx = [, In1 ~ ) dx et développer plutdt en série entiere In(1 — x).
Pour tout x > 0, on a
sin(ax . sin(
lax) —e” Ze (+Dx gin(ax).
ex—1 1—ex
n>0

Posons pour tout . > 0, f,, : x €]0, +oo[— e~ (™FDxgin(ax). Alors, pour tout x > 0, |fn| <
axe (MHLx et

o o) 1
ZJ |fn(X)|dX < ZJ axe_(“H)de = Z m < 00.

n>070 n>0v0 n>0

Ainsi, d’apres la question 1.,

“ sin(a
Jo ex_l gJ

On a,
00 IS eiax _ efiaX 1 1 1
f dx = e—(n+1)x— d - —
L n(x) dx L < 21 x 20\ (n+1)x—iax (n+1)x+iax
a
(n+1)2+a?
Donc,

© sin(ax) a
dx = —_.
JO ex —1 Z T12 + a2

fzcercice 3. En utilisant le théoréme de dérivation sous le signe intégrale et 1’égalité

1 X2
— | e 2dx=1,
V2T JR



calculer la transformée de Fourier de la fonction

1 x2
f:xeR— —e 2

V2n

Rappel : La transformée de Fourier de f est donnée par

f(t) = JR e f(x) dx

Corrigé: La transformée de Fourier de f est donnée par

. . 1 . x2
f(t) = J e'™f(x) dx = —J e'™e 7 dx.
R V21 R

Or N
ael Xf X 1 . . x2 . s x2
() = ixe'™e 2 et |ixe'™e 7| < xe

ot V2

On peut donc dériver sous le signe intégrale puis intégrer par parties pour obtenir

% € Ly(dx).

. 1 : X2 1
f'(t) = —J ixe'™ ez dx = ——J te~ ¥ el dx = —tf(t
(t) o )e o )n (t).
La fonction f est donc solution de I’équation différentielle ' = —tf avec la condition initiale f (0) =1,
donc f(t) = e~ = pour tout t > 0. O

GRS

Z}(ercice 4. (Partiel 2008) Etudier la convergence des suites:

in(t™ 1
un:J ﬁd‘c, vn:nJ In (1+—) dx.
10,00l tH(1 + 1) 10,1 n(l—x)

Dans chacun des cas, on précisera la limite si elle existe et on justifiera soigneusement la réponse.

Corrigé: Pour u,,, on écrit

sin(t™) J sin(t™)
w, = | 2 g4 S Gt =1, 4,
JM Y R BT g ]

et on étudie séparément les deux intégrales I, et J,.

Pour la premiere, on remarque que sur ]0, 1[ la quantité in(t?)

t"(1+t)
étant dominée en valeur absolue par 1/(1 + t), qui est une fonction intégrable sur |0, 1[ indépendante de

n. Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée, I,, — f li cdt = ln( ).

Pour la seconde, pour n > 1, on remarque que sur ]1, 00[ la quantlté ts,lfz(l ey tend simplement vers 0,

en étant dominée en valeur absolue par -7 a + ok qui est une fonction intégrable sur |1, co[ indépendante de

tend simplement vers ; + T Ltejo,1[> €N

1. Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée, J,, — 0. On conclut que u, — In(2).

Pour v,,, on remarque que pour x €]0, 1], ) — ﬁ et que .r]o,1[ ﬁdx = 00. D’apres

1
(1—x)
le lemme de Fatou, on en tire que

1 1
oo:J (liminfnln (1+—))dx<limian nln <1+—> dx,
Jo,1[ \ M7 n(l—x) n—o0 Jio1[ n(l—x)

ce qui implique v,;, — 0. A 0



GRS

Z?Cercice 5. Soit @ : ([0,1],B([0,1])) — (R, B(R)) une fonction intégrable pour la mesure de

Lebesgue. On définit F: R, — R par

F(t) = J[o . Ve(x)?+t dx.

1. Montrer que F est continue sur R et dérivable sur R* .

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que F soit dérivable en 0.

Corrigé:

(1)

1. On pose, pour tous t > O et x € [0,1], f(x,t) = /o(x)2+t. Pour tout t > 0, f(x,t) <
l@(x)| + v/t qui est intégrable sur [0, 1]. La fonction F est donc bien définie. De plus, pour tout
A > 0 et pour tout t € [0, A], f(x,t) < |@(x)] + VA. D’apres le théoréme de continuité sous le
signe intégrale, F est continue sur tout ensemble de la forme [0, A] et donc sur R, . La fonction f

est de plus dérivable par rapport a t en tout t > 0 et

of(x,t) 1
ot 2o+t
Soient a > 0ett > a. On a alors
of(x,t) o 1

ot 2ya’

Ainsi, F est dérivable sur tout ensemble de la forme [a, +oo[ et donc sur R? de dérivée

1
Fren 1
F'(t) = Jo WY R I dx.

2. Soit (tn)n>o une suite décroissant vers 0. On a

F(t.) — F(0) Jl cp(x)2+tn—|<p(x)ldX_J1
0 tn -

D’apres le théoreme de convergence monotone,

Flln) F0) _, '

th

0 2le(x)|

Ainsi, F est dérivable en 0 si et seulement si 1/|¢@| est intégrable.

GO

f}(ercice 6. Soit f: ([0, +oo[, B([0, +oo[) — ([0, +oo[, B([0, +o0[)) une fonction mesurable.

5
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1. Montrer que 1’on définit une fonction continue F : [0, +oco[ — R par la formule

Flx) = J(’O arctan(xf(t))

dt = 0.
0 1+t2 ) X’/

2. Calculer la limite de F(x) quand x — oo.
3. Montrer que F est dérivable sur ]0, +ool.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que F soit dérivable en 0.

Corrigé:

1. On pose g(x,t) = arctan(xf(t))/(1 + t2) pour x > O ett > 0. Alors pour tout t > 0 la
fonction x — g(x,t) est continue. De plus pour tout x > 0 la fonction t — g(x, t) est intégrable
et |g(x,t)] < 7t/(2(1 + t2)). Donc d’apres le théoreme de continuité sous le signe intégrale, la
fonction F est continue sur [0, +ool.

2. Soit (xn)n>o une suite de réels positifs convergeant vers +oo. Alors g(xn,t) — 7/(2(1 +
t2))Li¢(¢) 0y pour tout t > 0. La domination utilisée a la question précédente permet d’utiliser
le théoreme de convergence dominée et d’obtenir que

R ¢
lim Fxn) = | =————1 dt.
A Flxn) L 2(1+1t2) 070

Ainsi o
T
lim F(x) = | ——1 dt.
i P9 = | 5 o
3. Pour tout t > 0 la fonction x — g(x, t) est dérivable de dérivée

ag(x, 1) f(t)

0x (14+t2)(1 +x2(f(t))?)
Soit a > 0. Pourtoutx > aona

f(t)

1
‘ (1+t2)(1 +x2(f(t))?)

S a(l+t2)

Donc d’apres le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale, la fonction F est dérivable sur
[a, +oo[ et ceci pour tout a > 0, elle est donc dérivable sur ]0, +ool.

4. On va montrer que F est de classe C! sur [0, +oco[ si et seulement si la fonction t +— f(t)/(1 + t2)
est intégrable. Supposons que la fonction t — f(t)/(1 + t?) soit intégrable. Alors pour tout x > 0
on a

(1) _ )
(14+2)(1+x2(f(1)2) ]| ~ (1 +1t2)
Donc d’apres le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale, la fonction F est dérivable sur

[0, +00[. Supposons maintenant que la fonction t — f(t)/(1 + t?) ne soit pas intégrable. Soit
(Xn)n>0 une suite de réels positifs convergeant vers 0. Alors pour tout t > 0,

arctan(x,f(t)) f(t)
(L) o (1+82)
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Donc d’apres le lemme de Fatou,

lim inf dt = oo.
n—oo

< arctan(x,f(t))
JO Xn(l + tz)

Ainsi F(x,,) /X, — 00 quand n — oo. O

T

e

2 — Constructions de mesures
e N B

f?(ercice 7. Soit f: (R, B(R)) — (R, B(R)) une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue. On
suppose que pour tous a < b,

J f(x)A(dx) = 0.
la,b[

Montrer que f = 0 A-p.p.

Corrigé:

Solution 1. On vérifie aisément que la classe des boréliens A tels que | A T(x)A(dx) = 0 est une classe
monotone (pour la stabilité par union croissante on peut utiliser le théoreme de convergence dominée).
Elle contient les intervalles ouverts, qui forment une classe stable par intersections finies engendrant la
tribu borélienne. On a donc [, f(x)A(dx) = 0 pour tout borélien A d’apres le lemme de la classe
monotone. En particulier,

J fdA =0.
{f>0}

Or fl-~; est une fonction positive donc flis~gy = 0 A-p.p. De méme, fls-p; = 0 A-p.p. Donc f =0
A-p.p.

Solution 2. Soient f* et f~ respectivement les parties positive et négative de f, et les mesures positives
dv, = ffdAetdv_ = f~dA. Ona, pour tous a < b, v, (Ja,b[) = v_(]a,b[). Or v, et v_ sont des
mesures boréliennes positives de masse finie, donc le théoreme d’unicité des mesures implique v, = v_.
Alinsi,

VA € B(R), J fdA =0.
A
On conclut comme dans la solution 1.

RO

Z:?(ercice 8. On se donne deux mesures positives boréliennes . et v sur R, et on suppose que pour tout
choixdea<belR
n(la,bl) < v(la,bl) < oo.

Montrer alors que ((A) < v(A) pour tout borélien A.

Corrigé: Soit O un ouvert de R. Montrons que n(O) < v(O). Il existe une suite d’intervalles
(Jan, bnl)n>1 telle que

O - U]anabn[

n=0
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ou I’union est disjointe. Ainsi

1(0) = Y ullan,bnl) < ) v(an,bal) =v(0).

n=>0 n=>0
Puis, les mesures finies sur (R, B(RR) étant régulieres extérieurement, on a pour tout A € B(R):
w(A) =inf{u(0); A C 0,0 ouvert de R} = inf{v(0O); A C O, O ouvertde R} = v(A).

Cela conclut. |

GRS

f}(ercice 9. (Fonction de répartition d’un ensemble) Soit A un ensemble borélien de R de mesure finie.
Montrer que la fonction f : R — R définie par f(x) = A(] — oo, x] N A) est continue.

Corrigé: Elle est 1-Lipschitzienne ! Si A € B(RR) alors

f(x) = f(y)l < A(lx, yINA) < Ix —yl.

I e

e

4 — Compléments (hors TD)

e R N —

Z}(ercice 10. (La fonction I')
Pour tout t > 0 on pose

Ir(t) :J xt e dx.
0

1. Montrer que ceci définit une fonction de classe C* sur R* .

2. Montrer la formule d’Euler : pour tout t > 0,

ntn!
I't)= U .
O =l T

Indication: on pourra considérer la suite de fonctions (f;, )n>o définies par

fn 1 x €10, 00l i ni(x) (1 — i) xt L

Corrigé:



1. Pour tout t > 0, la fonction x € R — g(t,x) = xt~te™* est intégrable donc I est bien définie

sur R . De plus, pour tout k > 1 et pour tout x > 0, g est k-fois dérivable par rapport a t et

okg(x, )

o (In(x))xt"te >,

Pourtous A > a >0,t € [a,Aletx >0,ona

‘akg(x,t)

o+ ’ < MG e ™ Ly + [(In(x)) % e ™| Lxeay,

et la fonction x € R% +— [(In(x))*x* e ™[Ity + 1(In(x))*x% te ™¥|Lxoqy € LYR®,A).
D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, I" est de classe C* sur tout ensemble de
la forme [a, A] et ceci pour tout k > 1. On obtient donc le résultat.

2. On fixe t > 0. On voit que la suite de fonctions (f,,)n>1 converge p.p. vers f : x € R* — x'"te ™
etde plus pour tout x > 0, | (x)] < x*"'e ™. Donc, d’apres le théoréme de convergence dominée,

on a
n X n
r(t) = lim J (1 — —) xtdx.
n—oo 0 n
Or, en posant u = x/n, ona
1

J (1 — §>nXH dx = ntJ (1—w)™u' " dt =n'I.(1).
0 n 0

On montre par une intégration par parties que I,,(t) = (nl,,_1(t 4+ 1))/t pour toutn > 1. On en
déduit que

n! n!
t+1)...(t+n—1)10(t+n) Tttt 1), (ttn—D(t+n)

GRS

Z:;Cercice 11. Soit ¢ : ([0,1],B([0,1])) — (R, B(R)) une fonction intégrable pour la mesure de
Lebesgue. On définit G : R — R, par

In(t) = t(

G(t) :J[o o) —tlax.

1. Montrer que G est continue sur R.

2. Montrer que G est dérivable en t € R si et seulement si

Ao =1t}) =0,

ou A désigne la mesure de Lebesgue.
Corrigé:
1. Méme méthode qu’a la question 1. de I’exercice 5.
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2. Pourtoutt € Rettouth # 0, on a

Sit+h) =G0 _[*leld —t =N —le(d—1,
h o h '

Soit (hy )n>0 une suite de réels strictement positifs décroissant vers 0. Pour tout x € [0, 1], on a

000 —t—hal—lo() —t

hn n—o0

T (x), 400l () = 11— c0,0(x) 1 (1),

et |o(x) —t—h,| —|@(x) —t| < h,. Ainsi, d’aprés le théoreme de convergence dominée, la
fonction G est dérivable a droite en t et

Gi(t) =A{e < t}) —A{e > t}).
De méme, G est dérivable a gauche en t et
Gg(t) =Al{e <t}) —A{e > t}).
Ainsi Gg4(t) — G4(t) = A ({9 = t}) ce qui implique le résultat. O
GRS
Z:xercice 12. (;é{— Théoréme de Lusin) Soit f : [0, 1] — R une fonction borélienne. Montrer que
pour tout ¢ > 0 il existe une fonction continue g : [0, 1] — R telle que

Allx, f(x) # g(x)}) < e

Corrigé: Commencons par le cas ou f = 1, avec A borélien de [0, 1]. Par régularité de la mesure de
Lebesgue, il existe un fermé F et un ouvert O tels que

FCACOetA(O\F) <.

Il existe alors une fonction continue a valeur dans [0, 1] qui vaut 1 sur F et 0 en dehors de O, en effet
d(F,0¢) = 1 > 0 par compacité et on vérifie que la fonction

d(x, F
nyo:xr—>sup(<1— ();’ )),O),

vérifie bien les conditions requises. Donc la fonction ff o est continue et

A{x, f(x) # fro(x)}) < A(O\F) < e.

Dans le cas général, on peut supposer que 0 < f < 1 et on définit par récurrence

o f1 =311/
o fy=11(r 1)1/
o f3 =51t t,—f)>1/8
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Ainsi f = Zle f,, et pour tout n, 2™f,, est une fonction indicatrice d’un borélien de [0, 1]. D’apres
les résultats précédents pour chaque n > 1, il existe une fonction 0 < h,, < 1 continue telle que
Alx, hn(x) # 2™f, (x)) < €27 ™. La fonction continue h = }_*°_ | 2~ ™h,, répond alors 2 la question.

O

(t

S

Fin
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