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Feuille d’exercices n°4
Corrigé

Exercice O

Soient «, § des multi-indices quelconques. Il faut montrer qu’il existe D > 0 telle que :
Ve, & 1050fa(z, &) < D(L+ lé|l)

Par hypothese, cette propriété est vraie pour ||¢|| > R, avec R dépendant de « et S. Il suffit
de montrer qu’elle est aussi vraie si ||¢]| < R.

Comme (1 + [|¢]])*~/8! est minorée sur B(0, R), il est suffisant de montrer qu'il existe une
constante D’ vérifiant :

Vo, & |0500a(z, &) < D' siléll < R
Cette propriété est vraie puisque, lorsque [|¢|| < R, comme a € S :

050 a(z, €)] < D"(1 +[[¢]))" "7 < D" max(1, (1 + R)"™ )

Exercice 1

1. Soit M > 0 tel que x = 0 en-dehors de B(0, M). Soit M' > 0 tel que x = 1 sur B(0, M’).
Soit, 7 fixé.
Pour tous «, 3 :
0207a; = 07 [(1 — x(€;€))0%a;]
=Y 0,071 — x(&;9))(0¢ 0 ay)
v<B

ou les n, sont des entiers.
Pour tout multi-indice v # 0 :

A= x(&6)] = =& (0"X)(e56)

ce qui entraine, pour ¢; < M :

0711 — x(&;6)]] < €M p0,17e) ()10 X] |
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D’autre part :

11— x(&E)] < (1 + [xlloo) Lrn—B(0,007/¢;) (€)

< (1 Il + Nl (57)
Donc, en utilisant le fait que, pour tous v et 3, il existe une constante D telle que |8§_78§“aj| <
D(1 + [[¢][)yma~IPI+P1  on obtient :

10207 < noll — x(;)|(00%a;) + €5 > nyCo(1+1€]1) 9705 a]
0Av<p
< ;C(1+ gl 1o

ot C' est une constante indépendante de €; (mais dépendant de « et 3).
En prenant €; assez petit, on peut donc avoir, pour tous «, 3 tels que |af < 4, [8] <j:

1
0207 3] < o (1+ [l

Si, pour tout j, on choisit €; de cette maniére, alors, pour tous «, 3, la propriété voulue est bien
vérifiée des que j > max(|al, |5]).

2. D’apres la question 1., pour tous «, 3, la série Z N x@ a; converge uniformément sur tout
compact.

3. Montrons d’abord que, pour tout k, Zpk a; € S™k.

Pour tout j > k, a; et a; coincident en-dehors d’un certain compact donc, puisque a; € S,
a; aussi (d’apres l'exercice 0). Comme m; < my, cela entraine en particulier a; € S™*.

Soient «, 8 quelconques. Soit J assez grand pour que la propriété de la question 1. soit vérifiée
si 7 > J (pour les a et [ fixés).

La fonction »,_;_;a; est un symbole de S™ donc 3, _._; Qg‘ﬁgdj décroit au pire en (1 +

[1€1)m 17,

Montrons qu’on obtient la méme décroissance pour S .., 9%9°a; :
q p j>J Yz U U

> 0094 Z (1 + gl

> >
1
< 30 L+ el
i>7
1
= 57 (1+ ||€||)1+mk+1_|6|
< (L el

Les deux remarques précédentes impliquent que, pour une constante C' assez grande :

Z 029 a;

ji>k

(1 + [l




Comme ceci est vrai pour « et 5 quelconques, on en déduit que » j>k @5 est un élément de S,

On conclut en remarquant que Zj<k( —a;) est un symbole de S™° dont le support est compact
en &. C’est donc, d’apres I'exercice 0, un symbole de S™>°. Ainsi, a— ) i<k @j est la somme d’un
symbole de S7*° et d’un symbole de S™+. C’est alors un élément de S™*.

Exercice 2

1.

Op(b) — Op(¥') = Op(b')Op(a)Op(b) — (Op(b')Op(a) — Id)Op(b)
— Op(b')Op(a)Op(b) + Op(b')(Op(a)Op(b) — 1d)
(b) Id) — (Op(b')Op(a) — 1d)Op(b)

2. On sait que :

Op(a)Op(b) — Id = Op(ab) — Id + reste dans S~*
= Op(ab — 1) + reste dans S~*

Puisque Op(a)Op(b) — Id € Op(S~>), cela entraine que Op(ab — 1) appartient & S™'. En
particulier, il existe A tel que, pour tout (z,¢&) :

la(z,§)b(x, &) — 1] < A1+ [lg]h~
la(x,&)b(x,&)| > 1/2 si ||£]| est assez grand

De plus, puisque b € S™™, il existe B tel que, pour tout (z,§) :
[b(x, &) < B(1+ €[~
= la(z, &) = 5 |(96€)|1

=

1
> 2B(1 + [|€]N™ st |[€]| est assez grand

3. 1l suffit de montrer que F(a(z,&)(1 + |£]|?)™™/2) appartient & S°.
Notons @ = a(x,&)(1 + ||£][?)~™/2. C’est un symbole de S° qui vérifie, des que ||£]| est assez

grand :
la(z, &) = C

Soient «, 5 des multi-indices quelconques. Deés que |[¢]| est assez grand, on a F oa = %, donc
638? (F oa) est (pour £ assez grand) une combinaison linéaire de fonctions de la forme :

1., 0% agfa(x, ¢)
a(z, )lel+isl+

avec V1 + ... +vs=aet oy + ...+ 0s=f

Puisque |@| est minoré et puisque @ € S°, chacune de ces fonctions décroit au pire en (1+||&|[) 717!
Donc, pour tout £ tel que ||£|| est assez grand :

0202 (F o @) (x,€) < C(1L +[[¢]))



De plus, Floa est une fonction bornée dont toutes les dérivées sont bornées (c¢’est une composition
de fonctions bornées dont toutes les dérivées sont bornées). C’est donc un symbole de S3 . Par
I'exercice 0, cela entraine que F o a est un symbole de S°.

On a montré b € S~™. Montrons maintenant qu’on peut écrire Op(a)Op(b) = Id — R avec
R € Op(S™).

On sait que Op(a)Op(b) = Op(ab) + S avec S € Op(S™'). Or a(z,&)b(z, &) = 1 si |[€]] est assez
grand. Donc ab — 1 est un symbole dont le support est compact en &. D’apres 'exercice 0, c’est
un élément de S~>°. Donc Op(a)Op(b) = Op(1) + Op(ab—1) + S =1d+ Op(ab—1) + S. Clest
bien de la forme Id — R ou R = —Op(ab—1) — S € St + 57> =571

4. Pour tout k > 0, soit r, € S~* le symbole associé & RE.

Soit g € SY ~ 3", o7k Un tel symbole existe d’apres exercice 1.

On pose B = Op(b)Op(g) € Op(S~™). Pour tout K € N*, par définition de g, g = ro+...+7x +5
avec s € S~K+D donc :

Op(a)B = Op(a)Op(b)(Id + R + ... + R 4 Op(s))
= (Id— R)(Id+ R+ ... + R 4+ Op(s))
=Id — R**!' + (Id — R)Op(s)
=Id-T

avec T' € Op(S~H+1).

Puisque c’est vrai pour tout k, Op(a)B — Id € Op(S~).

La construction de l'inverse a gauche est identique. En effet, on a aussi Op(b)Op(a) =1d — R
avec R € Op(S™!) (pour un R éventuellement différent de celui de la question 3.). En définissant
g comme précédemment, on a, pour la méme raison, Op(g)Op(b)Op(a) —Id € Op(S~°).

Exercice 3

1. Soit x : R™ — [0; 1] une fonction C* a support compact qui vaut 1 au voisinage de 0.
Pour tout k, on pose uy(z) = u(z)(1 — x(2¥(x — 2¢))). On a bien uy(zy) = 0 au voisinage de xq
et |Juy — u[lo — 0 puisque :

[k = ully = [Jux(2"(. = 20))]]2
S ||u|2*’“Supp(><)—i-aco||2
—0

Comme P est local, P(ug)(xg) = 0 pour tout k.

De plus, P est un opérateur continu de L? vers H~™ donc, d’aprés lindication, P est un
opérateur continu de L? vers Cp (R™). En particulier, la suite (P(ug))ren converge uniformément
vers P(u) dans C{(R"). Donc :

P(u)(xg) = liin P(ug)(zg) =0

2. Pour tout k € N, P*¥ est un opérateur local d’ordre km. Pour tout %k assez grand, on a
km < —n/2 et donc, par la question 1., P¥ = 0.



D’apres la question 3.c) de 'exercice 4, cela entraine que P est dans Op(S~>°). Donc, d’apres
la question 1., puisque P est local, P = 0.

3. a) De facon générale, une distribution a support au voisinage de z, est une somme finie de
5@,

b) De méme qu’a la question 1., u — Pu est une application continue de H™/?** vers Ci°(R™),
puisque P envoie continiiment H™/2+* vers H™2+k=™ ce qui s’injecte vers Cg°(R™).

Donc u € H"/*t% — Pu(zy) € C est une application continue. Le lemme qui suit permet de
conclure.

Lemme 3.1. Soit A un ensemble fini de multi-indices. Pour tout i € A, on suppose a; € C
fizé. Si Uapplication G : uw € HY?*k — > a;6Wu € C est continue, alors a; = 0 pour tout i tel
que |i| > k.

Démonstration. On peut supposer zo = 0. Soit M = max{|i|, a; # 0}.

Soit u € H™?** tel que > lil=M a;0Wu # 0 . Pour tout A > 1, on pose uy : x — u(\z).

On vérifie qu'il existe une constante C, > 0 telle que ||uy||gn2ee ~ A*C, pour A — +o0.
D’autre part, G(uy) ~ A D, lorsque A — +o0, olt D, = Zm:M a;0W.

On doit donc avoir, puisque G est continue sur H"?t% M < k. O

c) D’apres les questions précédents, on a P = Zlal <k @a(7)D® pour un certain K € N* et des
fonctions a,,.

Il faut montrer que les a, sont C* et que K < k — 1.

Si u est une fonction de S(R™) qui vaut 1 sur un ouvert borné €2, on a, pour tout z € €,
Pu(z) = ap(x). Comme Pu est dans S(R™), cela entraine que ag est C* sur §2. Comme §2 peut
étre quelconque, ag est C* sur R".

On procede ensuite par récurrence pour montrer que les a, sont C*. En effet, si u € S(R")
coincide avec 2%, |a| > 1 sur un ouvert borné €2, on a, pour tout x € Q) :

Pu(z) = ao(z) + Y ag(x)(Du)(x)
B<a
donc a, est C* sur (2 si les ag le sont pour tout 8 < a. Comme €2 est quelconque, a, est C®
sur R".
Cela montre que les a,, sont C*. Le symbole associé a P est (x,£) — ao(z)(i€)*. Ce symbole ne
peut étre d’ordre m que si || < m < k pour tout « vérifiant a, # 0. Donc a, = 0si |of > k—1.

Exercice 4

1. Supposons d’abord a € S™ et montrons que la propriété 2. est vérifiée. Soit @ € N™. Pour
alléger les notations, on suppose 8 = 0 (pour traiter le cas 3 # 0, il suffira d’appliquer a 9%a le
résultat pour g = 0).

La fonction J¢'ay est une combinaison linéaire de fonctions de la forme Ao=1gry (¢ )0¢ a(z, AS),
avec 7 < a. Puisque a € 5™, il existe des constantes D, telles que ces termes sont majorés
par :

DAL AN M g0 (€) < DyA 7 max ((1+ A/2)m el (1 4 2n)m e )
< D™



donc la propriété 2. est vérifiée.

Supposons maintenant 2. vérifiée et montrons que a est dans S™. Soit § fixé. On va montrer
par récurrence sur k que, si |o| <k, alors :

1020%a(x, €)]] < C(1 +lg])ym

pour une certaine constante C'.
Pour k = 0, c’est vrai. En effet, si |[£]| > 1 :

|07 a(x, &) = (x(&/11€1D) " |07 aye (x, &/ 1EI)]

(,mf x(& &)~ 0 e (@, &/11E1D)
(

-1 m
dnf X (€))7 Col[¢]]

< Do(1 + [l€])™
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IN

Supposons que c’est vrai pour k. Soit « tel que |a| = k + 1. Alors 8?85@,\ est une somme de
fonctions de la forme A*=197x(€)97 " 9a(x, XE), avec v < a.
Pour tout v > 0, par I’hypotheése de récurrence et en raisonnant comme dans le début de la

question, ce terme est majoré par C'’\™ pour une certaine constante C'
Donc 8?85&,\(% &) = )\kﬂx(ﬁ)@?@fa(x, A)+O(A™). En utilisant la propriété 2., cela implique :

X(€)0F 0 a(w, AE) = O™~ )
Donc, pour tout & tel que ||¢|| > 1, en raisonnant comme dans le cas k =0 :

opa(x, &) = o dale, |I€llE/IIEN) = O el )

ce qui démontre I’hypothese de récurrence au rang k + 1.
a) Soit z € R™ quelconque. Pour tout h € R™ :

fla+h) =Y he.df(@)]| < Cn > 110l

|a| <k la|=k

ol les constantes ¢, sont données par la formule de Taylor et C}, est une constante qui dépend
de h.
Donc :

Y hcad® F(@)]| < |Iflloo +Ch D 110°Flloe
|| <k |laf=Fk

Si on fixe hy, ..., hg indépendamment de f, tels que L : (aq)jaj<r — (Z\a|<k hicaaan)j<ic est
inversible, on a, pour tout x :

1L((0°f (@) at<) oo < [1f oo+ Ch Y 1107l

|a|=F



ce qui entraine, en utilisant la continuité de L™, que, pour tout « vérifiant |o| < k :

10°F @) <D { Ifllec+ D 110°fllc

|laf=Fk

pour une constante D indépendante de f.
b) Posons g : x — f(Ax), pour un A > 0 a choisir plus tard. Soit g fixé.
Alors :

N7 flloe = 11079l

< C gl + D 110°9lloo

la|=k
< C | fllso + A D 110 flloe
|a|=k

ce qui entraine que, pour tout A > 0 :

107 flloe < C | AP flloc + AT 0% floc

la|=k

—1/k
Pour A = || f||&F (szk ||6af||oo) , on obtient le résultat voulu.

¢) Soit € > 0 fixé
D’apres la question 1., pour tous «, 3, il existe C' tel que :

080 ax]|o < CA™

De plus, ||ax|| < CA* pour une certaine constante .
Pour tous «, 5, , B, en utilisant ces remarques et la question b), on a, si on note |a|+ |8| = ky
et [/ + [f] = ko :

k1/ka

[e.9]

008l < g 0 ] 155/ [ 3 (107
Iy|=k2
< C’(A#)l—kl/kz(/\m)kl/kz
— CN’AM'F(m—u)kl/k‘z
Si on prend ky assez grand pour que pu+ (m — p)ky/ke < p+ €, on obtient :
10207l = ON)

D’apres la question 1., cela implique a € S#Te.



3. a) Supposons par I'absurde que A € Op(S™) mais A ¢ Op(S™1/%).
Soit a € S™ le symbole de A. D’apres les résultats vus en cours sur le calcul symbolique,
A* = Op(a®) + R avec R € Op(S*km1).

Comme A* = 0, on doit avoir a* € S¥™~1, ce qui implique en particulier :
la(z, &)1F < C(1+ g — la(w, )] < CVE(L+ Il

D’apres la question 2.¢), a appartient donc & S™~Y*¢ pour tout ¢ > 0. En particulier, a €
Sm=1/2k (est absurde.

b) Soient y une fonction non-nulle & support dans [0; 1] et 1 une fonction non-nulle a support
dans [1; 2] telle que ©(3/2) # 0. Soit g € S(R™) telle que x * g(3/2) # 0. L’opérateur A : u —
»((ux) * g) est un opérateur pseudo-différentiel.

Il est nilpotent : pour toute u, x(Au) = 0 puisque y3» = 0. Donc A%u = 0.

De plus, il n’est pas trivial. En effet, si u vaut 1 sur [0; 1], Au = ¢(x * g), ce qui est non-nul en
3/2.



