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TD 4 : Vous reprendrez bien du brownien 7

Mercredi 3 Octobre

Exercice 1 (Le mouvement brownien n’est pas a variation finie)
Soit B un mouvement brownien, et soient 0 < a < b. Pour tout n > 0, on pose

o1
Xn = Z (Bas (ks 1) (b—a)zn — Ba+k(b_a)2,n)2_

k=0
1. Calculer la moyenne et la variance de X,,.
2. En déduire que X,, converge p.s. vers une limite a préciser.

3. En conclure que p.s., le mouvement brownien n’est & variation finie sur aucun intervalle
non trivial.

Exercice 2 (Loi du logarithme itéré pour le mouvement brownien)
Soit B un mouvement brownien. Le but de cet exercice est de montrer que presque siirement :

lim sup L =1
t——+o00 h(t) ’

avec h(t) = v2tInInt. Pour tout t € RT, on pose S; = SUD,e(o Ds, et on rappelle (TD3, exo 1)
que S; a la méme loi que | B;|. On rappelle également (TD2, exo 3) que P (By > ) ~ \/%7%6*:”2/2
quand z — +o0.
1. Soit € > 0. Estimer
P (S(H—a)” > (1 + 6)]1 ((1 + 8)”))
pour n € N.

2. En déduire limsup,_,_ % <1 ps.

3. Soit r > 1. Montrer qu’il existe une infinité de n tels que Byn — Byn-1 > T;T}h(rn).

4. En déduire limsup,_, , % = 1 p.s.. Que peut-on en déduire sur le comportement de B
au voisinage de 07
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Exercice 3 (A ¢ prés, le mouvement brownien peut tout faire!)

1. Soit € > 0, et soit B un mouvement brownien. En utilisant la séparabilité de C([0,1]),
montrer qu'il existe f € C([0,1]) telle que

P (vt € [0,1],|B, — f(t)] <€) > 0.

2. En déduire que
P (Vt € [0,1],|B] <¢) > 0.

3. Soit X une gaussienne de variance 1 indépendante de B. Montrer que (B; — tB; + tX) 0<t<1
est un mouvement brownien. En déduire que pour tout o > 0,

P (Vt € [0,1],|B; — at| <e) > 0.
4. En déduire que pour toute fonction f € C([0,1)], on a
PVt € [0,1],|B: — f(t)] <e) > 0.
5. Montrer qu’il existe des constantes C, ¢ > 0 telle que pour tout € > 0, on a

P(vt € [0,1],1B,] <2) < Cexp (-5).

g2

Exercice 4 (Les maxima locaux du mouvement brownien sont distincts)
Soit B un mouvement brownien.

1. Soient a < b < ¢ < d des réels. On pose M; = max,y B et M, = max|. 4 B. Montrer que
les variables M, — By, B. — By et My — B, sont indépendantes.

2. Montrer que si X et Y sont deux variables indépendantes et si la loi de X n’a pas d’atome,
alors P(X =Y) =0.

3. En déduire que M; # M, p.s. puis que p.s., les maxima locaux de B sont deux & deux
distincts.

Exercice 5 Que représente la jolie image ci-dessous ?
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