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1 — Théoremes de Fubini
T e N N —

Exercice 1. (Quelque chose d’utile) Sur un espace mesuré o-fini (E, A, p), on considere f: (E, A, u) —
(R,,B(IR,)) une fonction mesurable.

1. Soit g: R, — IR, une fonction croissante de classe C! telle que g(0) = 0. Montrer que

f gofdu= f ¢Ou(lf > ) dt
E 0

Indication. On pourra écrire g(f(¢)) comme une intégrale.

[l sz

3. On considere a présent f: E — R mesurable et on suppose que y est finie et qu’il existe p > 0 et
¢ > 0 tels que pour tout t > 0, u({|f| > t}) < ct”P. Montrer que f € LI(E, A, u) pour tout q €10, p|.
A-t-on forcément f € LP(E, A, p)?

2. Montrer que

Corrl;gé‘
1. La fonction g : R, — IR, est de classe C! et g(0) = 0 donc pour tout x € E on a

f(x)
S(F () = fo ¢/(s)ds.

[goran={ | 6o dsautr

On pose F: (x,s) € E xR, > g'(s)Lis<f(x) On peut appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli car :

On a donc

> p et Asont o-finies.

> F: (ExR,,A®B(R,)) — (R, B(R)) est mesurable. Montrons le proprement pour une fois.
Tout d’abord (x,s) — g’(s) est mesurable, car I'image réciproque de A € B(R) par cette fonc-
tion est E x (g) "' (A) € A® B(RR,) car g’ est mesurable. Ensuite, remarquons que la fonction
(x,5) € EXR, > Lis<f(x) peut étre décomposée en 1, o ¢y avec

P (ExR,A®B(R))) — (RxR,,B(R)®B(R,))

(x,s) - (f (x),s)
P2: (RxR,B(R)®B(R;)) — (R B(R))
(t,5) — Lot

et il suffit alors de montrer que ces fonctions sont mesurables. Pour 1, comme {AxB: A €
B(R),B € B(R,)} engendre B(RR)® B(IR,), il suffit de montrer, pour A € B(R) et B € B(RR,),
que 1,[)1_1(A x B) € A® B(IR,). Mais on a l,l)l_l(A x B) = f~1(A) x B donc c’est bon. Pour 1, il
suffit de montrer que {(f,s) e RxR, : s <t} € B(R)® B(R;) : comme c’est un fermé, il est
donc dans B(Rx R, ) = B(R)® B(R,).

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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> F est positive.

On obtient alors

Lg o fdp= f g’(s)L poe oy dp(x) ds = f]R ¢ (lf = s))ds.

R, +

2. Application immédiate de la question précédente en prenant g(x) = x.

3. On applique la question 1. avec |f| et g(x) = x9 :

%) 1 (o)
L|f|qdu=qf0 tq‘lﬂ({lflzt})dtsqﬂ(E)L tq—lomcqj1 (P14t < oo,

carg—1>0etg—-p-1<-1.

En revanche, on n’a pas forcément f € LP(E, A, p1) : prendre par exemple f = t~/P sur ]0,1].
Remarque. Réciproquement, si f € LP(E, A, u), 'inégalité de Markov implique qu’il existe ¢ > 0
tel que pour tout t >0, u({|f| > t}) < ct7P.

C———Do0<ee—m —————

FExercice 2. (Intégration par parties) Soit f et g deux fonctions boréliennes de R — R localement
intégrables (i.e. intégrables sur tout compact pour la mesure de Lebesgue). On pose, pour x € R,

F(x) = J;)xf(t)dt et G(x):= Joxg(t)dt.

Montrer que, pour tous a< b,

b rb b b b
b)— dt = ds|g(t)dt = N ds|d
L(P() Fiongio)d = | (f £(s) s)g(t) t f(f 1o f (9200 s) t
~b b

- | (f ﬂsztﬂs)g(t)dt)ds - Lb (Lsgu)dt)f(s)ds

rb
= | (G(s)—G(a))f(s)ds,

Ja

ou l'on a utilisé le théoreme de Fubini-Lebesgue a la fonction

P(s,t) =Tzt f(s)g(t)

qui est intégrable sur [a,b]? pour A® A, car

b b
., Jotsotasars [ pristoiasar=( [ irnas)( | isonar) <o

par le théoreme de Fubini-Tonelli.
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2 — Changement de variables
NN —

Exercice 3. (Changement de variables polaire)

1. Soit f: R? - R, mesurable. Montrer que

27 00
J J f(x,v)dxdy :J f f(rcosO,rsin0)rdrdo.
RJR 0 0

2. (Application) Utiliser la fonction f: (x,y) — ey’ pour calculer fooo et dt.

Corrigé.

1. On considére la bijection C!

R x]0,2rr[ — IR?\ (R, x {0})

(r,0) > (rcos6,rsin®).
On a alors
, [ cos® ~—rsinO
(p(r,@)—( sin® rcos@ )

et donc |](P(r, 0)| = r = 0 et @ est un C!-difféomorphisme. Ainsi, par la formule de changement de
variable, on obtient

21 o
J:IP\(IR {0})fd/\2 = J; J; f(rcosO,rsinO)rdrdo,
WX

et comme IR, x {0} est de mesure nulle pour A, cela conclut.

LLf(x,y)dxdy = (Le-fz dt)2 = 4(J0°° e dt)2.

et, d’autre part, par la question 1.,

27 %) R efrz o
j jf(xxy)dXdy:j j e’ rdrdezzn[ l = .
R JR 0 0 2 0

On en conclut que fooo e’ dt = /2.

2. D’une part, on a

CD0<——m———

Exercice 4. (Changement de variables sphérique)

1. Soit f: R? — IR, mesurable. Montrer que

/2 T oo
f fdA; = J J J f(rcos@cos,rcos @sin@,rsin@)r?cos(p)drdo de.
R3 -1/2 J-1t JO

On appelle 0 la longitude et ¢ la latitude.

2. (Application) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur @ € R pour que la fonction
x € R® > ||x||§ soit intégrable sur B(0,1). Et sur R>\ B(0,1)?

Corrl;gé‘
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1. On considére la bijection C!

- Rix]-m n[x]-5,5[ — R3\ (R_ x {0} x R)
(r,0,9) > (rcosBcos@,rsinbcos @, rsin).
On a alors
cos@cosqp -—rsinOcos@ —rcosOsing
Y'(r,0)=| sinBcosp rcosOcosp —rsinOsing
sin @ 0 rCcos @

et donc |J,(r,0)| = r2cos @ # 0 et 1 est un C!-difféomorphisme. Ainsi, par la formule de change-
ment de variable, on obtient

/2 T oo
f fdA; = J J J f(rcos@cos,rcos @sin@,rsin@)r?cos(p)drdo de,
R3 -1/2 J-1 JO

car R_ x {0} x R est de mesure nulle pour Aj.

2. D’apres la question 1., on a
/2 TC (o) 1
[t tsonans= [ [ [T r1,arcostoraraodp=an [ 2,
R -1/2J-1t JO 0

et cette intégrale est finie si et seulement si a > 3.

De méme, on a
o0

J [1%/1* Lyep(o,1)d A3 (x) = 47?J ri*2dr,

RR3 1

qui est finie si et seulement si a < -3.
—_—oC—<eee————————

Exercice 5. (Formule des compléments)

1. Calculer la mesure image de la mesure

a-1_b-1 e—(x+y

XY My y0dxdy,

par l'application (x,y) € (R,)? = (x + v, x/(x +)).

2. En déduire la formule des compléments :

1
T(a)L(b) :J 11— )P ds,
0

ou l'on rappelle que la fonction I est définie pour tout a > 0 par I'(a) := fooo x* e~ dx.

Remarque. L'intégrale obtenue est généralement notée B(a, b) et la fonction B est appelée la fonc-
tion béta.

Corrigé.

1. Soit f: R? — IR, une fonction borélienne. On veut calculer

Lm* ; f (x +9, %)x“‘lgzb_le—(“w dxdy.

Soit ¢: (x,9) € (R%)? > (x+79,x/(x+v)), qui est un C!-difféomorphisme sur R x]0, 1[ de jacobien

1
x+y

Jp(x,9) =~
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En outre, la réciproque de ¢ est (u,v) —

variables, on a

X
X+, —|X
J;Hz:)zf( yxﬂ’)

f x
ol

a-1_b-1
Y

flx+v,
(R})?

r

Xty

R, x]0,1[
-

R x]0,1[

Donc la mesure image par (x,y) —

—u a+b—1va—1

e u

a-1
) (<x+y>—<x+y>x

£, v)(uv)* ™ u—uv)’ ue

(x+v,x/(x+7v)) de la mesure x

(uv,u(l —v)). D’apres la formule du changement de

eV dxdy

b-1
(x+y)e”

(x+y) (x+ ;u)_1 dxdy

““dudv

fu,v)e  u®P 191 (1 —p) T dudw.

a-1,,b-1

Y e‘("”’)]l{x,wo} dxdy est

(1 —V)b_l

]l{u>0,0<v<1}'

2. Par définition de la mesure image, y et v ont méme masse. D’apres le théoréeme de Fubini-Tonelli,

la masse totale de p est

LR* 2 x*1yP e ) dxdy = T(a)T (D),

et celle de v est

J;R:X]O,l[

el ua+b71 vafl (1

—v)''dudv=T(a+ b)f

1
7711 — 1) de.

0

On trouve donc la formule des compléments.

3 — Mesure produit
T TR —

Exercice 6. (Produit de mesures de Lebesgue) Soit k,I € IN* et n := k + 1. On note B(IR¥) 1a tribu de

Lebesgue sur R¥.

1. Est-ce que la mesure produit Ay ® A;, définie sur B(RF) ® B(R) est complete ?

2. Montrer que la mesure de Lebesgue A, sur B(R") est égale a la mesure produit 1, ®\; complétée.

Corrigé.

1. La mesure produit Ay ® A; n’est pas complete. Pour voir cela, soit A € B(IR¥) tel que Ai(A) =
soit BC R tel que B ¢ B(RRY) (existe d’ apres le cours). Alors Ax B C A x R et Ay ® \)(AxR!) =

0 et
0

donc Ax B est neghgeable Mais si Ax B € B(RF)®B(RR!), alors ses sections selon la 2¢ coordonnée
appartiennent a B(RRY), c’est-a-dire B ¢ B(R!), ce qui est absurde. Donc Ax B ¢ B(RF)®B(R!), qui

n’est donc pas compléte pour 1, ® A;.

2. Procédons par étapes :

> B(R") c B(R¥)® B(R!) : cela découle directement de B(R") = B(R¥) ® B(R!). Ainsi A, et
Ak ® A; sont bien définies sur B(IR").

> Montrons que A, et A ® A; coincident sur B(IR"). Elles coincident sur les pavés ouverts

n
P= {]_[]ai,bi[: V1<i<mna;< b,‘}

i=1

qui sont stables par intersections finies et engendrent B(IR"). En outre, pour tout k € IN,

|-k k["e P et A, (] -k k[") =

L ® A (] =k k[") < 0o et R" =

Uken] = K k"

. On peut donc

appliquer le théoréme d’unicité des mesures o-finies : A, et Ax ® A; coincident sur B(RR").
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> Montrons que B(RF) ® B(R') c B(R"). Pour A€ B(RRF), il existe A;,A, € B(R) tels que
Al CAC Ay et \(A]) = Ak(Ay). Et, pour B € B(RY), soit B; et B, définis de méme. Alors
A1 xBy CAxBCA,;xB;,avec A1 x B;,A; x B, € B(IR") et, en utilisant le 2¢ point,

Au(Ar x By) = Ak(A1)A1(By) = Ak(A2)A(B2) = A,(Az x By),
et donc AxB € B(R"). Or {AxB:Ae B(R¥), B € B(R!)} engendre B(RF) ® B(R!) donc on

obtient B(IRF) ® B(R!) c B(R").

> Montrons que A, et 1,®A; coincident sur B(RF)®B(R). En effet, soit C €
C € B(R") donc il existe C,C, € B(IR") tels que C; c C € C; et A,,(Cy
Mais, par le 2¢ point, on a

B(R®B(R!). Alors
) = /\n(C) = /\n(c2)~
A ®A(Cp) = 1,(Cr) = A,(Ca) = A ® 4(Cy)

et, comme C € B(R¥)® B(R),
A® A (C) S 4@ A(C) < A ® A(Cy),

donc A ® A;(C) = A,(C).

> Concluons. On a vu que B(R") C B(RF)® B(R!) c B(R") et que A, et A\, ® A; coincident sur
B(R*)® B(RR!). Donc en prenant la complétion pour cette méme mesure, on obtient

B(R") c B(RF)® B(R!) c B(R")
et donc B(RK)® B(R!) = B(R") et A, = A\, ® A;.
4 — Compléments (hors TD)
T R —

FExercice 7. (Mesure de Lebesgue sur la sphére unité) On se place sur RY muni de la mesure de Lebesgue
A4 et de la norme euclidienne. On note S%~! := {x e R? : ||x|| = 1} la sphére unité de R“.

1. (Mesure de Lebesgue sur la sphére unité) Pour A € B(S?~1), on pose
O(A)={rx:rel0,1]etxe A} et wy(A):=dA;(O(A)).

Montrer que w, est une mesure finie sur S9! invariante par isométries vectorielles de R”.

2. (Changement de variable radial) Soit f: R? — IR, mesurable. Montrer que

Flx)dA(x) = fm F(r2)i! dag(2) dr.
R 0 Jsa

Indication. On pourra commencer par le cas ou f = 1g avec B de la forme

B:{erRd\{O}:a<||x||§bet”i—“eA},

ol A est un borélien de S9! et 0 <a < b.

3. (Volume de la boule unité) En utilisant la fonction f: x — exp(—||x||2), calculer le volume de la
boule unité de IR, en I’exprimant & partir de la fonction Gamma.

Corrl;gé‘
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1. On remarque que w, est bien une mesure en tant que mesure image de dA; sur S4~! par l'appli-
cation

x e B(0,1)\ {0} — ”i—”

La masse totale de w, est _
wa($47") = dA4(B(0, 1)

et est donc finie.
Enfin, si ¢ est une isométrie vectorielle de R? et A € B(S?"1),on a

T (A)={ro  (x):re[0,1]etxe A} = {@ ' (rx): r€[0,1] et x € A} = ¢~ }(T'(A))
et donc
wa(p (A)) = dAy(T(@~" (A) = dA (¢~ (T(A) = dAg(T(A)) = wa(A),

en utilisant le fait que 14 est invariante par isométries vectorielles de IR?.
Remarque. On peut montrer que w, est la seule mesure finie sur $%-1 invariante par isométries

vectorielles de IR?, 2 multiplication prés par une constante. Mais on n’a pas d’unicité pour les
mesures sur R? invariantes par isométries vectorielles et finies sur les bornés : par exemple, w,
prolongée sur R? par wy(IRY \ $971) = 0 n’est pas multiple de A,.

2. Notons C la famille des ensembles B de la forme

B:{erRd\{O} a<||x||<betﬂeA}

ot1 A est un borélien de S?~! et 0 < a < b. En outre, définissons une mesure y sur B(R%) en posant

=J j 1c(rz)r* dwy(z)dr,
0 Jsd-t

pour tout C € B(R?). Alors il suffit de montrer que y = A,.
Commencgons par considérer B € C défini comme ci-dessus. Alors on a

f Ldl a<r<b]lzeA7’ da)d( )dr_a)d( )J\ d_ldr

[
d

D’autre part, on a, en remarquant que B = bI'(A) \ al'(A),

= wg(A) = A4(C(A))(b" - a?).

A4(B) = A4(bT(A)) = Ag(al(A)) = (b9 —a?)A4(T(A)).

Ainsi, on a montré que y et A, coincident sur C.

On remarque tout d’abord que C est stable par intersections finies. Montrons maintenant que C
engendre la tribu borélienne de R \ {0}. Pour X, 9 € R \ {0}, on pose

)

et on vérifie aisément que c’est une distance et qu’elle engendre la méme topologie que la dis-
tance euclidienne sur R? \ {0} (on peut remarquer qu’elles ont les méme suites convergentes).
Pour x € R? \ {0} et r > 0, la boule de centre x et de r pour la distance & est

y

ony)i= max( o

Bb(x,r):{yele {0} < [lx[| =7 <[Ipll < ||x|| + 7 et == ” T € Bga- 1(“ T )}

) d ) L -
U{yeIR \(O): el < gl < e+ (1= ) et ol < 8 (n I )}

n>1
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et donc Bs(x,7) € C des que r < ||x|. D’autre part, par séparabilité de R? \ {0}, tout ouvert s’écrit
comme réunion dénombrable de boules ouvertes pour la distance o : si U est un ouvert (non
vide et différent de R?, sinon c’est facile), on considére (xj)ren une suite dense dans U et 7y :=
O(x, U¢) et alors on a
U= U Bé(xk, T’k).
keN
Ainsi 0(C) contient tous les ouverts de IR?\ {0} donc contient B(IR?\ {0}). En outre, C contient une
suite croissante d’ensembles dont ’'union dénombrable recouvre R? \ {0} et surlesquels A; est
finie, donc par le théoréme d’unicité des mesures o-finies, on a y = A; sur B(R%\ {0}). Comme le
singleton {0} est de mesure nulle pour y et A4, on en déduit que y = A4 sur B(IRY).
3. D’une part, on a

r

d
f(x)dA(x) = (.LR e dx) — /2,

et, d’autre part, en utilisant la question 2.,

JIR4

f(x)dA(x) = J e 7 pd-1 dwy(z)dr = wd(Sdl)f e i1y
R4 JO Gd-1 0

(o]

— — d
= d/\d(B(O,l)).[\ e_”uf_ 7 = /\d(B(O, 1))EF(%)

0
— d
= A,4(B(0,1))T 3 +1]).
En combinant les deux, on obtient la formule souhaitée.
_— — o=

Exercice 8. (Quelques calculs)

1. Pour x > 0, calculer I'intégrale

o 1
—d ,
L (1+p)(1+x2y)

[,
0o X°— 1

2. Pour x > 0, calculer l'intégrale jol cos(xy)dy, et en déduire, pour tout t > 0, la valeur de

[
0

X

et en déduire la valeur de

Corrigé.

1. Pour tout x> 0,0n a

j‘” 1 do— L J ! 4y = 2ne)
o (1+p)(1+x2y) L B rA\1+x%p 1+ Y=o

Ainsi, en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli,

“ln(x) 1 (%% dy 1T dx )

Jo xz—ld"‘zjo Uo <1+y><1+x2y>)dx ZL (L T2
1 dy ((® dx |\ 1 (®dy [1 ®
_EJ; 1+y(jo 1+x2y)_5J; H[@““an(@x)]o

_EJ“"’ dy _EJ“"’2du _n_2
4y Q+pw 4 )y 1+u?2 47

en utilisant le changement de variable u = \/y.
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2. Pour x>0,0ona

1 . 1.
J' cos(xy)dy = [sm(xy)] _ sm(x)'
0

x|, X
Posons G(x,y) = cos(xy)exp(—tx) pour x >0,y € [0,1] et t > 0. On a |G(x, )| < exp(—tx) et (x,p) —

exp(—tx) est intégrable sur IR, x[0, 1] d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli. Donc G est intégrable
sur R, x[0,1] et d’apres le théoréme de Fubini-Lebesgue,

') . r\oo 1 1 [Se]
f S0 ot gy - ( j G(x,y)d}))dx: J (j cos(x;»)e-”‘dx)dy
0 X Jo 0 0 0

e, : "1/ 1 1
= (j —(e(’y_t)x+e(_’y‘t)x)dx)dy:J —( —+ — )dy
Jo \Jo 2 0 2\t—-1y t+iy

(tot 1
= ﬁdy:arctan(—).
Jo v+t t

—_— o=

FExercice 9. (Quelque chose d’amusant) Soit f: R — R une fonction borélienne. Montrer que, pour
A-presque tout y € R,ona A({xeR: f(x)=y}) =0.

Corrigé. On écrit, en utilisant le théoréme de Fubini pour les fonctions positives :

JIRdy/\({x eR; f(x)=vp}) = Lxmdxdyl{f(x):y} = JIRdx/\({y eR; f(x)=vp}) = J;RO'dx =0.

Le résultat en découle, car une fonction positive d’intégrale nulle est presque partout nulle.
Autre solution. Pour m,n > 1, on note

_ 1
A=y e R A (177 () A L)) >
I1 est facile de voir que A,, ,, est fini (de cardinal inférieur a 2mn). Ainsi,
veR: A({xeR: f(x)=y})>0}= U Apn
m,n>1

est dénombrable, donc de mesure de Lebesgue nulle. Ceci conclut.

———>0 =

Fxercice 10. (Intégration par parties pour I'intégrale de Stieljes) Soit F,G: R — R des fonctions crois-
santes, continues a droite, bornées telles que F(—oo) = G(—o0) = 0. On note dF et dG leurs mesures de
Stieljes (voir 'exercice 2 du DM 2).

1. Montrer que, pour tous a < b, on a

F(b)G(b) = F(a)G(a) +J

la,b]

P(t)dG(t)+f G(t-)dF(t).

Ja,b]

2. Soit a < b. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur G et F pour que

F(b)G(b) = F(a)G(a) +f

Ja,b]

F(t)dG(t) +f G(t)dF(t),

Ja,b]
c’est-a-dire pour que l'intégration par parties se passe “normalement”.

Remarque. On peut généraliser I'intégrale de Stieljes et 'intégration par partie démontrée a la ques-
tion 1. aux fonctions F et G continues a droite et a variation finie sur les intervalles bornés (qui sont
exactement les fonctions s’écrivant comme une différence de deux fonctions croissantes continues a
droite). Les mesures de Stieljes dF et dG sont alors des mesures de Radon signées (qui seront étudiées
prochainement dans le cours).

Corrigé.
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1. On procéde comme dans l’exercice 2. On remarque que F est intégrable sur ]a,b] pour dG car F
est mesurable et bornée et dG est une mesure finie. Ainsi, j]a ] FdG<cetona

E(b)(G(b) - Gla)) - fw] F(1)dG(1) = f FD )4G0 = L,b] (f]t’b] dP(s))dG(t)
= s>t dP dG = ]ls>th dF
ab](J;ab ) (t) J]‘a,b](\[]a,h] (t)) (S)

_ U dG(t ) (s):_f (G(s—) - G(a))dF(s)
Ja,b] Ja,b]

_ J] ) )dE(s) - G(a)(E(b) - F(a),

ou l'on a utilisé le théoréme de Fubini-Tonelli. Cele donne le résultat attendu.

2. Enrevenant a la définition de la mesure de Stieljes, on a, pour x € R,

dF({x)) = P(] —o0,x]\ U]—oo,x - %]] — F(x)- lim F(x— %) = F(x) = F(x-).

n—o00
n>1

Ainsi, I'ensemble des atomes ponctuels de dF coincide avec I'ensemble Dy des points de discon-
tinuité de F (voir 'exercie 4 du DM 1 pour la définition d’un atome ponctuel). Comme dF est
finie, Dr est au plus dénombrable.

On a I'égalité souhaitée ssi

Or,on a

XEDGﬂ]a,b]

et dongc, par le théoréme de convergence monotone (seulement dans le cas ou DgN]a, b] est infini
et on I’écrit alors sous la forme d’une suite (x,,),,en),

f]b]m(t)—c(t—))dﬂt): Y (G(x)- Gx-))dF({x})

xeDgN]a,b]

) (G(x) = G(x=))(F(x) - F(x-))

xeDgNla,b]

Y (G) - Glx-)(E(x) - F(x-),

XEDG ﬂDpﬁ]a,b]

car, si x & D, alors F(x) — F(x—) = 0. Pour tout x € Dg N D, on a (G(x) — G(x—))(F(x) — F(x-)) > 0,
donc on a I’égalité souhaitée ssi
Dg N DgNJa,b] =0,

c’est-a-dire F et G n'ont aucun point de discontinuité en commun sur |a, b].

e | G | o e ———

Exercice 11. Soit A € R™" une matrice symétrique définie positive. Calculer I'intégrale

J e~ A% ) (dx),

ou (-,-) désigne le produit scalaire usuel sur R” et A,, désigne la mesure de Lebesgue sur R".
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Corrigé. La matrice A est symétrique définie positive donc il existe K une matrice symétrique définie
positive telle que A = K2. Soit ¢: x € R" — Kx. L’application ¢ est un C! difféomorphisme de R"
dans R” tel que [Jac(¢)| = det(K). On a donc d’apres le théoréeme du changement de variables,

n

o)

J e%Ax,x)/\n(dx) — J\ e*(KX,KX)/\n(dx) — (det(K))fl J\ e*(x12+...+X%) dxy...

D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli on a

j e~ (i) 4y L dx,, = ]_I

1<i<n

Or pour chaque i e{l,...,n},ona

J- e dx = V.
R

_ T

_ o C——ee— 44—

On a donc

Exercice 12. Soient p et v deux mesures o-finies sur la tribu borélienne de IR.

1. Montrer que l'ensemble D, = {x € R : p({x}) > 0} est fini ou dénombrable.

2. Montrer que

pev(A) =) p({xhv(ix)

x€R
ol A = {(x,x) : x € R} est la diagonale de R?.

Corrigé.

1. Soit (E,),>0 une suite croissante de boréliens de IR telle que R =, E,, et telle que u(E,) < co
pour tout # > 0. On note D, = {x € E,;: u(x) > 1/n}. Si D,, est infini alors il contient une suite

(ym)mzl et

#(En) = p(Dy) = p({ym, m > 1}) Z” Ym}) ZZ%ZOO

m>1 m>1

ce qui est impossible. On en déduit donc que D,, est fini. Puis D = | J,,5¢ D, est fini ou dénom-

brable.
2. D’apreés le théoreme de Fubini-Tonelli appliqué a py®v,on a

pov(®)= [ date vy = [ plpvidy = [ Y pll ey v

xED

On introduit fi := erD,‘ u({x})o, qui est une mesure o-finie sur R. Alors, 1’égalité précédente

donne, en appliquant de nouveau le théoréme de Fubini-Tonellia fi®v,
uv(A)=ja®v(A).
Ainsi, on a, en appliquant I’égalité précédente a (v, i) au lieu de (u,v),

ARV(A)=v@(A) =V ®f(A) = i’ V(A).

On obtient alors, avec le théoréme de Fubini-Tonelli appliqué a ji® v(A),

peV(A) =A@ V(A ) ) vy = ) pllxDv((x) = ) p(ix)

x€D, y€D, xeD,ND,
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Fxercice 13. Soit A une tribu sur R et 4 une mesure de probabilité sur (R, A). Soit f et g deux fonctions
(R, A) - (R, B(R)) mesurables et monotones de méme sens. On suppose de plus que les fonctions f,
g et fg sont dans L'(IR, A, u). Montrer que

Lfgduz Lfdufmgd#

Corrigé. On considere la fonction F(x,v) = (f(x) — f(v))(g(x) — g(v)). La fonction F est positive donc
f]RXmF(x,y)d;/t(x)dy(y) > 0. De plus, f,g € L'(R) donc d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli,

[ sl aniant = [ 171 [ st <eo

Ainsi, la fonction (x,y) — f(x)g(y) € L'(R x R). De méme fg € L!(IR) et u est une mesure de probabi-
lité, donc (x,v) = f(x)g(x) € L' (R x R). On peut donc écrire

J F(x,y)dpu(x)du(y) =2 fx)g(x)dp(x)dpu(y) -2 f(x)g(v)dpu(x)dp(y).
RxR RxR RxR
Et d’apres le théoreme de Fubini-Lebesgue, on a

rwgwdpndn) = [ g [ au)an= [ seam

et

F()g(v) dp(x) dputy) = fmfdyfmgdy,

RxR
ce qui nous donne le résultat.

7

2

Fin
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