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Exercice 1

1. La fonction u étant bornée, I’hypothese sur K implique que, pour tout x, la fonction y —
K(z,y)u(y) est dans L', d’intégrale bornée par A||u||s-
Donc Pu(z) est bien défini et |Pu(z)| < Al|ul|so-

a) On utilise, dans la définition de Pu(z), I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions

2.
fy) = /I K(z,y)| et g(y) = /| K(z,y)|u(y). Cela donne :

por-|f o
= (/|f<y)’2dy) (/Ig(y)de>
~ ([ 1xala) ([ 160

<A / K (2, 9)] Ju(y) Pdy

o)l [uly) |2dy)

b) En intégrant sur = l'inégalité précédente, on trouve :

1Pulp < 4 [ 15 G 0)l Ju(w) Pdyds < A4* [ Juy) Pdy = 47l

L’application P est donc uniformément continue, de norme au plus A, de C?(R") vers L% Par
densité, elle admet donc une unique extension continue de L? vers L?, dont la norme est toujours
au plus A.

Exercice 2

1. a)

a(z, §)e4a(€)de

ax, €)™ ( / 6iy'5u(y)dy> d¢

a(z, )"V u(y)dydE




ce qui est bien de la forme voulue, pour K(z,y) = @ ) [ a(x, &)e@-de.

Come |a(x,&)] est majoree par C(1 + [|€]])~™*Y), ce qui est une fonction intégrable, et comme
u est de Schwartz, il n’y a pas de probleme de Convergence.
b) Puisque a € S~

|K (:vy|_

gc/<1+|§|> (1) g
< +00

Donc K est bornée.
Pour tout 7 < n, d’apres les propriétés classiques de la transformée de Fourier :

/ n+l (IE f)zx y)&df

(wj - yj)n+1K(x, y) — Z'n+1

1
(2m)"

Donc :

s = K] < o [ 10 al Ol

SC/O+H)MW%
< 400

Donc (z,y) — |z; — y;|" " K (z,y) est bornée. Cela entraine que la fonction (z,y) — ||z —
y||P 1K (z,y) est bornée. Par équivalence des normes, (z,y) — ||z — y|[37 K (z,y) est bornée.
Comme on a vu que K était également bornée, (z,y) — (1+||z—y||["™) K (z,y) est une fonction
bornée.

c¢) D’apres la question b), | K| est majorée par C(1+ ||z —y||["™)~! pour une certaine constante
C > 0. Donc :

1 1
K dy <C | ————dt K dy<C | 177 dt
Sgp/’ (z,9)|dy < /1+Ht|\”+1 sgp/| (2, y)|dy < /1+Ht’|n+1

D’apres le lemme de Schur vu a lexercice 1, Op(a) s’étend de maniére unique en un opérateur
borné de L? vers L.

2. Pour k = 0, c’est la question 1.

On suppose maintenant que c¢’est démontré pour £ — 1 > 0 et on le démontre pour k£ < n. On
suppose donc a € SF= (1),

D’apres les résultats de calcul symbolique vus en cours, Op(a)* est un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre k — (n + 1). De plus, Op(a)*Op(a) est la composition de deux opérateurs
pseudo-différentiels d’ordre k& — (n + 1). C’est donc un opérateur pseudo-différentiel d’ordre
2k —(n+1)) < (kF—=1) = (n+1).

D’apres 'hypothese de récurrence, Op(a)*Op(a) est continu de L? vers L2. D’apres l'indication,
Op(a) aussi.



3. a) Soit M > 2sup, ccpn a(z,§)]%.
On pose ¢(z,§) = \/ M — |a(z,§)]?. Vérifions qu’il s’agit d'un symbole d’ordre 0. Pour tous

multi-indices «, 3, 8;}8 ¢ est une somme de fonctions de la forme :

s aj ob; s’ o o
Hj:1(ar 6? a) Hj:1(8r ag a) (1)
(M — |af?)r

avecr ER,aq+...+as+aj+.. .+, =aet i+ ...+ B+ 01+ ...+ 6L = 0.
La fonction M — |a|? est & valeurs dans [M/2; M]. Elle est donc majorée et minorée. Le fait que
a appartienne & S° implique donc qu’un terme de la forme (1) est majoré par :

O+l =1l = o1 + Il )=

ce qui montre ¢ € S°.

D’apres les résultats du cours sur le calcul symbolique, Op(c)*Op(c) = Op(¢)Op(c) + Ry =
Op(|c|*) + Ry + Ry avec Ry, Ry € Op(S™1).

De plus, Op(a)*Op(a) = Op(Ja|*) + R3 avec Rz € Op(S™1).

Cela entraine :

Op(c)*Op(c) = Op(M — |a|*) + Ry + Ry
= MId — Op(|a|?) + Ry + Ry
= MId — Op(a)*Op(a) + R3 + Ry + Ry

et on a bien Ry + Ry + Ry € Op(S™).
b) D’apres la question 2. appliquée & k = n, R est continu de L? vers L?. Pour toute fonction
u, on a donc :

10p(a)ul|3 = (Op(a)u, Op(a)u)
= (u, Op(a)"Op(a)u)
= (u, Mu — Op(c)*Op(c)u + Ru)
= M|Jul® = [|Op(c)ul |* + (u, Ru)
< M||ul]* + (u, Ru)
< (M +||R]| g2 2) [[ul[*

donc Op(a) est continu sur L2

Exercice 3

1. Supposons a € S™ pour un certain m > 0. Nous allons montrer que a appartient & S™ , avec
m' =m—1/4sim >1etm' =3m/4sim < 1. En itérant, on obtiendra qu’il existe une suite
(ms)sen tendant vers zéro telle que, pour tout s, a € S™s. Cela entrainera le résultat.



Comme dans le cours sur la transformée en paquets d’onde, on définit :

n/4
iz eR (ﬂ) pip(e—a) =& lla—ql?

473
. 1\"* ) ,
= VE e R, ¢ (€ = <%> o645 1€l
Supposons pour le moment p, g, h fixés. On écrit :
a(z, &) = alq,p) + b(z,¢) 2)

avec, sim > 1 :

b(z,€)] = |a(q,p) — a(z,)|
<la(q,p) — a(q,§)| + la(q, &) — a(x,§)|
= |lp —¢|| s%pp 10¢a(q, &) + llg — z|| sup [D.a(z’,§)]

z'€[q,]

<C(|Ip ¢l sip](1+||§||)m " llg— || sup (1+ €)™ )

7' €[q,7]
< C(llp =€+l + 1€ = pID™ + llg = 211+ [Ip]] + (1€ = pI)™)
< (llp = €A+ pl™ + 11 =plI™ ) + llg — 2|11+ [[pl™ + 1€ = pII™))

Lorsque m < 1, le passage de la quatrieme a la cinquieme ligne n’est plus vrai, car m — 1 < 0.
Dans ce cas, on a en revanche supgep,.q (14 [[€]))" 1 <1 <1+ |[[p|[™" < || — p||™" donc la
conclusion reste vraie.

On a:

(Uh Ol ) = alp i = 10 )

De plus :

(&5 OD(D)¢p,,0)]

_ ‘(2 21) . / e~ lleall? = 6pI? i 60Dy ) e
s n

< g | ¢ H I e
T n

<o / el ezl ([p — ]| (1 + |lpl ™ + 11§ = plI™ )
Hllg = 2|1+ |lpl™ + 1€ = pl[™)) dwdg
= Cih'2 + Coh 2| |p| "~ 4 Csh™2  Cah ™2 4 Csh™ V2| |p||™ + Coh ™12

’mm (1 m)

Si on choisit par exemple h = ||p| on obtient :

(&g OP(B) D )| = O (|Ipl*) (4)



aveca=m—1/2sim>1leta=m/2sim < 1.
En combinant (2), (3) et (4), on trouve, pour h = ||p||™nt:m)

(@, 0p(a)gh ) = “PD 1 o )

p,q’ (27-‘-)71
Comme Op(a) est continue sur L?, il existe une constante M telle que, pour tous p, q, h :
M
h h hoj2 _
(65 Opa)of | < MIIGS | = 5o

ce qui entraine, pour tous p, q :
la(p, q)] < M + O (||p[|*)

D’apres le résultat rappelé en indication, a appartient donc a S**¢ pour tout € > 0. En partic-
ulier, a € 8™, avec m' = m — 1/4sim>1etm' =3m/dsim<1.

2. On vérifie que c’est un symbole en calculant les dérivées. L’opérateur associé a ce symbole
est un multiplicateur de Fourier de module 1; il est donc borné de L? vers L?, de norme au
plus 1.

En revanche :

§j

T e T £ 0+ el

Og,a(x, &) = 4log(1 + [I€]*)

donc a ¢ S°.

Exercice 4

1. Soit y € C?(R™ x R™) une fonction C* a support compact, telle que x(0,0) = 1.
D’apres la définition des intégrales oscillantes :

/eiy'xxja(:c,y)dxdy = lir%/eiy'xxja(:c,y)x(e:c,ey)dxdy
e—

:hmi/%J.[e‘iy‘x]a(x,y)x(ex,ey)dxdy

e—0

= lim —i/e_iy'mayj la(x,y)x(ex, ey)|dzdy

e—0

= —ilim e’iy‘xﬁy].a(:v, y)x(ex, ey)dzdy

e—0

—ilim e/e_iy"”a(x,y)aij(ex,ey)dxdy

e—0

La premiere limite vaut —i [ e=%*9, a(x,y)dxdy (par définition de cette intégrale oscillante).
Pour le deuxieme terme, toujours par la définition des intégrales oscillantes :

e—0

—ilim e/e_iy'ma(x,y)aij(ex, ey)dzdy = —ilir% €0y, x(0,0) /e‘iy‘xa(ac, y)dxdy =0
e—



Cela donne le résultat voulu.

2. On se contente de montrer W J e a(z)dydr = a(0). Par symétrie entre les variables y
et x, cela suffit.

Lorsque m est suffisamment négatif, a est dans L' et a est également dans L'. On a alors :

! Wz xr = ! a =a
s [ et = 5w [ty = al0)

Pour conclure, il suffit donc de démontrer que si I’égalité est vraie pour a € A™, alors elle est
vraie pour a € A™*!. Supposons alors qu’elle est vraie sur a € A™ et supposons fixé a € AT,
Posons b(z) = a(x)(1+ [|z]|*)™*. On a b€ A1 C A™. En utilisant la question 1. :

/e_iy'xa(x)dydx = /e_iy'xb(gf)dydi’”rZ/e_iy'wx?b(aj)dydx
j

=b(0) =i / 70, [;b(2)) dydz

3. Lorsque 8 = 0, c’est une conséquence de la question 2., appliquée a a(y) = y*/(al).

Procédons maintenant par récurrence sur |3, en utilisant la question 1. On note §; = (0, ..., 0, 1,0, ...

(avec le 1 en position j).

1 . ya B+0; 1 i yaxﬁ
- zy.z—d d - - .z —d d
(%)n/6 (B + a1 Y <2ﬁ)n/e B+ oY

. a8
_ —t —iy.x yr
(2 / o, Lx!w T fm!] dydz

; a—0; .0
_ ! —iya,, YT g
/e T BT

. a—d; .0

—1 . Yy
=1,. y-r dyd
;>0 /6 (04—6]-)!(54—(5]-)! yax

Exercice 5

1.a) Si R € O,(R), alors ﬁ = zﬂ o R. Quitte a précomposer 1 par une rotation bien choisie,
on peut donc supposer que (0, ...,0,1) appartient au support de .

,0)



Si on suppose de plus que le diametre du support est strictement inférieur a 1, le fait que le
support contienne (0, ...,0,1) implique que le support est inclus dans R*™! x R* .

b) L’application ¢ réalise un homéomorphisme de R"" vers S"~' N (R x R*). Avec les
hypotheses de la question précédente :

(z)e " 4dr = / Y(z)e " 4dr
Sn—1 Snflm(Rnfl XR:)

= (¢(x))e <] det ¢ (x)|dw
Rn—1
En posant ¢)(x) = 1(é(z))| det ¢(z)|, on a le résultat voulu. Cette fonction est bien C* (car ¢
est C* et son déterminant ne s’annule pas). Elle est a support compact car i lest.
¢) On pose ®(z) = ¢(x).£/||¢]|. Montrons que, si ¢ a un support de diametre assez petit et si &

est dans un voisinage conique convenable de &, alors V® ne s’annule pas sur le support de .

Vo(x) = "dp(x).(£/]I€]])
Pour tous j <n—1letk <n:

0k Tk,

0, by = _
Ok VIt + 1 (@t rn 1)

(ou l'on note z,, = 1).
Cela entraine, pour tout j <n —1:

(VO(z)), 1( & (5,(:1:-1,...,;1;“,1))3;].)

ClE\ VAT a2 L (@t el 1)

On vérifie a partir de cette expression que le fait que le gradient soit nul est équivalent a :

€ est colinéaire a ¢(x) (5)

Si le support de 9 est de diametre € assez petit, alors |p(x) — (0, ...,0,1)| < e pour tout = dans
le support de v (a cause de I'expression qu’on a trouvée pour ¥ & la question précédente et du
fait que (0, ...,0, 1) appartient au support de ?). Comme &, n’est pas colinéaire a (0, ...,0, 1), si
le support de v est de diametre assez petit, la relation (5) n’est jamais vérifiée pour ¢ dans un
voisinage conique de {y et z dans le support de @Z Donc V& ne s’annule pas sur le support de
.

D’apres le lemme de la phase stationnaire, avec A = ||£]] :

‘/w(x)em'gdx = ‘/i(:c)ei’\‘b(m)dx

d) En réutilisant le calcul de la question précédente, on voit que :

=0~ = O(l¢lI™™)

1 51((17% + ...+ 'ngfl + 1) — <§, (O,{I?Q, ey Tp—1, 1)>SE1

(V@I = I R




et donc :
3(V@((L’))1Z‘1 . 1 <£, (0, T2y ey -1, ].))
4422+ | (a2 +1)32

En ¢ =& = =£(0,...,0,1) et ¢(z) = (0,...,0,1) :
811(1)(1') =41

donc si le support de ¢ est de diametre assez petit et si £ varie dans un voisinage conique
également assez petit de &, 011 P ne s’annule pas sur le support de .

Le théoreme admis entraine donc le résultat voulu.

e) D’apres les questions c¢) et d), pour tout & non-nul, il existe un voisinage conique de &, sur
lequel la propriété (1) est vérifiée, a condition que Supp(¢)) soit de diametre assez petit. Par
compacité, on peut choisir un nombre fini de ces voisinages coniques dont 'union vaut R™ —{0}.
Si le diametre du support de 1) est assez petit, la propriété (1) est alors vérifiée sur chacun des
voisinages coniques, donc pour tout £ € R".

01 P(x) = —

2. On utilise une partition de I'unité pour écrire 1) comme une somme de fonctions a supports
compacts, chaque fonction de la somme ayant un support assez petit pour vérifier la propriété

(1).
3. a) Pour toutes f € S(R") et g € C®(S™™1)

(9,Rf) =

9(&)(R[)(£)dE

e i fd;c) dé

(

e i 5d§> dx

|
[ i
[ .o
Il
| 1@
(R*g, f)

Pour g = Rf, on a le résultat.
b) On calcule :

RRf(x)= [ "$Rf(€)dg

/
= [ e ( f(y)e‘iy'fdy) e
[ osw ([ i) ay

fy)K(z —y)dy



si on pose K (2') = [, . e¢d¢.

D’apres la question 2. appliquée a 1) = 1, la fonction K vérifie la majoration voulue.

c) La majoration de la question précédente entraine que K appartient a L" pour tout r > 2n.
D’apres I'inégalité de Young, 'application R*R est donc continue de LI(R™) vers L*(R™) pour
tous p,q tels que 1+ 1/s < 1/q+ 1/(2n).

En prenant ¢ = p et s = p/, on obtient que R*R est continue de LP(R™) vers LP (R") des que :

2<2/p+1/(2n)
ce qui est vrai si p < (1—1/(4n))~".
d) D’apres la question précédente et la question 3.a), si p est assez proche de 1, il existe une
constante C' telle que, pour toute f € S(R") :
IRFII3 < (IR RSl |If1l> < ClIFIL

c’est-a-dire ||Rf||2 < VC||f||,-



