Géométrie Différentielle, TD 6 du 07 avril 2014

1. Orientabilité

1- Soient M et N deux variétés de classe C° orientables. Montrer que M x N est
orientable.

2— Soit M une variété de classe C*>° quelconque. Montrer que la variété T'M est orien-
table.

2. Forme volume canonique d'une sous-variété orientée de I'espace euclidien

1- Soit M une sous-variété orientée de dimension d de l'espace euclidien R"™. Montrer
qu’il existe une unique forme volume w sur M telle que si z € M et eq,...,eq est une
base orthonormale (pour la structure euclidienne induite par celle de R™) directe (au
sens de 'orientation de M) de T, M,

wx(el, ce ,ed) =1.

2- On prend M = S"~!. Montrer que w est la restriction & S"~* de

n

g = Z(—1)271$Z d.Tl VAR al'\z RRVAN d.Z'n

i=1

3— Exprimer 'intégrale sur la sphére de cette forme volume, en fonction du volume de
la boule unité de R".

3. Bouteille de Klein

On identifie S' 4 R/27Z et on considére T? = S!' x S!. On introduit o : T? — T? : (6, ) >
(=0, + 7).
1- Montrer que K = T?/(Id, o) a une structure naturelle de variété de classe C*°.

2— Montrer que K n’est pas orientable.

3— En admettant que T? et S? ne sont pas difféomorphes, montrer que K n’est pas
diffecomorphe a P?(R). On pourra identifier S? (resp. T?) au fibré des orientations de
P%(R) (resp. K), en un sens a définir.

4. Une formule d'intégration

Soit f : X — Y une application lisse, propre et préservant I'orientation entre variétés
orientées de méme dimension n. On note E 'ensemble des points critiques de f.
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1- Montrer que les fibres de f au-dessus des valeurs non critiques sont de cardinal fini
et que le cardinal de ces fibres est localement constante, comme fonction définie sur
YA\ f(E).

2- Soit w une forme de degré n a support compact sur Y. On définit [, Card(f~'(y))wy
comme étant U'intégrale de Card(f~!(y))wy sur Y\ f(E). On suppose de plus E de
mesure nulle ; montrer que

/ fr(w / Card(f1(y))w).

3— Cas particulier : on suppose que Y = X/G, ou G est un groupe agissant librement
et proprement discontiniiment sur X par difféomorphismes. On suppose Y orientée ;
montrer qu’il existe une unique orientation sur X telle que la projection p: X — Y
respecte les orientations.

4- Montrer que, pour ces orientations, [y p*(w) = Card(G) [, w.

5. Sommes de normales

On considére la sphére unité S? € R3. Soit M une partie de S? délimitée par une sous-
variété de dimension 1 fermée OM de S?, de sorte que M est une variété & bord de bord
oM.

On munit M et OM des formes volumes canoniques, qu’on note da et ds. Si z € S?, on
note N(z) le vecteur normal unitaire sortant. Si x € M, on note n(x) le vecteur tangent
a la sphére en x qui est le vecteur normal unitaire sortant a M.

/3Mn(a:)ds+2//M N(z)da =

6. Formule de Cauchy-Crofton

Montrer que :

1- On identifie I'ensemble des droites orientées du plan euclidien & S' x R en associant
a (0,p) la droite d’équation x cosf + ysinf = p de vecteur directeur (sinf, — cos@).
Montrer que la forme différentielle dp A df est invariante sous ’action naturelle des
isométries affines directes du plan.

2— Soit C' une courbe fermée C'*° du plan, de longueur L paramétrée par son abscisse
curviligne s. Soit F : [0; L] x [0;7] — S x R T'application qui a (s, () associe la
droite passant par le point de C' d’abscisse curviligne s et faisant un angle ¢ avec la
tangente orientée a C' en ce point. Montrer que :

F*(dp A df) = sin pds A de.
3— En déduire que pour presque toute droite D, I'ensemble D N C' est fini, et que

/ Card(DNC)dp ANdf = 2L.
StxR



