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Feuille d’exercices n°6
Corrigé

Exercice 1
On a Id + R = Op(a) Op(b) = Op(ab) + Op(r) avec r € S~*, donc :

Op(ab—1) € Op(S7)

ce qui entraine b — 1/a € S™™1, puisque 1/a € S™™.
On pose V/ =b—1/a € S~ L.

Id + R = Op(a) Op(1/a+ 1)
= Op(a) Op(1/a) + Op(a) Op(V)

=Op <1+ 285] O 1/a)—|—ab') + 9

= Op (1 — > (0e,a)(0y,0) + ab’> +S

J

pour un S € S72.
On a donc :

1
=3 Z(ﬁgja)<azja) +r
J

avec r € S~ 2
Il suffit alors de poser by = 1/a et by = m% Zj((‘?gja)(am].a).

Exercice 2
1. K(z,y) = (27r Jr al (z,€)e @V Ede
En intégrant par parties, on peut donner un sens a cette intégrale pour tout (z,y) tel que x # y.

2. Pour tous multi-indices a et 3, la fonction (x,y, &) — a(x, £)e!@ Y€ est (o, 3)-fois dérivable
par rapport a (z,y). De plus, la dérivée (o, §)-eme est une combinaison linéaire de termes de
la forme :

aga@’ g)g(a—v)Jrﬁei(x—y)-&

avec v < a.



Puisque a € S, une telle combinaison linéaire est majorée par C(1 + ||¢[])~™*Y pour une
certaine constante C, ce qui est une fonction intégrable en €.
On peut donc dériver sous le signe somme et K est C*°.

3. D’apres le deuxieme théoreme, Op(a)M,;, = Op(a) Op() est de la forme Op(c) avec :
¢~ Z 0¢'a)(0™1))

Chaque terme de ce développement asymptotique est a support dans Supp(¢)) x R™. On en
déduit qu'il existe b € S™ et R € Op(S~) tels que b(x,&) = 0 pour tout (x,&) tel que
x ¢ Supp(v) et

Op(a)My = Op(b) + R

On a de méme M, Op(b) = Op(c) avec :
ey M, (98¢)(95D)

Pour tout «, (0g¢)(dgb) = 0, puisque, pour tout &, Supp (95b(.,§)) C Supp(y) et Supp (ag¢(., §)) C
Supp(¢) et les deux supports sont donc disjoints.

Cela entraine ¢ € S~*°. Donc M, Op(b) € Op(S~>°) et M, Op(a)M, = M;Op(b) + MyR €
Op(S™).

4. Onnote K (z,y) = W e a(z, §)e'¥)€d¢ le noyau de Op(a) et K’ le noyau de M, Op(a) M.
Intuitivement, pour une fonction u € S(R") :

K'(x,y)u(y)dy = My Op(a) Myu(x)

= ¢(z) Op(a)(Yu)(x)
=¢(z) [ K(x,y)(y)u(y)dy

R"

_ / (6K (2, y) () uly)dy

R

donc on s’attend a avoir K'(z,y) = ¢(z) K (z,y)¥(y). Justifions maintenant rigoureusement ce
résultat.
On note b € S™ le symbole tel que Op(a)My, = Op(b). En utilisant le fait que, pour toutes

fonctions f1, fa, ]71?2 = (2#)_”]31 * fa, on a, si u est de Schwartz :

G | M 9 Sal€)de = Op(a) Myl
_ 1 alz leix.g’/a / /
- G [ ) Tueie
— 1 alx ix.(§' =€ z‘m.f (el i /
- G [ e I - )a()de e



ce qui fait qu’on a : .
b(z,§) = (zﬁ)na(ﬂ% ) * (e Y(=))(€)

En notant K" le symbole de b, on a K" (z,y) = F ! (b(x,.))(z — y) donc :

K"(z,y) = F Malz,.) (@ — y) F e ™(=.))(z — y)
—K(x Y)Y(y)

Un raisonnement similaire (mais nettement plus simple) montre qu'on a aussi K'(z,y) =
¢(z)K"(x,y), ce qui démontre bien :

K'(z,y) = ¢(x) K (x,y)¢(y)

5. D’apres la question 3., K’ est le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre —oo. D’apres
la question 2., ¢’est une fonction C*. Puisque K est égal a K’ au voisinage de (x,y), K est C*
au voisinage de (z,y).

Exercice 3

1. a) Soit u € C(€2). Comme c’est une fonction de la classe de Schwartz, ¢ Opg(a)u = Op(¢a)u
est une fonction de la classe de Schwartz pour toute ¢ € C2°(§2). Donc Opg(a)u est C> sur €2.
b) Op(¢ga) v = (M, Op(¢a))*v = (Op(¢a))*Mjv = (Op(¢a))*(¢v) = (Op(da))*v

De méme (Op(ppa)) v = (M3 Op(¢a))*v = (Op(pa))*v. Cela entraine I'égalité demandée.

c) Soit u € §'(2). On définit OpQ( Ju € D'(Q) par :

Vo € C(Q)  (Opg(a)u,v) = (u, (Op(¢a))*v)

ou ¢ est une fonction de C°(2) valant 1 sur le support de v.
Cette définition ne dépend pas du choix de ¢, d’apres la question précédente. Les propriétés de
continuité de (Op(¢a))* font que cela définit bien une distribution.
De plus, on vérifie que cette définition coincide avec la précédente pour u € C.(€2).
a) Soit u € C°(Q).
Soit K ’ensemble (fini) des indices k tels que Supp(u) N Supp(¢y) # 0. On a uw = Y, Ypu
donc Au =), AMy, u.
Soit x € Q fixé. Soit J 'ensemble (fini) des indices j tels que = € Supp(¢;). Alors :

Au(x) = ij(x)Au x

= D (MyAM,, )u(x)

jeJkeK

= Z Ajpu(x)

jeJkeK
Sij¢ Jouké¢ K, Ajyu(r) =0, donc :

T) = Z Ajpu(z)

j,kEN



b) Par hypothese, pour tous j, k, Aj, est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m, c¢’est-a-dire
qu'il existe un symbole a;;, € S™ tel que Aj; = Op(aji).

Pour tout = ¢ Supp(v;), aji(x,.) = 0 (puisque Aju(x) = 0 pour toute u € S(R™)).

Si on pose a = Z( kel Gk I'opérateur a est bien défini puisqu’en chaque point, la somme est
finie. De plus, pour toute ¢ € C2°(Q2), ¢a i, = 0 pour tout (j, k) € I sauf un nombre fini. Donc
¢a est une somme finie de symboles d’ordre m, ce qui entraine que ¢a est un symbole d’ordre
m.

Donc a € S.(Q).

Il faut maintenant vérifier quavec cette définition, on a bien »_ ;) ; Aji = Opg(a).

Pour toute u € S(R™) et pour toute ¢ € C°(12) :

¢ Z Ajku: Z (bAjku

(4.k)el (4.k)el
Supp(;)NSupp(¢)#0D

= > ¢ Op(a;i)u
(4,k)el
Supp(;)NSupp(¢)#0D

= Op gb Z Gk | U

(4,k)el
Supp(¥;)NSupp(¢)#D
= Op(¢a)u
= ¢ Opgla)u

Comme c’est vrai pour toute fonction ¢, Z(j,k)e[ Ajru = Opg(a)u.

c¢) De méme qu’a la question 3. de 'exercice 2., My, AMy, € Op(S™°) si Supp(¢;) NSupp(r) =
(). D’apres la question 2. de I'exercice 2., c’est donc un opérateur & noyau C*.

Notons K le noyau et montrons qu’il est a support inclus dans Supp(v;) x Supp(¢).

Pour tout = ¢ Supp(¢;), pour toute u € S(R™), Ajru(x) =0 donc :

- K(z,y)u(y)dy = 0

C’est équivalent a K (z,y) = 0 pour tout y € R™. Donc Supp(K) C Supp(?;) x R™.

Montrons maintenant que K(z,y) = 0 pour tous z,y tels que y ¢ Supp(¢y).

Supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas : K(z,y) # 0 pour un certain (z,y) € R" x R"
tel que y ¢ Supp(¢x). Alors il existe une fonction u, de classe C*, a support inclus dans un
voisinage arbitrairement petit de y, telle que :

- K(z,y)u(y)dy # 0

On a alors Ajzu(z) # 0. Mais, si le support de u est assez petit, Suppu N Supp(¢x) = 0 et
Ajpu = My, A(pu) = My, A(0) = 0. C’est absurde.



d) Pour tout (j,k) ¢ I, notons K i, le noyau de Aj;. Comme Supp(K i) C Supp(;) X Supp (),
la somme K = Z Gayer Kk est blen définie (chaque point admet un voisinage sur lequel seul
un nombre fini de termes sont non-nuls) ; elle est C*.

On vérifie également que, pour toute fonction u € C°(£2), (Z(j K¢l Ajk> u= [p. K(.,y)u(y)dy.
Cela implique que Z Ajj, est un opérateur a noyau C*.

En posant R = Z( ) ¢ i Ajk et en définissant a comme a la question b), on a bien, d’apres la
question a) :

A= > Ap+ > Ay =O0pg(a)+ R

(J,k)el (J.k)¢I

Exercice 4

1. On va montrer que b : (z, &) — 24&4(z) appartient & A=™.

Soient « et B des multi-indices.

o200z, ) = O (%935)) O u(x)

Le premier terme du produit est majoré par C(1 + ||¢][)™™ /% pour une certaine constante
C > 0 (a cause de la condition d’ellipticité). Le deuxieme est majoré par Cy(1 + ||z||)* pour
tout k, puisque u est a support compact.

Cela implique en particulier que, pour une certaine constante C” :

0g07b(x,€) < C'(L+ ||| +1€]) ™
2. Pour tout s et pour toute u a support dans U :

u(z) 1—x(&)
(22 +...+22)° P dwdg

o/
o (CReT REe—— ]1_()((0(1:6016
/

(—1)°(z7 + ... + 22)%e™*

(22 + ...+ 22)s )

()
1—_x<f>]

La fonction (1 —y)P~! appartient & S~™ donc, pour tout s assez grand, (8521 +... —I—ng)S [ e

(22 + ...+ 22)s

est intégrable.
On pose alors, pour tout z € U :

. (_1)8 1 ir.£/ 92 2 \s 1_X(§)
0= G e | G ) [ P(e) }dﬁ

La fonction ¢ est bornée sur U ; elle appartient donc & L*(U). De plus, pour toute u € D(U) :




3. On a, pour toute fonction u :

—_ 1)\l , _
0T (u) = (1) /6”‘5—1 Pé(€>aau(x)dxd§

(2m)" )

ce qui s’identifie & une fonction de L?(U) pour la méme raison que précédemment.

Sur tout ouvert borné U ne contenant pas 0, T' s’identifie & une fonction L?, qui admet des
dérivées L? a tout ordre; T s’identifie donc & une fonction C*. Sur R” — {0}, T s’identifie donc
a une fonction C*.

4.
P(D)Tu =

eire LX) P(— Ju] (w)dwdg

l ing ] - (’g@] u(z)dzde

'L:pf X() T
PO pg) lwydrde

e Su(x)drdé — e i)n / e (&u(x)dwdé
/ N ua)dads

n u(()) (27r)"
La derniere égalité provient d'un résultat démontré dans le TD précédent.

La fonction r : & — (2m)™" [e™<x(£)d¢ est C* (transformée de Fourier d’une fonction a
support compact).

On a P(D)T = 6¢ + 7.

5. Soit € > 0 quelconque. Soit ¢ une fonction a support dans B(0,€), qui vaut 1 au voisinage
de 0. Posons T, : u — T'(¢u). C’est une distribution a support dans B(0, ).

De plus, pour tout j, 0;T.(u) = 0;T (¢u) +T((0;¢)u). La distribution u — T'((9;¢)u) s'identifie
a une fonction de C*(R") car 0;¢ est nulle au voisinage de 0.

On en déduit qu’il existe une fonction 7 € C*(R") telle que, pour toute u, P(D)T.(u) =
(P(D)T)(¢pu) + [ 7u=u(0)+ [(F + ¢r)u.

Donc P(D)T. = o + (T + ¢r).



