g Intégration et probabilités TS Paris, 2016-2017 g

&L TD 7 — Théoreme de Radon-Nikodym, approximations d

1 — Théoreme de Radon-Nikodym et absolue continuité
N N

Fxercice 1. (Contre-exemple) Soit m la mesure de comptage sur (R, P(R)) c’est-a-dire que m(A) = #A
pour toute partie A de IR. On note m la restriction de m a la tribu borélienne de RR.

1. Montrer que la mesure de Lebesgue est absolument continue par rapport a .

2. Montrer qu’il n’existe pas de fonction mesurable f: R — R, telle que A = f - m(, ou A désigne
la mesure de Lebesgue.

3. Conclure.
Corrigé.
1. Soit A € B(R) telle que my(A) = 0. Alors A =0 et donc A(A) = 0.

2. Supposons qu’il existe une telle fonction f. Alors pour tout x € IR, on a

0= A((x)) = Ln{x}f dmg = f(x).

Ainsi f =0 puis A = 0. Contradiction.

3. La mesure pg n’est pas o-finie et le théoréeme de Radon-Nikodym ne s’applique pas.

[ J =D [ o & —

FExercice 2. (Quantification de U'absolue continuité) Soit u et v des mesures sur un espace mesurable
(E,A).
1. On suppose que pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que pour tout A € A,

HA)<n=v(A)<Le.

Montrer que v est absolument continue par rapport a p.
2. Montrer que la réciproque est vraie dans le cas ou la mesure v est finie.

3. Que se passe-t-il si v est infinie ?

Corrlgé.

1. Soit A € A tel que p(A) = 0. Alors pour tout € >0 on a v(A) < ¢, c’est-a-dire v(A) = 0.

2. On suppose que l’assertion n’est pas vérifiée. Soit € > 0 et une suite (A,),>; tels que, pour tout
n>1, u(A,) <27" et v(A,) > €. Notons B, = [y, A pour tout n > 1 et B = (), B,. Alors
d’apres le lemme de Borel-Cantelli, on a y(B) = 0, puis v(B) = 0. Par ailleurs, pour tout n > 1,
ona v(B,)>v(A,) > ¢. Et la suite (B,),>; est décroissante pour I'inclusion. La mesure v étant
finie, on en déduit que

v(B) = lim v(B,)) > ¢,

n—-oco
ce qui est contradictoire.

Attention. On ne peut pas dire que p a une densité par rapport a v : v est finie mais y n’est pas
nécessairement o-finie, donc on ne peut pas utiliser le théoreme de Radon-Nikodym.

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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3. Lorsque v est infinie, cela n’est plus forcément vrai, méme si y et v sont o-finies. Par exemple,
en prenant y la mesure de Lebesgue sur IR et v la mesure absolument continue par rapport a
p de densité x — e*. Alors, pour tout 7 >0, on a p([x,x+11]) =1 et

X+17
v([x,x+n])= J efdx =e* —e¥ —— oo,
X

X—>00

ce qui montre que la quantification de I’absolue continuité est fausse dans ce cas.

2 — Approximations et convolution
SN

Exercice 3. (Continuité de Popérateur de translation) Soit h € R et f: (R4, B(RY)) — (R?, B(R?)) une
fonction mesurable. On définit 7, f: x € RY — f(x —h).

1. Vérifier que 'opérateur de translation 7, est une isométrie de I'espace LP(RR?, B(R?), A) pour
tout p € [1,+o0].

2. On suppose p < co. Soit f € LP(RY, B(IRY), \).
(a) Montrer que ||ty f —f||p — 0 quand h — 0.
(b) Montrer que ||t f —f||p — 2P ||f||p quand |h| — oo.
Indication. On pourra traiter tout d’abord le cas ou f est continue a support compact.

3. Que deviennent les résultats de la question 2. sip =c0?
Corrigé.
1. Pour p = oo c’est clair, et, pour p < oo, il suffit de faire un changement de variable x - x — h.

2. Soit f une fonction continue a support compact K. Montrons (a) et (b) pour f.

(a) La fonction f est donc uniformément continue. On a, pour tout ||h|| < 1,

10.f = fllp < MK +B(0,1)) sup |f (x + h) = f (x)|P,

xelR4

et sup,crlf(x+h)—f(x)IP = 0 quand & — 0 (une autre possibilité est d’utiliser le théoreme
de convergence dominée).

(b) Soit h tel que ||h|| > diam(K). Alors les supports de 75, f et f sont disjoints. On a donc

ltf - f||p—f e f () - F(0)P dx

J |Thf | ]l {xesupp(f }dx"’j |Thf f | ]l {xesupp(tyf) }d
= If1lp + lenfllp = 21f1lp -

Soit maintenant f € LP et € > 0. On peut trouver une fonction g continue a support compact
telle que ||f - gl|, < e. Ainsi, pour tout 1 > 0,

ltng = &ll, = lltng = ufll, 11§ = fll, < lltwf = fll, < lltag = 8ll, +ltnf — agll, +llg = £l
c’est a dire
—2e+|ltng —gll, < llwnf — fll, < 2e +1ltng - gll, -

Ainsi, on a

limsup||t,f - f|| <2,
h—0

et

2P £, - 2+2“P>e<1|nfunf||rhf fll, <limsup|ltf = fll, < (2+2"P)e + 2P| £,

|h|—>c0

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on en déduit que f vérifie (a) et (b).
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3. Dans le cas ou p = +oo, les résultats ne sont plus vrais. En effet, en posant f = 1} j¢, on a
It f — flloo = 1 pour tout h € R donc ||t,f - f||,, = 0 quand & — 0. De méme en posant g = I s
ona ||t,8 - gll, = 0 et donc ||t — gll, = 21/P quand |h| — oo.

_ 0 C=—<e

Exercice 4. (Convolution LP — L) Soit f € LP(R?) et g € L'(IRY). Montrer que f * g est définie presque
partout sur R¥.

Corrl;gé‘ Soit x € R?. On a, en remarquant que pour tout a € R, |a| < 1 +|af?,

f |f<x—y>g<y>|dysf If(x—y)l”lg(y)ldwf |g<y>|dy=f F@Plgtx—v)ldy + gl
R4 R4 R4 R4

Pour montrer que cette derniére intégrale est finie pour presque tout x € R?, on va l'intégrer par
rapporta x:

g - = - Pdy = Pdy = P < co.
o rowigte-piayax= [ [ lete-piairmpay= [ sl roPay =lglh 115 <

On en déduit que, pour presque tout x € IR?,

| rmigt—iay <o

et donc f * g est définie presque partout sur R?.

_ 0 C=—eeeno———

Exercice 5. (Approximation de Dirac) Une suite (¢,,),cn de fonctions de R? — R continues bornées est
appelée approximation de Dirac si pour tout n € N, ¢, > 0 et JIRd ¢,dA =1, et pour tout € >0,

j ¢, dA —— 0.
R\B(0,¢) h—o0

1. Montrer que, si f: R? — R est continue bornée et (®n)nen est une approximation de Dirac,
alors f * @, — f uniformément sur tout compact de R?.

2. Soit p € [1,00[. Montrer que, si f € LP(RY) et (@n)nen est une approximation de Dirac, alors
f*@, — f dans LP.
Indication. On pourra utiliser I'inégalité suivante (voir I'exercice 4 du DM 2). Soit p: RxR¥ —
R une fonction mesurable telle que pour A-p.t. x € R?, i(x,-) € L'(R?, B(RY), A). Soit F la
fonction définie pour A-p.t. x € X par F(x) := .rIRd P(x,y)dy. Alors, pour tout p € [1,00[, on a

IFl, < [ It dy

3. Construire une approximation de Dirac (¢,),cn telle que les ¢,, soient de classe C* et a sup-
port compact.

Corrl;gé‘
1. On sait que f * @, est défini sur tout IR? car f est bornée et @, est intégrable (voir la question
1. de I’exercice 4 du TD 6).
Soit K un compact de R et x € K. Comme LRd ¢,dA=1,0na

|f *@n(x) = f(0)| =

[ trt=m=enpnniay)
fm f(x =)~ F)lon(p)dy

<
d
<

< j |f<x—y>—f<x>|(pn<y>dy+2||f||oof on(v)dy,
B(0,¢) R4

\B(0,¢)
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pour tout ¢ > 0. Soit 7 > 0. Comme K + B(0,1) est compact, f est uniformément continue
dessus et donc il existe € > 0 tel que, pour tous x,z € K + B(0,1) tels que ||x—z|| < ¢, on ait
|f(z) — f(x)| < 1. Ainsi pour x e K et y € B(0,¢),on a |[f(x —y) — f(x)| < et donc

swplf -1 [ oupaye2lfil [ pusiay

xeK

sne2lfl | pundy.

IR?\B(0,¢)

En utilisant que (¢,),cN est une approximation de Dirac, on obtient

limsupsup|f * @, (x) - f(x)| <7

n—oo xek

et, en faisant tendre 7 vers 0, on a

limsupsup|f * ¢, (x) - f(x)| = 0,

n—oo xekK

ce qui veut exactement dire que f * ¢, — f uniformément sur K.

. Remarquons tout d’abord que f * @, est définie presque partout sur R? par I'exercice 4. On
applique ensuite 1'inégalité de I'indication a ¢(x,y) == (f(x —v) — f(x))@, () qui est bien inté-
grable en p pour A-p.t. x € R? (toujours par 'exercice 4). En outre, ona F = f * ¢, — f, et on
obtient

1/p
o=l = [ ([ 0= orex)

1/p
=f ( ITyf(x)—f(x)lpdx) (pn@)dy:f 1 f — Fllyp(y)dy
R4 R4 R4

ou 7, est l'opérateur de translation introduit a 'exercice 3. Soit € > 0. On a

e — fIPY = _
J oo srax={ Gl s Ifle)ay e sup it <Al [ puipidy

heB(0,¢) B(0,¢)

<2|Ifll, ¢n(y)dy+ sup |ltuf - fll, — O,
RY\B(0,¢) heB(0,¢) e-0

en utilisant que (¢,),en est une approximation de Dirac et la continuité en 0 de 'opérateur
de translation (question 2.(a) de l’exercice 3).

. On construit d’abord ¢: R? — R de classe C* a support compact telle que I]Rd @dA =1.0On
pose
0: xeR+— e_l/xz]lpo,

qui est de classe C*, car toutes les dérivées a droite en 0 sont nulles. On pose alors : x e R—
O(1-x)0(1 +x) qui est non nulle, positive, de classe C* et de support [-1,1] compact. On pose

alors ®: x e R? > Y+ xﬁ) qui est positive C* a support compact B(0,1) et d’intégrale
sur R? finie et strictement positive. Enfin, on pose

O
e S
Jle O (x)dx
qui vérifie les propriétés souhaitées.

Ensuite, pour n € IN%, on pose @,,(x) := n@(nx) pour tout x € RY. Alors @, est positive de classe
C®, a support compact B(0,1/n) et d’intégrale f]Rd ¢@,(x)dx = 1. Enfin, pour € >0, 0n a

f ¢,dA =0,
R\B(0,¢)
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dés que n > e~!. Ainsi, (¢,),cn est une approximation de Dirac telle que les ¢,, soient de classe
C™ et a support compact.

Remarque. 11 est intéressant d’avoir une approximation de Dirac de classe C* a support com-
pact pour avoir le plus de régularité possible apres convolution par ¢,,. Il est aussi parfois
pratique de considérer une approximation de Dirac spécifiquement construite par “scaling”
d’une seule fonction.

e L D | o e ———

Exercice 6. (Approximation C® dans LP) . Montrer que pour tout p € [1,00[, 'ensemble C&(R?) des
fonctions de classe C* a support compact sur R? est dense dans LP(IR?).

Corrigé. Soit f € LP(RY) et & > 0. Par convergence dominée, on a Li_gxef — f dans LP quand k — co.
Soit k € N tel que ||f — Lj_g k) f|l, < &/2. On pose K := [k, k]2

Soit (¢,,),en 'approximation de Dirac construite dans la question 3. de I'exercice 5. Comme 1k f €
LllOC et les ¢, sont de classe C* a support compact, on sait par I'exercice 4 du TD 6 que (1g f) * ¢, est
défini partout et est de classe C™.

Montrons que (1g f) * ¢,, est a support compact. On pose K, := suppg,, qui est compact. On a

(L f)* () :f

Ix(x-y)f (x—y)pu(y)dy = f f(x=9)0u(¥) L (x-x)nk, (v)dy
R4 R4

On remarque alors que
(x-K)NK, 20 dkeK,Ak'€eK,:x—-k=k' ©xeK+K,

et donc supp((1x f)*@,) C K + K,, qui est compact. Donc (1g f) * ¢, € C(RY).
Enfin, comme 1 f € LP(RY), par la question 2. de I’exercice 5, on obtient que (1 f)* ¢, — 1 f dans
LP. Donc il existe n € N tel que ||[(Lg f)* @, — Lk f|| < €/2, et ainsi ||(1g f) * @, — f|| < € : on a approché
f dans LP par une fonction de C®(R%).

Remarque. Cela ne constitue pas une nouvelle preuve du fait que C.(IR?) est dense dans LP(IR?)
pour p € [1,00], car, si I'on remonte les exercices, on voit que I'on a utilisé ce résultat pour montrer la
question 2.(a) de l'exercice 3.

—_— o C—— < eee—— —————

FExercice 7. (Approximation C de fonctions plateau) Soit K un compact de R? et U un ouvert de R?
avec K C U. Montrer qu’il existe f une fonction de classe C™ telle que 1x < f < 1.

Corrigé. Puisque K est un compact, d(K,U°) = ¢ > 0. Soit ¢ une fonction positive de classe C® a
support inclus dans [-c/3,¢/3]? et d’intégrale 1 (voir la question 3 de I'exercice 5 pour la construction
d’une telle fonction), alors

f= ]lK+[—c/3;c/3]d *

convient. En effet, I’écriture

flx) = j1K+[—c/3;c/3]d(x ~u)p(u)du = f Licserssay (X — w)p(u) du

[—¢/3;¢/3)%

montre aisément que f(x) =1six € K et f(x) =0 si x € U°. En outre, il est clair que f est a valeurs
dans [0,1] et, par la question 2 de ’exercice 4 du TD 6, on voit également que f est de classe C* (car
f e LY (RY) et ¢ € CX(RY).

3 — A chercher pour la prochaine fois
W
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Chercher des exercices des partiels des années précédentes, dont les énoncés sont disponibles sur le
site d’enseignement du DMA (http ://www.math.ens.fr/enseignement) dans l'onglet Archives péda-
gogiques puis Annales d’examens.

4 — Compléments (hors TD)
T R N —

Exercice 8. (Lespace M(IR)) On note M(IR) I’espace des mesures boréliennes signées sur IR.
1. Pour u € M(RR), on pose ||y|| = |u|(R). Montrer que (M(IR),||—||) est un espace de Banach.
2. Soit (X, .4, u) un espace mesuré fini. Montrer que pour tout f € L}(X, A4, u) :

IFlly = 11f - pll,

ou (f - u) est la mesure absolument continue par rapport a y de densité f.

Corrigé.
1. Soit (p,,),>1 une suite de Cauchy pour la norme ||—|.
Etape 1. Pour tout borélien A de Ret n,p > 1, on a |, (A) = pp(A)| < [[py, — ppll, ce qui implique
que la suite (p,,(A));>1 est de Cauchy dans R, et converge donc vers une limite notée y(A).
Etape 2. Montrons que p est une mesure. Prouvons tout d’abord que :

lim sup{|u(A) - i, (A)]: A € BR)} = 0. (1)

A cet effet, soient € > 0 et 1p > 1 tels que ||y, — il < € pour n,k > ny. Soit A € B(R). On choisit
k > ng tel que [u(A) — pr(A)| < €. Alors pour n > ny :

[1(A) = i (A)] < [u(A) = pr (A + |pr(A) = pn(A)] < € + || — pll < 26,

ce qui prouve (1).

Ensuite, les mesures y, sont en particulier finiment additives, ce qui implique aisément que
p est finiment additive. Montrons maintenant que y est o-finie. Soient (A;);>; des boréliens
disjoints et ¢ > 0. D’apres (1), il existe ny > 0 tel que pour n > ny :

sup{|p(A) - pu(A)]: A€ B(R)} < e.
On choisit ensuite ky > 0 tel que pour tout k >k :

,un( U A,-] <e.

i>k+1
En particulier, ceci implique que pour k >k :
y( | Ai] < 2¢.
i>k+1
Par additivité (finie) de y, on obtient finalement pour tout k >k :

‘P‘(UAi)_gﬂ(Ai)' =H U Aj

i>1 i>k+1

< 2e.

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, la o-additivité de y en découle, ce qui prouve que y est une
mesure.

Etape 3. On vérifie que |p, — u| — 0. Ceci découle immédiatement de (1) et de 'inégalité
VIl = v(X™) + [v(X7)| < 2sup{lv(A)]; A € B(R)}

vérifiée pour une mesure signée v sur R (ou on a noté X* les supports de v¥).
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2. Il suffit de remarquer que l'écriture f -y = f*-pu— f~ -y est la décomposition de Hahn de f - p,
ce qui implique :

If - ll = fﬁdw ff-du = Ifll.

_ 0 C=— e

‘Exercice 9. (Fonctions a variation finie) Soit une fonction f: [a,b] — R.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f s’écrit comme une différence de deux fonctions croissantes continues a droite.
(b) II existe une mesure signée y sur [a,b] telle que f(x) = p([a, x]) pour tout x € [a, b].

c) f est continue a droite et a variation finie, c’est-a-dire que f vérifie la condition suivante

sup f (@i1)~ f ()] < 0.
n>2,a<a;<...<a,<b j_ Z’ v
Indication. On pourra utiliser I'existence de la mesure de Stieljes (voir 1’exercice 2 du DM 2).
2. Donner un exemple de fonction continue de [0,1] — IR qui ne soit pas a variation finie.
Corrl;gé‘
1. (a) = (b) : On suppose que f = g—h+ f(a) avec g et h croissantes, continues a droite et
g(a) = h(a) = 0. Soit v, (resp. v;,) la mesure de Stieljes associée a g (resp. h). Posons

p=ve—vp+f(a),

Alors p est une mesure signée sur [a, b] telle que f(x) = p([a, x]) pour tout x € [a, b].
(b) = (c) : Il est évident que f est continue a droite. Soient n > 2 et ay,...,a, vérifiant a < a; <
..<a, <b.Alors

n—1 n-1
Y If@)=flaia)l=) Iulaiya |<Zlm ai1,4;]) < |ul([a,b]).
i=1 i=1

Donc f est a variation bornée.
(c) = (a) : Pour tout x € [a, b], posons

n—1

V= sup ) If(@i) = fla)

n>2,a<a;<...<a,<x i1
Alors V est croissante. On peut donc définir pour tout x € [a,b],

g(x) :==1lim V(y).
ylx
Ainsi, g est croissante et continue a droite. Posons h = g — f. Alors h est continue a droite.
Montrons que h est croissante. Soient a < x <y <bete>0.Pourtousn>2eta<a <...<
a,<x,0na

n—1

V(y+6)—f(y+é‘)Zlf(y+€)—f(x)|+Z|f(az+1 = flap)l+1f (x) = flan)l = f(y +¢)

n-1

> ) (@) = Flal+1f ()= flan)l = £ (x)
i=1

> V(x)-f(x)

Dong, h(y + €) > h(x) puis en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient h(yp) > h(x).
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2. La fonction f: x €]0,1] + xcos(1/x), prolongée par continuité en 0 n’est pas a variation bor-
née : considérer la subdivision

qui donne une variation qui tend vers l'infini quand n — co.

_— o C—eeee— 44—

Exercice 10. (Le retour du diable) Soit f: [0,1] — [0,1] l'escalier du diable défini dans 1’exercice 7 du
TD 3. On note df la mesure de Stieljes associée a f, qui est une mesure sur [0, 1] (voir l’exercice 2 du
DM 2, on prolonge f par 0 sur | —oo0,0[ et par 1 sur |1, c0[ pour se ramener a une fonction f: R — R
vérifiant les hypothéses souhaitées).

1. Montrer que df est étrangere par rapport a la mesure de Lebesgue.
2. Lamesure df a-t-elle des atomes ?
Corrigé.
1. Le support de la mesure df est 'ensemble de Cantor triadique K3, qui est de mesure de Le-
besgue nulle. Ainsi df et la mesure de Lebesgue sont étrangeres.

2. La mesure df n’a pas d’atomes, car la fonction croissante f est continue.

= ¢ | G T o T ——

Exercice 11. (Approximations encore) Soit f € L' (R?).

1. A l'aide du théoréme de Lusin, montrer qu’il existe une suite (f,),cn de fonctions continues
a support compact sur R? telles que f, — f A-p.p. quand 7 — oo et ||f, ||, < |Ifll., pour tout
neN.

2. A l'aide des résultats précédents du TD, montrer qu’il existe une suite (f,),cn de fonctions de
classe C*® a support compact sur R? telles que f, — f A-p.p. quand 1 — oo et ||fyll < If]le
pour tout n € IN.

Corrigé.

1. Soit n € IN. Comme f est intégrable, il existe K,, un compact de IR? tel que

D’autre part, K, est de mesure finie et f 1x_est une fonction mesurable sur R nulle en dehors
de K,. Donc, d’aprés le théoréme de Lusin, il existe f,: R? — R continue a support compact
telle que

1
Mifu# kD < 55
Soit €>0.0n a

AAlfu = f1>€}) < A fu = fLk |+ 11k, = f1> €) < A fu # f1g, D) + AUl Lk, — f1> €}).

Or par I'inégalité de Markov, on a

< .
e2n

JAfIdA
M, 115 e = Al > e < 261 1

On a donc montré que
1

ean

Ay~ f1> €)) < 5 +

s
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qui est une suite sommable en n. Donc, par le lemme de Borel-Cantelli,
)\(limsup{|fn -fl> e}) =0,
n—00

c’est-a-dire,

/\({liglsolip|fn—f| > é}) = 0.

Enfin, on en déduit que

A(@mwmna—ﬂ>0H=A{LJ%mmumﬁ—ﬂ>%}]s}:Aqhmmmquﬂ>%ﬂz

00 keIN n—eo kelN n—eo

c’est-a-dire f, —» f A-p.p.

2. On a montré que C2(R?) est dense dans L!(R?) a I'exercice 6. Il existe donc une suite (f,),cn €
C2(RY)N telle que f, — f dans L!. Elle admet donc une sous-suite convergeant A-p.p. vers f
d’apres la petite question 2 du TD 4.

Pour avoir la borne ||f,||., < |Ifll, on utilise que, toujours par l’exercice 6, on peut prendre
fu de la forme f, = (f1g, *¢,) avec K,, compact et ¢, positive d’intégrale 1. Alors, pour tout
xeRY ona

a0l < f 1/l (@) dy = If llo
R4
c’est-a-dire || fyllo < IIf llo-

_ o C=—eeeno——

Exercice 12. Soient f et g deux fonctions intégrables sur R. On suppose que pour toute fonction h de

classe C°(R), on a
J f(x)h(x)dx —j g(x)h(x)dx.

Montrer que f = g presque partout.

Corrigé. Pour tout choix de a,b € R, a < b, la fonction indicatrice 1), est Lebesgue intégrable. On sait
qu’il existe une suite (h,),>; de fonctions C;° a valeurs dans [0, 1] telle que h,, — 1y, A-p.p. lorsque
n — oo. Avec notre hypotheése et la convergence dominée, cela implique que

ffﬂ]a,b[dA = jgﬂ]a,b[d/L

Donc on conclut par 'exercice 3 du TD 3.

_ 0 C=—<ee

Exercice 13. (7&) Soit y une mesure positive sur (IR, B(IR)) et g: R — IR, une fonction mesurable. On
suppose que y est de masse infinie et que pour toute fonction continue bornée f: R - IR, on a

Jf&WMﬂszwmwmx

Est-ce que forcément p(A fA x)dx pour tout borélien A € B(IR)?

Corrigé. Montrons que c’est vrai si la mesure y est finie sur tous les compacts (ce qui revient a dire que
g est localement intégrable). Soit a < b deux réels. Pour n € IN*, soit f, la fonction affine par morceaux
sur R interpolant (a—n71,0), (a,1), (b, 1) et (b+n~1,0). Comme f, est continue bornée, on a

[ fnten = [ gt
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En outre, f, converge simplement vers 1, ;] quand n — oo et est dominée par 1[,_; ;1] qui est inté-
grable pour y et pour g- A, donc en passant a limite dans 1’égalité précédente grace au théoreme de
convergence dominée, on obtient

(b)) = g- Mla,b]).
Ainsi, p et g- A coincident sur C la famille des intervalles fermés bornés de IR qui engendre B(IR) et
est stable par intersection finie. En outre, on a R = |, en[—1, 1], ou [-1, 1] € C et p([—n,n]) < co. Donc,
par le théoreme d’unicité pour les mesures o-finies,ona y=g-A.
En revanche, si on ne fait aucune hypothese sur p, le résultat tombe en défaut, comme le montre
le contre-exemple suivant (dG a Omar Mohsen). On commence par construire une fonction positive
mesurable g d’intégrale infinie (pour la mesure de Lebesgue) sur tout intervalle ouvert. Soit (r,,),,>1
une énumération des rationnels, et considérons la fonction mesurable

1 1
hix)= ) ———=Lo<y_r <1-
r;zn \/X——Tn 0<x-r,<1
Posons g = h?. On vérifie que h est intégrable, ce qui implique h < co p.p. et donc g < co p.p. En
revanche, on vérifie que pour tousa<b:

j g(x)dx = 0.
Ja,b[

Soit alors p la mesure de comptage sur IR, de sorte que pour tous a<b:

wzmwmnzﬁbgqu 2)

Maintenant, si f: R — R, est une fonction continue bornée, écrivons f comme limite croissante de

fonctions en escalier :
n2"
f = lim inf f’]].]LkLl[.
n—00 ]i k+1 P
k=—n2n 127227

Le théoréme de convergence monotone et (2) fournissent

J?uwmw:]}umumx

Cependant, on a

donc il n’est pas vrai que u(A) = jAg(x)dx pour tout borélien A € B(RR).

_ 0 C=— e

FExercice 14. (3) Trouver un espace topologique 7 et une mesure u sur (T,5(T)) de masse totale 1
qui ne soit pas tendue.

Corrigé. Soit X un ensemble non dénombrable, qu'on munit de la topologie co-dénombrable 7, (les
ouverts sont par définition () et les sous-ensembles B C X pour lesquels B¢ est dénombrable). La tribu
borélienne de X est alors constituée par les éléments B tels que B ou B¢ soit dénombrable (en effet,
on vérifie aisément que ces éléments forment une tribu).

Remarquons tout de suite que si B C X est infini, alors B n’est pas compact. En effet, soit (a,,),>; une
suite d’éléments de B, posons A = {ay,a,,...,} et B, = A°U{ay,...,a,}. Alors U,>1 B, est un recouvre-
ment ouvert de B duquel on ne peut pas extraire un recouvrement fini.

Soit u la mesure définie sur (X, tx) par :

(B) = 0 si Bestdénombrable
P = 1 si B¢ est dénombrable.
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Vérifions que y est une mesure. A cet effet, considérons une suite (B,,),; de sous-ensembles disjoints
de X et posons B = | J,,»1 By, Si tous les B, sont dénombrables, u(B,) = 0 pour tout n> 0 et u(B) =0;
on a bien pu(B) =} 1 p(B,). Si un des B, est de complémentaire dénombrable, tous les autres sont
dénombrables car ils sont disjoints (s’en convaincre). Dans ce cas on a bien aussi p(B) =} -1 p(B,,).
Il est clair en revanche que p n’est pas tendue car d’apres ce qu'on a vu précédemment les compacts
ont mesure nulle.

Fin
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