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Feuille d’exercices n°7
Corrigé

Exercice 1

Lemme 1.1. Il eziste (by)ren une suite de symboles telle que, pour tout k € N, b, € S™27% et,
pour tout K € N :

Op(a) — Op(by + ... + br) o Op(bg + ... + bk ) € Op(Sm—K—l)

Démonstration. On construit la suite par récurrence.

On commence par by.

Soit I’ une fonction de classe C* qui coincide avec une détermination de la racine carrée sur
{z € C tq Re(z) > ¢}. On pose :

bo(w, €) = (1 + [€]1)™*F (alx, €)1 +[[€][*) ™)

Il s’agit d'une fonction C*. Pour tout (z,¢) tel que ||¢|| > R :

bo(x>f)2 = a(*%f)

On vérifie en calculant les dérivées que by appartient a S™/2.

D’apres le théoreme de calcul symbolique sur la composition, Op(by) o Op(by) = Op(b2) + R
avec R € Op(S™~1). Comme b2 — a est & support compact en &, Op(a) — Op(b3) € Op(S~>)
donc Op(a) — Op(by) o Op(by) € S™ 1.

On suppose maintenant que la suite a été construite jusqu’a b, et on construit by, € S™/>~(*+1)
tel que Op(a) — Op(by + ... + bgy1) 0 Op(bg + ... + bpy1) € Op(S™F72).

On pose I/ = by + ... + bg. Par hypothese de récurrence, on a Op(a) — Op(¥') o Op(d') = Op(c),
avec ¢ € Smk-L

Il existe ¢/, R > 0 tels que, pour tous (z,§) :

V(2 ) = (L +llel)™* sillell = B (1)

En effet, Op(a — ) € Op(S™1) donc |b(x,&)|> > |a(z, )] — C(1+ ||€]])™ ! pour une certaine
constante C'. L’équation (1) se déduit donc de la condition d’ellipticité imposée sur a.
On choisit G : C — C de classe C* telle que G(z) = 1/z si |z| > ¢. On pose :

b .€) = (e, 1+ el + el

C’est un symbole de S™/27*~1,



D’apres le théoreme de calcul symbolique sur la composition :

Op(a) — Op(V' + bry1) 0 Op(b' + brs1) = Op(a) — Op(b') o Op(b') — Op(20'b41) + S
= Op(c — 2b'b41) + S

avec S € Op(S™+72).
Le symbole ¢ — 2b'by 11 est a support compact en €. Il appartient donc & Op(S~°°). On a ainsi :

Op(a) — Op(t' + by41) © Op(t' + by11) € Op(S™7*72)
ce qui est ce qu’on voulait. .

Il suffit maintenant de choisir b tel que b ~ > jeN b; (on a vu dans un TD précédent qu'un tel

b existait toujours).
En effet, pour tout K, b — (by + ... + bx) € Op(S™/2~(E+1)) donc :

Op(b) 0 Op(b) = Op(by + ... + bx) o Op(by + ... + bx) + 51
= Op(a) + Sz + 51

avec S, Sy € Op(Sm—(E+1),
Puisque c’est vrai pour tout K, Op(b) o Op(b) — Op(a) € Op(S~—>).
Exercice 2

1. Soit b € S~™ tel que Op(b) o Op(a) = Id+ R avec R € Op(S~>°) (on a vu qu'un tel b existait
dans les TD précédents).
Alors, pour toute w :

ws + || Rl

[l

Hs
= [[Op(b) o Op(a)ul|ms + || Rul|
< [1OpO)[|zs=ms s || Op(@)u| o= + [| B[t s || [ e

On pose Ky = || Op(d)]
2. a)

gs—m_sgs €t K1 = ||R||gt—ms (ce qui est fini puisque R € Op(S~)).

D’apres les théorémes de calcul symbolique, on sait qu’on a Op(a)* — Op(a) € Op(S™1). Donc
il existe R € Op(S™™!) tel que :

5 (Op(a) + Op(a)?) = 5 (Op(@) + Op(@)) + R = Op(Re(a) + R
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ce qui donne alors Re (Op(a)u, u) = (Op(Re(a))u, u) + (Ru, u).
b) T est un opérateur continu de H™~1/2 vers H=(m=Y/2_On a donc, pour toute u € HM=1)/2;

| (Tu, u) | < | Tul|g-m-vs||ul| gom-v2 < T gon-1r2_ g-mm-v/2||ul o1

¢) Soit x : R™ — R une fonction positive & support compact qui vaut 1 sur B(0,r). On pose
a = Rea(x,&) + M (&)(1 + ||€]>)™? pour un certain A € R*, choisi suffisamment grand pour
que :

V(z,§) e R" xR™  a(z,&) = c(1+|[¢])™ (2)

Alors b = v/a est un symbole de S™/2.

D’apres les théoremes de calcul symbolique, on sait qu’on a Op(b)* o Op(b) = Op(|b]?) + S avec
S € Op(S™1). Comme |b]> — Rea est un symbole a support compact en &, [b]* — Rea € ™,
ce qui entraine :

Op(b)* o Op(b) = Op(Rea) + S5’ avec S’ € Op(S™1)

De plus, d’apres I'équation (2), le symbole b vérifie la condition de la question 1. (pour m
remplacé par m/2). Il existe donc des constantes K, K’ > 0 telles que :

Vae H™?  [|Op®)ullie = Kllullymse — K|l oo
ce qui implique, pour des constantes K; et K| bien choisies :

Vue H? || Op®)ulls > Kil[ulBme — KilulByonsye
Alors, pour toute u € H™/? :

Re (Op(a)u, u) = (Op(Re a)u, u) + (Ru, u)
= (Op(b)" 0 Op(b)u, u) + (R — §')u,u)
= [Op(b)ulf3 + (R — S")u, u)
> || Op(d)ulfy = CllulFon-12
> Ki|[ul|Fm/z = (C + K|l Frm-12

3. Sis > (m—1)/2 c’est une conséquence directe de la question 2.c) puisque ||u||gs >
||u|| grem—1)/2 pour toute w.
Supposons maintenant s < (m —1)/2. On pose t = 7 (1 — m—2s)’ r= %, p= QmmTfsl et

q=2(m —2s).
On a 1/p+1/q = 1/2 donc, pour toute u € H™/2, par Holder :

[l g2 = 11+ [[E]R) ™D 4 €)] ]
= (|1 + €] (€)1 + (€] D4 a(e) =]
< 1+ EIDH () Il + 1] =D ae) [,
= [1(L+ IR a() IR P11+ [1€]P)a() 2]



2/p
Hm/2

2/q
HS

= [lullggmy2|lul
ce qui entraine, pour tout € > 0 :

4 4 2¢P _.2
lelren-se < [l ol < =l g+ €1l

L’inégalité de la question 2.c) donne alors :

2
Hs

2 2
Vue H™?  Re(Op(a)u,u) > (Co - ]301617) lul [z = Cre*llul

ce qui est bien de la forme voulue si € est assez petit.

Exercice 3

1. On suppose pour l'instant A fixé.
On pose, pour toutes u,v € HY(Q) :

B(u,v) = (Lju, Liv) + ... + (Llu, Ltv) + X {(u,v)

(’est une forme bilinéaire. Elle est continue sur H5(Q) car, pour tout ¢t < s, L} et L} sont
continues de H¥(Q) vers L*(1).

De plus, pour toute u € HE (), si on note @ la fonction qui coincide avec u sur Q et qui vaut 0
en-dehors de , on a @ € H*(R") (on rappelle que ce ne serait pas vrai pour n’importe quelle
u € H*(Q) mais qu’ici, on suppose que u appartient a I'adhérence dans H*(Q) de C>(Q), ce
qui rend cette affirmation vraie).

En utilisant la question 3. de 'exercice 2 :

= (Lia, Liu) + ...+ (L.a, Liu) + X

\.QI
jug}

(Lyo Ly + ...+ Lyo L)a, @) + \|a|2
= (La,a) + Allalf3

> Aollal|Fx — Bollall3 + Allall3

> Aol[ull7p — Bollull3 + AlJulf3

Si A est plus grand que By, les hypotheses du théoreme du théoreme de Lax-Milgram sont donc
vérifibes (pour H = HE(Q)). Le théoreme garantit alors l'existence de u € HE(Q) telle que
B(u,.) = f, ce qui est équivalent a I'existence d’une solution faible du probleme de Dirichlet.
2. Le cours présente le cas ot Ly = —A + Ald, c’est-a-dire par exemple L; = —0; et L} = 0.
Toutefois, dans le cours, le résultat d’existence est démontré méme pour A = 0, en utilisant
I'inégalité de Poincaré a la place de I'inégalité de Garding.

Exercice 4

La) [IT5|] = /T T5]| < w(0)



T T | = AT T (T T )|
~ ¢||T*T T T T |
< \/HT}”;TizH WL Tl N Taon T3 [ T T M- VT T T
< w(iy — d2)w(ip — d3)..wlion—1 — d2n )\ /|| T3 [ |5 |
S W(O)W(il — ig)u}(ig — ig)...W(iQN_l — iQN)
¢) Soit N € N*.
IO MI=| Y TTa
11,02 NEF
< ) w0w(iy — iz).w(ian—1 — ian)
11,...,0aNEF
<w(0) Y wk)w(ks)..w(kay)
11EF ka,....kaNEZL
=w(0) ) o™
EeF
< Card(F)o*"
Au moins lorsque N est une puissance de 2, on a, en utilisant 1'égalité ||A*A|| = ||A[|* :

11 = [T U)"|| < Card(F)o™"
= |JU]] < (Card(F)" Mo

En passant a la limite N — 400, on obtient le résultat demandé.

a) On suppose que c’est vrai en dimension n = 1 et on montre que c’est vrai pour tout n.
On procede par récurrence sur n.
Pour n = 1, c’est vrai par hypothese. Supposons maintenant que c’est vrai pour n > 1 et
montrons-le pour n + 1.
Soit (ug)gen une base hilbertienne de L?(R) constituée de fonctions de la classe de Schwartz
(on admet quune telle base existe). Puisque (ug, (21)... %k, (Tn41))kr,.. knien €St une base
hilbertienne de L*(R™*!), il suffit de montrer que, pour tous ki, ..., kny1, k{, ..., ki yq

| <Op(a)(uk1....ukn+l),ukfl...uk;+1> | <M

pour une constante M majorée par une combinaison linéaire des normes de certaines dérivées
partielles de a.

<Op(a) (Upy e Uk )5 Ui - uk;+1>



1

:—(271')”"‘1 /a(:cl, ooy Tni1, &1, ...,gnﬂ)em.égkl (51)-~-ﬁkn+1(£n+1)

X U, (ZEl)...Uk;L+1 ($n+1)d£ﬂ1...d$n+1d€1 ---dfn—l—l

_ <Op(b)(ukn+1)’ Uk;+1>

si on note :
Vz,6 € R* b(z,€) = <Op(a(...,x, ...,§))(uk1...ukn),ukfl...uk;+1>

Puisque Op(af(..., z, ..., &)) est un opérateur pseudo-différentiel en dimension n, il est continu de
L?(R™) vers L*(R"), par hypothese de récurrence. De plus, sa norme est controlée par la norme
de certaines dérivées de a. Donc b est une fonction bornée, dont le suprémum est majoré par
une combinaison linéaire des normes de certaines dérivées de a.

En dérivant sous le signe somme, on voit que b &€ 5870 et que, pour la méme raison que
précédemment, toutes ses dérivées sont majorées par des combinaisons linéaires des normes
de certaines dérivées de a. On peut donc appliquer a b le résultat pour n =1 :

Yk, ... | <Op(a) (Upy e Uy ), Uy - U

n+1

)< 10p(B)] 22512

ce qui conclut.

b) (14 02)¢(x) = ze 140

(1+0:)%¢(z) = e L0

La dérivée de e 1,50 vaut (cela se vérifie par intégration par parties, en utilisant la définition
de la dérivée au sens des distributions) dy — e 1,0, ce qui entraine le résultat.

c) a=axdpo =ax((1+0,)°(1+0)*[d(x)(&)]) = (14 0:)°(1 + 0)’a) x (6(2)6(¢))
d) L’application A, envoie une fonction de L? vers une autre fonction de L?. En effet, pour
toute f € L? : )

Au(f)(@) = 21¢(a — s)FH(o(. — 1) f)(2)

La multiplication par ¢(.—s) est continue de L? vers L? (car ¢ est bornée), F !, la multiplication
par ¢(. —t) et F aussi. Donc A, est une composition d’opérateurs continus de L? vers L2,
Les multiplications par ¢(. — s’) ou ¢(. — t') sont leurs propres adjointes. L’adjoint de F est
27 F 1 et celui de F~! est (2r)~'F. Donc :
Apu(f) =21 F (o = ) F((. = ) )

En composant avec Ag; :

Aa Ay (f)(x) = 27?/6”545(95 = 8)p(§ — 1) [6(§ — ) F((. — &) f)(E)] d€

= 2r [ (e — )0(€ — 00(6 ~ V)6ly — o) )y

- / K (2, 9)f (y)dy



sion pose K (r,y) = 27(x — 8)o(y — &) [ e DEG(E — £)g(& — ¢')de.
)

K(r,y) = 2n6(z — 8)d(y — &) / CEVEG(E 1) B(E — 1) de
— 2wz — 8)ly — &)V / TVEG(E — (£ — 1) /2)p(E + (t — 1) /2)de

m . , +o0 ) +_ t/ 2 2
= §¢($ _ S)gb(y o S/)ez(x—y)(t+t)/2/ el(x_y)g 52 _ ( - ) 6_25(15

[t—]/2

Or on vérifie que :

2
t—t\?\ _ - ey
(2+ 0)° (52_( 2 ) ) e X lesppyja| = 248e ez vz + 2(t — )7 V161 o (6)

La fonction & — 56*25152|t_t/|/g est dans L', avec une norme majorée par Alt — t'|e”!*"¥l pour
une certaine constante A. Sa transformée de Fourier est donc dans L™, avec une norme L
majorée par Alt — t'|e =1,

La transformée de Fourier en z —y de & — 2(t — t/)2e 15,y /2 (€) est :

2t — t/)2e—\t—t’\6—i(m—y)|t—t’|/2

Donc :
e t— )2\
2-ifw—yP| [ ceme(e- e~ de
jt='1/2 2
T ey g3 | (e (T2F e
— ey (9 - 2%\ d
/tt'/2€ SR ( 2 ) ‘ :
<At — e 2(t — ¢)2e 1Y
< Me =172
Donc :

0o N 2 2
el < Gota = oty )| [ e (52_ (t;t)) -

1 /
< M’¢(IB . s)¢(y N 8)|2 - Z(x — y)|36*\t7t |/2

< M"$(x — 8)p(y — s)(1 + |z — y|) P72




[ 1K@ty < €2 [t o=y loe - o) loty — ) Pdady

C2e =1 NYV=6,.2, 2 —(z+y)
:T/(Rﬂz(l—i—](a:—y)—l—(s—s)\) oy e Y drdy

< Me It / (1+ |(x—y) + (s —&)]) Ce @/ 2dzdy
(R+)2

+oo
= Me 1Y / (/ ezl/2d2’> (1+]z+(s—$)]) %=
R \Jz|

= M'e~ 1t /(1 + |z 4 (s — &)|) bl 2az
R
= Mt (/ (1+ ]2+ (s —)|) O 12az
Jo|<|s—s7]/2
+/ (1+|z+(s— s’)|)_66_|z/2dz)
2|2 |s—s7]/2

< M1t ((1 + s — s’\)6/ e *12d
|

2|<|s—s'|/2
+ / e'ZVzdz)
|22 ]s—s'|/2

< M///e—\tftﬂ((l + ’8 . 8/|>76 +€f|sfs’|/4)
< M////6—|t—t’|(1 + ‘S _ $/|)—6

On applique une racine carrée et l'indication donne le résultat.
g) Pour toute f :

Op(a)(f)(x) = - / alz, €)™ f(€)de

2T
= o [ a5, 006 — s)ole — ) f()dedsdr
— 5= [ a5, 04 a)dsa

Donc Op(a) = 5-g(s,t) Agdsdt.

La fonction g est bornée, puisque a appartient & S, et sa norme infinie est majorée par une
combinaison linéaire des normes de certaines dérivées de a. Le théoreme admis donne donc le

résultat si on peut 'appliquer.

Posons h((s,t), (s',')) = /(1 +|s —s'|)73/2e~1=¥1/4_ 11 suffit de montrer que l'opérateur ayant
h pour noyau est borné de L*(R?) vers L*(R?). C’est une conséquence du lemme de Schur (vu

dans un TD précédent), puisque :

(s, t) /|h((s,t), (s, t")|ds'dt! = /2 /(1 + |S]) 732 1TVAdSAT < +oo



(s 1) / W((5,4), (s, ) |dsdt = ¢ / (14|82~ T4 ST < +o00



