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Feuille d’exercices n°S8

Corrigé
Exercice 1
1.
Op(at)Je(u)(I) = (271T)” /Rn at(xaf)@(f)emfdf
S as(x eV (E)et™€
~ (20 /R t(z, E)x(e§)u(§)e™  dg
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si on pose a(z, €) = a,(x, €)X (c€).
2. Définisson F : [0;T] x H®* — H® par :

F(t,v) = f(t) — Op(ag)v

Cette application est continue. En effet, f est continue par hypothese. De plus, t — a; est une
application continue de [0; 7] vers S*. Comme y est & support compact, I'application ¢ — a$ est
donc continue de [0; 7] vers S”, pour tout € R. Elle est en particulier continue de [0; 7] vers
SO ce qui fait que ¢ — Op(a$) est continue de [0; 7] vers L.(H*, H®) et entraine le résultat.
La fonction F' est de plus lipschitzienne en v (uniformément en t), de constante de Lipschitz au
plus sup;cio.ry || Op(a)||ars—#rs. On peut donc appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz, qui
garantit que 1’équation suivante a une et une seule solution maximale :

Ou = F(t,u)
{ u(0) = ug (1)

Montrons que la solution maximale est définie sur tout [0; 7.
La fonction F' vérifie une majoration de la forme :

vie [0;T]  [|F(E0)]] < O+ D]

La norme de u, solution maximale de (1), est donc bornée sur son intervalle de définition (par
le lemme de Gronwall). D’apres le théoréeme de sortie des compacts, cela entraine que u est
définie sur [0; 7] tout entier.

Donc le probleme (1), qui est équivalent a celui qu’on cherchait a résoudre, a bien une et une
seule solution u € C'([0; T, H®).



3. L’application B, : b(z,&) € S° — b(z,&)x(e£) € S° est continue. De plus, la continuité est
uniforme en € : pour toute semi-norme N sur S°, il existe une semi-norme N’ indépendante de
€, telles que :

Vb e S°,  N(B.(b)) < CyN'(b)

En effet, on peut se contenter de traiter le cas ou :

N(b) = sup|939¢b(z, O1(1 + llg])”

pour certains multi-indices «, (.
Supposons qu’on est dans un tel cas. D’apres la formule de Leibniz, 8;"8? [Be(b)] est une
combinaison linéaire de termes de la forme :

7P a7 b(x, €07 (e€)

avec v < f3.
Pour vy =3, on a :

sup(L -+ [[€]]) PPN 02070 (z, €110 x (€] < [[xlloo sup(L + (€105 0 b(, ) (2)

x?é’ $7§

ce qui est une semi-norme de b dans S°, indépendante de e.
Pour v # [, on remarque que (9? “7x(e€) n’est non-nulle que sur B(0,2/¢), ce qui entraine :

1 + 2/6 1B1=1]
1+H§H)

105 (e6)] < 1108 x| (
Donc :
sup (1 + [|el) 12076 2, )12 x(c6)|
x,§
< 108Xl sup 1+ 1P e+ 20102000z, )

< 1108 x| sup (1 + [[€]N"13P 207 b(x, )] (3)
o

ce qui est & nouveau une semi-norme de b dans S°, indépendante de .
En combinant (2) et (3), on obtient bien que, pour tout b, N[B.(b)] est majoré par une semi-
norme de b indépendante de e.

La méme démonstration permet aussi de montrer que B, est continue de S* vers S!, uniformément
en e.

Puisque 2 Re(af) = B.[2Re(a;)] et puisque (2 Re(at))tefo:m est bornée dans S°, on a que 2 Re(a)
est bornée dans S°, uniformément en ¢ et en e.

On admet d’autre part que 'application ¢ € S' — ¢* —¢ € S° est continue. Puisque af = B[a;]
est uniformément bornée dans S' en ¢ et €, (a)* — a§ est uniformément bornée dans S°.

4. C’est un résultat du cours (lemme 5.5). La constante C' ne dépend que des semi-normes de
(af)* — a§ + 2 Re(a$) dans S°; elle est donc indépendante de e.



On applique cette inégalité a u, :

Vt € [0; 7] [|ue(t)] sdT

us < Clluol

wrC [ 1)

Donc, pour tout € :

[ltel[oo < Cfuol HodT

m+clﬁum|

5. Soient €1, €5 tels que €7 < €3. On a :

O(ue, — Ue,) + Op(ag')(ue, — ue,) = Op(a;® — a;' ) (ue,)
(u€1 - uﬁz)(o) =0

Lemme 1.1. Pour tout n > 0, l'opérateur a$ — a; tend vers 0 uniformément en t dans S1*"
lorsque € — 0.

On ne détaille pas la démonstration du lemme : elle est assez similaire a la démonstration vue
a la question 3.
En remplacant s par s — 2 dans 'inégalité de la question 4 :

Hs—2 dt

||UE1 - u62|

T
mzéCAIWMW—¢Wmﬂm
T
Hgm2/|wam
0

— 0 quand €,e5 — 0

< Cl| Op(az? — a;')] prs—2dt

Cela démontre le résultat voulu.

6. Soit fixé un tel o. Pour tout ¢ :

-«

[|ter () = e, )| 5e < Cls = 2, 8)| ey (1) = vey (8)][ o2y () — e ()] |75

ce qui converge vers 0 uniformément en t lorsque €1, e — 0, d’apres les questions 4. et 5.
Puisque C°([0; 7], H?) est de Cauchy, on a donc convergence de u, vers une limite u € C°([0; T, H).
De plus, pour tout € :

Owue = [ — Op(ay)u,

Pour tout n > 0, a$ converge (uniformément en ¢) vers a; dans S lorsque € tend vers 0. Donc la
suite Op(a$)u, = Op(as—as)ue+O0p(ar)(ue—u)+Op(as)u est de Cauchy dans C°([0; T, HO~177).
On peut donc passer a la limite : u € C1([0; T], HO~1~").

En prenant n assez petit et en appliquant ce résultat a o + 7 au lieu de o, cela montre qu’on a
we CH[0;T], Ho1).

7. Comme on I'a dit & la question précédente, Op(a$) converge vers Op(a;) dans S+ uniformément
en t, lorsque € tend vers 0, pour tout n > 0.

Donc Op(a$)u. — Op(a;)u = Op(a$ — a;)u. + Op(a;) (ue —u) tend vers 0 dans CO([0; T], HT '),
De plus, O,u, tend vers O,u dans H°~ 177,



Comme Oyu, + Op(af)ue = f, on peut passer cette expression a la limite et on obtient I’égalité
suivante :

dru+ Op(a)u = f

Il reste & montrer que u appartient en fait a C°([0; 7], H*) N C*([0; T], H*™'). C’est la méme
méthode que dans le cours.

On fixe une suite (f, )nen d’éléments de C°([0; T], H*') (pour un certain ' > s) qui converge vers
f dans C°([0; T], H*). On fixe de méme (ug,)nen une suite d’éléments de H s' convergeant vers
ug dans H®. Pour tout n, on note u, la solution de ’équation hyperbolique associée. D’apres le
résultat qu’on vient de voir, elle est bien définie et appartient & C°([0; T, H*) NC'([0; T, H*™').
D’apres l'estimation d’énergie qu'on a déja utilisée a la question 4., la suite (u,)nen est de
Cauchy dans C°([0; T, H*). Elle converge donc dans cet espace; sa limite est égale & u. Donc
u € CO([0;T), H?).

Puisque dyu = f — Op(a;)u € C°([0; T], H*™1), on a aussi u € C1([0; T], H*™1).

Exercice 2

1. Commencons par démontrer la premiere inégalité donnée en indication.
Pour tous &, 7, [|€ —n|| > [|€]|/2 ou ||n|| > ||£]|/2, & cause de 'inégalité triangulaire.
Dans le premier cas :

(L4 [JEI7)*2 < (L +4)IE = nl|?)?
< (4+4]|€ —nl»)?
= 2°(1+l€ = nl?)®
< 2((L+ 1€ =l + (1 +Inl[*)™?)

De méme dans le deuxieme cas.

Pour I'inégalité de Young, on utilise I'inégalité de Jensen :

ol = / % o] (2)de

)/ ZL‘—t dt
g/(/m(t)]]v(:c—t)\dt)pdx
<ttt [ ([ b = o) o

<l [ 1HOL 0 patan

[l |

= [[ul[Z:[[0l[Zs

dx

On démontre maintenant 1'inégalité demandée.
Pour tout ¢ :

(L+[[E1P)*"ax ol(€) < /Rn(l +[[El1%)* " a(n)] [o(¢ — n)ldn



<2 [ (IR Pal ot = mldr

+2 [ (el =Py Plaml o6 - mlds
=2°(Ux0+axv)

ott Pon note U(€) = (1 + [[€][*)**a(€) et V(€) = (1 +|[€]])**0().
Donc :

[lwvl[sre = [1(1+ [[€][)**av(€)]] 2
1
= Wll(l + [1€]1%)*" 2 o(€)] | 2
28

<
~ (2n)”

(U %02 + [|a+ V[ L2)

~~

< oo (W lsllolls + 1V sl )

= o (el + ol 1)

< gl 1L+ €Y 20l Ll 1L+ 1)~
 ollr 0+ EIRY 22l 211+ 161) "2

SEaa LR R

2. On utilise le lemme 5.5 du cours (celui de la question 4. de l'exercice 1), combiné avec le
résultat de la question 1. (en notant la constante D’ plutét que C) :

t
VE<T  Nfunsa(8)]|ms < Dlluol|ns + D/ [lun (T 11=d
0

t
ot DD’/ g (7)]
0

On en déduit :

e < Dl|uol

sup |[un1(t)]
te[0;7)

2
ws + DD'T ( sup_||uy(t)] H) (4)
te(0;7T)

Dans les égalités précédentes, D est une constante, qu'on peut supposer plus grande que 1. Si
1 —4D?D'T||ug||zs > 0, Péquation suivante a deux solutions sur R :

& = Dl|ug||gs + DD'Tx?

Notons z¢ la plus petite des solutions. Alors, par récurrence sur n, sup;eo.r) ||un(t)||rs < zo.
En effet, c’est vrai pour n = 0 car ||ug||gs < D||uo

Hs S .I‘O



Ensuite, si c’est vrai pour n, c’est vrai pour n + 1 : d’apres I’équation (4),

2
sup |[tn41(t)|| 5+ < Dlluo||s + DD'T ( sup Hun<t)HHs>
te[0;T] te[0;T]

< D||ug||gs + DD'Tx?

:1’0

On a donc démontré que, siT' < m, alors la suite (uy, )nen est bornée dans CO([0; T, H®).

Montrons maintenant que, sous cette condition, la suite (u,)nen est aussi de Cauchy dans

C°([0; 7], H®). On utilise :

at(“n-i—l - un) + Op(at)(un-i-l - un) = u721 —u
(Unt1 — un)(0) =

Toujours avec le lemme 5.5, on obtient :

SUp [t 41(t) = un(£)|| < DT sup |[|(un = tn-1)(un + tn-1)(t)|

t€[0;T te[0;T]
H) ( sup |[|un(t) + up—1(t)] H)
te[0;7T)

< 2z0DD'T' | sup |[un(t) — wn—1(t)||n=
te[0;7

Hs

< DD'T ( sup [[un(t) = w1 (1)

te[0;7T

Or xg < m. Cela se vérifie a partir de I’équation qui définit xq, en écrivant les solutions. Donc
200DD'T < 1 et la suite (supte[O;T] ||t (t) — un(t)H)neN est géométriquement décroissante.
Cela entraine que (uy,)nen est de Cauchy dans C°([0; T, H*).

Le fait que (uy)nen est a la fois bornée et de Cauchy entraine le méme résultat pour 2. On a
alors que dyu,, = u2_, — Op(a;)u, forme aussi une suite de Cauchy, dans C°([0; T], H*™1).
Donc (u,)nen est de Cauchy dans C°([0; T, H*) N C*([0; T), H*™1).

3. La suite (u,)nen converge vers une limite u € C°([0; T, H*) N C*([0; T, H*™1).

On passe 1'équation définissant u,; & la limite dans C°([0; T], H*™') :

O+ Op(ay)u = u?

On a aussi u(0) = g puisque u,(0) = uy pour tout n.
Donc u est une solution au probleme voulu.



