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Exercice 1

1. Puisque V est de classe C', on peut appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz : I’équation
admet une unique solution maximale X € C!(I,R"), o1 I est un intervalle de R contenant 0.
Sur son intervalle de définition, X est C*°. En effet, X’ = V o X donc, si X est de classe C¥, X’
aussi, donc X est en fait de classe C**1.

Montrons I = R. Pour tout t € I :

X' @I =[IVeX®)l <A+ BJIX()]
En posant N(t) = || X(t)|?, on a, pour tout ¢, par Cauchy-Schwarz :
N'(t) = 2(X(t), X'(t))
< 2/X@IHX @)l
< 24| X (1)[| + 2Bl X ()|
<A+ (A+2B)N(t)

On en déduit, par le lemme de Gronwall :

Yt > 0, N(t) < N(0)eA+2B)1 4 (€(A+2B)t _ 1)

A+2B

et donc, si I NRT est borné, N (et donc || X]|) est bornée sur I N R*. C’est en contradiction
avec le théoreme de sortie des compacts.
Donc I n’est pas borné supérieurement. De méme, I n’est pas borné inférieurement : I = R.

2. On utilise le théoreme suivant, vu en cours de topologie, analyse et calcul différentiel.
Théoréme 1.1. Soit f: (t,\,x) € Rx R¥ x R" — f(t,\,2) € R" continue. On suppose que f
est dérivable par rapport a X et x et que d(x ) f est continue en t, \, x.

Soit u la solution mazximale de [’équation suivante.

u(t) = f(t,Au)
u0) = =z

On pose (N, z) = u(t).

Pour tout t, ' est C* en x et X sur son ensemble de définition. De plus, di, »y®' est dérivable

par rapport a t et vérifie :

2dpm® (N a) = daf(t, AN 2))omy + def(t, A, BN, ) 0 0 D(N, )
d()\VI)(I)O()\,]?) = Ty

ou ) RF x R* = RF et m, : R¥ x R® — R™ sont les projections canoniques.



En appliquant récursivement ce théoréme, on montre que, si f est C>, alors ®* est C> en (\, ),
pour tout t.

En appliquant ce résultat & I’équation différentielle de la question 1., on obtient que ®! est de
classe C* pour tout t. Comme ®! o ! = Idgn, c’est un C*®-difféomorphisme.

3. Soit u € C'(R x R",R). Notons v : (t,z) — u(t, ®'(x)). Alors :

0 0 . " t
ot ) = St (@) + (V(@' (@), Voult, ®'(x)))

Puisque ®! est un C*°-difféomorphisme, cela entraine que u est solution de 1’équation voulue si
et seulement si : 5
su(t,z) = 0
v(0,z) = wup(x)
c’est-a-dire que u est solution de I’équation voulue si et seulement si v(t,z) = ug(z) pour tous
t € R,z € R", ce qui est équivalent & u(t,x) = ug o ®~(z).
Exercice 2

1. a) Notons B(z,&) = <_Vvﬁfl()ffg) ) L’équation qu’on considere est la suivante :

y'(t) = B(y(t))
y(0) = (¥)

Puisque b appartient a S*, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout y € R?*" ;

1Bl < (1 +lyl])

On est donc dans le cadre des questions 1. et 2. de Iexercice 1. Ainsi, pour tout (x,&), cette
équation a une unique solution maximale, qui est définie sur tout R et, pour tout ¢, le flot ®°
est un C*°-difféomorphisme.

2. a) Puisque b € S, il existe ¢ > 0 tel que, pour tous z,¢ :
IVab(z, §)]] < e(1 + [[€]])

ce qui entraine :
{ 1] < e+ lE®))
€O =1l

D’apres le lemme de Gronwall, comme dans I'exercice 1, on a pour tout ¢ :

€3Ct -1
3

HE@)1* < [1€(0)]]2e +
En choisissant t; tel que €3t < 4, on a, pour tout t < ¢; :

HE@)] < 2(1 + [[€]])



Sur [0;¢4] :
H H c(L+IEDI) < e(3+2[I€]])

Hs(ﬂ—sugfo

Si on choisit ¢y tel que 3cty < 1/2, on a bien, pour tout t <t :

Donc, pour tout ¢ € [0;t4] :

d
% < e+ 216

1
1€(t) — €l = 5+ Il
b) Par le théoreme qu’on a déja utilisé a l'exercice 1, la différentielle de ®, vérifie I’équation

suivante :
{ 5 lde (95 §] = d@goB(®(2,6)) 0 diwe®'(z,£)
d (l’ g) = IdRZn

c’est-a-dire :
( o (doX'(x, d;Vebo o' (z
ot det(x,

déVbeq)t( f)
—d,Vbo @

3,
(7,8) —deVibo @z, €)
X(d X' (z, f)) de X" (, ))

X =(2,6) de=(,€)
\ (dZE()(iL', ) - IdRQn
et donc :
( B < det(x,f) ngt x, & ) _ ( dxvgbocbt(az,g) <§) dngbo(I)t(QJ,f))
A\ (&) dpEH (2, ©) d&~1:5 — (&) dy Voo ®!(2,8)  —deVibo Yz, )

(gm0 ko)

(O dE (2, €)  deEH(x,€)
< dl‘Xo(ajaf) <€>dEX0($7€)> —  Idwen

L O T dE0%2,8)  deE%(x,¢€) &

C’est le résultat voulu, avec sy = Idg2» et :

C dVhodi () () deVebo i(a,€)
Al 2, 8) = (— () d,Vobo e, E)  —deV,bo Dz, €) >

¢) On procede par récurrence sur |a| + |8|. Pour |a| + |3] = 0, c’est vrai. En effet, la deuxiéme
inégalité est impliquée par la question 2.a). La premiére est triviale.

Supposons maintenant qu’on ’a démontré pour |a| + |3| < k et démontrons-le pour || + 5] =
k+1.

D’apres I'hypothese de récurrence, pour tous «, 8 € N” tels que |a| + (5| < k, il existe Cp 3 > 0
vérifiant :

vt € [0t Vo, &, (0202 Su(x, )| < Ca (€7 )



De plus, pour tous «, 3 tels que |a| + [8] < &, il existe CY, 5 > 0 vérifiant

Vt € [03tg), Vo, & |00 A(t 2, E)|| < CL g () @)

Cette derniere inégalité se vérifie en calculant, par la formule de Leibniz, les dérivées partielles
des coefficients de A(t,.,.) puis en utilisant I'hypothese de récurrence et les deux inégalités
suivantes :

Yo/, B, 3Dy >0,  Vx,& 1059 b(x,€)| < (€)'
et :
1 1 3 1
. - _ < t < Z -
vt € [0sto], Vo, & Sl = 5 < (1%, Il < SlIgll + 3

= Ve [05to],Va, &, (&) < (D'(x,8)) < V3 (&)

—~ DO | =

Pour tous a, g tels que |a|+|f| < k, en dérivant (v, B) fois 'équation de la question précédente,

on obtient :
%éﬁagst(x,f) = R(t,z,8) + At, 2,020/ Sy(,€)
0207 Solx,€) = s

ou sy =sgsiw=p0=0et s; =0 sinon et R(t,z,&) est une combinaison linéaire de termes de
la forme 8;1*0‘/8?_5 A(t,x,ﬁ)@j’@? Si(x, &), avec |o/|+ 0] < |a|+]|5] < k. D’apres les inégalités
(1) et (2), il existe D > 0 telle que :

Vt € [0,t),Va,E €R",  ||R(t,2,)|| < D (&)™

Vu la définition de ), on a aussi ||sj|| < D' (€)™?! (puisque, si 8 > 0, alors s, = 0).
Ainsi, 8?6? S; vérifie les inégalités suivantes :

200005,(x,6)|| < D(&)"m+DH8§§‘8§&($,§)H
[osozso(z. )| < Drig”

Le lemme de Gronwall, appliqué a (§>"B | 8;‘85’3 Si(x, ), entraine 'existence d’une constante D
telle que, pour tous z, & et tout t € [0; %] :

10297 Si(w,€)]| < D (&)™

En calculant explicitement la dérivée (o, 5)-ieme de S; et en utilisant & nouveau ’hypothese de
récurrence, on obtient :

1029 d, X"|| < D' (¢)
1020 de x| < D' (€)1
10207 d,E"|| < D' (¢)1I1*



10207 de=!]| < D' (&)

ce qui démontre I’hypothese de récurrence au rang k + 1.
d) Pour tous multi-indices «, 3, (9;‘35 poo®! est une combinaison linéaire de termes de la forme :

( (a;;’af’po) o cpt) (0mal xL) .. (8;"“"8?“")(;‘&,') (a;&ag'lz;l) (aﬁﬁ’aﬁlﬁ"E;B,) (3)

avec a1 + ... + qo| + aj + ... Fajg = et by + ..+ b + U+ bl =B
Pour t € [0; 1] :

‘(8?/(9?/170) o @t(x,f)} <C <Et(x’£>>r—\ﬁ/| — e <€>T—\ﬁ/|

puisque, comme on I'a vu au cours de la question 2.c), 3 (£) < (E'(z,€)) < V3 (£) si t € [0;t).
Un terme de la forme (3) est donc majoré, grace a cette estimation et a la question précédente,

par :
C (&) P gy Tl gy TPl ()l gy Pl = & gy

Cela démontre qu’il existe £ > 0 tel que :
Vi€ [0:to), Vo, E €RY, 1020 (po 0 @) ()] < E ()

3. On a vu a la question précédente que pgo @' était dans S” pour tout ¢ € [0; ¢], uniformément
en t. Puisque pg o @ € S”, on a aussi que, pour tout t € [0;tg], po 0 DT = (pg o D) o P?
appartient a S”, uniformément en t.

Cela démontre que, pour tout t € [0; 2to], po o ' appartient a S”, uniformément en t.

En procédant ainsi, par récurrence, on montre, pour tout N € N, que py o ® appartient a S”
pour tout ¢ € [0; Nto], uniformément en ¢. Pour Ntq > T, cela implique le résultat voulu.

Exercice 3

1. D’apres le chapitre du cours sur les systemes hyperboliques, S(t, s) est bien défini. Il est de
plus borné sur tout compact de R?, en tant qu’opérateur de L? vers L? (Lemme 6.5 du cours).
De plus, S appartient & CO(R?, L.(L?, L?)) (cela se démontre également & partir du lemme 6.5,
en commengant par la continuité en ¢ au point (0,0)).

Par définition, pour toute u € L? :

aa—f(t, s)u+ Op(a)S(t,s)u =0

et comme S(t,s) = S(—s,—t), on a aussi :

%(t, s)u — Op(a)S(t,s)u =0

ce qui montre en particulier qu’on a S € C*(R?, L.(L?, H™Y)).



Puisque S(0,¢)S(¢,0) =1d :

s s
= (0.)S(t,0) + 5(0.)5>(,0) = 0
s

E(Oat) = S(Ovt> Op(a)

On calcule :

08 03
P/(t) = (1.0 PyS(0,) + S(t, 0 Py (0.1)

— —Op(a)S(t,0)PyS(0,t) 4+ S(t,0)PyS(0,t) Op(a)
= —[Op(a), P(t)]

De phlS, P(O) = S(O, O)P(]S(O, 0) = P().
2. a) On définit le flot ®* comme a Pexercice 2 :

d t ]- Vgal O q)t

%q) ('xaf) - ; (_vxal o Pt
D’apres Uexercice 1., ¢ (¢, z,€) = py o ®7(x,&). D’apres exercice 2., ¢ (¢,.,.) est donc un
symbole de SY pour tout t € R.
b)

57 00(a) + 09(0). 0p(¢”)] = Op ( 74 ) + [0p(a"). Op(¢®)] + [Op(a®). OD(¢”)

ot
= Op (—Hq"") + [Op(a'), Op(¢)] + [Op(a?), Op(¢')]

On a [Op(a®),0p(¢'?)] € Op(S~1), d’apres les résultats de calcul symbolique.
A un élément de Op(SY) pres :

[Op(a'), Op(¢™)] = Op(a") Op(¢"”) — Op(¢'”) Op(a")

1 n 1 n
:OP@M@+;§:%¢@ﬂ@>—OPG@M+X§:@ﬂ®@ﬂQ

j=1

— Op (Hq®)

Donc £ Op(¢”) + [Op(a), Op(¢®)] € Op(S~).

3. a) La fonction §(~Y est bien définie et vaut ¢\=V(s,t,2,&) = —b"V (s, =) (2, £)).

De plus, ¢~V (t,z,¢) = f(f GV (s,t,2,¢)ds. En effet, en dérivant, on vérifie que ¢~ est bien
solution de I’équation. De plus, la solution est unique (car si deux solutions existent, la différence
est solution d'une équation de transport avec condition initiale nulle donc, d’apres 'exercice 1,
est nulle).

D’apres I'exercice 2, ¢ (s, t, ., .) appartient & S~ pour tous s, (de maniere uniforme sur tout
compact de R?). Donc, par les théoremes de dérivation sous le signe some, ¢~V (¢, .,.) aussi,
pour tout ¢ (et uniformément en ¢ sur tout compact de R).



b) De la méme fagon qu’a la question 2.b), on a, modulo un élément de Op(S—2) :

%Op( V) + [Op(a), Op(¢~")] = op(gt ))+[Op(al),op(q(‘”)]+[Op(a<°)),op(q(—1))]

— Op (%q(‘”) + [Op(a'), Op(g™")]

o((30)¢)

= —Op(b'™")
En combinant ce résultat avec celui de la question b :

%Op( +¢Y) + [Op(a), Op(¢@ + ¢'"V)] € Op(S~2)

4. En utilisant la méme méthode qu’a la question 3., on montre par récurrence sur n qu’il existe
(¢ (t,z,€))nen une suite telle que :
- Pour tout n, q ) € Cl(R S~ )

- Pour tout n, 5 Op( )+ ... +q) + [Op(a), Op(q® 4 ... + ¢=™)] € Op(S~—+1).
- ¢"(0,2,6) =0sin > 1.

Lemme 3.1. Il existet € R — ¢ € S° une fonction de classe C' telle que, pour toutt € R :
~ (=n) —q ~ —g=n
g~ ¢, et Qt Zdtq
neN
et telle que gy = po.

Démonstration. On reprend le schéma de la démonstration de 'exercice 1 du TD 4. On ne
donne ici que les grandes lignes; les détails sont les mémes que dans le TD 4.

On fixe x de classe C* valant 1 sur B(0,1) et 0 sur R* — B(0, 2)

Il existe une suite €, — 0 telle que, pour tous «, 3, IV, si on pose qt (x €) = (1—x(€,6))q™(t, 2, €),
on a, pour tout n assez grand :

Ve.6, Vi€ [-NiN], 10000 < (L iy
vag wel-NNL | (00| < gk

On peut de plus prendre €5 = +00, c’est a dire qt (x, €) =qO(t,z,6).

On pose ¢ = Y, cn qt( "), Par convergence uniforme de la série et de ses dérivées (d’ordre
quelconque par rapport a x et £ et d’ordre au plus 1 par rapport a t), il s’agit d’une fonction
Clentet C®en ¢

Pour tout ¢ et pour tout n, ¢ — Z]m qt ) e g tqt — ZKH dth,g e g,



Ent=0:
qo(x, ) =Y (1= x(a))g"(0, 2, ¢)

neN

= (1 - x(0€))g"”(0,,€)
= q( (0,1’,5)
= po(z,§)

]

En définissant ¢; comme dans le lemme, on a, pour tout n, pour un certain R, € Op(S~"*+Y) :

57 0v(a) + 09(). 0p(a)] = O  F1a:) + [Op(a). Op(ad)]
= Op(2 (g™ + - +4=)) + [Op(a), Op(g® + . +¢)] + R,
= Op(b~"*"V) + R,
€ Op(S~"*Y)

Puisque c’est vrai pour tout , 2 Op(g:) + [Op(a), Op(¢:)] € Op(S~).
De plus, le lemme affirme qu on a qo(z, &) = po(x, §).

Enfin, on a, pour tout t, ¢, — ¢V (t,.,.) € S~L. Puisque ¢ (¢, z,£) = po(®~*(,£)), toutes les
conditions voulues sont donc verlﬁees

5. Soit s € R quelconque. De méme qu’a la premicre question, t — S(¢,0) € C°(R, L.(H*, H*))N
C'(R,L.(H®, H*™")). On a de plus vu qu’on avait 45(¢,0) = — Op(a)S(t,0).

D’apres la question 4., t — Op(q;) € CH(R, L.(H?, H?)).

Pour toute f € H?, I'application L : t — S(¢,0) Py f —Op(g:)S(t,0) f est donc dans C!(R, H*™1).
De plus :

z4>:—omm&um%f—%«mmm (4,0) + Op(a) Op(a)S(1,0)f

= —Op(a)S(t,0) R f — (Op(re) — [Op(a), Op(¢:)]) S(£,0) f + Op(ge) Op(a)S(t, 0) f
= —O0p(a)S(t,0)Pyf + Op(a) Op(q)S(t,0)f + Op(ry)S(¢,0) f
= —Op(a)L(t) + Op(r:)S(,0)

On en déduit que L € C*(R, H*™') vérifie :

{L’<t>+0p(a>L<t> — Op(r)S(t,0)f
L(0) = Pyf —Op(go)f =0

Soit T' > 0 quelconque. D’apres le cours (lemme 6.5), il existe C' > 0 (indépendante de f) telle
que, pour tout t € [-T;T] :

[IL(#)]

Hs—1 dT

T
s <C / 110p(r)S (.00



Ainsi, pour tout r € R :

T
1S(£,0)Pof — Op(ge)S(t, 0)f]|mremr < C / 1| Op(r)S(7, 0) || oo dr
-T
<207 sup 1000t sup 1S(r,0)
T

TE[-T;T] TE[-T;

fl

Hr—H" H"

Cela démontre que, pour tout ¢, S(t,0) Py — Op(q;)S(t,0) définit, sur H” N H*® muni de la norme
|||+, un opérateur continu vers H*~!. Puisque, de plus, cet opérateur est défini sur tout H”
et continu de H" vers H", on en déduit qu’il est continu de H" vers H*~!.

On a donc montré que, pour tous r, s et pour tout ¢, S(t,0) Py — Op(g;)S(t,0) est un opérateur
continu de H" vers H*~!. Donc, pour toute f € H~*, pour tout ¢, S(¢,0)Pyf —Op(q;)S(¢,0)f €
H*~! pour tout s, c’est-a-dire qu'on a S(t,0)Pyf — Op(q;)S(¢,0)f € H™.

Si fe H, S(0,t) € H™* donc ce résultat entraine également qu’'on a S(t,0)F,S(0,t)f —
Op(q:)f € H™ pour tout t et toute f € H~°.



