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La théorie des nombres est un domaine qui ne se présente pas, trés vaste et
comprenant une foule d’objets provenant de tous les horizons mathématiques. J’ai
voulu rendre compte de cette diversité tout en restant concis. Pour cela, j’ai pris
un probléme trés précis dont I'énoncé est relativement simple. Dans le cours de sa
résolution, j’introduirai quelques grands objets de la théorie des nombres, illustrés
par des remarques ou exemples ou théorémes.

1 L’énoncé du probléme

Je vais tout d’abord introduire succinctement les notations et définitions pour
pouvoir énoncer le théoréme de [Duk88| dont je propose de donner les idées de la
preuve. Je reviendrai ensuite longuement sur chaque concept un a un.

On note $H:= {z = x + iy,y > 0} le demi-plan de Poincaré. On note I' le groupe

SLy(Z) = {y = ( CCL Z ) ,a,b,c,d € Z,ad—be = 1}. Il agit sur $) par homographies

vz = %. On note X = SLy(Z)\$ lespace des orbites. On peut représenter un

"domaine fondamental’ pour cette action. L’espace $ est muni d’une forme volume

d’;gy invariante par ’action de I'. Elle engendre une mesure naturelle sur X, notée pu

(on peut la voir sur un domaine fondamental comme la restriction de d";;ly). X est

de mesure finie : p(X)=Z=nr—-2 -2 — 0 (par la formule de Gauss-Bonnet).

D’un autre coté, D désignera un ’discriminant’ (ie D € Z — {0} D = 0, 1[4]),
fondamental (si D = f2D’', f € Z, D' discriminant alors D = D'), négatif (D < 0).
On définit ’ensemble des points de Heegner Hep C X comme 'ensemble des racines
de polynomes quadratiques a coefficients entiers de discriminant D. C’est a dire
Hep = T\{7 € Htq Ar> + Br + C = 0 ou B> —4AC = D, A,B,C € Z}. Le
cardinal h(D) de Hep, appelé le nombre de classes est fini.

Théoréme 1 (Duke 1988). Les points de Heegner Hep s’équidistribuent dans
l’espace X pour la mesure hyperbolique p lorsque D — —o0.
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De maniere plus précise, on a pour tout ouvert ) assez régulier de X,

% _ %M(Q) +0(|D[™)

D’autres critéres d’équidistributions (’sommes de Weyl’) seront discutés au milieu
de la partie 7.

2 La géométrie de I'\H

Le quotient I'\ $) est un espace qui joue un role central dans de nombreux sujets
en mathématiques, pour lesquels je ne vais pas tenter de donner une liste. [Shi,
chapitre 1 est une bonne référence. Pour comprendre les domaines fondamentaux,
on peut aussi lire [Kat92|, plus expansif mais pas toujours rigoureux. Une des raison
de la richesse est que le demi-plan de Poincaré est un revétement universel a la fois
pour les courbes holomorphes (ou surfaces de Riemann) et les surfaces munies d'une
métrique riemannienne. Développons quelques aspects des deux géométries :

Point de vue complexe : En tant qu’ouvert de C, $ est une surface de Rie-
mann. Son groupe d’automorphisme est PSLs(R), les homographies. L’action de
PSLy(Z) C PSLy(R) par automorphismes holomorphes est discontinue (les orbites
ne s’accumulent pas), ce qui permet de munir X d’une unique structure de surface
de Riemann. La théorie des courbes elliptiques sur C permet de construire I'invariant
modulaire 7 qui est un isomorphisme de X sur C.

Point de vue riemannien : § est muni d’'une métrique riemannienne w. La

forme volume associée est %. Son groupe d’automorphismes directs est encore
PSLy(R). L’action de I', bien que discontinue n’est pas libre (parce qu’il y a des

points fixes comme 7 par ( _01 (1) ) et p= _1+TZ\/§ par ( (1J _11 )), et on ne peut

donc transporter la métrique riemannienne sur X qu’en laissant 2 singularités, en
les images de i et p, de degré respectifs 2 et 3. Cela n’empéche pas de définir une
mesure volume sur X notée p. En 1’co, on a une pointe’.

Les deux géométries ont des comportements différents, mais aussi intimement
liés. Les singularités riemanniennes ne se voient pas dans le cas complexe. La pointe
qui correspond en géométrie riemannienne & un ‘rétrécissement’ des distances cor-
respond & enlever un point & la courbe holomorphe compacte P'(C). L’opérateur
de Laplace-Beltrami associé¢ a la métrique riemannienne s’écrit A = y2(§—; + 88—;2),
tandis que % = %(a% +z'a%), donc l'opérateur A est 'proportionnel en chaque point’ &
Popérateur 00. On est souvent amené a calculer des intégrales le long de géodésiques,
tandis que I’holomorphie d’une forme différentielle permet de déformer le chemin.

Les formes automorphes (cf plus loin) sur I'\ §) se divisent en deux catégories : les
formes modulaires qui sont holomorphes et les formes de Maass, fonctions propres
du laplacien qui sont proches de la géométrie riemannienne. Ce n’est donc pas tout
a fait un hasard si dans la résolution du théoréme, ot le volume joue un réle certain,
les formes de Maass soient utilisées.



3 Corps quadratiques

Il y a beaucoup de livres de théorie algébrique des nombres. Pour les corps
quadratiques, on peut donner des définitions trés explicites ce que je vais m’efforcer
de faire dans ce paragraphe, en suivant Don Zagier (cours 2004-2005 & 1'Ecole).
On peut aussi consulter [Zag81| (en allemand). Le lecteur qui voit ces définitions
pour la premiére fois peut essayer de démontrer les propriétés avant de consulter la
littérature.

Un discriminant est un entier D non nul et congru & 0 ou 1 (mod 4). Le discri-
minant est fondamental si D = f2D’ implique D = D’. Les ensembles suivants sont
en bijetion canonique :

— Les extensions quadratiques K/Q.

_ Qx /@XQ.

— Les discrimants fondamentaux D.

— Les caractéres de Dirichlet xp réels, c’est a dire a valeurs 1 ou -1.

Les liens sont K = Q(v/D), D = disc(K), xp = ( b ) symbole de Kronecker, xp

primitif modulo D. (La construction du caractére xp est importante, liée a la loi de
réciprocité quadratique).

Un ordre est un anneau qui est un Z-module libre de type fini. Un ordre de K
est un sous-anneau qui est un réseau. On a la bijection canonique entre les objets
suivants :

— Les ordres Op des corps quadratiques.
— Les discriminants D.

Le lien est Op = {@, a = bD[2]}. En particulier, Ox=0gsc(x)=0rdre maximal
de K=anneau des entiers.

Un idéal entier de K est un idéal de Ox non nul. Un idéal fractionnaire de K est
un Z-réseau de K qui est un Og-module. Un idéal engendré par un élément est dit
principal. On définit le groupe des classes d’'idéaux C1(Q(v/D) = CI(D) comme le
quotient du groupe des idéaux fractionnaires par le groupe des idéaux principaux.
On dit aussi que les idéaux A et AA sont équivalents. Le théoréme de Dirichlet

affirme que le nombre de classes (D) = h(Q(v/D) = |CI(D)] est fini.

Introduisons maintenant les fonctions L des corps quadratiques ainsi que la
formule de Dirichlet. La fonction zéta de Dedekind du corps K est définie par
Ck(s) == > Na® = ((s)L(s,xp) ou L(s,xp) = Z XDS") est la série de Diri-

a entier
chlet attachée au caractére xp. La norme peut étre deﬁme par (Na) = ada ou par

Na = [a : Og]. Pour un idéal principal : N(a) = Nggo (= |a* pour D < 0).
La théorie de Hecke donne le prolongement de (x en une fonction méromorphe de
C avec un unique pole simple en 1, une équation fonctionnelle et une formule pour
le résidu. Dans le cas des corps quadratiques, on peut prolonger L(s,xp) et  par
la formule de Poisson, et ’expression du résidu porte le nom de formule de Dirichlet :
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BELR(D)  siD>0

Ress—1Cx = L(lv XD) -

2r_p(D) siD <0

wpA/|D]

ou€p = W > 1 est I'unité fondamentale définie comme la plus petite solution
de léquation de Pell 2% — Dy?% = 4 ou comme générateur du groupe cyclique des
unités : O = {£1} X €% ; wp est le nombre de racines de I'unité : w_3 = 6,w_4 = 4
et wp = 2 sinon. La série L(s, xp) est une fonction entiére. Pour I'équation fonc-
tionnelle, on note § = 0,1 la parité de xp : (—=1)° = xp(—1) = sgn D et L*(s) =
(H)gf(iz‘s)L(s,XD). Alors L*(s) =i 022 L*(1 —s) olt gy, = D xp(a)e® ™o
" \/ﬁ a(modD)
est la somme de Gauss, VD si D > O, i\/|D] si D < 0 (que le module soit /]D]

est évident et I'argument fut calculé par Gauss).

4 Points de Heegner

A partir de maintenant, on supposera toujours que D < 0. Pour montrer I'impor-
tance des points de Heegner j’ai choisi de donner deux définitions assez différentes.

La plupart des énoncés du paragraphe précédent ont été formulé par Gauss,
motivé par le point de vue des polynomes quadratiques a coefficients entiers. Les deux
points de vue sont équivalents. Donnons la bijection fondamentale entre le groupe
des classes Cl(D) et 'ensemble des classes d’équivalences de polynomes quadratiques
a coefficients entiers de discriminant D définis positifs, modulo I'action de SLy(Z).
Cl(D) 2 {Az? + Bxy + Cy* ou A,B,C € Z,A > 0,D = B? — 4AC}/SLy(Z).
L’action de I' sur les polynomes est par composition : P.y = P o~y. La bijection est
donnée en associant & un idéal fractionnaire a = Za + Zf le polyndéme N(%ngﬁ)
On peut noter que dans cette bijection le membre de gauche est un groupe tandis
que l'autre membre est a priori seulement un ensemble. Cette loi de groupe sur les
polynomes s’appelle la loi de composition de Gauss. (Trés récemment des exemples
de bijections de ce type ont été découverts en dimension supérieure.).

En prenant la racine du polynéme qui se trouve dans le demi-plan de Poincaré,
on trouve une bijection avec I’ensemble des points de Heegner Hep = I'\{7 € 9 tq
A? + Bt +C =0 ou B> —4AC = D, A, B,C € Z} définis dans le préambule. Le
nombre de points de Heegner est donc bien aussi le nombre de classes.

Donnons une autre construction plus conceptuelle : X est aussi une variété algé-
brique qui peut étre définie comme espace de modules pour les courbes elliptiques.
Les points 7 € X sont en bijection avec les courbes elliptiques sur C, (Z7 + Z)\C.
Les points de Heegner correspondent alors aux courbes elliptiques & multiplication
complexe par Op. (En effet avoir multiplication complexe par Op revient a dire
que Z1 + Z est stable par Op, donc un idéal fractionnaire. De plus 1'équivalence
des idéaux est identique & une homothétie de réseaux qui donne la méme courbe
elliptique).



5 Le probléme de Gauss

Pour que des points s’équidistribuent, il faut tout d’abord qu’il y en ait beaucoup !
Cette question a été explicitement posée par Gauss dans le language des formes
quadratiques :

Conjecture (Probléme de Gauss). Le nombre de classes h(D) tend vers linfini
avec |D].

Pour D > 0, la conjecture n’est pas résolue, et on n’est toujours pas certain qu’il
n’y ait qu'un nombre fini de corps quadratiques réels d’anneau d’entiers principal.
Cela est di au terme Inep. Pour D < 0, les preuves de ce résultat constituent une
avancée majeure dans 'arithmétique du XXieme siecle. J’aurai pu prendre cette
histoire comme sujet de ce mémoire, mais je pense qu’elle est déja parfaitement
résumée dans [Oes88]. Citons seulement deux théorémes majeurs (nous n’utiliserons
que le premier pour notre probléme) :

Théoréme 2 (Siegel, 1935). Lorsque D tend vers —oo, Inh(D) ~ $1n|D|. De
manicre équivalente, h(D) >, |D|27¢, pour tout ¢ > 0 (la minoration de h est
classique).

Rappelons que la notation de Vinogradov >> signifie O. Ainsi, pour tout € > 0,
il existe une constante C, telle que h(D) > C.|D|27¢. La preuve de ce théoréme est
trés courte et je conseille vivement au lecteur de lire I'article original de Siegel dans
[Sie] (bien qu'il soit en allemand).

Pourtant, ce théoréme ne résout pas parfaitement le probléeme de Gauss. Pour-
quoi ? La constane C. est ’ineffective’! En francais, cela veut dire que la preuve de
Siegel ne donne aucun moyen de trouver C,, méme pour un ¢ fixé (disons 0.4). Il
faut lire Siegel pour comprendre pourquoi. Ceci explique I'existence du théoréme
suivant (la borne est bien plus faible), dont la preuve est un trés grand achévement
des mathématiques modernes :

Théoréme 3 (Goldfeld et Gross-Zagier, 1985). Pour tout € > 0, on sait calculer
une constante C. telle que h(D) > Cc(In|D|)*~¢ pour tout D < 0.

6 Formes automorphes, références

La théorie des formes automorphes est essentielle dans 'arithmétique moderne
et est au coeur de la plupart des travaux du XXiéme siécle. Dans ce paragraphe,
je donne quelques repéres bibliographiques. En effet, depuis les fameux travaux de
Langlands, la littérature est trés abondante mais difficile & lire pour un non spé-
cialiste. D’ailleurs si vous demandez a des gens ce qu’est une forme automorphe,
vous aurez autant de définitions que de personnes interrogées. J’espére ainsi éviter
au lecteur les difficultés bibliographiques que j’ai rencontrées au début.

Les formes automorphes les plus connues sont les 'formes modulaires’. Les 'formes
automorphes sur GL,’ sont formées des "formes modulaires’ et des 'formes de Maass’.
Il y a deux formalismes pour traiter des formes automorphes en général.
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Le premier, classique, consiste a considérer des fonctions sur le demi-plan de Poin-
caré invariantes par une action d’un groupe d’automorphie (par exemple SLy(Z)).
Pour étudier les formes modulaires, la référence est [Shi|. Pour une étude des formes
de Maass, lire [Iwa02].

Le second formalisme se fond dans la 'théorie des représentations’. Il permet
de considérer des 'formes automorphes sur GG’, ot GG est un groupe algébrique assez
général. La question clé est de décomposer I'action réguliére par translations a droites
d'un groupe G sur sur un espace de fonctions sur G invariantes & gauche par un
sous-groupe discret. Les deux livres historiques [GGPS] et [JL70] sont excellents, trés
longs, mais je pense assez difficiles a lire lorsqu’on ne sait pas ot on va, en particulier
lorsqu’on connait uniquement le premier formalisme. De plus ils ne traitent que le cas
de GLs. Le livre récent [CKMO04| donne en quelques pages les définitions rigoureuses
et l'articulation des théorémes principaux dans le language actuel. Il y a aussi les
références précises pour comprendre les preuves ensuite.

Il reste le lien entre les deux formalismes qui est assez négligé dans la littérature,
considéré acquis pour la conscience collective. Je trouve pourtant que c’est le point
crucial et qu’il mérite d’étre clarifié au maximum. Le seul livre que je connais a ce
sujet est [Gel75], que je conseille vivement.

7 Formes de Maass, théoréme spectral

Les formes de Maass sur I'\$) = X seront les seuls exemples de formes auto-
morphes considérées dans cet exposé. Ce sont des objets intimement liées a la struc-
ture riemannienne de X. On peut voir le théoréme spectral comme un théoréme
d’analyse pure, appartenant au domaine des EDP. Bien que son énoncé soit naturel,
sa démonstration est subtile, et s’il s’avére si puissant en pratique c’est sans doute
parce que les étapes de sa preuve contiennent déja des estimées non triviales, surtout
en ce qui concerne les séries d’Eisenstein. (Voir [Iwa02| pour un exposé impeccable).
Le contenu arithmétique qu’on pense (programme de Langlands) étre aussi riche
que pour les formes modulaires est encore trés méconnu. Ainsi, le théoréme spec-
tral assure l'existence de beaucoup de formes de Maass, mais on est incapable d’en
construire explicitement (& quelques exceptions qui se comptent sur les doigts de la
main).

Une forme de Maass parabolique est une fonction u sur X fonction propre du
laplacien qui décroit trés vite en 'oco. C’est & dire que u : $ — C vérifie :

1. u(yz) =u(z) Vz € H,Vy e T.
2. —Au=s(1-s)uouse s +iR
3. une condition de croissance a ’oo (unique pointe de X).

Une forme de Maass est lisse. On a une notion de développement de Fourier en x.
Le spectre de A est discret et on note (s;) 'ensemble des 'parameétres spectraux’
comptés avec multiplicités. Les espaces propres sont deux a deux orthogonaux.
D’un autre coté, on va définir les séries d'Eisenstein F(z, s), pour s € C. Les deux
premiéres conditions, prises indépendament sont trés facilement satisfaites. Pour 1.,

6



il suffit de prendre une fonction X — C. Pour 2. on peut prendre y®, mais qui n’est

(1) 1( )} =: I',. Pour concilier les deux,

I'idée naturelle est alors de former la série d’Eisenstein :

E(s,2) = Z Im(vz)* = y° Z lcz 4 d| 72

’Yeroo \F cAd=1

invariant que par les translations v €

La série converge absolument pour Re s > 1, et a s fixé, la somme vérifie 'auto-
morphie 1. et 'équation 2. Cependant elle a une croissance polynomiale a 1'co et
ne satisfait pas le point 3, ce qui est normal car il n'y a pas de formes de Maass
paraboliques de paramétre spectral s & % +R.

La théorie des séries d’Eisenstein affirme qu’elles ont un prolongement méro-
morphe en s & tout le plan complexe, avec une équation fonctionnelle et un unique
pole en 1. Les points 1. et 2. restent satisfaits par un argument de prolongement ana-
lytique. On a Res,—1 E(s, z) = 2 = u(T'\$) (indépendant de z). Il faut faire attention
que E(s,.) n'est jamais dans L? méme pour Re s = % (elle est seulement dans L').
Les séries d’Eisenstein sont orthogonales aux formes de Maass paraboliques pour

tout s.

Théoréme 4 (théoréme spectral). L’espace L*(T\$) se décompose en somme
directe et intégrale directe orthogonales :

.
J R

ot uj; est une famille orthonormée de formes de Maass paraboliques.

(La notion d’intégrale directe est délicate et on peut y penser par analogie a
la transformée de Fourier qui serait une version continue des séries de Fourier, en
écrivant L?(R) = [ Ce*™=dt ).

R

Voyons maintenant comment appliquer ce théoréme a notre probléme d’équidis-
tribution initial. Cela demande des principes ’classiques’ d’analyse. Ils sont systé-
matiquement négligés dans la littérature car 'techniques’. Voici un moyen propre de
les traiter rigoureusement et avec peu de calculs.

Rappelons tout d’abord des faits du cours de probabilités, valables pour X assez
régulier (variété par exemple).

Proposition. Les 8 assertions suivantes sont équivalentes :
Les points Hep s’équidistribuent dans X pour la mesure fi.
La suite de mesures %,LLD = > de converge étroitement vers %u.

~ h(D
( )eEHeD

Pour toute fonction f continue bornée, [ fdup tend vers [ fdpu.
Pour tout owvert U de X, liminf up(U) > u(U).
Pour tout fermé F de X, limsup up(F) < p(F).
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Pour tout borélien B dont la frontiére est de mesure nulle (1(0B) =0), pup(B) tend
vers pu(B).

Pour toute fonction f continue bornée, [ fdup tend vers [ fdu .
Pour toute fonction f continue a support compact, [ fdup tend vers [ fdpu.

Dans le cas ou X = R%, on peut aller plus loin et montrer 1’équivalence avec la
convergence simple de la transformée de Fourier des mesures (théoréme de Levy).
Dans le cas ou X = R, on peut montrer I’équivalence avec la convergence simple vers
la fonction de répartition aux points de continuité. Dans le contexte de 1’équidistri-
bution sur R/Z le théoréme de Lévy correspond aux sommes de Weyl >~ e2imkun Par

extension, on appelle aussi 'sommes de Weyl’ ces sommes dans d’aut;es contextes,
c’est a dire pour d’autres espaces X.

Ainsi, pour obtenir nos sommes de Weyl pour I'\ §), on décompose notre fonction
f continue a support compact a I'aide du théoréme spectral. Le terme principal
provient de la fonction constante 1 qui donne bien % S « /et il s’agit de majorer
les restes. Pour la convergence, on sait ([Iwa02]) que la décomposition spectrale de
f converge trés vite car f est a support compact. On peut alors appliquer Fubini
a condition de controler uniformément les coefficients par rapport au paramétre
spectral. (ainsi dans le théoréme suivant, <, et <, correspondent en fait a < [t|4,
mais je ne l'ai pas écrit pour ne pas alourdir les notations pour la suite). Il s’agit
donc de prouver :

Théoréme 5. Pourt € R, on a, lorsque D — —o0 :

1 1 1
. _1_+E
m E E(§+'Lt,€) <<e,t |D| 6 — 0

e€cHep

Si u est une forme de Maass parabolique, on a :

1

Dy 2 ) e [DIHH =0

e€Hep

Les parties 8. et 9. sont consacrées a la preuve du théoréme pour les séries
d’Eisenstein. Dans la partie 10. on explique la deuxiéme majoration ou les outils
sont beaucoup plus élaborés bien que suivant un chemin analogue.

8 Une formule de Hecke

Une difficulté dans la premiére somme est que les valeurs E(% + it,e) ont été
obtenues de maniére indirecte par prolongement analytique de s. Pourtant, la série
E étant trés explicite, on va pouvoir ‘calculer’ chaque valeur. Rappelons (paragraphe
3) que les points de Heegner sont en biection avec le groupe des classes d’idéaux, Cl.
On note e4 le point associé a la classe A € Clk. On introduit aussi la fonction zéta
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partielle : C(x(s) = > (k(s,A) avec (k(s,,A) = >, Na* On a la formule
AeCli aentier €4
classique due a Hecke :

E(57 6A) - w2|512 Q(QS)_ch(S, A)

La démonstration utilise les formules mentionnées aux paragraphes 3 et 4, et je
laisse au lecteur le plaisir de démontrer cette jolie formule. (C’est un parfait exercice
pour vérifier qu’on a assimilé les concepts). En sommant sur les classes d’idéaux, on
obtient donc :

S Blse) = UPE(20) ()

e€cHep

Remarque: En prenant le résidu en s = 1, on retrouve la formule de Dirichlet.

9 Bornes de sous-convexité, borne de Burgess

Grace a la formule du paragraphe précédent, on voit qu’il s’agit de majorer la
valeur centrale L(% + it,xp) en fonction de D (’centrale’ car au centre de I’équa-
tion fonctionnelle de la fonction L). Soulignons le fait que les valeurs centrales sont
les valeurs les 'moins accessibles’ d’une fonction L. En effet, le domaine de conver-
gence absolue se situe pour Re s > 1 et ’équation fonctionnelle permet d’avoir une
expression pour Re s < 0. Ce sont aussi les valeurs les plus intéressantes !

Premiére idée : Par sommation d’Abel, on peut voir que le probléme est & peu
prés équivalent & majorer 'une somme de caractére’ Y x(n). C’est un probléme

n
crucial en théorie analytique des nombres. Citons le tres célebre :

Théoréme 6 (Polya-Vinogradov). Soit x un caractére de Dirichlet (mod q), non

trivial. Alors :
S ) <6ygng

née€intervalle

Ce qui est trés beau dans ce théoréme est que la majoration est indépendante
de la longueur de l'intervalle de sommation. En calculant, on voit que cela permet
de trouver la borne L(3 +it, x) < It|q2. Avec la formule de Hecke et le théoréme de
Siegel, on obtient donc (rappelons que xp est un caractére primitif modulo |D| = q)
ﬁ eg{:eD E(5+ite) < |D|27. On est donc trés loin d’avoir montré que I'expres-
sion tendait vers 0. Cela est d au fait que le théoréme de Polya-Vinogradov ne
donnne plus une borne satisfaisante losque la longueur de I'intervalle de sommation
est petite.

Deuxiéme idée : On utilise ce qu’on connait des propriétés analytiques de L(s, ).
Rappelons le fait suivant d’analyse complexe (application du principe du maximum) :

Théoréme 7 (Principe de Phragmén-Lindel6f). Soit L(s) une fonction holo-
morphe dans une bande verticale 01 < Re s < 03, 4 croissance modérée L(s) < elsl”

9



Alors les magjorations L(s) < (C(1+[t]))* pour s = o9 + it et L(s) < (C(1+|t]))™
pour s = o1 +it impliquent la magoration dans toute la bande L(s) < (C(1+[t]))*),
ou a est la fonction affine valant ay en oy et ay en os.

Ce principe est aussi appelé "principe de convexité’, car en pratique, lorsqu’on
a un exposant a(o) pour certaines valeurs de o, on sait alors qu'on peut étendre
a en prenant son enveloppe convexe. Dans la suite, on fera un trés léger abus en
remplacant le 1+ |¢| par |¢|, bien que ce ne soit pas parfaitement rigoureux lorsque
t s’annule.

Pour notre fonction L(s,x), on sait qu’elle converge absolument pour o > 1
et on peut prendre a(o) = 0,C fize pour ¢ > 1 + €. En utilisant I’équation fonc-
tionnelle et la formule de Stirling, on voit qu’on peut prendre a(c) = % —o0,C =

lgl pour ¢ < —e. On trouve donc L(3 + it,x) < (|tlg)1+e, la constante étant
uniforme en x et t. On 'appelle 'borne de convexité’. Cela permet de trouver 'es-

timation ﬁ g{: E(3 +it,e) < |D|°. Malheureusement, cette expression ne tend
ecHep
pas vers 0 & cause du +e.

Remarque: On peut améliorer I’argument précédent avec des majorations un peu

moins brutales, et montrer que 'ona | L(3 + it, x) < (|t|g)* | comme borne de convexité.

Cela suffit pas car il reste un € dans le théoréme de Siegel.

On a échoué a un € pres, et ce phénomene est trés courant en théorie des nombres :
La borne de convexité est aussi la meilleure borne qui ne résout pas le probléeme
arithmétique !

Lorsqu’on trace la fonction a, on aurait envie de prolonger les deux droites. C’est
la conjecture de Lindelof généralisée.

Conjecture (Lindelof). On a L(5 +it, x) <. (|t|q)*.

I1 va sans dire qu’elle est largement suffisante pour résoudre notre probléme. Elle
est une conséquence de 'hypothése de Riemann pour les fonction L(s, x), bien que
les calculs soient assez fastidieux.

troisiéme idée : On a vu que la borne de convexité s’obtient assez facilement
a partir des propriétés analytiques standardes de la fonction L. C’est cela qui est
génant : on n’a pas utilisé la structure arithmétique du caractére y. Burgess a dé-
montré, dans le cadre des courtes sommes de caractére (premiére idée), la borne
célébre suivante :

Théoréme 8 (Burgess, 1962). On a la borne suivante, valable uniformément pour
tout caratere primitif modulo q et tout t € R :

1
L(g +it,x) < |tgT T

On peut remarquer que la borne est légérement moins bonne en |¢|, mais notre
probléme avait justement besoin de la majoration en fonction du niveau q¢ = |D|.
On appelle ce type de bornes qui améliorent ’exposant de la borne de convexité,
‘une borne de sous-convexité’. La démonstration est difficile et utilise les conjectures
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de Weil pour les courbes algébriques. Elle achéve la démonstration de la premiére
partie du théoréme.

Donnons quelques remarques générales sur les bornes de sous-convexité. Tout
d’abord terminologique : par analogie, les majorations de quantités qu’on obtient
avec des moyens 'rudimentaires’ sont aussi appelées bornes de convexité, méme si le
principe de Phragmeén-Lindel6f n’intervient plus. Nous verrons dans le paragraphe
suivant ’exemple des coefficients de Fourier d'une forme de Maass. (ici, le 'moyen
rudimentaire’ est tout de méme la borne de Weil pour les sommes de Kloosterman!).
Depuis relativement peu de temps, on s’est rendu compte que non seulement les
bornes de sous-convexité résolvent beaucoup de problémes arithmétiques, mais on est
aussi parvenu a en démontrer dans une foule de cas. La démonstration est toujours
délicate et intéressante. On peut certes dire que ces bornes sont conséquences de
la conjonction de I’hypothése de Riemann généralisée, la conjecture de Ramanujan-
Peterson généralisée et des correspondances de Langlands. Seulement, on est loin a ce
jour de comprendre ces grandes conjectures, et les démonstrations de conséquences
non triviales donnent une idée de leurs difficultés; on peut aussi espérer que les
techniques développées dans les preuves soient des clés de leur résolution.

10 Le cas parabolique

La majoration pour les formes de Maass paraboliques est beaucoup plus délicate.
Elle suit tout de méme un shéma analogue.

La formule de Dirichlet est remplacée par un 'Maass’ lift’ pris dans un cas trés
particulier. L’article original de Maass, [Maa59| a été oublié pendant longtemps,
sans doute a cause de la difficulté des calculs. Toutes ces formules sont des exemples
de 'périodes de formes automorphes’, dont la théorie est encore en développement
(voir les cours de Don Zagier au collége de France). Sans donner de détails sur les
travaux de Maass, repris ensuite par d’autres mathématiciens, on peut néanmoins
écrire la formule qui ressemblera & un don du ciel :

Théoréme 9 (Maass 1959). Soit u une forme de Maass parabolique sur SLy(Z).
Alors la fonction

v(z) = >, DI < > ’U(6)> W (|Dly)e* P +

Ddiscriminant ecHep

D <0

+ ¢ > DI ST | uds | W(DJy)e* P
Ddiscriminant AeCi(D) “ A
D >0

est une forme de Maass parabolique de poids % pour T'o(4).

Les sommes sont sur tous les discrimants, bien qu’on ait défini les objets que
dans le cas D fondamental ; ¢ est une constante simple; W est une fonction Bessel ;
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3" désigne qu’il faut pondérer trés légérement les coefficients de la somme; 4 est
une géodésique fermée de X associée & A; I'g(4) est un sous-groupe d’indice 6 de
SLy(Z); poids 3 signifie qu'on a un facteur d’automorphie (cz + d)2.

Remarque: Si le lecteur trouve une preuve de cet énoncé sans la théorie générale,
faites m’en part, ¢a m’intéresse beaucoup.

On doit donc donc maintenant majorer les coefficients de Fourier de la forme
automorphe v = > a,W(|n|]y)e*™*. Cest encore un probléme classique de théorie

n
analytique des nombres. On a la 'borne triviale’ a,, <, |n|® qui découle du calcul de
la norme L?. Avec plus de calculs et en utilisant la borne de Weil pour lers sommes
de Kloosterman, on peut montrer a, <. |n|’i+€. C’est la borne de convexité. Elle
échoue a € prés de conclure notre probléme. Une borne de sous-convexité a été établie
par Duke a partir des travaux d’Iwaniec qui avait trouvé une borne de sous-convexité
dans le cas plus usuel des formes modulaires de poids demi-entier.

Théoréme 10 (Duke-Iwaniec). Si v = Y a,W(|n|y)e* ™ est une forme de

Maass de poids % sur un sous-groupe de congruence, on a :

Cela conclut la preuve du théoréeme 5, et du probléeme.

11 Remarques sur les deux autres preuves

La premiére preuve historique est due a Linnik dans les années 50. Il y a d’ailleurs
trois problémes de Linnik, celui de ce mémoire étant le deuxiéme. La preuve de
Linnik utilise de la théorie ergodique, mais n’obtient le théoréme d’équidistribution

. ) D
que sous la condition que les D satisfassent a ( » ) = 1, oul p est un nombre

premier impair fixé. La preuve est trés ingénieuse, écrite dans un language ancien et
des travaux sont en cours pour la comprendre en profondeur. Elle est trés différente
du cheminement suivi par Duke et se fonde sur une théorie ergodique développée
par Linnik. Il faut souligner que Linnik avait posé et résolu les trois problémes sous
cette condition plus faible et que ses travaux profonds n’ont pas été appréciés a leur
juste valeur pendant trés longtemps.

Une autre preuve suit le méme chemin que celle de Duke. Cependant la formule
de Maass (paragraphe précédent) est remplacée par une autre formule magique due
a Waldspurger, un peu mieux comprise et plus générale. Par contre la borne de
sous-convexité est plus délicate et due & W.Duke, J. Friedlander et H.Iwaniec.
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