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Mon domaine général de recherche est la mécanique statistique. Il s’agit de ’étude probabi-
liste des modéles issus de la physique statistique. Pour comprendre I’enjeu de telles études, il faut
d’abord se souvenir de ce qu’est la physique statistique : son principe est d’essayer d’expliquer les
phénoménes macroscopiques, i.e. & ’échelle de 'homme, en regardant ce qui se passe & ’échelle
microscopique. Bien siir, le nombre d’atomes en jeu étant considérable, il faut recourir aux pro-
babilités pour moyenner ce qui se passe sur I’ensemble des particules, c’est le but de la mécanique
statistique. Pour se fixer les idées, voyons trois exemples de modeéles étudiés en mécanique statistique.

Le premier est le modeéle de percolation, un des plus simples, et qui pose encore pourtant de
nombreuses questions ouvertes. Il peut modéliser par exemple une roche poreuse. On considére un
ensemble de sites (classiquement le réseau Z¢) associé & un ensemble d’arétes reliant entre eux cer-
tains de ces sites (les plus proches voisins dans Z¢), et on enléve aléatoirement soit certaines arétes
(percolation par arétes) soit certains sites (percolation par sites) du graphe. On s’intéresse alors aux
propriétés du graphe obtenu : existence de chemins ouverts (c’est a dire passant uniquement par des
arétes ou des sites ouverts) entre certaines parties du graphe, géomeétrie des composantes connexes
du graphe, en particulier finitude de la composante connexe contenant 1’origine du graphe, existence
et unicité d'une éventuelle composante connexe infinie, etc...

Le deuxiéme est le modéle d’Ising. Il a été créé pour modéliser les métaux ferromagnétiques,
c’est-a-dire des métaux qui ont une aimantation & basse température, et qui perdent subitement
cette aimantation au dessus d’une certaine température critique. On considére la projection suivant
un axe donné du moment magnétique de chaque atome du métal, appelé spin de ’atome. Grace
a la mécanique quantique, on sait que la projection du spin a une valeur fixée, seule son orienta-
tion (haut ou bas) peut varier. Ainsi on modélise le métal par un ensemble de sites, ses atomes,
auxquels on donne la valeur +1 (pour haut) ou —1 (pour bas) selon la direction de la projection
de leur spin. On associe ensuite a chaque configuration de +1 et de —1 sur le graphe une certaine
probabilité, qui tient compte des deux forces opposées qui agissent sur les spins, d’'une part 1’agi-
tation thermique - dépendant de la température - qui a tendance & les désordonner, d’autre part
I’interaction entre dipoles magnétiques - dépendant de 1’éloignement entre les sites - qui a tendance
A tous les ordonner dans le méme sens. Par souci de simplicité, on considére que les sites sont ceux
de Z% et que 'interaction entre dipoles est & portée trés limitée, i.e. se limite aux seuls plus proches
voisins : c’est le modeéle d’Ising. Un des enjeux dans 1’étude de ce modéle est de prouver l'existence



d’une température critique, et surtout de la calculer, ce qui n’a été fait que dans certains cas trés
particuliers. Le but de mon mémoire de maitrise, réalisé sous la direction de Vincent Beffara, était
de comprendre le calcul de la température critique mené par Onsager ([6]) en dimension deux en
I’absence de champ magnétique extérieur.

Le troiséme modéle est le modéle de percolation de premier passage, celui auquel je m’intéresse
actuellement dans mes recherches. C’est un raffinement du modéle de percolation. Cette fois, au lieu
de considérer comme en percolation par arétes qu'une aréte est soit présente, soit absente, on va lui
associer un temps de passage positif qui va quantifier & quel point l'aréte est ouverte. Définissons
proprement le modéle : on se place dans le graphe (Z%,E?) de sites Z? et d’arétes E? reliant les
plus proches voisins de Z¢ en norme L'. A chaque aréte e de E¢, on associe une variable aléatoire
positive t(e) telle que la famille des variables (t(e), e € Z%) est indépendante et identiquement distri-
buée. On note F' la fonction de répartition de ¢(e). La variable t(e) est appellée temps de passage ou
capacité de l'aréte. En effet, on peut lui donner deux interprétations, non sans lien 'une avec I'autre.

La premiére interprétation possible est de définir £(e) comme le temps nécessaire pour traverser
I’aréte e. Une maniére imagée de voir ce modeéle est de considérer que les sites du graphe sont des
villes et les arétes des routes dont l’encombrement par les voitures est aléatoires : t(e) est alors
effectivement le temps nécessaire en voiture pour traverser la route e. Il est naturel d’introduire la
notion de chemin sur le graphe comme étant une séquence alternée r = (z1,e1, 22, ...,en—1,Ty) de
sites x1, ..., T, et d’arétes ey, ..., e,_1 les reliant deux a deux, et de définir le temps de traversée d’un
chemin r par

ecr

La distance (aléatoire) entre deux sites fixés x et y est alors

T(z,y) = inf T(r),
rr—y
ou la borne inférieure porte ici sur 'ensemble des chemins r = (z1, e, z2, ..., ep—1,Ty) avec 1 = T et
x, = y. Le résultat fondamental concernant cette interprétation de t(e) est da & Harry Kesten ([4]).
Il affirme que, sous une condition de moments sur la fonction F, ’ensemble formé des sites atteints
en un temps t & partir de ’origine du graphe grandit linéairement en ¢ et une fois renormalisé il
admet une enveloppe asymptotique non aléatoire. Plus formellement, on note 0 ’origine du graphe,
et on définit
B(t) = {z € 2?|T(0,x) < t}.

Cet ensemble est un ensemble discret de points, on préfére travailler avec une version modifiée
B(t) = {x+U |z € B(t)},

ot U est le cube unité, U = {x € Z¢| —1/2 < x; < 1/2, i = 1...d}. Kesten a montré en 1984 le
théoréme suivant :

Théoréme .1. On suppose que pour ty,...,toq des variables indépendantes de méme loi, de fonction
de répartition F', on a :

E [min(t{, ...,t%,)| < 0.



Alors il existe un ensemble conveze non aléatoire By C RY qui est invariant par permutation des
coordonnées et réflexion suivant les hyperplans des coordonnées, qui est d’intérieur non vide, qui est
soit compact soit égal a R? et qui vérifie :

— st By est compact, pour tout € > 0, p.s. il existe to tel que pour tout t >ty on a

1
(1-¢)By C ZB(t) C (14+¢)By,
— si By = RY, pour tout € > 0, p.s. il existe to tel que pour tout t >ty on a
1 1

Le symbole |.| désigne ici la norme L!'. Ce théoréme est en quelque sorte une loi des grands
nombres, il donne le comportement asymptotique de 7'(0,z) pour un site z fixé avec |z| grand. I1
est naturel dés lors de chercher quelles sont les variations de cette variable aléatoire par rapport
& ce comportement moyen. C’est ce qu’ont fait Benjamini, Kalai et Schramm, et ils ont publié en
2003 le résultat suivant (voir [2]) :

Théoréme .2. On suppose que t suit une loi de Bernoulli de paramétre 1/2 a valeurs dans {a,b}.
11 existe une constante C, dépendant de d, a et b uniquement, telle que pour tout site x € Z% tel que
|x| > 2, on a

x

Var (T(0,z)) < C 2

= Tlnjz|’

L’idée de ce théoréme est que, pour un cas particulier de fonction de répartition F' du moins, la
variance de la distance entre deux sites est sous-linéaire. Pourquoi un tel résultat est-il intéressant ?
Il met en évidence la complexité du probléme de distance entre deux points. Si entre 0 et un site
x donné il existait un chemin de temps de traversée nettement inférieur & celui de n’importe quel
autre chemin, on sait par la démonstration de la loi des grands nombres précédemment établie par
Kesten que ce chemin ne s’eloignerait guére de la ligne droite (par un argument de sous-additivité),
donc la variance serait linéaire, car elle se comporterait comme la somme des variances des |z|
arétes qui composeraient ce chemin. Ce n’est pas le cas, ce qui signifie que la compétition entre
les différents chemins de moindre temps de traversée existe bel et bien. On conjecture que comme
dans de nombreux autres problémes la variance de T'(0, z) est en fait de I'ordre de |z|?/3, mais ceci
n’a pu étre démontré jusqu’a présent. Je ne vais pas m’étendre plus avant sur les autres résultats
connus, et ils sont nombreux, concernant cette interprétation de t(e), car mes recherches actuelles
se portent sur la deuxiéme. Je me suis néanmoins interressée a ce point de vue pendant mon M2, et
le but de mon mémoire de M2, réalisé sous la direction de Wendelin Werner, était de comprendre
la démonstration des deux théorémes que je viens d’énoncer.

Passons maintenant & la deuxiéme interprétation de t(e). On considére désormais que t(e) est
la capacité de ’aréte e. On peut voir le graphe comme un reseau de fils électriques, et t(e) comme
la conductance du fil e, ou comme un reseau de tuyaux, et t(e) est alors la quantité maximale de
fluide qui peut traverser le tuyaux e par unité de temps. Il en découle une notion de flux a travers
un cylindre du graphe. Soit B un cylindre dans le graphe (Z4, E?)

d—1
B(k,m) = []0,ki] x [0,m],
i=1



ot k = (k1,...,kq—1) € Z%71, de base

d—1

By = []10. k] x {0}

i=1
et de sommet

d—1
Ho ki) x {m}.

On empéche le fluide de sortir du cylindre B par ses faces verticales, et on regarde la quantité
maximale de fluide qui peut traverser B de sa base & son sommet par unité de temps. Pour ce faire,
on associe & chaque aréte e une orientation o(e) et une valeur g(e) telles que

— pour toute aréte e, on a

0 < g(e) < tle).

~ pour tout site v dans B \ (Fy U F};,) on a
> gle) =D gle),
—v v—

ou la premiére somme (respectivement la deuxiéme) porte sur les arétes e dans B adjacentes
a v, dirigées vers v (respectivement en sens contraire).
Ces critéres traduisent d’une part le fait que la quantité de fluide circulant dans une aréte doit étre
inférieure & sa capacité, d’autre part qu’il n'y a pas de perte de fluide dans le cylindre. Le flux
associé a ce choix d’orientation o et de fonction g est

fluz(o, g) Zg z_:g(e),

ol les sommes portent sur les arétes verticales e de B ayant une extrémité dans F},, et orientées vers
Pextérieur de B (respectivement vers l'intérieur). Le flux maximal dans le cylindre est alors défini
par

¢p = sup flux(o,g).
O7g

Je vais présenter les deux outils de base qui permettent d’étudier le flux maximal. Le premier nous
donne une autre définition du flux maximal, plus facilement manipulable. Il s’agit du théoréme du
max-flow min-cut. Pour 'énoncer, j’ai besoin d’introduire encore quelques définitions. Soit £ C E¢
un ensemble d’arétes. On définit son poids T'(E) par

eeE

Pour un ensemble d’arétes £ C B, on dit que F coupe Fy de F;,, dans B si et seulement si il n’existe
aucun chemin de Fy & F, dans B \ E. On dit que ce méme E est un (Fpy, F};,)-cut s’il coupe Fy de
F,,, dans B et s'il est minimal pour cette propriété, au sens oll aucun sous-ensemble de F distinct de
FE et de ’ensemble vide ne vérifie cette propriété. Le théoréme du max-flow min-cut est le suivant :
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Théoréme .3.

DBy = min{T(E) | E est un (Fy, Fy,) — cut dans B(k,m)}.

La démonstration de ce théoréme reléve de la théorie des graphes, on peut la trouver dans [3],
je ne vais pas en parler. En revanche on peut essayer de comprendre en quoi ce résultat est naturel.
Prenons E un (Fy, F,,)-cut. Puisque E coupe Fy de F),, dans B, le flux maximal dans B passe
nécessairement par les arétes e de E de capacité t(e) : le flux maximal est donc inférieur a T'(F),
pour tout tel E. D’autre part, le flux est limité par certaines arétes qui sont saturées, c’est a dire que
la quantité de fluide qui les traverse est égale & leur capacité. L’ensemble de ces arétes saturées coupe
Fy de F,,, dans B, car sinon il existe un chemin de Fy a F;,, dans B constitué d’arétes non saturées, et
la quantité de fluide qui passe par ce chemin peut étre augmentée, ce qui contredit la maximalité du
flux. On regarde alors les différents sous-ensemble de ces arétes saturées formant un (Fp, Fy,)-cut :
en effet, plusieurs arétes peuvent étre saturées sur une méme voie de circulation du fluide a travers le
graphe, et regarder les (Fy, F},,)-cuts permet d’éliminer ces doublons non informatifs pour la valeur
du flux parmi les arétes saturées. Le flux maximal est donc égal au poids d'un de ces (Fy, F),)-cuts,
d’otu le théoréme. Plus globalement, 1’idée est que la valeur du flux maximal est donnée par la valeur
des capacités des arétes qui vont limiter ce flux.

Regardons un instant le cas particulier de la percolation de Bernoulli, c’est & dire que la capacité
des arétes suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P[t = 1]. C’est en fait la percolation simple
par arétes, on retire les arétes de capacité nulle pour obtenir un nouveau graphe G. Le théoréme de
Menger (voir [3]) affirme que le nombre d’arétes qu’on doit retirer dans G N B(k, m) pour couper K
de F,, est égal au nombre maximal de chemins disjoints (i.e. sans arétes communes) reliant Fj a Fy,
dans G N B. Reprenons le graphe initial (Z¢, E%). Grace au théoréme du max-flow min-cut, on en
déduit que le flux maximal & travers le cylindre B est égal au nombre maximal de chemins ouverts
(i.e. composé uniquement d’arétes de capacité 1) reliant Fy a F,, (voir figure 1). La définition du
flux maximal est donc ici trés simple.

Le théoréme du max-flow min-cut permet également de faire le lien entre les deux interpréta-
tions de t(e), du moins en dimension deux. En effet, la dimension deux offre également ’avantage
de la symétrie entre le graphe initial et son dual. Le dual d’un graphe G plan est un graphe G*
plan également tel qu’a chaque face du graphe G corresponde exactement un site dans G*, et tel
que deux sites sont reliés par une aréte dans G* si et seulement si les faces correspondantes dans G
sont adjacentes. Ainsi chaque aréte de G coupe une et une seule aréte de G* : on leur attribue la
méme capacité. Triviallement le graphe dual de (Z?,[E?) est simplement ce méme graphe translaté
par le vecteur (1/2,1/2). On remarque que si B(k,m) est un cylindre dans (Z2,E?), un (Fy, F,,)-
cut dans B correspond simplement dans le graphe dual & un chemin entre le bord gauche et le
bord droit de B* (I’equivalent de B dans le graphe dual). Ainsi le flux maximal dans B, suivant la
deuxiéme interprétation de t(e), est égal & la distance aléatoire, correspondant & la premiére inter-
prétation de t(e), entre le bord gauche et le bord droit de B* dans le graphe dual. Cette propriété
est illustrée par la figure 2. Malheureusement, en dimension supérieure, un (Fy, F},)-cut est beau-
coup plus difficile & décrire. En dimension 3 par exemple, une aréte du graphe va étre intersectée
par une “plaquette” du graphe dual, c’est & dire un carré de dimension 2 orthogonal & I’aréte initiale.

Le deuxiéme outil que je vais présenter s’appuie sur le premier. Il consiste & comparer le (Fy, F)y,)-
cut qui donne la valeur du flux maximal & un autre objet dont on comprend mieux le comportement.
Quelques définitions sont encore nécessaires. Soit S = H?:_ll [ki, ;] avec k; < l; € Z un hyper-



=m  arétes ouvertes

mmm : possible description du flux

Ey

F1G. 1 - Cas de la percolation de Bernoulli par arétes : exemple de visualisation du flux (¢pp = 4)

rectangle. Soit £ C E? un ensemble d’arétes inclu dans S x Z. On dit que E coupe —oo de +o00
sur S §'il existe un N tel qu’il n’existe aucun chemin de S x {—N} a S x {+N} dans (S x Z) \ E.
On dit que E est un cut sur S s’il coupe —oo de 400 sur S et s’il est minimal pour cette propriété.
On dit que F satisfait les conditions au bord (*) si les seules arétes de FE qui sont inclues dans les
parois verticales du cylindre S x Z sont les arétes verticales qui coupent le périmétre du rectangle
S x {1/2}. Cela signifie grossiérement que le bord de E est localisé sur la base du cylindre infini. A
présent on peut définir la variable

7(S) = inf{T(E) | E est un cut over S et satisfait (x)}.

Pourquoi introduire un tel objet? On voit qu’il ressemble au (Fy, F),,)-cut définit précédemment,
en substituant les conditions aux bords () & la contrainte d’avoir une hauteur inférieure & m. Ces
deux objets sont donc assez semblables, et on espére par ’étude du comportement de I'un avoir des
informations sur le comportement de l'autre. Or 7(S) est beaucoup plus facile a étudier : 7(5) est
sous-additif, au sens ol si S et Sy sont deux hyper-rectangles ayant exactement un bord commun et
a Pextérieur I'un de l'autre, on a 7(S1US2) < 7(S1) + 7(52). Par le théoréme ergodique sous-additif
(voir [1]), on sait que la limite suivante existe presque surement :

. 7([0, k)
() = Jim TG

ou v(F) est déterministe grace a la loi du 0 — 1 et I'invariance de 7 par translation du graphe. On
peut donc s’attendre a ce que le flux ait le méme comportement limite que 7.

Ce résultat fondamental est encore une fois di a Kesten (1987, voir [5]). Il s’énonce ainsi, en
dimension d = 3 :



j:'t : graphe initial G

- : graphe dual G*

D : cylindre B de hateur m

21 cylindre dual B*

mmm  : (Fy, F)-cut pour B dans G

mm : chemin du bord gauche au
bord droit de B* dans G*

Fi1G. 2 — Dualité en dimension deux : lien entre flux maximal et temps minimal

Théoréme .4. [l eziste pg > 0 tel que si F' satisfait les conditions suivantes
F(0) < py et E [e'yt] < o0 pour un vy >0,

pour une fonction m(k,l) qui vérifie pour k > 1

. . Inm
k’lllgloom(k,l) = 400 et kkli)nwm = 0 pour un 6 >0,
on a 5
lim B((k,l),m)

= v(F) p.s. L.
G vl v(F) p.s. et dans

Ce théoréme montre bien que le flux et 7 ont le méme comportement, et sa démonstration repose
d’ailleurs sur la comparaison, difficile, entre ces deux variables. Il s’agit d’une loi des grands nombres
pour le flux maximal. Le probléme sur lequel je travaille en thése actuellement, sous la direction
de Raphaél Cerf, est la détermination de l'ordre de grandeur des variations du flux maximal par
rapport & son comportement moyen, en d’autres termes c’est 1’étude des grandes déviations pour le

flux maximal.

Cette étude s’articule bien sir en deux temps : I’étude des déviations supérieures et celles des
déviations inférieures. Le premier cas est le plus simple. J’ai obtenu a ce sujet dans le début de ma

thése les résultats suivants, en dimension d > 2 :
Théoréme .5. Soit h: N — N telle que

lim M = 400

n—oo Inn
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Alors pour tout A € R™, la limite

: 1 d-1
P(A) = nh_{go—m InP [¢(n,...,n),h(n) > An ]

eriste et est indépendante de h. De plus 1) est convexe sur RT, finie et continue sur l’ensemble
{\|P[t(e) > A] > 0}, et s’annule sur [0,v]. Si on suppose que E[e] est finie pour un 0 strictement
positif, la fonction v est strictement positive sur |v,+00].

Théoréme .6. Soit h: N — N telle que

limM:

n—oo Inn

On suppose qu’il existe un 0 strictement positif tel que

E[e’] < oo.

P(n,...,n),h(n)
nt1 neN

satisfait un principe de grandes déviations, de vitesse n?~1h(n), et gouverné par la bonne fonction
de taux 1.

Alors la suite

En notant § = inf{v|P[t(e) < v] > 0}, on remarque que qb(n,,,,,n),h(n)/nd_l prend ses valeurs
dans D = [3, +o0[. Le principe de grandes déviations s’énonce alors comme suit :
— pour tout fermé F C D, on a
P [%, n),h(n)

lim sup

-
n—oo n41h(n) nd-1 EF] - 1%fzp,

— pour tout ouvert O C D, on a

. 1 P(n,....n),h(n) .
hnnigfnd_lh(n) ln]P’[ e eO| > —1151“1/1.

Ces théorémes montrent que la probabilité que le flux renormalisé soit anormalement grand décroit
exponentiellement vite en fonction du volume du cylindre quand la queue de distribution de F n’est
pas trop grosse. C’est assez logique puisque pour que le flux soit anormalement grand il faut soit que
toutes les arétes aient une capacité supérieure a la moyenne, événement dont la probabilité décroit
exponentiellement vite en fonction du nombre d’arétes, soit qu’il y ait un chemin composé d’arétes
a trés grosse capacité, événement dont la probabilité est négligeable par rapport a 'autre lorsque la
queue de probabilité de F' est mince. Les démonstrations de ces deux théorémes sont données dans
la suite de ce mémoire. La condition lim, . h(n)/Inn = +00 qui apparait au cours de la preuve
est mal comprise. Dans le cas de capacités bornées, cette condition peut étre affaiblie, il suffit que la
fonction h veérifie lim,,_,o, h(n) = +00. C’est aussi le cas lorsque la capacité d'une aréte a pour loi la
valeur absolu d’une gaussienne. Malheureusement je n’ai pas encore trouvé de conditions nécessaires
et suffisantes pour pouvoir affaiblir la condition sur h.

En ce qui concerne les déviations inférieures, le probléme est plus complexe. Intuitivement, on
se rend compte qu’il suffit que les n?~! arétes verticales du cylindre B((n,...,n),h(n)) qui sont a la
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méme hauteur dans B aient une capacité anormalement basse pour que ¢p soit anormalement bas
également. On s’attend donc & ce que la probabilité que le flux renormalisé soit trop petit décroisse
exponentiellement vite en fonction de la surface de la base du cylindre, soit n¢~!. Je n’ai pour
I'instant obtenu qu’'un résultat trés partiel, mais qui est compatible avec ce raisonnement. Il s’agit
du résultat suivant, en dimension d > 2 :

Théoréme .7. On suppose que F(0) < 1 — p.(d), ot p.(d) est la valeur critique du paramétre de
la percolation de Bernoulli par arétes en dimension d. Il existe une constante eo(d, F) > 0 et une
constante C'(d) > 0 telles que pour toute fonction h : N — N vérifiant

lim hin)

=0
n—o0 nd_l

et pour tout € < €9 on a

. 1 _
I%nitgf—mln]l” Bn,.n) h(n) < endt > C > 0.

La condition F'(0) < 1 — p. est pertinente. En effet, Yu Zhang a montré en dimension 3 (voir
[7]) que pour une fonction de répartition F' telle que F'(0) =1 — p,, on a

P(k,1),m
lim —&bm
klmeoo ki

La démonstration de ce théoréme, qu’on retrouve également dans la suite du mémoire, est basée
sur un principe de changement d’échelle trés intéressant. Il est difficile de prendre en compte ce
qui se passe en chaque aréte, c’est a dire du point de vue microscopique, parce qu’il y a beaucoup
d’arétes en jeu. Une stratégie est de se placer du point de vue mésoscopique, i.e. un point de vue
intermédiaire entre le microscopique et le macroscopique. On regarde alors des ensembles d’arétes,
appellés blocs, et on essaie de comprendre le comportement typique de ces blocs vis & vis du flux.
Concrétement, cela signifie qu’on cherche & définir un événement dans un bloc qui soit trés probable
dés que ce bloc est assez grand. Le probléme est de trouver un événement pertinent sur ces blocs,
c’est & dire qui décrive suffisamment bien le flux dans le bloc pour qu’en regardant simplement
quels blocs réalisent cet événement on puisse avoir les renseignements qui nous intéressent sur le
flux. On se raméne ainsi & 1’étude d’une percolation de Bernoulli par sites de paramétre proche de
1 : chaque bloc est un site, et il est ouvert si et seulement si ’événement en question y est réalisé,
donc avec une trés forte probabilité. Ce type de modéle est beaucoup plus facile & étudier que le
modéle initial. Malheureusement, il est difficile de trouver ’événement pertinent sur les blocs. On
voit un exemple de tel événement dans la démonstration du théoréme précédent, mais il ne décrit
pas suffisamment bien le flux pour obtenir le méme résultat pour un quelconque € < v. Le probléme
se rameéne donc finalement & bien comprendre comment le flux se comporte dans un bloc. Cela
revient & étudier les (Fp, I}y, )-cut dans une boite de hauteur m, en particulier & s’intéresser a leurs
propriétés géométriques, encore trés mal connues.
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