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,4 (, 0 9,'3,);0, C+(, ', C./+I, 1,44, :/&:/+.4. 7 J, 42.&/=) , (6 ) *E<�&
�

)+'<164 ,34 0, 36+C*'4 D

�



�������� �� �

φ
B(~k,m)

= min{T (E) |E est un (F0, Fm) − cut dans B(~k,m)} .

J* (.) &'34/*4+&' (, 1, 42.&/=) , /,0=C, (, 0* 42.&/+, (,3 -/*:2,3 A &' : ,64 0* 4/&6C,/ (*'3 ��� A
@ , ', C*+3 :*3 ,' :*/0,/ 7 
' /,C*'12, &' : ,64 ,33*>,/ (, 1&):/,'(/, ,' 56&+ 1, /.3604*4 ,34 '*46/,0 7
?/,'&'3

E
6'

(F0, Fm)
<164 7 ?6+356,

E
1&6: ,

F0
(,

Fm
(*'3

B
A 0, �6E ) *E+) *0 (*'3

B
:*33,

'.1,33*+/,) ,'4 :*/ 0,3 */N4,3
e
(,

E
(, 1*:*1+4.

t(e)
D 0, �6E ) *E+) *0 ,34 (&'1 +'B./+,6/ F

T (E)
A

: &6/ 4&64 4,0
E
7 � 9*64/, :*/4 A 0, �6E ,34 0+) +4. :*/ 1,/4*+',3 */N4,3 56+ 3&'4 3*46/.,3 A 1 9,34 F (+/, 56,

0* 56*'4+4. (, �6+(, 56+ 0,3 4/*C,/3, ,34 .-*0, F 0,6/ 1*:*1+4. 7 J 9,'3,);0, (, 1,3 */N4,3 3*46/.,3 1&6: ,
F0

(,
Fm

(*'3
B
A 1*/ 3+'&' +0 ,E +34, 6' 12,) +' (,

F0
F
Fm

(*'3
B

1&'34+46. ( 9*/N4,3 '&' 3*46/.,3 A ,4
0* 56*'4+4. (, �6+(, 56+ :*33, :*/ 1, 12,) +' : ,64 N4/, *6-) ,'4., A 1, 56+ 1&'4/,(+4 0* ) *E+) *0+4. (6
�6E 7 K' /,-*/(, *0&/3 0,3 (+� ./,'43 3&63<,'3,);0, (, 1,3 */N4,3 3*46/.,3 B&/) *'4 6'

(F0, Fm)
<164 D

,' ,�,4 A : 063+,6/3 */N4,3 : ,6C,'4 N4/, 3*46/.,3 36/ 6', ) N) , C&+, (, 1+/160*4+&' (6 �6+(, F 4/*C,/3 0,
-/*:2, A ,4 /,-*/(,/ 0,3

(F0, Fm)
<1643 : ,/) ,4 ( 9.0+) +',/ 1,3 (&6;0&'3 '&' +'B&/) *4+B3 : &6/ 0* C*0,6/

(6 �6E :*/) + 0,3 */N4,3 3*46/.,3 7 J, �6E ) *E+) *0 ,34 (&'1 .-*0 *6 : &+(3 ( 96' (, 1,3
(F0, Fm)

<1643 A
( 9&� 0, 42.&/=) , 7 ?063 -0&;*0,) ,'4 A 0 9+(., ,34 56, 0* C*0,6/ (6 �6E ) *E+) *0 ,34 (&''., :*/ 0* C*0,6/
(,3 1*:*1+4.3 (,3 */N4,3 56+ C&'4 0+) +4,/ 1, �6E 7

� ,-*/(&'3 6' +'34*'4 0, 1*3 :*/4+160+,/ (, 0* : ,/1&0*4+&' (, G,/'&600+ A 1 9,34 F (+/, 56, 0* 1*:*1+4.
(,3 */N4,3 36+4 6', 0&+ (, G,/'&600+ (, :*/*) =4/,

p = P[t = 1]
7 � 9,34 ,' B*+4 0* : ,/1&0*4+&' 3+):0,

:*/ */N4,3 A &' /,4+/, 0,3 */N4,3 (, 1*:*1+4. '600, : &6/ &;4,'+/ 6' '&6C,*6 -/*:2,
G
7 J, 42.&/=) , (,

% ,'-,/ LC&+/ �� �M *� /) , 56, 0, '&);/, ( 9*/N4,3 56 9&' (&+4 /,4+/,/ (*'3
G∩B(~k,m)

: &6/ 1&6: ,/
F0(,

Fm
,34 .-*0 *6 '&);/, ) *E+) *0 (, 12,) +'3 (+3@ &+'43 L+ 7, 7 3*'3 */N4,3 1&))6',3M /,0+*'4 F0

F
Fm(*'3

G ∩ B
7 � ,:/,'&'3 0, -/*:2, +'+4+*0

(Zd,Ed)
7 O/P1, *6 42.&/=) , (6 ) *E<�&

�
)+'<164 A &' ,'

(.(6+4 56, 0, �6E ) *E+) *0 F 4/*C,/3 0, 1>0+'(/,
B

,34 .-*0 *6 '&);/, ) *E+) *0 (, 12,) +'3 &6C,/43
L+ 7, 7 1&): &3. 6'+56,) ,'4 ( 9*/N4,3 (, 1*:*1+4.

1M /,0+*'4
F0

F
Fm

LC&+/ I-6/, TM 7 J* (.I'+4+&' (6
�6E ) *E+) *0 ,34 (&'1 +1+ 4/=3 3+):0, 7

J, 42.&/=) , (6 ) *E<�&
�

)+'<164 : ,/) ,4 .-*0,) ,'4 (, B*+/, 0, 0+,' ,'4/, 0,3 (,6E +'4,/:/.4*<
4+&'3 (,

t(e)
A (6 ) &+'3 ,' (+) ,'3+&' (,6E 7 
' ,� ,4 A 0* (+) ,'3+&' (,6E &� /, .-*0,) ,'4 0 9*C*'4*-,

(, 0* 3>) .4/+, ,'4/, 0, -/*:2, +'+4+*0 ,4 3&' (6*0 7 J, (6*0 ( 96' -/*:2,
G

:0*' ,34 6' -/*:2,
G∗:0*' .-*0,) ,'4 4,0 56 9F 12*56, B*1, (6 -/*:2,

G
1&//,3: &'(, ,E*14,) ,'4 6' 3+4, (*'3

G∗
A ,4 4,0

56, (,6E 3+4,3 3&'4 /,0+.3 :*/ 6', */N4, (*'3
G∗

3+ ,4 3,60,) ,'4 3+ 0,3 B*1,3 1&//,3: &'(*'4,3 (*'3
G3&'4 *(@ *1,'4,3 7 Q +'3+ 12*56, */N4, (,

G
1&6: , 6', ,4 6', 3,60, */N4, (,

G∗
D &' 0,6/ *44/+;6, 0*

) N) , 1*:*1+4. 7 �/+C +*00,) ,'4 0, -/*:2, (6*0 (,
(Z2,E2)

,34 3+):0,) ,'4 1, ) N) , -/*:2, 4/*'30*4.
:*/ 0, C,14,6/

(1/2, 1/2)
7 K' /,) */56, 56, 3+

B(k,m)
,34 6' 1>0+'(/, (*'3

(Z2,E2)
A 6'

(F0, Fm)
<

164 (*'3
B

1&//,3: &'( 3+):0,) ,'4 (*'3 0, -/*:2, (6*0 F 6' 12,) +' ,'4/, 0, ; &/( -*612, ,4 0,
; &/( (/&+4 (,

B∗
L0 9,56+C*0,'4 (,

B
(*'3 0, -/*:2, (6*0M 7 Q +'3+ 0, �6E ) *E+) *0 (*'3

B
A 36 +C*'4 0*

(,6E +=) , +'4,/:/.4*4+&' (,
t(e)

A ,34 .-*0 F 0* (+34*'1, *0.*4&+/, A 1&//,3: &'(*'4 F 0* :/,) +=/, +'4,/<
:/.4*4+&' (,

t(e)
A ,'4/, 0, ; &/( -*612, ,4 0, ; &/( (/&+4 (,

B∗
(*'3 0, -/*:2, (6*0 7 �,44, :/&:/+.4.

,34 +00634/., :*/ 0* I-6/, 0 7 % *02,6/,63,) ,'4 A ,' (+) ,'3+&' 36: ./+,6/, A 6'
(F0, Fm)

<164 ,34 ; ,*6<
1&6: :063 (+� 1+0, F (.1/+/, 7 
' (+) ,'3+&'

3
:*/ ,E,):0, A 6', */N4, (6 -/*:2, C* N4/, +'4,/3,14.,

:*/ 6', �:0*56,44,� (6 -/*:2, (6*0 A 1 9,34 F (+/, 6' 1*//. (, (+) ,'3+&'
2
&/42&-&'*0 F 0 9*/N4, +' +4+*0, 7

J, (,6E +=) , &64+0 56, @ , C*+3 :/.3,'4,/ 3 9*::6+, 36/ 0, :/,) +,/ 7 80 1&'3+34, F 1&):*/,/ 0,
(F0, Fm)

<
164 56+ (&'', 0* C*0,6/ (6 �6E ) *E+) *0 F 6' *64/, &;@ ,4 (&'4 &' 1&):/,'( ) +,6E 0, 1&): &/4,) ,'4 7
�6,056,3 (.I'+4+&'3 3&'4 ,'1&/, '.1,33*+/,3 7 
&+4

S =
∏d−1

i=1 [ki, li]
*C,1

ki ≤ li ∈ Z
6' 2>: ,/<
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F0

Fm

��� � T
�

�*3 (, 0* : ,/1&0*4+&' (, G,/'&600+ :*/ */N4,3 D ,E,):0, (, C+36*0+3*4+&' (6 �6E L
φB = 4M

/,14*'-0, 7 
&+4
E ⊂ E

d 6' ,'3,);0, ( 9*/N4,3 +'106 (*'3
S × Z

7 K' (+4 56,
E

1&6: ,
−∞

(,
+∞36/

S
3 9+0 ,E +34, 6'

N
4,0 56 9+0 ' 9,E +34, *616' 12,) +' (,

S × {−N}
F
S × {+N}

(*'3
(S × Z) rE

7
K' (+4 56,

E
,34 6' 164 36/

S
3 9+0 1&6: ,

−∞
(,

+∞
36/

S
,4 3 9+0 ,34 ) +'+) *0 : &6/ 1,44, :/&:/+.4. 7

K' (+4 56,
E

3*4+3B*+4 0,3 1&'(+4+&'3 *6 ; &/(
(∗)

3+ 0,3 3,60,3 */N4,3 (,
E

56+ 3&'4 +'106,3 (*'3 0,3
:*/&+3 C,/4+1*0,3 (6 1>0+'(/,

S × Z
3&'4 0,3 */N4,3 C,/4+1*0,3 56+ 1&6: ,'4 0, : ./+) =4/, (6 /,14*'-0,

S ×{1/2}
7 �,0* 3+-'+I, -/&33+=/,) ,'4 56, 0, ; &/( (,

E
,34 0& 1*0+3. 36/ 0* ;*3, (6 1>0+'(/, +'I'+ 7 Q

:/.3,'4 &' : ,64 (.I'+/ 0* C*/+*;0,

τ(S) = inf{T (E) |E est un cut over S et satisfait (∗)} .

?&6/56&+ +'4/&(6+/, 6' 4,0 &;@ ,4 � K' C&+4 56 9+0 /,33,);0, *6
(F0, Fm)

<164 (.I'+4 :/.1.(,)),'4 A
,' 36;34+46*'4 0,3 1&'(+4+&'3 *6E ; &/(3

(∗)
F 0* 1&'4/*+'4, ( 9*C&+/ 6', 2*64,6/ +'B./+,6/, F

m
7 �,3

(,6E &;@ ,43 3&'4 (&'1 *33,� 3,);0*;0,3 A ,4 &' ,3: =/, :*/ 0 9.46(, (6 1&): &/4,) ,'4 (, 0 96' *C&+/ (,3
+'B&/) *4+&'3 36/ 0, 1&): &/4,) ,'4 (, 0 9*64/, 7 K/

τ(S)
,34 ; ,*61&6: :063 B*1+0, * .46(+,/ D

τ(S)
,34

3&63<*((+4+B A *6 3,'3 &� 3+
S1

,4
S2

3&'4 (,6E 2>: ,/</,14*'-0,3 *>*'4 ,E*14,) ,'4 6' ;&/( 1&))6' ,4
F 0 9,E4./+,6/ 0 96' (, 0 9*64/, A &' *

τ(S1∪S2) ≤ τ(S1)+ τ(S2)
7 ?*/ 0, 42.&/=) , ,/-&(+56, 3&63<*((+4+B

LC&+/ �T�M A &' 3*+4 56, 0* 0+) +4, 36+C*'4, ,E +34, :/,356, 36/,) ,'4 D

ν(F ) = lim
k→∞

τ([0, k]d−1)

kd−1
,

&�
ν(F )

,34 (.4,/) +'+34, -/P1, F 0* 0&+ (6
0 − 1

,4 0 9+'C*/+*'1, (,
τ
:*/ 4/*'30*4+&' (6 -/*:2, 7 K'

: ,64 (&'1 3 9*44,'(/, F 1, 56, 0, �6E *+4 0, ) N) , 1&):&/4,) ,'4 0+) +4, 56,
τ
7

�, /.3604*4 B&'(*) ,'4*0 ,34 ,'1&/, 6', B&+3 (H F 
 ,34,' LT��� A C&+/ �� �M 7 80 3 9.'&'1, *+'3+ A ,'
(+) ,'3+&'

d = 3
D
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 G

� ���
�� ���
 G∗

� ���� �� �� ���� ������ ��
���� ����� �� B∗ ���� G∗

� (F0, Fm)���� 
��� B ���� G

� �� 
����� B �� ������ m

� �� 
����� ���
 B∗

��� � 0
�

�6*0+4. ,' (+) ,'3+&' (,6E D 0+,' ,'4/, �6E ) *E+) *0 ,4 4,):3 ) +'+) *0

�������� �� � � ' �� %�)�
p0 > 0

)�'  � � �%
F

�$)%�- $%) '�� .��"%)%��� ��%#$�)��

F (0) < p0 et E
[
eγt

]
<∞ pour un γ > 0 ,

���! ��� - ��.)%��
m(k, l)

 �% #(!%� � � ��!
k ≥ l

lim
k,l→∞

m(k, l) = +∞ et lim
k,l→∞

lnm

k1−δ
= 0 pour un δ > 0 ,

�� $
lim

k,l→∞

φB((k,l),m)

kl
= ν(F ) p.s. et dans L1 .

�, 42.&/=) , )&'4/, ;+,' 56, 0, �6E ,4
τ
&'4 0, ) N) , 1&):&/4,) ,'4 A ,4 3* (.) &'34/*4+&' /,: &3,

( 9*+00,6/3 36/ 0* 1&):*/*+3&' A (+� 1+0, A ,'4/, 1,3 (,6E C*/+*;0,3 7 80 3 9*-+4 ( 96', 0&+ (,3 -/*'(3 '&);/,3
: &6/ 0, �6E ) *E+) *0 7 J, :/&;0=) , 36/ 0,56,0 @ , 4/*C*+00, ,' 42=3, *146,00,) ,'4 A 3&63 0* (+/,14+&'
(, � *:2*�0 �,/B A ,34 0* (.4,/) +'*4+&' (, 0 9&/(/, (, -/*'(,6/ (,3 C*/+*4+&'3 (6 �6E ) *E+) *0 :*/
/*:: &/4 F 3&' 1&):&/4,) ,'4 ) &>,' A ,' ( 9*64/,3 4,/) ,3 1 9,34 0 9.46(, (,3 -/*'(,3 (.C+*4+&'3 : &6/ 0,
�6E ) *E+) *0 7

�,44, .46(, 3 9*/4+160, ;+,' 3H/ ,' (,6E 4,):3 D 0 9.46(, (,3 (.C+*4+&'3 36: ./+,6/,3 ,4 1,00,3 (,3
(.C+*4+&'3 +'B./+,6/,3 7 J, :/,) +,/ 1*3 ,34 0, :063 3+):0, 7 � 9*+ &;4,'6 F 1, 36@ ,4 (*'3 0, (.;64 (, ) *
42=3, 0,3 /.3604*43 36+C*'43 A ,' (+) ,'3+&'

d ≥ 2
D

�������� �� � ��%)
h : N → N

)�' '�  � �

lim
n→∞

h(n)

lnn
= +∞ .

�



� '�!� ���! )��)
λ ∈ R

+ , '$ '%* %)�

ψ(λ) = lim
n→∞

−
1

nd−1h(n)
ln P

[
φ(n,...,n),h(n) ≥ λnd−1

]

�� %�)� �) ��) %�"(� ��"$�)� "� h 	 � � � '��
ψ

��) .��#�� � ��!
R

+ , � �%� �) .�� )%�� � ��! ' �����* &'�
{λ |P[t(e) ≥ λ] > 0}

, �) � �$���'� ��!
[0, ν]

	 � % �� ���� ���  � �
E[eθt]

��) � �%� ���! ��
θ

�)!%.)�* ��)
���%)%- , '$ - ��.)%��

ψ
��) � )!%.)�* �� ) ���%)%#� ��!

]ν,+∞[
	

�������� �� � ��%)
h : N → N

)�' '�  � �

lim
n→∞

h(n)

lnn
= +∞ .

�� �������  � �%' �� %� )� ��
θ

�)!%.)�* �� ) ���%)%- )�'  ��

E[eθt] < ∞ .

� '�!� '$ ��%)�
(
φ(n,...,n),h(n)

nd−1

)

n∈N�$)%�- $%) �� � !%�.%� � "� � !$�"�� "(#%$)%���, "� #%)��� �
nd−1h(n)

, �) � ��#�!� ( � $! '$ &���� - ��.)%��
"� )$��

ψ
	


' '&4*'4
β = inf{v |P[t(e) ≤ v] > 0}

A &' /,) */56, 56,
φ(n,...,n),h(n)/n

d−1 :/,'( 3,3 C*0,6/3
(*'3

D = [β,+∞[
7 J, :/+'1+: , (, -/*'(,3 (.C+*4+&'3 3 9.'&'1, *0&/3 1&)) , 36+4 D

�
: &6/ 4&64 B,/) .

F ⊂ D
A &' *

lim sup
n→∞

1

nd−1h(n)
ln P

[
φ(n,...,n),h(n)

nd−1
∈ F

]
≤ − inf

F
ψ ,

�
: &6/ 4&64 &6C,/4

O ⊂ D
A &' *

lim inf
n→∞

1

nd−1h(n)
ln P

[
φ(n,...,n),h(n)

nd−1
∈ O

]
≥ − inf

O
ψ .

�,3 42.&/=) ,3 ) &'4/,'4 56, 0* :/&;*;+0+4. 56, 0, �6E /,'&/) *0+3. 3&+4 *'&/) *0,) ,'4 -/*'( (.1/&�4
,E: &','4+,00,) ,'4 C+4, ,' B&'14+&' (6 C&06) , (6 1>0+'(/, 56*'( 0* 56,6, (, (+34/+;64+&' (,

F
' 9,34

:*3 4/&: -/&33, 7 � 9,34 *33,� 0&-+56, :6+356, : &6/ 56, 0, �6E 3&+4 *'&/) *0,) ,'4 -/*'( +0 B*64 3&+4 56,
4&64,3 0,3 */N4,3 *+,'4 6', 1*:*1+4. 36: ./+,6/, F 0* ) &>,'', A .C.',) ,'4 (&'4 0* :/&;*;+0+4. (.1/&�4
,E: &','4+,00,) ,'4 C+4, ,' B&'14+&' (6 '&);/, ( 9*/N4,3 A 3&+4 56 9+0 > *+4 6' 12,) +' 1&):&3. ( 9*/N4,3
F 4/=3 -/&33, 1*:*1+4. A .C.',) ,'4 (&'4 0* :/&;*;+0+4. ,34 '.-0+-,*;0, :*/ /*:: &/4 F 0 9*64/, 0&/356, 0*
56,6, (, :/&;*;+0+4. (,

F
,34 ) +'1, 7 J,3 (.) &'34/*4+&'3 (, 1,3 (,6E 42.&/=) ,3 3&'4 (&''.,3 (*'3

0* 36+4, (, 1, ) .)&+/, 7 J* 1&'(+4+&'
limn→∞ h(n)/ ln n = +∞

56+ *::*/*�4 *6 1&6/3 (, 0* :/,6C,
,34 ) *0 1&):/+3, 7 � *'3 0, 1*3 (, 1*:*1+4.3 ; &/'.,3 A 1,44, 1&'(+4+&' : ,64 N4/, *�*+;0+, A +0 36� 4 56, 0*
B&'14+&'

h
C./+I,

limn→∞ h(n) = +∞
7 � 9,34 *633+ 0, 1*3 0&/356, 0* 1*:*1+4. ( 96', */N4, * : &6/ 0&+ 0*

C*0,6/ *;3&06 ( 96', -*633+,'', 7 % *02,6/,63,) ,'4 @ , ' 9*+ :*3 ,'1&/, 4/&6C. (, 1&'(+4+&'3 '.1,33*+/,3
,4 36� 3*'4,3 : &6/ : &6C&+/ *�*+;0+/ 0* 1&'(+4+&' 36/

h
7


' 1, 56+ 1&'1,/', 0,3 (.C+*4+&'3 +'B./+,6/,3 A 0, :/&;0=) , ,34 :063 1&):0,E, 7 8'46+4+C,) ,'4 A &'
3, /,'( 1&):4, 56 9+0 36� 4 56, 0,3

nd−1 */N4,3 C,/4+1*0,3 (6 1>0+'(/,
B((n, ..., n), h(n))

56+ 3&'4 F 0*

�



������� ��� ������� ���

)N) , 2*64,6/ (*'3
B

*+,'4 6', 1*:*1+4. *'&/) *0,) ,'4 ;*33, : &6/ 56,
φB

3&+4 *'&/) *0,) ,'4 ;*3
.-*0,) ,'4 7 K' 3 9*44,'( (&'1 F 1, 56, 0* :/&;*;+0+4. 56, 0, �6E /,'&/) *0+3. 3&+4 4/&: : ,4+4 (.1/&+33,
,E: &','4+,00,) ,'4 C+4, ,' B&'14+&' (, 0* 36/B*1, (, 0* ;*3, (6 1>0+'(/, A 3&+4

nd−1 7 �, ' 9*+ : &6/
0 9+'34*'4 &;4,'6 56 96' /.3604*4 4/=3 :*/4+,0 A ) *+3 56+ ,34 1&):*4+;0, *C,1 1, /*+3&'',) ,'4 7 80 3 9*-+4
(6 /.3604*4 36+C*'4 A ,' (+) ,'3+&'

d ≥ 2
D

�������� �� � �� �������  ��
F (0) < 1 − pc(d)

, ��
pc(d)

��) '$ #$'��! .!%)% �� "� �$!$* �)!� "�'$ � �!.�'$)%�� "� � �!���' '% � $! $!+)�� �� "%* ���%��
d
	 � ' �� %�)� ��� .���)$�)�

ε0(d, F ) > 0
�) �� �

.���)$�)�
C(d) > 0

)�' '��  �� ���! )��)� - ��.)%��
h : N → N

#(!%� $�)

lim
n→∞

h(n)

nd−1
= 0

�) ���! )��)
ε ≤ ε0

�� $

lim inf
n→∞

−
1

nd−1
ln P

[
φ(n,...,n),h(n) ≤ εnd−1

]
≥ C > 0 .

J* 1&'(+4+&'
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