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Introduction

0.1 Notations
Sommes ensemblistes

Soit A un sous-ensemble quelconque d’un groupe G, dont + est la loi de
composition. On note A + A ’ensemble des sommes de deux éléments de A :

A+A={a+d|(ad)e A?}.

De fagon plus générale, étant donnés k,l deux entiers, kA — [A est I’ensemble
des éléments du type

aj+as+---+ag —a) —ay—---—aj,
o (ay,...,ag,a,...,a)) € AF x AL
Si de plus B C G, on utilisera aussi les notations A + B, et kA + [B.
Le cardinal d’un ensemble fini E (i.e. le nombre d’éléments qu’il contient)
est noté |F|. Nous n’aurons jamais recours aux cardinaux infinis.

Progressions arithmétiques

Supposons G abélien pour 4. Soient x,r € G et m un entier positif. On peut
considérer la progression arithmétique standard de raison r et de premier terme
x:

P={x+jr|0<j<m}.

Si on suppose que |P| = m, alors |P + P| < 2m, soit |P + P| < 2|P|. Les
progressions arithmétiques standard ont donc un « petit » ensemble somme.

Le théoréme de Freiman-Ruzsa donne, de fagon spectaculaire, une réci-
proque : il affirme que les seuls ensembles & posséder un petit ensemble somme
(au sens du théoréme 0.2) sont en fait des progressions arithmétiques, a condi-
tion de généraliser la notion de progression arithmétique comme suit :

Définition. On dit que P est une progression arithmétique généralisée si c’est
une somme (ensembliste) de progressions arithmétiques standard, autrement dit
s’il existe d € N*, ainsi que z,71,...,7q4 € G et mq,...,my entiers positifs, tels
que

P={x+jiri +jora+ -+ jara| 0<j; <m; pour 1 <i <d}.

La dimension de P est I'entier d, la taille de P est le produit myms - - - mg.
On dit de plus que P est propre si |P| = mymg - - - mg.

Remarquons que si P est une progression propre, avec les mémes notations
que dans la définition, alors

P+ P C{2x+jiri +jsra+ -+ jora | 0 < ji < 2m; pour 1 <i <d},

de sorte que |P + P| < (2m1)(2ms) - -+ (2my) < 2¢|P|. Dans ce cas, P a donc
un petit ensemble somme. On a également |P — P| < 2¢|P|.

Par un calcul semblable, on peut établir un lemme qui prouve la souplesse
des progressions arithmétiques généralisées :



Lemme 0.1. Soient P,Q deux progressions arithmétiques généralisées, de di-
mensions respectives dp et dqg, et de tailles respectives tp et tg. Alors

(i) —P est une progression arithmétique de dimension dp et de taille tp.

(it) P + Q est une progression arithmétique de dimension < dp + dg et de
taille < tptg.

0.2 Le théoréme de Freiman-Ruzsa dans Z

Nous pouvons déja énoncer le résultat que nous allons nous attacher & prou-
ver :

Théoréme 0.2 (Freiman-Ruzsa). Soit A C Z, tel que |[A + A| < C|A|, avec
C une constante réelle. Alors A est contenu dans une progression arithmétique
généralisée,

- de dimension inférieure a d(C),

— de taille inférieure & f(C)|A|,
avec

C) =050 (€)= exp (0K )
ot K € R est une constante.

L’énoncé de ce théoréme appelle quelques commentaires. Il s’agit d’un théo-
réme qui donne un résultat de structure sur un ensemble & partir de la simple
connaissance de la cardinalité de son ensemble somme. A mal le considérer,
I’énoncé du théoréme peut paraitre oiseux, car il est clair que tout sous-ensemble
fini A C Z est recouvert par une progression arithmétique, ne serait-ce que par
la progression de raison 1 et de premier terme min A. Ce serait négliger ’aspect
quantitatif du théoréme et 'importance des bornes qu’il fournit sur la taille et la
dimension de la progression *. En effet, ’aspect non trivial du théoréme est que
ces bornes ont une certaine uniformité : elles ne dépendent que de |A + A|/|4|,
autrement dit de la maniére dont A grossit lorsqu’on le somme avec lui-méme.

Donnons un exemple simple : ’ensemble A,, = {1,2,n} peut étre recouvert
par la progression P, de raison 1 et de premier terme 1, mais la taille de P,
n’est pas bornée quand n — oo, alors que le théoréme assure qu’il est possible
de trouver une progression @,, contenant A, de taille uniformément bornée en
n.

0.3 L’énergie
Nous définissons dés & présent une notion fort utile dans la suite :
Définition (Energie). Soient X,Y C G. On définit un ensemble
Q={(z,2",y,y) eX*xY? |z4+y=2a"+y'}.

L’énergie de X et Y est E(X,Y) = Q).

%. Celles du théoréme 0.2 sont parmi les meilleures connues a ce jour : on a d(C) = ¢1+o(1)
et f(C) = exp(Ctt°(1). Elles sont dues a T. Schoen, qui les établit dans [13]. T. Sanders, par
d’autres méthodes, démontre aussi le théoréme avec de trés bonnes bornes dans [12], dans un
groupe abélien général qui plus est.



Remarquons briévement que si G est abélien, E(X,Y) = E(Y, X).

On peut déja pressentir que si X + Y est petit, application (z,y) — « +y
aura un « grand défaut » d’injectivité, qu’alors chaque élément de X + Y aura
beaucoup d’écritures possibles, et donc que I’énergie de X et Y sera grande.
C’est le résultat que formalise le lemme 0.4 ci-aprés.

Introduisons une notation : soient Ay, ..., A,, des sous-ensembles de G quel-
conques. Pour z € G, on note 74, 1..44, (¢) le nombre de « représentations »,
i.e. le nombre d’écritures possibles de x comme une somme d’un élément de Ay,
..., et d’'un élément de A,, (éventuellement nul) :

A +ta,, (@) = {(a1,...,am) €A X - X Ap |z =a1+ -+ an}]

En particulier, z € A + -+ + A, si et seulement si 74, 4...4-4,, () > 0.

Lemme 0.3. Si X,Y C G abélien, alors
EX,Y) = Z rx v (2)°,
z€G

Preuve. En effet, on peut restreindre la somme & X +Y. Alors, si z € X +Y, et
si (z,y), (',y") sont deux représentations de z (non nécessairement distinctes),
alors (z,2',y,y’) € Q. Réciproquement, si (z,2’,y,y’) € Q, alors (z,y) et (z/, ")
sont deux représentations de x + y. O

Lemme 0.4. Si X,Y C G abélien, alors

[ XPPY)?
E(X,Y) > .
(X.Y)= X +Y]

Ce résultat corrobore la remarque intuitive que nous avons faite : plus X +Y
est petit, plus I’énergie est grande.

Preuve du lemme 0.4. La preuve repose simplement sur 'inégalité de Cauchy-
Schwarz. Ecrivons

XY= Y rxov(x) < [ Y rxpr(2)2 ] D 12

z€X+Y z€EX+Y zeEX+Y

La premiére égalité provient de ce que chaque élément (x,y) € X xY est compté
une et une seule fois dans la somme (a savoir dans rx4y (z + y)).
Elevons au carré pour trouver, grace au lemme précédent,

E(X,Y) X +Y| > [XP[Y]

ce qui est le résultat cherché. O



1 Les inégalités de Pliinnecke-Ruzsa

Ici, (G, +) désigne un groupe abélien. Le but de cette partie est de prouver
que si B C G est tel que B + B est petit, alors kB — [ B est petit pour tous k, (.
Plus précisément, on prouve le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (Pliinnecke-Ruzsa). Supposons que B C G vérifie |B + B| <
C|B|, avec C une constante réelle.
Alors pour tous k,l € N tels que k +1 > 0, on a l’inégalité

|kB —1B| < C**B].

La preuve consiste en quelques résultats élémentaires.

1.1 L’inégalité triangulaire de Ruzsa

On commence par prouver un résultat trés simple, qui joue cependant un
role-clef par la suite.

Lemme 1.2. Soient U, V,W des sous-ensembles quelconques de G. On a
|U||V =W | < |U+V|U+W|.

Démonstration. Pour chaque z € V — W, on fixe définitivement (v(z),w(z)) €
V x W tels que = v(z) — w(z). On considére I’application

. Ux(V-W)—= U+V)xU+W)
' (u,z) =  (v+v(x),u+w(x))
Le lemme est prouvé si on montre que ® est injective, ce qu’elle est en effet : si

(a,b) est dans I'image de @, alors © = a — b et u s’en déduit par u = a — v(a —
b). O

1.2 Le résultat principal

La proposition suivante est 'ingrédient principal de la preuve du théoréme
1.1.
Proposition 1.3 (Petridis [9]). Soient A, B C G vérifiant pour un K >0 :
(i) |A+ B| = K|A]|.
(ii) |Z + B| > K|Z| pour tout sous-ensemble Z C A.
Alors quel que soit S C G,

A+ B+5| < K|A+S|.

Démonstration. Ce résultat se démontre par récurrence sur la taille de l'en-
semble S.

Si § = {s}, linégalité découle de (i), car |[A + B + {s}| = |A + BJ et
[A+{s}| = |A].



Supposons a présent le résultat démontré pour les ensembles de taille n. Soit
S’ un ensemble de taille n+1, que on écrit S' = SU{z}, avec |S| = n. Majorons
d’abord grossiérement :

A+ B+ S'|=|(A+ B+ S)U(A+ B+ )|
<|A+B+ S|+ |A+ B +2f
<K(|A+S|+|A+z]),

ot la derniére inégalité provient de I’hypothése de récurrence et de (7). Malheu-
reusement, l'inégalité |[A + S|+ |A + z| < |A+ 5’| n’est vraie que si A + x est

disjoint de A 4+ S. Cela donne cependant 1’idée d’une majoration plus fine.
Posons W I’ensemble des éléments a € A tels que a +x € A+ S. Ainsi

[A+ S| =1(A+S)U((A+z)\(W+a))|=|A+ S|+ |4 — |W]|.
D’autre part,
W+B+xCA+B+S, (%)
et on a les majorations suivantes, en appliquant (i) a W :
A+ B+ S |={(A+B+S)U(A+B+z)\(W+ B+uz))|
<|A+B+S|+|A+B|—|W + B|
< K(|A+ S+ [A] = [W])
=K|A+ 5|

1.3 Preuve des inégalités
Avec ce résultat, nous sommes armés pour prouver le théoréme 1.1.

Preuve du théoréme 1.1. Soit B C G vérifiant |B+ B| < C|B| avec C' > 0. Pour
trouver K comme dans la proposition 1.3, I’idée est trés simple : on choisit

|Z + B|
= min
oezee  |Z|

et on appelle A le sous-ensemble de B qui réalise le minimum, de sorte qu’avec
ce choix, les hypothéses (i) et (ii) de la proposition sont vérifiées.
Deés lors, pour tout k > 1, |[A+kB|=|A+B+(k—1)B| < K|A+ (k—1)B|,
et par récurrence, on obtient que |A + kB| < KF|A.
Remarquons aussi que K < C et que |A| < |B].
Enfin, l'inégalité triangulaire de Ruzsa permet de se « débarrasser » de ’en-
semble A :
|A||kB —IB| < |A+ kBJ||A+[B|
< K¥|A|KY A|
< C*A|lB),

et il reste & simplifier par |A| # 0 pour conclure la preuve. O



2 Reéduction du probléme & Z/nZ

A partir de maintenant, nous nous limitons au cas oit G = Z, et ou I'on se
donne donc A C Z, tel que |[A+A| < C| 4], avec C une constante réelle. Il s’avére
que toutes les propriétés que nous aimerions prouver a propos de notre ensemble
A sont plus simples & démontrer pour des ensembles inclus dans un Z/nZ (que
nous noterons Z,, dans l'idée de se conformer aux usages qui prévalent dans
la littérature). Par exemple, il est possible de faire de I’analyse de Fourier sur
Z,, avec p premier. Nous commencons donc par montrer comment, dans une
certaine mesure, on peut « passer » de Z & un Z,,.

2.1 Les homomorphismes de Freiman

Pour que 'on puisse exploiter les propriétés des sous-ensembles de Z,,, il
faut néanmoins que ce passage préserve la structure additive des ensembles
concernés, puisque c’est elle que nous étudions, ce qui justifie 'introduction des
homomorphismes de Freiman.

Définition. Soit k£ un entier positif, A un sous-ensemble d’un groupe abélien
G, et G’ un autre groupe abélien.
e Ondit que ¢ : A — G’ est un homomorphisme de Freiman d’ordre k¥ (ou un
k-homomorphisme) si pour tous 1, T, ..., T, € Atels que x1+- - -+xp =
Tk+1 + -+ + Xak, On a aussi

¢(@1) + -+ d(er) = d(Trta) + - + P(w2r).

Sans ambiguité, ¢ définit donc une application sur kA.
e On dit que ¢ est un k—isomorphisme de Freiman si de plus ¢ est bijective,
et si 7! est également un k-homomorphisme de Freiman.

Pour se convaincre de l'utilité de tels objets, et de leur adéquation aux pro-
blémes sommatoires, nous prouvons un

Lemme 2.1. Soient A C G un groupe abélien, et G' un autre groupe abélien.
Soit ¢ : A — G’ un homomorphisme de Freiman d’ordre 2. Si P C A est une
progression arithmétique (généralisée), alors ¢(P) aussi.

De plus, la dimension de ¢(P) est inférieure a celle de P, et la taille de ¢(P)
est inférieure a celle de P.

Preuve. Soit P = {x 4 jir1 + jara + -+ + jara | 0 < jr < my pour 1 < k < d};
notons aussi P’ := ¢(P). Si 0 < i3 <mqy, 0 <iy <mg, ..., 0 < ig < mg, on
désigne par P(iy, 2, ...,1q) élément x + i171 + o1y + « - - + igrq de P.

Comme pour tout 1 < k < d, ry = (x+7)—x, on introduit s, := ¢(x+7rk)—
¢(x). Dés lors, si on choisit y € P, alors y = P(i1,i2,...,1q4), avec 0 < i1 < mq,
0<ig <mo,...,0<1i3<mg.Or P(il,ig,...,id) —P(il - 1,i2,...,id) =1,
donc P(iy,ia,...,iq) + © = P(iy — 1,49,...,44) + (x + 71), et en appliquant
la propriété d’homomorphisme d’ordre 2 de ¢, on trouve ¢(P(iy,ia,...,1q4)) +
¢(z) = ¢(P(ix — 1,42, ...,1q)) + ¢(x + r1), soit enfin

¢(P(i1,i2,...,id)) — ¢)(P(Zl — 1,i2,...,id)) = S1.



Comme le raisonnement que nous venons de faire ne dépend par de la valeur de
i1, on peut le réitérer, et on obtient ainsi

¢(P(ir, 0z, - - -, ia)) — ¢(P(0, 12, ... ,i4))
-1

= > ¢(Pliy — Lz, ... i) — ¢(P(ir — (1 + 1), 42, ... ,ia))
=0

En recommencant le méme travail avec la deuxiéme composante, et en poursui-
vant jusqu’a la d¢, on finit par trouver

G(P(ir,i2,...,1q)) — ¢(P(0,0,...,0)) =i151 +i282 + -+ - + i45q,

d’ott ¢(x + i1 +iorg + -+ +igra) = ¢(x) +i181 +i282 + - - - +1484. Autrement
dit, on peut écrire P’ comme la progression arithmétique

P’ = {¢(x) + j151 + jasa + - + jasa | 0 < jx < my pour 1 < k < d}

dont la taille et la dimension sont bien inférieures & celles de P (en effet, rien
n’interdit par exemple d’avoir s; = s3). O

2.2 Le résultat de Ruzsa

Proposition 2.2 (Ruzsa). Soit A C 7 tel que |A + A| < C|A|. Etant donnés
k > 2 et m > C?*|A| des entiers, il existe un sous-ensemble A’ C A qui est

k—isomorphe a un sous-ensemble de Z,,.
De plus, |A’| > |A|/k.

Démonstration. La preuve est constructive, de la un peu technique. Soit p un
nombre premier a ajuster. On considére la suite
z¥ 7,97, Y7 g,

ol l'on a noté

— 1 : s — 5 la réduction modulo p,

— 12(q) la multiplication par ¢ & déterminer dans Z} = 7Z,\{0},

— 13 Vinjection qui & § € Z, associe s € {0,...,p — 1} tel que § =, s,

— 4 la réduction modulo m.
Les applications 1, ¥2(q) et 14 sont des homomorphismes de Freiman de tout
ordre (car ce sont des morphismes de groupe). L’application 3 est un k-
homomorphisme quand elle est restreinte aux entiers modulo p compris dans
Vintervalle I; = | &p, £p], avec 1 < j < k. En effet, avec les notations précé-
dentes, si 51 + -+ 4 5, = 541 + - -+ + 521, dans Zy, on a dans Z

s1t -t Sk = Skp41+ -+ Skt 1,

avec un n € N et %p<si < %p. Delasorte, (j—1) p<si+--+s<j-p,
et de méme (j — 1) - p < Sgy1 + -+ + 2k < J - p, ce qui oblige n = 0 et prouve
donc que 13 est bien un k-homomorphisme lorsque restreint a un I;.



Posons Aj = {x € A| (¢2(q) o ¥1)(z) € I;}. Il existe nécessairement j(q) €
{1,...,k} tel que |[Aj(q| > |A|/k. Restreinte & A, 'application ¢ := 1pg0ep30
12(q) o 91 est un k—homomorphisme de Freiman & valeurs dans Z,,.

Il reste a choisir judicieusement g pour que 1 soit injective et que I’applica-
tion inverse qu’elle induit sur son image soit également un k-homomorphisme
de Freiman. En réalité, il suffit de déterminer une valeur de ¢ telle que, lorsque

V(1) + -+ (k) = Y(Tpsr) + -+ P(228),

on ait aussi
Tyt T = Thtr + oo+ T2,

car cela prouverait de fait que ¢ est injective : si ¢(x) = ¥(y), alors en addi-
tionnant k fois puis en utilisant 'implication, on aurait kz = ky dans Z, d’ou
x =y comme k # 0.

Choisissons s = 1 + -+ + & — Ta1 — -+ — Top € kA — kA, non nul, et
cherchons, pour les exclure, des valeurs de ¢ pour lesquelles ¥(x1)+- - -+ (xk) —
Y(Tpy1) = -—(z2r) = 0 tout de méme. On va chercher g € Z5 tel que m divise
1¥3(q3), c’est-a-dire le résidu modulo p de ¢5. On aimerait savoir 'ensemble que
décrit ¢s quand g décrit Zy, c’est pour cela que nous sommes amenés a supposer
que 5 # 0. Dans ce but, choisissons p vérifiant

P> max sl
Cela garantit que si s # 0, alors 5 # 0. Ainsi g — ¢5 est bijective, puisque Z,
est un corps. Donc ¢35 décrit {1,--- ,p — 1}, chaque valeur n’étant prise qu’une
fois, et parmi ces valeurs, au plus (p — 1)/m sont divisibles par m, i.e. valent 0
modulo m, ce qui correspond & au plus (p — 1)/m valeurs de q.

On a montré ainsi que pour chaque s € kA — kA\{0}, il existe au plus
(p — 1)/m valeurs de q telles que m divise ¥3(¢5). D’apres les inégalités de
Pliinnecke, |kA —kA| < C?¥|AJ, donc le nombre de valeurs de ¢ & exclure, c’est-
a-dire telles qu'’il existe s € kA—kA\{0} avec m | ¥3(¢3), et a fortiori le nombre
de valeurs de ¢ telles que ¥ ne vérifie pas la condition ci-dessus, n’excéde pas

-1 -1
kA — kA\{0}] - 2= < o2k|A)2—— < p—1,
m m

car on a choisi m > C2?F| A|. En définitive, puisque |Z5| = p—1, cela prouve qu'il
existe au moins un ¢ € Zy tel que, pour tout s € kA — kA vérifiant m | 13(¢3),
on a s = 0. Pour cette valeur de ¢, posons A’ := Aj(,). Grace aux remarques
précédents, 1) restreint & A’ est un k—isomorphisme de Freiman sur son image,
et |A’| > |A|/k, ce qui conclut la preuve. O

Remarque. Pour justifier & grands traits les manipulations de cette preuve,
remarquons que la réduction modulo m n’a en général aucune raison d’étre un
isomorphisme de Freiman, car il se peut méme qu’elle ne soit pas injective. On a
donc commencé par « controler » la taille de I’ensemble A en le réduisant modulo
p, ou p est trés grand, puis on redispose les éléments de A en les multipliant
par un ¢ bien choisi. Dans ces conditions (quitte & se restreindre & un grand
sous-ensemble de A), la réduction modulo m est bien un k—isomorphisme.

L’intérét majeur du théoréme est de permettre de choisir m le plus petit
possible, de fagon qu’on puisse réduire au maximum la taille du groupe ambiant,
et étudier des ensembles de « grande densité » (ce sera trés utile pour le lemme
3.13 par exemple).



3 Analyse de Fourier dans le groupe Zy

Le but de cette partie est de présenter toutes sortes d’outils d’analyse qui,
maintenant que nous nous sommes ramenés & un probléme dans un Zp, nous
permettront de progresser.

3.1 Transformée de Fourier

Ici, N désigne un entier premier impair. On pose w = e2™/N_ C’est une
racine N-iéme de 'unité.

Définition. Soit f : Zy — C une application. La norme 2 de f est le nombre

Hf“z =/ ZzeZN | f(z)]2.

On définit la transformée de Fourier de f par

f& =3 flapt

TELN

pour tout £ € Zy. Remarquons que la notation w®* a bien un sens, car la valeur
de wé® ne dépend pas du choix du représentant de & dans Z.
Soit g : Zy — C une autre application. On définit le produit de convolution
de f et de g par
frgl@) =Y flz—y)g)

YELN

Recensons quelques propriétés classiques et utiles, qu'un calcul direct permet
d’obtenir.

Proposition 3.1. Soient f,g: Zy — C.
1. (Formule d’inversion de Fourier). Vo € Zy, f(z) = & D¢ F(&)w e,

2. (Formule de Parseval). . F(©)36) = N>, [(x)g(x). En particulier,
S lf©F = NZ, f@)F = N£l-

3. V& € L, f(€) = f(=6).

4. Le produit de convolution est associatif, et respecte la conjugaison com-
plexze : fxg=fx*g.

9. fxg=1[-g.

Dans la suite, on identifie un sous-ensemble A de Zy avec sa fonction in-

dicatrice : A = 1 4. La proposition suivante montre que les notions introduites
sont tout & fait adaptées a ’étude des propriétés additives de A.

Proposition 3.2. Soient A,B,--- C Zy. Soit x € Zy. On peut exprimer a
l'aide des transformées de Fourier

1. le cardinal d’un ensemble :

N|A] =) JAE)
¢
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2. le nombre de représentations de x dans une somme :

%241(5) T An(f)w_gm = Ay ok Ap(2) = 144014, (2).
3

3. l’énergie de deux ensembles :

E(4,B) = Y (Ax @) = |14+ BJ} = . S IAQPIBEFP.
3

xT

Démonstration. Le premier résultat est une application littérale de la formule
de Parseval a la fonction A.

Dans le deuxiéme point, la premiére égalité est une conséquence de la formule
d’inversion :

Aps-ox Ay(x) = ;;Al *ok Ay (Ow™E®
= LA Anfew e
3
Pour la deuxiéme égalité, écrivons que
Ay x -k Ay(x) = Z Ai1(y1) -+ An(yn)

Y1+ +yn=c
- |{(y1’ 7yn) €A X x Ay |y1++yn:$}|
=y peeia, (@).
Enfin, le lemme 0.3 nous dit que E(4, B) = > ra4p(z)?. D’aprés le point

que I'on vient de montrer, r4,p(x)?> = (A * B(x))2. De la sorte, E(4, B) =
>, (AxB(x))? = ||Ax B||§ La formule de Parseval et (3.1.5) permettent de

voir que 32, (A * B(2))2 = % 3 [A* B(O)]? = & S JAE©)PIB(©) O

3.2 Ensembles de Bohr

A présent, nous portons notre attention sur des sous-ensembles trés parti-
culiers de Zy, dont on verra plus loin que ce sont eux qui nous fourniront les
progressions arithmétiques que nous cherchons.

Définition. Soient S C Zy et § € R%. On appelle ensemble de Bohr (ou
voisinage de Bohr) de base S, et on note B(S,d), 'ensemble

{erNWgeS, %Hgé}

ou ||t|| est la distance de ¢ a I’ensemble Z.

Ici encore, la notion est bien définie, car la valeur de ||%|| est toujours la
méme, quels que soient les choix des représentants de £ et  dans Z.
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Définition. Soit p €]0,1]. Soit f : Zy — C. On appelle p-spectre de f 1’en-
semble suivant

Spec(f,p) = {€ € Zu | 1F©) 2 o] }

En particulier, le p-spectre Spec(4, p) d’un ensemble A C Zy est 'ensemble
des & tel que [A(£)] = plAl.

La proposition suivante montre que si E(X,Y’) est de l'ordre de |X|?|Y],
alors X +Y — X — Y contient un ensemble de Bohr de base un spectre de X.

Proposition 3.3. Soient X,Y C Zy. Supposons qu’il existe o €]0,1] tel que
E(X,Y) > a|X?[Y]. Alors B(S,2) C X +Y — X -V, ot S = Spec(X, 2a'/?).

Remarque. Plus «a est petit, plus le spectre S est de grande taille, mais alors
plus I'ensemble de Bohr B(S, %) est petit (car la condition sur z € B(S, §) est
d’autant plus restrictive que S est grand). Dans I'idée d’exploiter au mieux la
proposition, il semble plus judicieux de choisir un « qui soit maximal pour la
propriété E(X,Y) > a|X|?|Y], de fagon a obtenir un grand ensemble de Bohr
inclusdans X +Y — X - Y.

Démonstration de la proposition 3.3. Soient X, Y, o comme dans I’énoncé. Grace
a la proposition précédente, on peut reformuler I’hypotheése :

NZIX IPIY(©)F = E(X.Y) = alX]’|Y].

Le choix de a!/2 peut paraitre obscur. Posons donc dans un premier temps

S = Spec(X, p), avec p €]0, 1] un réel que 'on déterminera dans la suite.
Soit « € B(S, %) Toujours d’aprés la proposition précédente, r € X +Y —
X — Y si et seulement si

—

X4y —X— y ZX ? A(f) Y(f)w_57”>0.

—

Mais on a —X (§) = )/(\'(75) = % (car (—X)(z) = X(—2x)), et de méme pour
Y, donc

TX+y-x-v( Z|X 3l |Y (©)Pwee.

Comme 7x 1y —x—y (z) est réel, il s’agit en fait d’une égalité entre parties réelles :

2n€x
rxty-x-v( Z| OPIY () ]é :
Pour tout ¢ € S, par définition de B(S, ¢), on a || Fll < &, et donc 27;59“ €

(%, 5], d’ou cos 27;\?” > % Cela suggére de séparer la somme en deux pour
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minorer ainsi les cosinus.

27T£E 2n€x
reavoxv(@) = & S IREOPIT©P eos 20 1+ LS IREOPIF ) cos o
€es E¢S
22N2\X TP -+ S IREOPITE)
¢es &E
3
= o S ROPITOP — 52 S IR @IV
5EZN £¢s
= E
SEY) = o SR PO
£¢s

On peut encore majorer le dernier terme, en utilisant d’une part la défini-
tion de Spec(X, p), et de autre 'expression du cardinal de Y a partir de sa
transformée de Fourier :

*Z\X EPIY () < sup|X(€) ZIY < (plX])?|Y].
£¢s e

On en déduit que

—_

X2y
ray—xov(@) 2 SEXY) - Sprixppy = P o gp2)

[\)

On voit qu’il suffit de prendre p = %al/Q pour avoir rx 1y _x_y (z) > 0, et donc
x € X+Y — X —Y. Par conséquent, avec ce choix, B(S, %) CX+Y-X-Y.
O

Etablissons un corollaire de cette proposition, dans le cas particulier des
hypothéses du théoréme de Freiman.

Corollaire 3.4. Soit A C Zy tel que |A+A| < C|A|. Posons S = Spec(A, ﬁ)
Alors B(S,§) C 2A — 2A.

Démonstration. Par le lemme (0.4), on a

[APIAP

(AA)_|A A|_C’

AP A
On applique ensuite la proposition précédente 8 X =Y = Aet a = C~L. O

3.3 Maximisation de ’énergie : le lemme central

Pour aller dans le sens de notre remarque sur le choix de o dans la proposi-
tion 3.3, observons que dans le corollaire précédent, le paramétre du spectre est
fixé (& $C~1/2). Nous allons & présent assouplir cette constante (pour la faire
s’approcher de 1), en considérant des sous-ensembles de A.

Lemme 3.5 (Schoen [13]). Soit A C G un groupe abélien. Supposons que |A +
A| < C|A], avec C une constante réelle. Pour tout e > 0, il existe deuz ensembles
XCAetY CA+ A tels que

o X2 0 A] et V] 2 |4,
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o lénergie E(X,Y) > C~%|X?|Y|.

Remarque. La borne sur ’énergie est bien celle qu’exige la proposition 3.3.
Qui plus est, on peut ici choisir « arbitrairement proche de 1 (la seule restriction
étant que les ensembles X et Y dépendent du choix de ¢).

Démonstration. La preuve est tout a la fois technique et trés élémentaire. Com-
mengons par introduire une notation : pour un ensemble B C A, on note

r (t) > 7|B|2
B=B\ =9 B=B|["

Il est important de remarquer que, si B est non-vide, 7(B) n’est jamais vide.
Supposons le contraire. Par un calcul déja effectué dans la preuve du lemme 0.4,

BE= Y s < Y o 1B
3B-B] - 2
teB—B teB—B

T(B):{teB—B

C’est absurde.
Nous procédons en plusieurs étapes. Fixons € > 0.
Ftape 1. Montrons qu’il existe un ensemble B C A dont le cardinal |B| >

(202)_21/5+1|A| et qui vérifie
pour tout t € 7(B), |A+ By >C"¢|A+ B|, (1)

ot 'on a noté By = BN(t+B). Pour prouver cela, nous proposons un algorithme.
Posons A° = A. Nous définissons récursivement des ensembles A' C A, [ > 0,
tels que |A'| > (2C2)=2'+1| A|. Supposons donc défini A,

— S'il existe tg € T(A") tel que |A+ A} | < C7¢|A + A'[, on pose AT .=
A} C A. Vérifions la condition sur le cardinal de A, Si z — a est une
représentation de tq dans A' — Al alors x € Al et x = a+tg € to + A, et
donc x € Aéo. De la sorte, & chaque représentation de ¢y, on peut associer
un z (différent) dans A} , et en utilisant I'inégalité de Pliinnecke,

| A = AL | > rar_ai(to)
S ‘Al|2
— 2|Al — Al
S |Al|2
~ 2|A — A
(202)*2H1+2\A|2
202 | A|

_ol+1

= (20172 AL

— Si un tel ¢y n’existe pas, alors (1) est vérifié pour B := Al.
Il reste & s’assurer que l'algorithme se termine & temps pour que l'inégalité
sur le cardinal de B soit vraie. En effet, aprés m étapes, un raisonnement par
récurrence montre que ’ensemble A™ vérifie

A+ A™| < CE|[A+ A <o < CT™e|A + A < CT™E A,
alors que d’autre part |A + A™| > |A| (car Papplication g — ¢ + = est une

bijection de G). Cela prouve que C1~™¢ > 1, et comme C > 1, que 1 —me > 0,
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ou encore que m < 1/e. Ainsi, m ne peut excéder [1/¢] — 1. Donc l'algorithme
se termine; de plus, B = A! pour un [ < 1/e, d’ou |B| > (202)‘2l+1|A| >
(202)721/5+1|A|‘

Etape 2. On choisit un B tel que décrit dans I’étape 1, et on construit ’en-
semble X. Calculons d’abord le nombre de couples (b, b') tels que b—b' € 7(B).
Ce nombre vaut

Z rp_p(t) = Z rp_p(t) — Z rg_p(t)

teB—B teB—B teB—B
ter(B) t¢r(B)
=B~ > rp_s()
teB—B
t¢(B)
B\2
> |BI?2 — ‘7
teB—B
t¢(B)
BJ? |BJ?
> |B?-|B-B | =

Cette minoration prouve qu'’il existe by € B tel que |(B — by) N 7(B)| > |B|/2,
car sinon, pour chaque b’ € B, il existe strictement moins de |B|/2 éléments de
B tels que b — b’ € 7(B), donc strictement moins de |B|?/2 couples (b, ) tels
que b — b € 7(B), ce qui est contraire & la minoration que l’on vient d’établir.

Posons alors X := BN (7(B) 4 bg). La condition X C A est bien remplie,
puisque B C A. De plus |X| = |BN (7(B) + bo)| = |(B — bp) N 7(B)], les deux
derniers ensembles étant en bijection par x — x — bg. Donc

X] > @ = %<202>‘2”5“\Al > (202724,

Ainsi, X répond aux critéres de la proposition .

Etape 3 (Calcul de I’énergie). Commencons par une remarque : pour tout
ter(B), A+ BiC A+ Bet A+ B C A+ B+t, donc A+ By est inclus dans
I'intersection de ces deux ensembles, et on peut minorer

[(A+B)N(A+B+1t)| > |A+ B, > C °|A+ B]

grace a la propriété de I’ensemble B.

Posons Y := A + B (il s’agit bien d’un sous-ensemble de A + A de cardinal
> |A]), et calculons, & partir du lemme 0.3, et a l’aide de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

EX,Y) =) rxiyv(2)? =) [{teX|zeY +t}]

zeG zeG
> Y {teX|zeY+t}]?
zEA+B+bg

2
>A+B+b0|‘1< > |{teX|zeY+t}|>.

zEA+B+bg

1. On peut voir par le méme raisonnement que celui qui précéde (sur le nombre de couples
(b,0)) que |7(B)| > |B|/2, et aurait donc pu convenir, si ce n’est que 7(B) est un sous-
ensemble de A — A et non de A. Tout le but de ’étape 2 a donc été de trouver un ensemble
ressemblant, dans A.
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Or on peut écrire autrement la somme entres parenthéses :

S {teX|zeY +1) 3 (Z 1y+t(z)>

z€A+B+bg 2zEA+B+by \teX

ZZ Z 1aiB4e(2)

teX z€ A+B+bo

=Y [(A+B+t)N(A+B+by)l.
teX

Utilisons la définition de X : pour tout ¢ € X, il existe t' € 7(B) tel que t =
t' +bo, et alors [(A+B+t)N(A+B+by)| = |(A+B+t')N(A+B)| > C~¢|A+B].
En conclusion,

2
E(X,Y)>|A+B+bo|™* (Z (A+B+t)N (A+B+bo)|>
teX

> [A+ B["H(|X|C*|A + B|)® = XY,

Muni de cet élément, reformulons la proposition 3.3 :

Corollaire 3.6. Soient ¢ > 0 et K > 1. Soient X, Y deux sous-ensembles finis
de Z . Supposons que E(X,Y) > C~%|X|?|Y|, alors B(S, ) C X+Y -X-Y,
avec S = Spec(X, 1C~°).

3.4 Théoréme spectral de Chang

Nous allons améliorer I’ensemble de Bohr trouvé dans le corollaire 3.6, grace
a un nouveau résultat : le théoréme spectral de Chang. Il explicite la structure
du spectre d’un ensemble, et dit plus précisément que I’ensemble des points ou
X est grand est trés structuré, & savoir inclus dans un petit cube.

Définition. Soit Z = {z1,..., z;} un sous-ensemble d’un groupe abélien G. On
définit le cube engendré par Z, et on note Span(Z), ’ensemble des éléments de
la forme Zle €2, o €; € {—1,0,1}.

Le résultat de Chang est le suivant :

Théoréme 3.7 (Chang [1]). Soient p €]0,1]. Soit X C Zn. Alors il existe
I' C Spec(X, p) tel que Spec(X, p) C Span(T').
De plus, |T'| = O(p%log ‘7]\7')

L’idée est de montrer que le spectre Spec(X, p) ne contient pas de grand sous-
ensemble peu structuré. La notion de dissociativité traduit le fait que certains
éléments sont trés peu corrélés, et donc est bien adaptée pour mettre en évidence
un manque de structure dans un ensemble.

Définition. On dit qu'un ensemble I' C Zy ensemble est dissocié si toute
application € : ' — {—1,0, 1} telle que der €(£)¢ = 0 est identiquement nulle.
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3.4.1 Une inégalité de Rudin

Le but de ce paragraphe est de démontrer I'inégalité de Rudin qui servira a
la preuve du théoréme spectral de Chang.

Soit I' C Zx. On considére lopérateur T qui & ¢ € CT, une suite de nombres
complexes indexée par I', associe 'application = — der c(§)w™. Soit p > 1.
On munit Pensemble C' la norme /2 et I'ensemble C%~ la norme LP pour uz,,
la mesure de probabilité uniforme sur Zy :

lellz = /3 e
£er
I7llze = i/]lv > @)
TELN

T est donc une application linéaire de lespace [%(I') & Despace LE(Zn, pzy ).
L’inégalité de Rudin permet de controler la norme subordonnée ||T||2—, de cet
opérateur T pour les ensembles I' dissociés.

Proposition 3.8 (Rudin). Si I' C Zy est dissocié, alors pour tout p > 1,
| T||2—p < K\/D, avec K une constante absolue.

Démonstration. Le formalisme probabiliste rend agréable la preuve qui suit.
Commencgons par traduire les hypothéses en langage probabiliste. Zy est un
espace de probabilité muni de la tribu discréte et de la mesure de probabilité
uniforme sur Zy. Les applications de Zy dans C sont donc des variables aléa-
toires complexes. Posons X¢ : o — c(£)w™** des variables aléatoires. Notons
S = Z&el“ Xe¢. Prouver 'inégalité de Rudin revient & majorer la norme p de S
par [/c|[|2. On constate que chaque X, est borné par |c(§)].

L’hypothese de dissociativité traduit une certaine indépendance des X¢. En
fait, on a

E|Xe, - XeXg -+ Xg| =0 2)
pour tous k+1>1et &,..., &, &, ..,& €I deux a deux distincts. En effet,
E [X& ngjz] — % T wEm St

TELN

avec un z € C, et comme —&; —--- — &, + & + - - + & # 0 par dissociativité, la
somme (géométrique) est nulle.
On voit alors que les parties réelles et imaginaire de X¢, £ € I" vérifient

E[RX, - RXe,] = E[3Xe, - $Xg,] = 0

pour tous k > let &1,...,& € ' deux a deux distincts. En effet si on développe
le produit en polynome de X¢ et X¢, £ € I', chaque mono6me est de la forme du
membre gauche de (2) donc nulle.

Démontrons ensuite quelques lemmes en utilisant la méthode du moment
exponentiel.

Lemme 3.9. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires réelles bornées respec-
tivement par c¢; > 0 et vérifiant

E[X;, - Xi.] = 0 pour tout iy < iz < --- < iy. (3)
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Alors ¥Vt > 0,
t2]cl13

E[et(xl+”'+xn) <e

Démonstration. Etablissons d’abord deux inégalités élémentaires
Vt >0, Vy € [-1,1], €' <cosht+ ysinht, (4)
+2
YVt >0, cosht<ez. (5)

La premiére provient de la convexité de y — e'¥, et la deuxiéme, de la compa-
raison des développements en série entiére de chacune des fonctions. Appliquons
(4) & ¢cit et y = 3¢ et faisons le produit. On obtient

Ci

n Xi
et(X1+v..+Xn) < H <COSh(CZ‘t) + — SiIlh(Cﬂf)) .
i=1

Ci

On développe le membre de droite, on obtient un premier terme [[;"; cosh(c;t),
puis suit une combinaison linéaire de X;, ---X;,, k > 1 et i1 <ig < -+ < 4.
Prenons I’espérance ; ’hypothése (3) permet d’annuler tous les termes, sauf le
premier :

n
E et(X1+-..+Xn):| <E [H cosh(cit)] .
i=1
On conclut grace a la remarque (5). O
Le résultat suivant est une inégalité « & la Chernoff » :

Lemme 3.10. Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent, on a

2

Va>0, P[X;+- 4 X,|>a] <2 203,

Démonstration. Pour tout a < 0,

P[X;+---+ X, >a] =P [ef(X1+”'+X") > et“] pour tout t > 0

<e PE [et(X”'“*X")} par linégalité de Markov

_tqy leld L
<e 2 par le lemme précédent
On prend t = HCaHZ pour optimiser :
2
— a?
P[X1+...+Xn2a]§e 2IICHE_
De méme, comme les variables aléatoires — X1, ..., —X,, vérifient les hypothéses

du lemme, on a

a2

P[X;+ -+ X, < —d] < e 203
d’otl la majoration finale. O

Tout cela reste vrai dans le cas complexe :
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Lemme 3.11. Si X1,...,X,, sont des variables aléatoires complexes bornées
respectivement par c; et dont les parties réelles et imaginaires vérifient (3),
alors

a2
P[X1+ -+ Xn| > a] <de *I€I3.

Démonstration. Le lemme précédent appliqué a la suite RX;,...,RX,, et la
suite X1, ..., 33X, donne pour tout a <0,

2

PIR(X14+ -+ X,)| >a] < 2¢ 2l<l3

a2

P[S(X) 4+ -+ X,,)| > a] < 2e 213,

On remarque ensuite que pour un nombre complexe z, si |z| < a, alors ou bien
> a ien Gz > -4
Rz > s, Ou bien Sz > 7 Donc,

Pl|(X14 -+ X,)| > d]

<SP IRXy+-+ X)) >
<P [R(X, )| 7

}+P[|%(X1+~-~+Xn)|2\/§

<2. %2¢ 220l

O

La connaissance de la queue de la distribution permet de majorer le moment
d’ordre p :

Lemme 3.12. Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent, on a
1
ElIX1+ -+ Xu[]? = O(v/plcl2)-

Démonstration. On utilise la formule de Fubini-Tonelli :

E[| X1+ -+ X,P|=E [/ Licixi 44X, dt]
0

:/0 E [1o<x, 4t X, ¢ dt

:/ P[\X1+~--+Xn|ztﬂ dt.
0

Donc par le lemme précédent,

2

E[| X1+ -+ X,P] < 4/ e A3 gt
0

2
tp
el

On fait le changement de variable : v =
B(X0 4+ XaP] <4 @lef)y [ emvufau
0
p p
—4.2|l¢|)P2 T (7)
2lell)2 1 (2

= 4-(2lell)”-T (5 +1),
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d’ou )
P H
E[X1+ -+ Xa"]P <2fels (40 (5 +1))" = O(llel)
par la formule de Stirling. O

On a vu que les variables aléatoires x + c(&)w ™ vérifient I’hypothése de
ce lemme. Donc cela termine la preuve de l'inégalité de Rudin. O

3.4.2 Preuve du théoréme spectral de Chang

Attachons-nous maintenant & démontrer le théoréme spectral de Chang. Il
s’avére que c’est ’adjoint de T qui va nous étre utile. On note p’ 'exposant
conjugué de p. On rappelle que I’adjoint de T est I'unique application T™ tel
que pour tout ¢ € C' et pour tout f € CZV

<T(C)7 f>ZN = <C7 T*(f» )

ot (f,9)z, = %Z%ZN f(@)g(x) et (c,d) = > ccrc(§)d(§) sont des produits
scalaires hermitiens dans les espaces respectifs.

La premiére chose & remarquer est que la norme subordonnée de T* :
LV (Zy,pizy) — [2(T) est inférieure & ||T2_,. Pour le montrer, on prend
¢ =T*(f) dans la définition de T* ci-dessus, on utilise I'inégalité de Holder :

IT* ()3 = % Y T()@)f@) < ITEeel fllper < IThomspI T (Hll2llf 2

TELN

et en simplifiant par ||[T*(f)||2, I'inégalité obtenue prouve que |[T%|,—2 <

HT”ZHP-
La deuxiéme remarque est qu’on peut expliciter 7*. En fait, pour tout ¢ € CF
et pour tout f € CZ~

(T(c). f Z Y c&)w [ (x)

:DEZN £er

:zc@)% 3 Tt

el TELN

= <C, ]iff|1‘> )

donc l'adjoint de T est la transformée de Fourier renormalisée et restreinte a I'.
L’inégalité de Rudin dit donc que

1 *
§ el S Uy -2l flle < ITl2=pll Fll e < KVPI Il

pour I dissocié et f € CZv,

Lemme 3.13. Soit p €]0,1]. Soit X C Zy. Si I' C Spec(X, p) est dissocié,
alors |I'| = (’)(pi2 log %)
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Démonstration. Posons oo = | X|/N. On applique I'inégalité de Rudin « duale »
4 la fonction X. On a || X ||, = a/? et

IXiel3 = > IX©F

er
> [Tl(plX1)?,

car I' C Spec(X,p). L'inégalité donne |[|p2a? < K2pa2/?" = KZpa2a~2/?
2

(lorsque mise au carré), soit || < I:—;pofi. Pour optimiser, on prend p =

max(2,2log ;) et on trouve [I| = O(; log 7). O

Remarque. Leréel o €]0, 1] représente en fait la « densité » de X dans Zy . Plus
celle-ci est faible, plus I" est grand a priori. Or essayons d’appliquer directement
la formule de Parseval & I" :

NX[= Y IX©P =Y IX @ > 12X,

§E€ELN ger

donc |T'| < ,712% La borne est donc bien plus mauvaise (en a~!) que celle

fournie par le lemme 3.13. Mais rappelons que dans notre cas, I’ensemble X est
justement trés petit (o petit devant 1). Par suite, le lemme 3.13 est bien plus
fort.

La démonstration du lemme de Chang est maintenant 1’affaire de quelques
lignes.

Démonstration du théoréme 3.7. Soient p, X comme dans ’énoncé de 3.7. On
prend I' un sous-ensemble de Spec(X, p), qui est dissocié et maximal pour cette
propriété. D’aprés le lemme précédent, |T'| = (’)(pi2 log ‘7N|)

Il reste & montrer que Spec(X, p) C Span(T'). D’un c6té, on a T’ C Span(T).
De Pautre, pour tout & € Spec(X, p) \ T, T' U {&} n’est pas dissocié par maxi-
malité de T'. C’est-a-dire qu’il existe g € {—1,0,1} et € : ' — {—1,0,1} non
tous deux nuls, tels que

€oo + Zﬁ(f)f =0.

el

Or ¢y # 0 puisque I est dissocié, donc

fo=>_ —coe(§)g,
ger

c’est-a-dire &, € Span(T"). O

On va utiliser ce résultat sous la forme du corollaire suivant, qui nous permet
de trouver un ensemble de Bohr dont on maitrise mieux les paramétres :

Corollaire 3.14. Soient p €]0,1] et X C Zy. Alors il existe ' C Zy tel que
B(T, ﬁ) C B(Spec(X, p), %) De plus, |T'| = (’)(pi2 log %)

Démonstration. Soient p €]0,1] et X C Zy. On note S = Spec(X, p). D’aprés
le théoréme 3.7, il existe I' C S de taille O(p%log %) tel que S C Span(T).
Montrons que B(T, ﬁ) C B(S, }).
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1
6IT]
tout £ € I'. Soit & présent s € S. Alors s est de la forme . €(§)§ pour une
certaine application € : I' — {—1,0,1}, et on a par 'inégalité triangulaire pour
| - 1|, la distance au plus proche entier,

H (der 6(5){) T
N

En effet, étant donné = € B(T, ﬁ), on a par définition ||%H < pour

1 1

Ej §|F7:77
N 6] 6

X BT
ger

gel

dott z € B(S, 1). O

4 Etude des voisinages de Bohr

Nous avons réussi & trouver dans certains ensembles de voisinages de Bohr.
Pour justifier la peine que ’on s’est donnée, il est temps d’exhiber le lien entre
ces voisinages, et les progressions arithmétiques qui sont au coeur du théoréme
0.2. Pour cela, nous avons recours & des résultats de géométrie des nombres.

4.1 Reéseaux et propriétés

On se donne d € N*.
Définition. Un réseau dans R est un sous-groupe additif discret de R9.

Pour n = (ny,...,n,.) € Z" et v = (vy,...,v,) € (RY)", on note n-v =
nivy + - - + n.v,.. Lorsque vy, ..., v, sont linéairement indépendants, Z" - v :=
{n-v | n € Z"}, le Z-sous-module engendré par vy,...,v,, est un réseau. En
fait, les ensembles de ce type sont les seuls réseaux.

Proposition 4.1. Si A est un réseau dans R?, alors il existe 1 € N et des
vecteurs v1, ..., v, linéairement indépendants tels que A =7Z" - (v1,...,v.).

On dit alors que (v1,...,v,) est une base de A et que A est de rang r. Le
rang de A est d’ailleurs bien défini (i.e. il ne dépend pas du choix de la base),
car le rang d’un réseau est simplement la dimension du sous-espace de R¢ qu'il
engendre.

Si r =d, on dit que A est de rang mazimal.

Définition. Soit A un réseau R? de rang maximal. On défini son covolume par
covol(A) = |det(vy,...,v4)|, ou (v1,...,vq) est une base de A. Géométrique-
ment, ce n’est rien d’autre que le volume d’une maille élémentaire {tjvq +-- -+
tqug | t; € [0, 1[}

11 faut montrer que cette définition ne dépend pas non plus de la base . Es-
sayons pour cela de définir le covolume d’une autre facon. On constate que pour
certains ensembles A C R? assez « gentils », le nombre de points & coefficients
entiers dans une dilatation tA est de I’ordre de t? fois un facteur : la mesure de
A. Généralisons cette idée. Nous notons A" la mesure de Lebesgue.

t. Le raisonnement qui suit n’est pas le plus simple pour parvenir & nos fins, loin s’en faut,
mais il est original et assez élémentaire.
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Les ensembles « gentils » que nous considérerons seront des ensembles A C
R¢ muni de la norme euclidienne, qui sont ouverts, bornés, et tels que A*((?A) =0
(ot OA désigne la frontiére de A, i.e. les éléments de ’adhérence de A qui ne
sont pas dans A). Nous les appellerons abusivement des ouverts de Jordan. Dans
la suite, on appelle aussi ensemble élémentaire toute réunion finie disjointe de
pavés semi-ouverts?. La gentillesse d’un ouvert de Jordan s’exprime alors sous
forme d’un lemme :

Lemme 4.2. Soit A de R un ouvert borné tel que \"(9A) = 0. Alors

* . * N *
A (A) 7E'1’I§fA>\ (E)f;gi)\ (E),

ot E et E' décrivent tous les ensembles élémentaires.

Preuve. Remarquons déja que A\*(A4) = A" (4) + A" (0A4) = X" (A).

Par définition de la mesure de Lebesgue, A" (A4) = infp \*(P), ot infimum
est pris sur les réunions dénombrables de pavés ouverts dans lesquelles A est
inclus. Comme A est compact, on peut cependant se restreindre aux réunions
finies, et aux réunions finies de pavés semi-ouverts (car leur mesure ne change
pas qu’ils soient ouverts ou semi-ouverts). Or toute réunion finie de pavés semi-
ouverts s’écrit aussi comme réunion finie et disjointe de pavés semi-ouverts, ce
qui donne la premiére égalité.

Pour le deuxiéme point, nous avons déja

sup A" (E) < X"(A). (6)
ECA

Grace a la régularité de la mesure de Lebesgue, il existe un suite de compacts
K, C A tels que \"(K,,) — X" (A) quand n — oco. Pour chaque compact K,
notons 8, := 3d(K,,R?\ A). C’est un réel strictement positif (car R?\ A est
un fermé disjoint du compact K,,). Si on quadrille 'espace R? de pavés semi-
ouverts disjoints de coté d,,, on obtient un recouvrement F, de K,, fini car K,

est borné, et inclus dans A grace a la définition de §,,. Donc
N () < X (Ep) < X7 (A),

et en faisant tendre n vers I'infini, on trouve I'inégalité contraire de (6), et donc
Pégalité désirée. O

Le deuxiéme avantage des ouverts de Jordan est qu’ils sont stables par iso-
morphisme linéaire. Soient en effet A un ouvert de Jordan, et ¢ un isomorphisme
linéaire de R%. En particulier, ¢ est un homéomorphisme de R¢. Dés lors,

— ¢(A) est aussi ouvert.

— ¢(A) est borné (grace a la continuité et la linéarité de ¢)

— Comme ¢ est un homéomorphisme, 9(¢(A4)) = ¢p(0A), et donc

*

N (9(6(4))) = X ($(DA)) = | det 6| A"(94) = 0.

Ces instruments nous permettent de prouver le résultat annoncé :

{. On entend par 14 les ensembles de la forme [a1,b1[X - - X [ag, bg][.
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Proposition 4.3. Soit A un réseau R? de rang mazimal. Si A C R? est

un ouvert de Jordan, alors \/\Ar(wttﬁ)l converge quand t — oo, et la limite est
|det(vy,...,vq)|, 0t (v1,...,vq) est une base de A.
Cela montre donc | det(vy, ..., vq)| est le méme, quelle que soit la base de A,
car on peut définir le covolume d’un réseau par
A(tA)
covol(A) = lim
(A) = t—o00 |A N tA|
ou A est un ouvert de Jordan quelconque.
Démonstration. Ramenons-nous au cas ot le réseau est Z<. La famille (vy, ..., v4)
est une base de I’espace vectoriel R%, donc il existe donc un automorphisme li-
néaire ¢ de R? tel que pour 1 < i < d, ¢(v;) = e;, avec (ey,. . ., eq) la base usuelle

de R%. Par la formule de changement de variable, pour U mesurable, A" (¢(U)) =
| det ¢| A" (U). De plus, comme ¢ est injective, ¢(A NtA) = ¢(A) Ntp(A). On a
alors

N (9(A))

|Z4 N tp(A)]

N (tA) | det o]t X (to(A))
AN EA| [¢(A) N ¢(tA)]|

= |det(vy,...,vq)]|

Notons B := ¢(A); c’est un ouvert de Jordan, d’aprés la remarque précédente.
1l suffit donc de montrer que t~%|Z% NtB| converge vers A" (B). C’est le résultat
que nous avons isolé dans le lemme qui suit. O

Lemme 4.4. Si B C R? est un ouvert de Jordan, alors

d
lim 1Z°NtB]| =\'(B).

t—00 td
Démonstration. C’est le cas pour les pavés : soit P = [a1, bi[X -+ X [ag, ba[. On
* d
a\ (P) = Hi:l (bl - ai), et

d

1z N tP| = []1Z 0 [tas, thi]| = [T (Ttbs] — [tai]) R~ th (b — a;).

i=1 i=1

U

Donc lim t~%4|Z% N¢P| = A*(P). On en déduit que la propriété vraie aussi pour
un ensemble élémentaire : soit £ = | |"_, P; un tel ensemble. Alors

n n
—dirpd _ —d|rpd ' Py =\
t4|z ﬁtE|—Zt |Z ﬁth|t_>—oo>Z:/\ (P)) = \'(E).

Soit E et E’ des ensembles élémentaires tels que E C B C E’. On a
=24 NtE| <t~ Y24 ntB| <t~ YZiNtE|,
donc, a la limite

N(E) < htminffdmd NtB| < limsupt~4|Z¢ NtB| < X' (E).
—00 t—o00

Avec le lemme 4.2, on en déduit I’égalité des limites inférieure et supérieure, et

lim t~4|Z% NtB| = \*(B).
t—o0
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Comme conséquence, nous trouvons un lien entre le covolume d’un réseau
et celui d’un sous-réseau (i.e. un sous-groupe) de ce réseau.

Proposition 4.5. Si A CT C R? sont des réseaux de rang mazimal alors,
covol(A) = |I'/A| - covol(T).

Démonstration. Prenons v = (vq,...,vq) une base de A, et notons P la maille
{tiv1 + - - tquq | t; € [0,1[}. Pour tout ¢t € N, on écrit ¢P comme réunion de
translatés de P :

tP= || (P4 (n,...,na)-v),

0<ny,...,nqg<t

donc [TNtP| =Y TN (P+(ni,...,nq)-v)| = t4T' N P| (on utilise ici le fait que
A CT). Et on vérifie sans difficulté que la projection canonique dans le quotient
induit une bijection de ' N P dans I'/A. D’ou

. AN(tP) _tIANY(P) . AY(P)  covol(A)
() =1 = = = .
covol(l') = fim T2, tox [TAP] o AP [T/A]

4.2 Théoréme de Minkowski

Définition. Soient A C R? un réseau, K un ouvert convexe de R%. On appelle
le k-ieme minimum successif de K par rapport a A, le réel

Ae(K,A) = inf{A >0 |

AK contient k vecteurs linéairement indépendants de A}.
On note \g a la place de A (K, A) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Théoréme 4.6 (Deuxiéme théoréme de Minkowski). Soient A C R? un réseau,
K un ouvert convexe borné de R?. Si K est de plus symétrique par rapport a
lorigine, alors

A A )\*(K) < 24 covol(A).

Nous ne donnons pas la preuve de ce théoréme, qui nous éloignerait trop
du sujet. On peut par exemple se reporter a [5]. Nous prouvons en revanche un
petit lemme :

Lemme 4.7. Soient A C RY un réseau de rang mazimal, K un ouvert convexe
borné de R?, symétrique par rapport a Uorigine. Notons A1, ..., \g la famille des
minima successifs de K par rapport a A.

Il existe une base (by,ba, ..., by) de A telle que pour tout 1 < i < d, b; € ;K.

Preuve. Nous construisons cette base par récurrence.

Commencons par trouver le premier vecteur. Par définition de A1, pour tout
n > 1 entier, il existe bf € (A1 + 1)K non nul et appartenant au réseau A.
Tous les b} sont dans (A; + 1)K. Puisque A est discret et que (A; + 1)K est
borné, (A +1)K NA est nécessairement fini, donc la suite (b7),,>1 ne comprend
qu’un nombre fini de termes. Il existe ainsi une suite d’entiers (ny) croissant
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vers Uinfini, telle que (b7*) est constante. Notons by sa valeur : b; € A, est non
nul, et pour tout k > 1, by € (A + %)K Comme % — 0 quand k — oo, on en
déduit que toute boule centrée en b; rencontre A\ K, et qu’alors,

b € MK = M K.

Supposons ensuite construits by,...,br_1, et trouvons b;. On procéde en
fait de la meéme fagon. Fixons n > 1 : il existe une famille libre (vy,...,vg)
de vecteurs de A dans (\; + %)K L’'un d’eux, que 'on note by, n’appartient
pas & Vect(by,...,bg—1), qui est de dimension k — 1. Dans ce cas, la famille
(b1,...,bg—1,b}) est libre. Muni de la suite (b}),>1 de vecteurs de (A\; + 1)K,
nous concluons exactement de la méme maniére qu’au paragraphe précédent.

O

4.3 Progression arithmétique dans un voisinage de Bohr

A l’aide du deuxiéme théoréme de Minkowski, on montre qu’un ensemble de
Bohr contient une « grande » progression arithmétique. Ici, N est toujours un
nombre premier impair.

Proposition 4.8 (Ruzsa [10]). SoientT" C Zx un ensemble de cardinal k, et 6 €
10, %[ Alors l’ensemble de Bohr B(T',0) contient une progression arithmétique
propre de dimension k et de taille > (5/k)FN.

Démonstration. Le cas T' = {0} est simple, car alors B(T',§) = Zy tout entier.
On suppose donc que I' contient des élément non nuls$. Soient &;,...,& les
éléments de I'. Prenons pour chacun de &; un représentant r; € Z.

Posons A = NZF 4 (rq,...,r)Z. Montrons qu’il s’agit bien d’un réseau.
C’est un sous-groupe de (R*, 4). De plus, NZ* en est un sous-groupe. Le groupe
quotient A/NZ* est monogéne, engendré par 7, la classe de (ry,...,ry), dont
lordre est N. En effet, N7 = 0, donc 'ordre de 7 divise N, mais N est premier,
donc c’est N (ce n’est pas 1, car 7 # 0 par la remarque introductive). Donc
A/NZF est cyclique d’ordre N. On en déduit qu’a I'intérieur de chaque cube de
coté N, il y a un nombre fini d’éléments de A (au plus N), et par conséquent,
A est discret.

D’aprés la proposition 4.5,

covol(A) = M = N—k = N1
|A/NZF| N

Soit K le I®-cube {z € R* | ||z]|sc < 6N} (ot la norme || - || désigne le maxi-
mum des valeurs absolues des composantes du vecteur). K est ouvert, convexe
et symétrique par rapport a l'origine, et de mesure (25N)k. Soient Aq,..., A\ les
minima successifs de K par rapport & A. Par 4.7, on trouve une base (b, ..., bg)
de A telle que b; € \;K. Chaque b; est de la forme b; = Nv; + x;(rq,...,7%)
avec v; € Z* et x; € Z. Notons Z; la classe de x; dans Zy. Le fait que b; € ;K
implique que |[% S Aid, donc que Hgf, < \;6 pour tout £ € T'. On est donc
ramené & considérer la progression suivante

1
QZ{M19€1+~-~+Mk$k Wi € Z et |p;| < Lf)\J}

§. On peut aussi supposer qu’il ne contient pas 0, puisque 0 ne joue aucun réle.
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Montrons que @ C B(I', ). En effet, pour tout £ € ', on a

k g.’f
<D Il
i=1

k

1
< ; LMJ A6 < 6.

N

E- (&1 + - + ppZy)
N

La taille de @ est

k k
1 1 1

2 1) > N

}:[1( {k)‘iJjL )_Hk)\i ERAp - Mg

D’aprés le deuxiéme théoréme de Minkowski,

2F covol(A)  2FNK-L 1

< = = .
A A S A (K) (20N)F ~ 6FN

Par suite, la taille de @ est au moins (6/k)*N.
Il ne reste plus qu’a montrer que () est propre. Supposons que

T+ gy = T+ A T, avec |, [pi] < LJ\J

1
Alors, le vecteur b = (3 — p})b1 + -+ + (k. — p},)by appartient & NZ*. On a
de plus [|bllee < 327, 5 lIbillo < 26N < N grace au choix de 4. Donc b= 0 et
pour tout i, p; = pi}, puisque (by, ..., bx) est une base de R¥. On en conclut que
@ est une progression arithmétique propre (son cardinal est égal a sa taille). [

5 Preuve du théoréme de Freiman-Ruzsa

5.1 Lemme de recouvrement de Chang

Ce que nous avons prouvé jusqu’ici nous a permis de montrer que certains
ensembles, reliés plus ou moins directement & A, contiennent des progressions
arithmeétiques propres. Notre but est cependant de recouvrir A par des progres-
sions arithmétiques. Pour arriver au théoréme de Freiman, il nous faut donc un
autre ingrédient : le lemme de recouvrement de Chang.

Définition. Soit B et R deux parties d’un groupe abélien. On dit que R est
B-libre si pour tout x,y € R distincts, x + B et y + B sont disjoints.

Remarquons que si R est B-libre, alors R+ B est la réunion disjointe de |R)|
translatés de B, et donc le cardinal de R + B

|k + B| = |R||B|. (7)

Une autre remarque simple est que si R, partie B-libre de A, est maximale
(au sens de l'inclusion) pour cette propriété, alors A C R+ B — B.

Démonstration. En effet, soit a un élément de A, alors a + B rencontre rq + B
pour un 79 € R, car si (a + B) N (r + B) = 0 pour tout 7, alors en particulier
a ¢ R, et de plus RU {a} serait B-libre ce qui contredit la maximalité de R.
Donc il existe 79 € R et b,b' € B tels que a +b = rg + ', ce qui prouve que
a€ro+B—BCR+B—-B. O
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Ces deux remarques permettent déja d’obtenir un premier lemme de recou-
vrement, di a Ruzsa.

Lemme 5.1 (Ruzsa [10]). Soient A, B C G un groupe abélien. Il existe R C A
‘Alng‘ tel que A C R+ B — B. Autrement dit, A peut étre

recouvert par au plus IAlgfl translatés de B — B.

de cardinal au plus

Preuve. 1l suffit de prendre R C A B-libre maximal. On a donc A C R+ B —B.
Pour majorer |R|, on a par (7), |R||B| = |R+ B| < |A+ B|. O

Les bornes dans le théoréme de Freiman que nous permettrait d’obtenir ce
lemme sont cependant bien trop grandes. Il nous faut raffiner les arguments, et
prouver un nouveau lemme, ou I’on controle cette fois le cardinal des ensembles
recouvrant A :

Lemme 5.2 (Chang [1]). Soient A, B C G un groupe abélien. Supposons |A +
Al < C|A] et |A+ B| < L|B| pour C,L réels positifs. Alors il existe t <
log,([C1L) et So,...,Si—1 et Ry des parties de A de cardinal < 2[C'| telles
que ACB—B+S)—Sg+ -+ 851 —S5i_1+ R;.

Démonstration. Quitte a remplacer C par [C'], on suppose que C' est entier.

Nous allons trouver ces ensembles grace & un algorithme. Pour initialiser,
posons By = B. On définit ensuite des ensembles B; et S; récursivement. Pour
un B; donné, on prend R; C A une partie B;-libre maximale. Si |R;| < 2C alors
on pose t = ¢ et 'algorithme se termine. Sinon, on prend S; un sous-ensemble
de R; de cardinal 2C, et on continue avec B;y; := B; + 5;.

Montrons que ’algorithme précédent se termine rapidement ¥. Pour tout
i <t,S; C R;, donc est un sous-ensemble d’un ensemble B;—libre; il est ainsi
Brlibre lui-méme. D’aprés (7), |Bi+1| = |Bi + SZ‘ = |Sl||BZ‘ = QCIBZ". Par
récurrence, on obtient que pour i < t, |B;| = (2C)!|B|. D’autre part, B; =
B+ Sy+---+4S;_1, donc B; C B+ iA. Par I'inégalité triangulaire de Ruzsa 1.2
et les inégalités de Pliinnecke 1.1, on majore le cardinal de B +iA :

|A+ B||A—iA

|B +iA] <
|A]

< LC*YB.

D’ou (2C)!|B| = |B;| < |B +iA| < LC*1|B| . Par conséquent, 2° < C'L pour
tout ¢ < t. En particulier, ¢ < log,(CL).

On est ainsi assuré que ’algorithme termine et fournit un ¢. Il reste a prouver
que tous ces ensembles recouvrent A de la maniére souhaitée. Comme R; est une
partie B;_1-libre de A maximale, par le lemme précédent, A C B;_1—B;_1+ Ry,
cest-a-dire ACB—B+Sy—Sy+...+8_1—Si—1+ R:.

O

5.2 Preuve du théoréme de Freiman-Ruzsa

Tous les éléments sont & présent réunis pour prouver le théoréme de Freiman-
Ruzsa.

€. Bien str, pour I'instant, ¢ peut étre éventuellement infini.
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Preuve du théoréme 0.2. Soit A C Z tel que |A+A| < C|A|. D’aprés le théoréme
de Bertrand, il existe un entier premier N compris entre 24C%4|A| et 48C%4| A|.

Le lemme de Ruzsa (2.2), dont les hypothéses sont bien vérifiées, permet
d’affirmer 'existence de A’ C A qui est 12-isomorphe & T C Zy, et tel que
|A’| > |A|/12. Notons ¢ : A" — T lisomorphisme de Freiman. On a déja
remarqué que dans ces conditions, ¢! induit une bijection naturelle de T+ T
sur A’ + A’, et donc

IT+T|=|A +A| <|A+ A| < C|A] < 12C|4| = 12C|T].

A partir de 13, on peut choisir X C T et Y C T + T qui satisfont le lemme
de Schoen (3.5) avec € = (log C)~/2. Comme |T| = |A’| > |A|/12 > oo le
cardinal de X

_21/5

IT| > (288C2) 2" |T|
> (288C2%) 2/ g~ 10021,

X| > (2(120)%)

D’aprés le corollaire 3.6, X +Y — X — Y contient un voisinage de Bohr
B(S,3) C X +Y — X —Y, avec S = Spec(X, £(12C)~¢), et par un corollaire
du lemme spectral de Chang (3.14), il existe I' C Zy tel que B(T, (6|T|)~!) C
B(S, §), avec |T| < k- 4(12C)%* log(N/| X|).

Enfin, par le résultat de Ruzsa sur les ensembles de Bohr (4.8), il existe une
progression arithmétique propre P C B(T, (6|T|)~!), de dimension |T|, et de

taille supérieure &
(6|F|)_1 IT| N — 1 IT| N
T ERCIE

Ainsi, P C X4Y —-X-Y C 37T—3T, et en combinant les informations ci-dessus,
on peut estimer
— la dimension de P :

dp = |T| < k- 4(120)* log ((28802)21/6210024) .

Or 21/¢ = 9¢logC — (elog2 < (= grace a la définition de e. Le terme
dominant en C dans la somme est donc celui en 2!/21log C, si bien qu’il
existe une constante absolue x; telle que dp < k,C3¢ log C.
— la taille de P, ou |P| comme P est propre :
tp = exp(—|T'|(log6 + 2log |T')) N
> exp(—r1C% log C(log 6 4 2log k1 + 6elog C' + 2loglog C))N
> exp(—k2C%* 1log C - (log C)Y/?)N,
ol Ko est une nouvelle constante, que l'on introduit grace au fait que
log C'/2 domine les autres termes de la parenthése.
Or kg = (log C)legr2/loglogC — (Jog ¢')°(1) | Donc
tp > exp(—C%(log C)*/2T° ()N,
1

Il reste & « remonter » dans Z. Considérons P’, 'image de P par ¢! (ou
plutot par Papplication que ¢! induit sur 37 — 3T, que 1’on note encore ¢~ 1).
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Comme ¢~ est un 12-isomorphisme de Freiman et que P C 3T — 3T, ¢~

est un 2-isomorphisme de P sur P’. Or I'image d’une progression arithmétique

(généralisée) par un 2-homomorphisme de Freiman est également une progres-

sion arithmétique de taille inférieure ou égale (c’est le résultat du lemme 2.1),

et puisque ¢! est bijective, |P’| = |P|. Cela prouve que P’ est également une

progression arithmétique propre (son cardinal et sa taille coincident).
Constatons enfin que grace aux inégalités de Pliinnecke (1.1),

|P'+ A < |3A—3A+ Al < C7|A| < C7 exp(C* (log C)*/2T°W)| P'|,

car la taille de P est la méme que celle de P/, et car N > 24C?**|A| > |A|.
Appliquons le lemme de recouvrement de Chang (5.2) & A et P’, pour obtenir
ACP —P +85 —So+...+8_1—Si_1+ R,
CP —P +Span(SoU---US; 1 URy) =: Q,

avec

t <logy((C 4+ 1)C7 exp(C* (log C)3/2T°(M)
< logy((C'+1)CT) + (log 2)~1C%* (log C)?/2°()
< R3036(10g 0)3/2+o(1)
< CSa(log 0)3/2+°(1).

Or pour tout H C G, Span(H) est une progression arithmétique de dimension
|H|, et de taille 3/l On a donc prouvé que A est inclus dans Q, qui, par le
lemme 0.1, est une progression arithmétique de dimension
dg Sdp+(t+l)-2(c+l)
< CBa(log C)1+o(1) + 2(0 + 1)035(10g C)S/2+o(1)
< kyC - CSs(log 0)3/24—0(1)
log gy (8/240(1)) loglog C

= (Olt3e . 0T Tog C

< CI+K6

et de taille
to < (297 ¢ p)3(tH1)2(C+1)
< CY|Alexp(dplog2 + (t + 1) -2(C + 1) log 3)
< |Alexp(CTTE),
par le méme calcul que dg, pour une certaine constante K. Ce sont les bornes

souhaitées, & condition de remarquer que C'*X¢ = (O . exp(KelogC) = C -
exp(K (log C)1/?). O

6 Généralisations du théoréme
Nous avons démontré le théoréme de Freiman-Ruzsa dans Z. A vrai dire,

il existe beaucoup d’autres énoncés de ce théoréme. Nous essayons dans cette
partie d’en présenter quelques uns.
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6.1 Cas des groupes abéliens quelconques

Soit G un groupe abélien. On veut savoir si le théoréme de Freiman-Ruzsa
est vrai dans G :

Théoréme 6.1 (Freiman-Ruzsa dans G). Soit A C G fini, tel que |A + A| <
C|A|, avec C une constante réelle. Alors A est contenu dans une progression
arithmétique généralisée,

- de dimension inférieure a d(G,C),

— de taille inférieure & f(G,C)|A|.

Mieux encore, y a-t-il des bornes « universelles » d(C'), f(C) pour tous les
groupes abéliens ? Ou pour certaines classes de groupe ?

Cas des groupes cycliques d’ordre premier. On remarquera qu’on a mon-
tré la proposition 2.2 en passant par ce cas. Il suffit donc de reprendre la preuve
a partir de Z,, au lieu de Z. On trouve donc bien le théoréme de Freiman-Ruzsa
pour le groupe Z, avec p premier. Les bornes d(C') et f(C) sont les mémes que
dans le théoréme 0.2. Ces bornes sont indépendantes de p.

Soulignons malgré tout 'importance de la proposition 2.2. Bien qu’on puisse
faire directement de I’analyse de Fourier dans le groupe Z,, il nous faut plonger
I’ensemble A dans un groupe ou sa densité est assez grande, ce que permet, de
faire cette proposition.

Cas des groupes sans torsion. La proposition suivante réduit en fait ce cas
a celui de Z.

Proposition 6.2 (Ruzsa [10]). Soit A un sous-ensemble fini d’un groupe sans
torsion. Pour tout k, on peut plonger A dans Z par un isomorphisme de Freiman
d’ordre k. On dit que Z est un k—modéle de A.

Démonstration. En effet, le sous-groupe engendré par A est un groupe G (abé-
lien), de type fini et sans torsion, donc isomorphe & Z™ pour un certain n,
d’aprés la classification des groupes abéliens de type fini. Or cet isomorphisme
de groupes induit un isomorphisme de Freiman & tout ordre de A sur son image.
On peut donc supposer que A est un sous-ensemble fini de Z™.

On définit I'application « écriture en base ¢ » comme suit

d)t:(al,...,an)6A»—>a1+a2t—|—---+ant”_1EZ.

¢ est la restriction & A d’un morphisme de groupes. Pour qu’il soit un k—
isomorphisme de Freiman, il faut et il suffit que le morphisme de groupe soit
injectif sur kA —kA. C’est le cas quand ¢ est assez grand (¢ > 2k maxge 4 ||af|oo)-

O

Meéme avec cette réduction, on ne peut pas appliquer le théoréme de Freiman-
Ruzsa dans Z directement, car le fait d’étre recouvert par une progression arith-
métique n’est pas une propriété qui se communique par isomorphisme de Frei-
man : seules les propriétés a « I'intérieur » de [A —mA, | +m < k se remontent
en arriére en passant par un k—isomorphisme.

On va donc tirer en arriére la propriété dite de « Bogolyubov-Ruzsa », en
loccurrence, 3A —3 A contient une grande progression arithmétique. Ensuite, on
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applique le lemme de recouvrement de Chang, qui est valable dans un groupe
abélien quelconque. Ainsi on trouve le théoréme de Freiman-Ruzsa dans les
groupes sans torsion. Une fois de plus, les bornes (indépendantes du groupe en
question) sont les mémes que pour Z. En particulier, le théoréme de Freiman-
Ruzsa s’énonce de la méme maniére que le théoréme 0.2.

Cas des groupes dont ’ordre des éléments est borné. Soit G un groupe
dont les éléments sont tous d’ordre inférieur & r. Dans ces groupes, il y a des
progressions trés particuliéres : les sous-groupes finis. On peut établir un ana-
logue du théoréme de Freiman-Ruzsa pour ces groupes en utilisant simplement
les inégalités de Pliinnecke-Ruzsa (théoréme 1.1) et le lemme de recouvrement
de Ruzsa (lemme 5.1). Le résultat est que si A C G tel que [A+ A| < C|A], alors
A est contenu dans un translaté d’un sous-groupe de cardinal < f(r, C)|A|, ou
f(r,C) ne dépend que de r et C. Voir |11] ou |5, Théoréme 9].

Cas général. Dans notre preuve du théoréme 0.2, deux points sont & premiére
vue spécifiques au groupe Z. Le premier est la proposition 2.2, qui permet de
trouver un bon modéle. Le deuxiéme point est que le modéle en question est un
groupe trés précis, Zy, dans lequel I’analyse de Fourier est agréable.

Pour résoudre le deuxiéme probléme, il apparait qu’il est possible de faire
de I'analyse de Fourier dans tous les groupes abéliens finis. Comme espace de
fréquences, au lieu de Zy, on choisit ’ensemble G des morphismes de groupes
de G dans UT. La transformée de Fourier est définie pour toute fonction f :
G — C et tout caractére v comme f(fy) = [ fyduc ou pe est une mesure de
Haar¥. On reconnait d’ailleurs la transformée de Fourier dans Zy et celle dans
R. On définira dans le méme esprit I'ensemble de Bohr B(S,d) = {z € G |
|arg(y(x))| < om}.

Ainsi, tout ce que nous avons dit dans la section 3 se généralise dans les
groupes abéliens finis. La proposition de Ruzsa sur les progressions arithmé-
tiques dans les ensembles de Bohr (proposition 4.8) se généralise elle aussi, mais
a condition d’élargir encore une fois la classe des progressions arithmétiques gé-
néralisée. En fait, un ensemble de Bohr contient un grand ensemble de la forme
H+ P, ou H est un sous-groupe fini et P est une progression arithmétique géné-
ralisée propre, telle que H soit P-libre. Dans la suite, on appelle un tel ensemble
une progression de classes propre.

Quant au premier probléme, Green et Ruzsa ont trouvé un substitut de la
proposition 2.2. Tout ensemble fini A admet un k—modéle fini de taille raison-
nablement grande.

Donc, rassemblant tous ces ingrédients, on obtient le théoréme de Freiman-
Ruzsa pour les groupes abéliens arbitraires, avec une borne uniforme pour ces
groupes (et un recouvrement au moyen de progressions de classes). On renvoie
les lecteurs intéressés a [7].

1. On appelle ces morphismes les caractéres de G. Ce sont en fait les caractéres irréductibles
de la théorie des représentations des groupes finis.

1. C’est-a-dire, une mesure invariante par action de la loi du groupe, par exemple la mesure
de probabilité uniforme.
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Progrés récents : les travaux de T. Sanders

Il y a eu trés récemment un progrés da a Sanders [12], qui a utilisé une
meéthode probabiliste introduite par Croot et Sisask (dans [2]). Le résultat prin-
cipal de Sanders, dans ’esprit des résultats de Bogolyubov-Ruzsa déja cités, est
le suivant.

Théoréme 6.3 (Sanders). Soit G un groupe abélien. Soient A,S C G des
ensembles finis non-vides tels que |A + S| < Cmin{|A|,|S|}. Alors A — A +
S — S contient une progression de classes de dimension' d(C) et de taille
exp(—h(C)|A+ S|, ot d(C) = O(log® C) et h(C) = O(log® C'loglog C).

Pour en déduire le théoréme de Freiman, on prend S = A, puis on applique
derechef le lemme de recouvrement de Chang (5.2). Cela donne :

Théoréme 6.4 (Théoréme de Freiman-Ruzsa). Soit G un groupe abélien. Soit
A C G un ensemble fini non-vide tel que |A + A| < C|A|. Alors A est contenu
dans une progression de classes de dimension d(C) et de taille exp(h(C))|A| ot
d(C), h(C) = O(Clog® C'loglog C).

Rappelons qu’une progression de classes dans Z est simplement une progres-
sion arithmétique généralisée, puisque le seul sous-groupe fini de Z est {0}. Les
bornes obtenues grace a ce théoréme sont donc meilleures que celles du théoréme
0.2.

Partant de la progression P C 24 — 2A obtenue par le théoréme 6.3, on
peut aussi appliquer le lemme de recouvrement de Ruzsa (5.1) & la progression
de classes P contractée* d'un facteur 1. On obtient ainsi une autre version du
théoréme de Freiman-Ruzsa$ :

Théoréme 6.5 (Théoréme de Freiman-Ruzsa, autre version). Soit G un groupe
abélien. Soit A C G un ensemble fini non-vide tel que |A + A| < C|A|. Alors A
peut étre recowvert par k(C') translatés d’une progression de classes de dimension
d(C) et de taille au plus f(C)|A| o k(C) = exp(O(log® C'loglog C)), d(C) =
O(log® C) et f(C) = C*.

Dans cette version du théoréme de Freiman-Ruzsa, au lieu de recouvrir A par
une seule progression, on s’autorise le recours & une réunion de translatés d’une
progression. Ce qui est remarquable est qu’on peut alors choisir une progression
de taille polynomiale. Beaucoup de mathématiciens pensent que cette version est
la « bonne » formulation du théoréme de Freiman-Ruzsa, et que la borne k(C)
peut étre choisie polynomiale elle aussi. Mais cela reste un probléme ouvert.

6.2 Cas des groupes non abéliens

Dans un cadre plus général, celui de groupes non abéliens, certains résultats
restent valables (comme l'inégalité triangulaire de Ruzsa 1.2), mais d’autres
s’écroulent, et c’est le cas de la pierre d’angle de notre preuve que sont les
inégalités de Pliinnecke-Ruzsa (1.1).

t. Il s’agit toujours de la dimension de la composante « progression ».

. A proprement parler, on contracte la composante « progression » de P.

§. On pouvait, bien sfir, faire la méme chose avec notre version du lemme de Bogolyubov-
Ruzsa, mais les bornes ne sont pas intéressantes.
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Revenons sur la preuve que nous en avons donnée : on a utilisé de maniére
essentielle ’hypothése de commutativité sur G, notamment dans 'argument (x).
En fait, en le formulant légérement différemment, le lemme de Petridis (1.3) reste
vrai (voir [9]), mais c’est alors dans la preuve des inégalités de Pliinnecke que
la commutativité devient cruciale. Bref, dans tous les cas, on utilise le caractére
abélien de G.

Donnons un contre-exemple trés concret dans le cas non abélien, inspiré
par [8].

Soit p > 2 un nombre premier & ajuster. Considérons G = &, (dont on
notera la loi multiplicativement), et posons H le sous-groupe engendré par la
permutation circulaire o := (1 2 .- p). H contient p éléments (c’est 'ordre
de o). De plus, on note 7 la transposition (1 2), et B := H U {r}. B contient
p+ 1 éléments.

— Majorons [BB| = |HHUHTUTH| < |H|+ |H|+|H| < 3|B|, car si H est

un sous-groupe de G, HH = H.

— En revanche, BBB s’avére de taille beaucoup plus imposante puisqu’il

contient HTH.

Lemme 6.6. |[HTH| = |H|?.
Ainsi, minorons
|BBB| > |HtH| = |H” > (|B] - 2)|B| = (p - 1)|B|.
Sil’on choisit p > 3341, cette minoration est contraire & I'inégalité de Pliinnecke-

Rusza. Prouvons le lemme :

Preuve du lemme. On montre que l'application

HxH — HTH
(ak, ol) — oFrol
est une injection. Comme elle est aussi surjective par définition de H7H, cela
prouvera l’égalité des cardinaux, qui est le résultat. Prouver ’injectivité revient
a prouver que la seule solution de 7¢¥7 = ¢! est k =1 = 0 mod p.
Examinons les puissances de o. Ce sont encore des p—cycles. Si k € Z \ pZ,
on peut écrire

=01 T+k T+2k - 1+(p—1)k),

ou T désigne le reste de la division euclidienne de x par p. Soit j € {1,...,p—1}
tel que 2 = 1+ jk (on aalors 2 =, 14jk, et jk =, 1). Ensuite, comme conjuguer
par 7 revient a intervertir 1 et 2,

rofr=rofr'=(2 T+k T+2k --- 1 .- 14 (p—1)k),

avec 1 en (j 4 1)¢ place. Supposons que 7o*7 = ¢'. Alors, en considérant res-

pectivement les images de 2 et de 1, on a les égalités suivantes modulo p :
24+1=,1+k,
1+1=,1+(j+ k.
ce qui prouve (en soustrayant) que jk =, —1, et donc que 1 =, —1, ce qui est
absurde.

En définitive, si 7o*7 = o! pour des k,l € Z, alors k € pZ. Mais dans ce cas,
ol =1id, c’est-a-dire que | € pZ. O

k
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