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IntrodutionLe but de et exposé est de présenter les liens entre les haînes Mar-kov réversibles et la théorie des réseaux életriques, puis de les appliquer àertaines marhes aléatoires sur des arbres.Physiquement, un réseau életrique est un réseau de résistanes, soumisà un potentiel, et sur lequel irule un ourant. On peut modéliser le mouve-ment d'un életron dans un réseau életrique par une marhe aléatoire telleque la probabilité d'aller de x à y est inversement proportionnelle à la ré-sistane entre x et y. Cette modélisation, bien qu'un peu simpliste du pointde vue physique, permet d'intepréter de façon probabiliste ertains ourantset potentiels possibles. Notamment, un ourant d'énergie �nie peut irulerdans un réseau in�ni si et seulement si la marhe aléatoire de l'életron esttransiente.Un arbre pondéré, quant à lui, peut être vu non pas omme un réseau éle-trique mais omme un réseau de tuyaux de di�érentes tailles, dans lesquelsirule un �ot dont le débit est inférieur à la taille du tuyau. Le théorèmedu max-�ow = min-ut donne alors un ritère pour qu'un �ot non nul puisseiruler dans un arbre in�ni. Dans le as partiulier où la taille des tuyauxdéroît exponentiellement ave la hauteur dans l'arbre, la irulation d'un�ot non nul dépend d'une onstante aratéristique de l'arbre appelée indiede branhement, qui orrespond aussi à la valeur ritique pour laquelle uneertaine marhe aléatoire paramétrée devient réurrente.Les résultats que nous présenterons (notamment les deux théorèmes prin-ipaux) proviennent des travaux de Russell Lyons. La théorie des réseauxéletriques est exposée dans le livre de Russell Lyons et Yuval Peres [1℄, etles résultats sur les arbres proviennent d'un artile de Lyons [2℄.1 Réseaux életriques1.1 Dé�nitions et notations1.1.1 Graphes et résaux életriquesDé�nition 1.1. Un graphe est un ouple G = (V;E), où V est un ensembledénombrable et E un sous-ensemble quelonque de V � V . On appelle leséléments de V des sommets, et eux de E des arêtes. On notera V = V (G)et E = E(G). Si (x; y) est dans E, on dira que y est un voisin de x, et onnotera x � y.Un hemin dans le graphe est une suite de sommets (xn), �nie ou in�nie,2



tel que pour tout i, xi � xi+1 .Un graphe est dit non orienté si la relation � est symétrique.Dé�nition 1.2. Un graphe est dit onnexe s'il existe un hemin �ni entrehaque paire de sommets de e graphe. Il est dit loalement �ni si toutsommet a un nombre �ni de voisins.Dé�nition 1.3. Un réseau életrique est un graphe non orienté, onnexe,loalement �ni, muni d'une fontion  : E ! R�+ véri�ant (x; y) = (y; x)pour tout (x; y) dans E. On appelle (x; y) la ondutane de l'arête (x; y).1.1.2 Marhes aléatoires sur les réseaux életriquesDé�nition 1.4. Sur un réseau életrique (G; ), on dé�nit la haîne de Mar-kov suivante, de fontion de transition Q :Q(x; y) = 1y�x (x; y)Pz�x (x; z)On appelle ette haîne de Markov la marhe aléatoire sur le réseau éle-trique.Remarque 1.1. Un réseau életrique étant onnexe et les ondutanes étantnon nulles, la marhe aléatoire sur le réseau életrique est irrédutible.Proposition 1.1. La marhe aléatoire sur un réseau életrique (G; ) estune haîne de Markov réversible. En e�et, si on dé�nit, pour x dans V (G),�(x) =Xx�y (x; y)la fontion � véri�e �(x)Q(x; y) = �(y)Q(y; x) pour x; y 2 V (G).Réiproquement, soit G un graphe non orienté onnexe loalement �ni.Soit Q la fontion de transition d'une haîne de Markov irrédutible surV (G), telle que si Q(x; y) 6= 0 alors x � y. S'il existe � : V (G) ! R�+telle que �(x)Q(x; y) = �(y)Q(y; x) pour (x; y) 2 V (G)2, posons (x; y) =�(x)Q(x; y) = (y; x). Alors (G; ) est un réseau életrique, et Q est la fon-tion de transition de la marhe aléatoire sur le réseau (G; ).Démonstration. En posant �(x) =Pz�x (x; z), on a �(x)Q(x; y) = (x; y) =(y; x) = �(y)Q(y; x). Réiproquement, posons (x; y) = �(x)Q(x; y). Alors(x; y)Pz�x (x; z) = �(x)Q(x; y)Pz�x �(x)Q(x; z) = Q(x; y):3



1.2 Courants et potentiels1.2.1 Fontions harmoniquesSoit G un réseau, et (x; y) les ondutanes des arêtes.Dé�nition 1.5. Une fontion f : V (G) ! R est dite harmonique en x sielle véri�e f(x) = 1�(x)Xy�x (x; y)f(y) =Xy�xQ(x; y)f(y)Elle est dite harmonique sur W � V (G) si elle est harmonique en tout pointde W .Rappelons les propriétés lassiques des fontions harmoniques.Prinipe du maximum. Soit G un réseau et H � G onnexe. Soit f :V (G)! R une fontion harmonique sur V (H). Supposons que f atteint sonmaximum en un point de V (H). Alors, en notant V (H) l'ensemble des pointsde V et de leurs voisins, fjV (H) est onstante égale à max f .Démonstration. Soit K = ny 2 V (H) : f(y) = max fo. L'ensemble K estnon vide. Soit x 2 K. On amax f = f(x) =Xy�xQ(x; y)f(y)Don 0 = f(x)�Xy�xQ(x; y)f(y) =Xy�xQ(x; y)(max f � f(y))et tous les termes de la somme sont positifs. Don pour tout y voisin de x,on a Q(x; y)(max f � f(y)) = 0, d'où y 2 K. Comme H est onnexe, on adon K = V (H)On en déduit également le Prinipe d'uniité :Prinipe d'uniité. Soit G un réseau, et W  V (G) . Soient f et g :V (G)! R deux fontions harmoniques surW et qui oïnident sur V (G)nW .Alors f = g.Démonstration. Posons h = f�g. La fontion h est harmonique et hjV nW =0. Supposons que suph > 0. Alors h atteint son maximum sur W . Par leprinipe du maximum, il existe x 2 WnW tel que h(x) = maxh > 0. C'estabsurde ar hjV nW = 0. Don suph = 0. De même, inf h = sup�h = 0.Don h = 0 et f = g. 4



Prinipe d'existene. Soit G un graphe et W � V (G) �ni. Soit f0 :V (G)nW ! R une fontion bornée. Alors il existe une fontion f : V ! Rharmonique sur W , et telle que fjV nW = f0.Démonstration. Ce théorème se prouve grâe aux haînes de Markov. Soita 2 V (G). Soit (Xn)n2N une haîne de Markov de fontion de transitionQ issue de a. Soit Ta = inf fn 2 N : Xn 2 V (G)nWg. La variable aléatoireTa est un temps d'arrêt, presque sûrement �ni. Posons f(a) = Ea(f0(XTa)).Remarquons que si a 2 V (G)nW , alors Ta = 0 et fon f(a) = f0(a). Il resteà prouver que f est harmonique sur W . Supposons que a 2W . Alors T � 1.On a f(a) = Ea (f0(XTa)) =Xy�a Ea (1X1=yf0(XTa)):D'où f(a) =Xy�aQ(x; y)f(y);d'après la propriété de Markov faible.1.2.2 Dé�nitionsDé�nissons maintenant un potentiel et un ourant sur un réseau éle-trique. Sur un réseau életrique G, on onsidère un ensemble Z de sommets.Dé�nition 1.6. On appelle potentiel sur le réseau G toute fontion v :V (G) ! R harmonique sur V (G)nZ, et dont la valeur est �xée sur Z. Leourant assoié à un potentiel v est alors la fontion i : E(G) ! R dé�niepar i(x; y) = (x; y)(v(x) � v(y)) (la relation liant i et v orrespond à la loid'Ohm en physique).Le ourant ainsi dé�ni véri�e les deux lois suivantes (appelées en physiquelois de Kirhho�).Loi des mailles : Pour tout laet x0 � x1 � : : : � xn�1 � xn = x0, on a :nXk=1 i(xk�1; xk)(xk�1; xk) = 0:En partiulier, i(x; y) = �i(y; x).Cette propriété est évidente ar, d'après la loi d'Ohm,i(xk�1; xk)(xk�1; xk) = v(x)� v(y):5



Loi des noeuds : Pour tout x 2 V (G)nZ, on aXy�x i(x; y) = 0:Autrement dit, il n'y a pas de réation ni d'absorption de harge ailleursqu'au niveau des sommets de Z. Physiquement, les points de Z sont despoint onnetés à des générateurs, de sorte que les harges peuvent y êtreréées ou absorbées.Démonstration. Soit x 2 V (G)nZ [ fag. On aXy�x i(x; y) = Xy�x (x; y)(v(x) � v(y))= v(x)Xy�x (x; y)�Xy�x (x; y)v(y)= �(x)v(x) �Xy�x (x; y)v(y)= 0ar v est harmonique en x.Ces deux lois aratérisent en fait un ourant, omme on le voit dans laproposition suivante :Proposition 1.2. Soit i une fontion de E(G) ! R véri�ant les deux loisde Kirhho�. Alors il existe un potentiel v tel que i soit le ourant assoié àv, et v est unique à une onstante additive près.On a ainsi une dé�nition intrinsèque de ourant.Démonstration. Soit x0 un sommet quelonque du réseau. Soit x0 � x1 �x2 � : : : � xn = x un hemin de x0 à x. S'il existe un potentiel v adapté ài, alors, d'après la loi d'Ohm, on doit avoirv(x)� v(x0) = nXi=1 i(xi�1; xi)(xi�1; xi)don e potentiel est unique à la onstante v(x0) près.D'autre part, d'après la loi des mailles, Pni=1 i(xi�1;xi)(xi�1;xi) ne dépend pas duhemin hoisi pour aller de x0 à x. Posons donv(x) = nXi=1 i(xi�1; xi)(xi�1; xi)6



où x0 � x1 � x2 � : : : � xn = x est n'importe quel hemin de x0 à x. Lepotentiel v est bien dé�ni et on a bien i(x; y) = (x; y)(v(x) � v(y)) pourtout x � y. En�n, pour tout x 2 V (G)nZ, on a d'après la loi des noeuds,v(x)�Xy�xQ(x; y)v(y) = 1Py�x (x; y)Xy�x (x; y)(v(x) � v(y))= 1Py�x (x; y)Xy�x i(x; y)= 0d'après la loi des noeuds. Par onséquent, v est bien harmonique sur V (G)nZ.1.2.3 Interprétation probabiliste des ourants et potentielsOn onsidère maintenant un réseau G, et on onsidère que l'ensemble Zest la réunion d'un sommet s (qu'on appellera la soure de ourant), et d'unensemble de sommets M (qu'on appellera la masse). En�n, on suppose queW = V (G)n(M [ fsg) est �ni, de sorte que si f0 : M [ fsg ! R, il existeun unique potentiel (i.e. une unique fontion harmonique sur W ) dont larestrition à M [ fsg est f0. On va maintenant s'intéresser aux potentielsqui sont nuls sur M . L'ensemble des potentiels nuls sur M forme un espaevetoriel de dimension 1, et haque potentiel est aratérisé par sa valeur ens.Potentiel et ourant unitaires : Nous allons interpréter ertains ou-rants et potentiels possibles en termes probabilistes. On onsidère don (Xn)n2Nla marhe aléatoire sur le réseau G. On pose �s = inffn 2 N : Xn = sg, et�M = inffn 2 N : Xn 2Mg. Les variables �s et �M sont des temps d'arrêt.Proposition 1.3. L'unique potentiel v sur G tel que vjM = 0 et v(s) = 1est donné pour tout x 2 V (G) parv(x) = Px(�s < �M ):On l'appellera le potentiel unitaire.Démonstration. Cela déoule diretement de la démonstration du priniped'existene, dans le as partiulier où f0(s) = 1 et f0jM = 0.7



Proposition 1.4. Soit (Xn)n2N une marhe aléatoire issue de s. PosonsTxy le nombre de transitions de (Xn) de x à y avant de renontrer M . Alorsl'unique ourant i sur G véri�antPx�s i(s; x) = 1 est donné pour tout x � ypar i(x; y) = E s(Txy � Tyx):On l'appellera le ourant unitaire.Démonstration. On a par dé�nitionTxy =Xn2N 1fn<�Mg1fXn=xg1fXn+1=ygDon E s(Txy) = Xn2N Ps(n < �M ;Xn = x;Xn+1 = y)= Xn2N Ps(n < �M ;Xn = x)(x; y)�(x)Posons i(x; y) = E s(Txy�Tyx). La fontion i s'érit alors i(x; y) = (v(x)�v(y))(x; y), où v(x) = 1�(x)Xn2N Ps(n < �M ;Xn = x)Une fois le ourant érit sous ette forme, la loi des maille est évidente, et laloi des noeuds est équivalente à l'harmoniité de v. Pour montrer que v estharmonique nous avons besoin du lemme suivant.Lemme 1.5. Pour tout x; y 2 V (G), posons N(x; y) l'espérane du nombrede passages en y d'une marhe aléatoire issue de x avant de renontrer M .Alors �(x)N(x; y) = �(y)N(y; x)Démonstration. On montre par réurrene que :�(x)Q(x; x1) : : : Q(xn; y) = �(y)Q(y; xn) : : : Q(x1; x)Pour n = 0, 'est la dé�nition d'une mesure réversible. Si la propriété estvraie au rang n, alors :[�(x)Q(x; x1) : : : Q(xn; xn+1)℄Q(xn+1; y)= �(xn+1)Q(xn+1; xn) : : : Q(x1; x)Q(xn+1; y)= Q(xn+1; xn) : : : Q(x1; x)�(xn+1)Q(xn+1; y)= Q(xn+1; xn) : : : Q(x1; x)�(y)Q(y; xn+1):8



On en déduit le résultat du lemme 1.5. En e�et�(x)N(x; y) = �(x)ExhXn<T 1Xn=yi= Xn�0�(x)Px(T > n;Xn = y)= Xn�0 Xx1 =2M;:::;xn�1 =2M �(x)Q(x; x1) : : : Q(xn�1; y)= Xn�0 Xx1 =2M;:::;xn�1 =2M �(y)Q(y; xn�1) : : : Q(x1; x)= Xn�0�(y)Py(T > n;Xn = y)= �(y)N(y; x):On a alors v(x) = N(s; x)=�(x) = N(x; s)=�(s). Il reste à prouver l'har-moniité de la fontion x 7! N(x; s) sur V (G)n(fsg [M), e qui s'obtienten appliquant la propriété de Markov au rang 1 :N(x; s) = Ex "Xn<T 1Xn=s#= Xn�0Px(Xn = s; T > n)= Xn�1Px(Xn = s; T > n)= Xn�1Xy�xPx(X1 = y;Xn = s; T > n)= Xn�1Xy�xQ(x; y)Py(Xn�1 = s; T > n� 1)= Xy�xQ(x; y)Xn�1Py(Xn�1 = s; T > n� 1)= Xy�xQ(x; y)N(y; s):
9



Résistane e�etive Considérons maintenant un potentiel u quelonquenul sur M . Alors v(x) = u(x)=u(s) est le potentiel unitaire, et on au(x)u(s) = Px(�s < �M ):Soit P(s ! M) la probabilité qu'une marhe aléatoire issue de s renontreM avant de revenir en s. On a alors :P(s!M) = Xx�s (s; x)�(s) (1� Px(�s < �M ))= Xx�s (s; x)�(s) �1� u(x)u(s)�= 1�(s)u(s)Xx�s (s; x)(u(s) � u(x))= 1�(s)u(s)Xx�s i(s; x):On en déduit une équation reliant le potentiel la soure et le ourant totalentrant dans le iruit.Proposition 1.6. Appelons �(s)P(s ! M) la ondutane e�etive du ré-seau (notée Ce�) et son inverse la résistane e�etive (notée Re�). Alors pourtout ouple ourant-potentiel (i; u) sur le réseau, on aXx�s i(s; x) = Ce�u(s)Cas des réseaux in�nis On suppose maintenant que M = ? et que Gn'est pas néessairement �ni. L'existene et l'uniité d'un potentiel étantdonnée sa valeur en s n'est alors plus garantie. On onsidère (Gn)n2N uneexhaustion de G, 'est-à-dire une famille de sous-graphes �nis de G tels ques 2 V (G0), Gn � Gn+1 et SGn = G. Posons Mn = V (G)nV (Gn). On peutappliquer les résultats préédents aux sous-graphes �nis Gn. On dé�nit Cn laondutane e�etive du réseau Gn oùMn est pris omme masse. On sait queCn = �(s)P(s!Mn) qui déroît arMn+1 �Mn. Posons Ce� = limn!1Cnet Re� son inverse. Alors Ce� ne dépend pas de l'exhaustion hoisie, et on aplus préisément : Ce� = �(s)P \n2Nfs!Mng!= �(s)Ps(f�s = +1g):10



On a don le théorème suivant :Théorème 1. Soit G un réseau. La marhe aléatoire sur G est transiente siet seulement si la ondutane e�etive de G est non nulle pour un ertainpoint soure s.1.3 Flots et énergiesLe but de ette partie est de relier le ritère de transiene préédent àl'existene d'un ourant d'énergie �nie sur le réseau.Dans ette partie, on �xe toujours s un sommet de G (la soure), etM � V (G)nfsg (la masse).Commençons par introduire quelques notations.Dé�nition 1.7. Si f est une fontion de V dans R, on dé�nitdf : E ! R(x; y) 7! f(x)� f(y) :Si f est une fontion antisymétrique de E dans R, on dé�nitd�f : V ! Rx 7! Py�x f(x; y) :Remarque 1.2. La loi d'Ohm s'érit alors : i =  dv. La loi des noeuds deKirhho� s'érit aussi : d�i(x) = 0 si x n'est pas soure de ourant.Dé�nition 1.8. Un �ot de fsg à M est une fontion � : E ! R, antisymé-trique, véri�ant la loi des noeuds hors de fsg [M .Dé�nition 1.9. On appelle énergie d'un �ot � la quantitéE(�) = 12 X(x;y)2E (x; y)�1�2(x; y)Dé�nition 1.10. On dé�nit la fore d'un �ot � parstr(�) = d��(s):Dé�nition 1.11. Un �ot unitaire est un �ot � tel questr(�) = 1:11



Dé�nition 1.12. Supposons le réseau G �ni. On dé�nit L2(V ) omme l'es-pae eulidien lassique des fontions sur V à valeurs dans R, muni du produitsalaire : hf; gi = Xx2V f(x)g(x):On dé�nit L2a(E) omme l'espae des fontions antisymétriques à valeursdans R : L2a(E) = ff : E ! R : 8(x; y) 2 E; f(x; y) = �f(y; x)g;sur lequel on dé�nit deux produits salaires :(f; f 0) = 12 X(x;y)2E f(x; y)f 0(x; y)et (f; f 0) = 12 X(x;y)2E f(x; y)f 0(x; y)�1(x; y):Pour tout f 2 L2a(E), on note kfk =p(f; f).Proposition 1.7. Si G est �ni, les opérateurs d : L2(V ) ! L2a(E) et d� :L2a(E) ! L2(V ) sont adjoints pour les produits salaires ( ; ) et h ; i. C'est-à-dire que 8f 2 L2(V );8g 2 L2a(E); (df; g) = hf; d�gi:Démonstration. En e�et,(df; g) = 12 X(x;y)2E(f(x)� f(y))g(x; y)= Xx2V Xy�x f(x)g(x; y)= Xx2V f(x)d�g(x) = (f; d�g):Remarque 1.3. Si le réseau est �ni, l'énergie d'un �ot � est alors k�k.Lemme 1.8. Supposons G �ni. Soit � un �ot de fsg à M . Alors :d��(s) = � Xm2M d��(m)12



Démonstration. Pour tout x =2 fsg [M on a d��(x) = 0. Don :d��(s) + Xx2M d��(x) = Xx2V d��(x) = hd��;1i = (�; d1) = (�;0) = 0Lemme 1.9. Supposons V (G)n(fsg [ M) �ni. On se donne i le ourantunitaire de s à M . Alors E(i) = 1�(s)P(s!M) :Démonstration. On aE(i) = (�1i; i)= (dv; i)= hv; d�ii= Xx2V v(x)d�i(x)= v(s)d�i(s) + Xx2V nfsg v(x)d�i(x):Or d�i est nul sur V n(fsg [M), et v est nul sur M . Ainsi E = v(s)d�i(s) =v(s). D'après la proposition 1.6, on onlut queE(i) = 1�(s)P(s!M) :Prinipe de Thomson. Supposons V (G)n(fsg [M) �ni. Soit � un �ot defsg à M , et i le ourant de fsg à M véri�ant d�� = d�i. Alors :� 6= i) E(�) > E(i)Démonstration.E(�) = k�k2r = k� � i+ ik2r = kik2r + k� � ik2r + 2(i; � � i)rOr : (i; � � i) = (�1i; � � i) = (dv; � � i) = hv; d�(� � i)i = 013



Lemme 1.10. Soit (�n) une suite d'éléments de L2a(E) telle quesupn�0 E(�n) < +1et telle que �n(x; y) �!n!+1 �(x; y)pour tout (x; y) dans E.Alors � 2 L2a(E), E(�) � lim infn E(�n) et8x 2 V; d��n(x) �!n!+1 d��(x):Démonstration. Pour tout (x; y) 2 E, on a �n(x; y)�!n!+1 �(x; y). Or ona �n(x; y) = ��n(y; x) pour tout n dans N. Don �(x; y) = ��(y; x), 'est àdire que la fontion � est antisymétrique. Comme le graphe est loalement�ni, on a aussi Xy�x �n(x; y) �!n!+1Xy�x �(x; y)soit d��n(x) �!n!+1 d��(x):En�n, omme E(�n) = Pe2E (x; y)�1�2n(x; y), le lemme de Fatou impliqueque E(�) � lim inf E(�n). On a don � 2 L2a(E).On a maintenant tous les outils en mains pour démontrer le théorèmesuivant :Théorème 2. Soit G un réseau életrique, ave M = ?. La marhe aléatoiresur G est transiente si et seulement s'il existe un �ot unitaire d'énergie �nie.Démonstration. Soit s dans V . On se donne une exhaustion (Gn) de G telleque s 2 G0. On onstruit un nouveau graphe GWn de la façon suivante. Lessommets de GWn sont les sommets de Gn et un point mn ('est à dire quetous les points de Mn sont identi�és à un unique point). Les arêtes de GWnsont les (x; y) où x 2 V (Gn), y 2 V (Gn), et (x; y) 2 E, et les (x;mn) oùx 2 V (Gn) a un voisin dans Mn. Les ondutanes sur e nouveau graphessont dé�nies par :n(x; y) = (x; y) si x 2 V (Gn); y 2 V (Gn) et (x; y) 2 En(x;mn) = Xy2Mn;y�x (x; y)14



On se donne in le ourant unitaire de s à mn dans GWn . D'après le lemme1.9, on a E(in) = 1�(s)P(s!M) :Ainsi, d'après la proposition 1.6, la haîne de Markov est transiente si etseulement si lim supE(in) < +1.Supposons que la marhe aléatoire est transiente. SoitM = lim supE(in).Alors M < +1. On a alors, pour tout (x; y) 2 E(G),jin(x; y)j �p(x; y)E(in) �pM(x; y):Ainsi, pour tout (x; y) 2 E(G), la suite (in(x; y))n2N est bornée. Parextration diagonale, on peut en extraire ink qui onverge simplement, et salimite est un �ot unitaire d'énergie �nie d'après le lemme 1.10Supposons maintenant qu'il existe � un �ot unitaire d'énergie �nie. Ondé�nit �n omme le �ot � restreint à GWn de la façon suivante :�n(x; y) = �(x; y) si x 2 V (Gn); y 2 V (Gn) et (x; y) 2 E�n(x;mn) = Xy2Mn;y�x (x; y) et �n(mn; x) = �n(x;mn):On voit que �n est un �ot unitaire de s à mn. Il reste à montrer qu'il estd'énergie �nie. On aE(�n) = 12 X(x;y)2En �1n (x; y)�2n(x; y)= 12 X(x;y)2En\(V (Gn)�V (Gn)) �1n (x; y)�2n(x; y)+ Xx�Mn �1n (x;mn)�2n(x;mn)= 12 X(x;y)2En\(V (Gn)�V (Gn)) �1n (x; y)�2n(x; y)+ Xx�Mn �Py2Mn;y�x �(x; y)�2�Py2Mn;y�x (x; y)�
15



Or, pour x �Mn, d'après l'inégalité de Cauhy-Shwarz, on a0� Xy2Mn;y�x �(x; y)1A2 = 0� Xy2Mn;y�x 1=2(x; y)�1=2(x; y)�(x; y)1A2� Xy2Mn;y�x (x; y) Xy2Mn ;y�x �1(x; y)�2(x; y)Ainsi E(�n) = 12 X(x;y)2En\(V (Gn)�V (Gn)) �1�2(x; y)+ Xx�MnX y 2Mn; y � x�1(x; y)�2(x; y)� E(�)Par ailleurs on a d�in(x) = d��n(x) = 0 pour x =2 fs;mng, d�in(s) =d��n(s) = 1, d�in(mn) = �d�in(s) = �1 et d��n(mn) = �d��n(s) = �1.On peut don appliquer le prinipe de Thomson au ouple (in; �n) pour ob-tenir E(in) � E(�n). Ainsi la suite (E(in))n2N est majorée par E(�). On endéduit que lim supE(in) < +1, puis que la marhe aléatoire est transiente.2 Marhes aléatoires sur des arbresNous allons maintenant appliquer le théorème 2 à des marhes aléatoirespartiulières sur des arbres.2.1 Quelques dé�nitions sur les arbresUn arbre est un graphe onnexe qui ne ontient pas de yles (i.e. pourtout n � 2, il n'existe pas x1 6= x2 6= : : : xn tels que x1 � x2 � : : : � xn �x1). Un arbre enrainé est un arbre muni d'un sommet partiulier que l'onnomme raine. Ainsi, les résultats de la setion 1 s'appliquent aux arbresenrainés. De même que dans la partie 1, on ne onsidèrera que des arbressymétriques loalement �nis. Rappelons quelques propriétés des arbres, quirendent leur étude plus faile.
16



Soit A un arbre enrainé, de raine s. Pour tous x; y 2 V (A), il existe ununique hemin injetif (qui ne passe pas deux fois par le même point) de xà y. Pour tout x 2 V (A), on appellera hauteur de x (notée jxj) la longueurdu hemin injetif de s à x.Étant donné un arbre A de raine s, pour tout x 6= s, il existe un uniquey onneté à x tel que jyj = jxj � 1, appelé le père de x. Les autres sommetsz onnetés à x vérifent jzj = jxj+ 1 et sont appelés les �ls de x.Soit e une arête. Il existe un unique sommet x tel que e relie x à son père.On identi�era maintenant e et x, de sorte qu'on ne onsidèrera plus que desfontions sur V (A).Soit x et y deux sommets. On dit que x � y si le hemin injetif de laraine à y passe par x (i.e. si on passe par x en "desendant" de la raine ày). C'est une relation d'ordre partiel. Soit a un sommet d'un arbre A. Alorsl'ensemble des x 2 A tels que a � x est muni naturellement d'une strutured'arbre dont a est la raine. On l'appellera le sous-arbre de A partant de a,et on le notera Aa.Ces propriétés ne font que dérire la struture des arbres tels qu'on lesimagine.2.2 Théorème du max-�ow = min-utOn onsidère maintenant des arbres pondérés, 'est-à-dire des ouples(A; ) où A est un arbre et  : V (A) ! R�+ . La notion est la même que elleréseau életrique, sauf que, puisque haque arête s'identi�e à un sommet, lespoids ne sont plus attribués aux arêtes mais aux sommets.Intuitivement, on ne verra plus un arbre pondéré omme un réseau éle-trique, mais omme un réseau de tuyaux desendant de la raine. Si x est unsommet, on appellera (x) la apaité de x. Elle représente le diamètre dutuyau arrivant en x.2.2.1 Flots irulant dans un arbreDé�nissons maintenant un �ot irulant dans un arbre pondéré.Dé�nition 2.1. Soit (A; ) un arbre pondéré de raine s. On appelle �otune fontion � : V (A) ! R+ véri�ant8x 2 V (A); �(x) = Xy �ls de x �(y):On dit de plus que le �ot � irule dans A si pour tout x 2 A, �(x) � (x).17



Remarquons que si � est un �ot, alors la fontion ~� : E(A) ! R dé�niepar ~�(x; y) = �(y) si y est le �ls de x= ��(x) si x est le �ls de yest un �ot au sens dé�ni dans la première partie. Ainsi, la nouvelle dé�nitiond'un �ot est simplement une dé�nition plus adaptée aux arbres.On peut voir �(x) omme une quantité d'eau arrivant en x. La onditionde irulation s'interprète alors omme : "la quantité d'eau arrivant en x doitêtre inférieure à la apaité du tuyau arrivant en x." La fore d'un �ot estalors simplement str(�) = �(s).Dans un arbre in�ni, il n'est pas évident qu'un �ot non nul puisse iruler.Nous allons établir un ritère qui utilise la notion de oupe d'un arbre.Remarque 2.1. Il n'existe pas de �ot non nul sur un arbre �ni. En e�et, si� est un �ot et si x n'a pas de �ls, alors on a néessairement �(x) = 0. Unraisonnement par réurrene permet alors de onlure que � est nul si l'arbreest �ni.Maintenant, soit A un arbre quelonque. Comme dans la suite on s'inté-resse aux �ots sur A, on peut se ramener à étudier l'arbre ~A obtenu en �tantà A tous les sommets x tels que Ax est �ni. Or, dans ~A, tout sommet a aumoins un �ls (en partiulier, soit ~A est vide , soit il est in�ni). Dans la suite,on �xe don A un arbre pondéré, de raine s, de poids (x), dans lequel toutsommet a au moins un �ls.2.2.2 Coupe d'un arbreDé�nition 2.2. On appelle oupe de l'arbre A un ensemble � de sommetstel que tout hemin injetif in�ni partant de la raine renontre � une etune seule fois.Un exemple de oupe est Sn(A) = fx 2 V (A) : jxj = ng.Si � est une oupe de A, on notera j�j = inffjxj : x 2 �g. On ériraégalement � � Sn(A) si pour tout x 2 �, jxj � n.Les propriétés suivantes se voient bien sur un dessin, et se démontrentfailement.� Soit A un arbre et x un sommet de A. Soit � une oupe de A. Si� \Ax 6= ;, alors � \Ax est une oupe de Ax.� Soit A un arbre de raine s, et � une oupe de A. Si s 2 �, alors� = fsg. 18



� Soit A un arbre de raine s, et � une oupe de A. Si s =2 �, alors pourtout s0 �ls de s, � \As0 est une oupe de As0 .Corollaire 2.1. Toute oupe est �nie.Démonstration. Par l'absurde, supposons que � est une oupe in�nie de A.Construisons par réurrene un hemin (xn) injetif tel que pour tout n,� \Axn est in�ni.On pose x0 = s. Supposons xn onstruit. L'ensemble � \ Axn est uneoupe in�nie de Axn , don xn =2 �. Don� = [y �ls de xn� \AyOn hoisit alors xn+1 �ls de xn tel que Axn+1 \� est in�ni. La suite (xn) estun hemin injetif dans A, et pour tout n, xn =2 �\Axn . C'est absurde.Corollaire 2.2. Soit � un �ot sur A et � une oupe de A. AlorsXx2� �(x) = �(s):Ce résultat n'est en fait qu'une reformulation du lemme 1.8. On peut aussile redémontrer par réurrene sur la hauteur maximale des sommets de �.En partiulier, si (A; ) est un arbre pondéré et si � irule dans A, onobtient : str(�) �Xx2� (x)et e pour toute oupe � de A.Si � est une oupe de A, dé�nissons la apaité totale de �, notée C(�)par C(�) =Xx2� (x):On vient de prouver que pour tout �ot � irulant dans A, on astr(�) � inf� oupe de AC(�):On peut maintenant énoner le théorème du max-�ow = min-ut :Théorème du max-�ow = min-ut. Il existe un �ot � irulant dans Atel que str(�) = inf� oupe de AXx2� (x)19



et don max� irulant dans A str(�) = inf� oupe de AXx2� (x):En partiulier, il existe un �ot non nul irulant dans A si et seulementsi inf� oupe de AXx2� (x) > 0Démonstration. Montrons d'abord par réurrene sur n le lemme suivant :Lemme 2.3. Il existe un �ot �n véri�antstr(�n) = inf��Sn(A)C(�)et tel que �n(x) � (x) pour tout x de hauteur inférieure à n.Démonstration. Si n = 0, on a inf��Sn(A) C(�) = (s), et n'importe �otvéri�ant �(s) = (s) onvient.Supposons maintenant la propriété vraie au rang n � 1. Soient s1; : : : skles �ls de s. Par hypothèse de réurrene, soit �i un �ot sur Asi véri�antstr(�i) = inf fC(�);� oupe de Asi ;� � Sn�1(Asi)g.Posons � le �ot sur A tel que � oïnide ave �i sur haque Asi . On a alors�(s) = �1(s1) + : : :+ �n(sn).� Si �1(s1) + : : : + �k(sk) � (s), omme �(s) = �1(s1) + : : : + �k(sk) �(s), on a bien �(x) � (x) pour tout x de hauteur inférieure à n.Maintenant, puisque toute oupe de A distinte de fsg s'érit ommela réunion de oupes de haque Asi , on a :inf fC(�);� oupe de A;� � Sn(A)g= min ((s); inf fC(�1 [ : : : [�k) : �i oupe de Asi ;�i � Sn�1(Asi)g)= min (s); kXi=1 inf fC(�i);�i oupe de Asi ;�i � Sn�1(Asi)g!= min (s); kXi=1 str(�i)! = �1(s1) + : : :+ �k(sk) = �(s)On a bien str(�) = inf fC(�);� oupe de A;� � Sn(A)g20



� Si (s) � �1(s1) + : : : + �k(sk), posons�0 = (s)�1(s1) + : : :+ �k(sk) �On a alors �0(s) = (s), et pour tout x 2 Asi de hauteur inférieure àn dans A, �0(x) � �i(x) � (x). Maintenant, si � � Sn(A) est uneoupe distinte de fsg, on a vu que C(�) � �1(s1)+ : : :+ �k(sk) DonC(�) � (s). Par onséquent, inf fC(�);� oupe de A;� � Sn(A)g =(s) = �0(s) = str(�0)e qui lot la preuve.Pour tout n, soit don �n un �ot sur A véri�antstr(�n) = inf��Sn(A)C(�)et tel que �n(x) � (x) pour tout x de hauteur inférieure à n. Il est lairque pour tout n, pour tout x, on a �n(x) � �n(s) � (s). La suite �n estuniformément bornée. Comme A est dénombrable, on peut extraire par unproédé diagonal une sous-suite �nk qui onverge simplement. Soit f sa limite.Comme A est loalement �ni, la loi des noeuds passe à la limite simple : fest bien un �ot sur A. De plus, Si x 2 A est tel que jxj = N alors et don8k � N; �k(x) � (x)d'où f(x) � (x). Ainsi f irule dans A.En�n, pour toute oupe �, il existe n tel que � � Sn(A) ar � est �nie. Ona don f(s) = limk!+1 �k(s)= limk!+1# inf fC(�);� oupe de A;� � Sk(A)gstr(f) = inf fC(�);� oupe de Ag2.3 Indie de branhementNous allons ii introduire une notion partiulièrement importante dansl'étude de la géométrie des arbres. 21



2.3.1 Dé�nition et propriétésPour � 2 R�+ , on dé�nitm(�) = liminf� oupe de Aj�j!+1 Xx2���jxj= limn!+1 inf(Xx2���jxj : � oupe de A; j�j � n) :La fontion m est déroissante, à valeurs dans R+ .Soit � tel quem(�) < +1. Pour tout � > �, pour tout � tel que j�j � n,on a Xx2���jxj =Xx2�����jxj ��jxj � ����nXx2���jxjet don m(�) � limn!+1����nm(�) = 0:De même, soit � tel que m(�) > 0. Pour tout � < �, on a m(�) = +1.Il existe don au plus un � tel que 0 < m(�) < +1. On peut maintenantdé�nir l'indie de branhement d'un arbre :Dé�nition 2.3. Soit A un arbre. On appelle indie de branhement de A,noté br(A), le nombrebr(A) = sup8<:� j liminf� oupe de Aj�j!+1 Xx2���jxj = +19=;= inf8<:� j liminf� oupe de Aj�j!+1 Xx2���jxj = 09=;Remarquons que si A est un arbre régulier p-aire (i.e. tous les sommetson le même nombre de �ls p), alors l'indie de branhement de A est p. L'in-die de branhement dérit en un ertain sens le nombre moyen de �ls d'unsommet de l'arbre.2.4 Un as partiulier de marhe aléatoireOn s'intéresse maintenant au as partiulier où les apaités des sommetsde A valent (x) = ��jxj, ave � 2 R�+ .22



La marhe aléatoire assoiée à et arbre a pour fontion de transitionQ(x; y) = ��+ n si y est le père de x= 1�+ n si y est un �ls de x= 0 sinonoù n est le nombre de �ls de x.Remarque 2.2. On peut remarquer que si � augmente, la probabilité de "des-endre" diminue. Par onséquent, si pour �1 la marhe aléatoire est réur-rente, alors pour � > �1 elle l'est aussi. Réiproquement si pour �2 la marhealéatoire est transiente, alors pour � < �2 elle l'est aussi.On peut maintenant énoner le théorème prinipal de e mémoire :Théorème 3. Considérons la marhe aléatoire dé�nie préédemment surl'arbre A. Si � > brA, alors la marhe aléatoire est réurrente, et si � < brA,alors elle i est transiente.Pour le démontrer, énonçons un orollaire du théorème 2.Lemme 2.4. Soit A un arbre, ave des ondutanes . Si la marhe aléatoiresur (A; ) est transiente, alors :lim�!1X�2� (�) =1 (1)Réiproquement, si on a une suite (wn)n2N de réels positifs telle quePn�1wn <1, et que lim inf�!1 X�2�wj�j(�) > 0 (2)alors la marhe aléatoire sur (A; ) est transiente.Démonstration. Si la marhe aléatoire est transiente, alors d'après le théo-rème 2 il existe un �ot � unitaire d'énergie �nie. D'après l'inégalité deCauhy-Shwarz, on a :1 =  X�2� �(�)!2 �  X�2� (�)! X�2� �2(�)(�)�1!Sahant que P�2� �2(�)(�)�1 ! 0, ar P�2V (G) �2(�)(�)�1 ! 0, on ob-tient l'équation (1). 23



Réiproquement, si l'équation (2) est véri�ée, alors le théorème du max-�ow=min-ut assure l'existene d'un �ot � non nul véri�ant �(�) � wj�j(�).Ce �ot est d'énergie �nie ar :X06=�2� �2(�)(�)�1 = Xn�1 X�2Sn �(�)(�(�)(�)�1)� Xn�1wn X�2Sn �(�)� Xn�1wn <1Ce qui permet de onlure grae au théorème 2.Nous pouvons maintenant démontrer failement le théorème.Démonstration. Si la marhe aléatoire est transiente alors d'après l'équation(1) du lemme préédent, on alim�!1X�2� ��j�j =1Ainsi � � brA.Réiproquement, si � < brA, prenons �0 dans ℄�; brA[. Alors la suitewn = (���10 )n véri�e l'équation (2) du lemme préédent. La marhe aléatoireest don transiente.En onlusion, nous allons expliquer brièvement le rapport entre l'indiede branhement d'un arbre et sa dimension de Hausdor�.2.5 Dimension de Hausdor� d'un arbreSoit A un arbre. On munit l'ensemble �1A des hemins injetifs in�nispartant de la raine de la distane d dé�nie pard((xn); (yn)) = e� supfkjxk=ykg:La distane d est ultramétrique, et (�1A; d) est ompat. On appelle alorsdimension de Hausdor� de l'arbre A la dimension de Hausdor� de (�1A; d).Rappelons e qu'est la dimension de Hausdor� d'un espae métrique.
24



Dé�nition 2.4. Pour s; " > 0 et B borélien de E on pose�(")s (B) = inf(Xi2I diam(Ai)s : (Ai)i2I 2 R"(B)) ;où R"(B) est l'ensemble des reouvrements de B par des boréliens de E dediamètre inférieur ou égal à ". La mesure de Hausdor� de dimension s de Best alors dé�nie par �s(B) = lim"!0�(")s (B):Proposition 2.5. La dimension de Hausdor� de l'espae métrique (�1A; d)est donnée par dimh(�1A) = ln(br(A)):Démonstration. Montrons tout d'abord que dimh(�1A) � ln(br(A)). On sedonne s > ln(br(A)). Soient " > 0 et n 2 N tel que e�n � ". Soient �nla oupe omposée des sommets de A à distane n de la raine et (Ai)i2Il'ensemble des boules formées par les hemins passant par es sommets. Ona (Ai)i2I 2 R"(�1A). Ainsi�(")s (�1A) � Xx2�n e�sn:Or par dé�nition de br(A) on alim infn!1 Xx2�n e�sn = 0:Ainsi �s(�1A) = 0 'est-à-dire que dimh(�1A) � s. On a don montré quedimh(�1A) � ln(br(A)):Montrons à présent que dimh(�1A) � ln(br(A)). Pour ela on énone lelemme suivant.Lemme 2.6. Soient (E; d) un espae métrique et s > 0. On suppose qu'ilexiste une mesure � sur (E; d) telle que �(E) > 0 et telle que pour tout Bborélien de E, �(B) � C diam(B)s;où C est une onstante stritement positive. Alors dimh(E) � s.25



Admettons le lemme 2.6 pour l'instant et donnons nous un réel s <ln(br(A)). Par dé�nition de br(A) on peut trouver une oupe � de A telleque Xx2� e�sjxj > 0:Ainsi, d'après le théorème du max-�ow = min-ut, on peut trouver un �otnon nul � tel que �(x) � e�sjxj:Pour tout sommet x de A, on note Bx l'ensemble des hemins passant parx. Posons pour tout x sommet de A,�(Bx) = �(x):La fontion � est additive sur l'ensemble des Bx. Par la propriété de �ot,elle se prolonge don en une mesure sur �1A. Soient B un borélien de �1Ade diamètre d < 1 et  2 B. Soient n 2 N tel que e�n�1 < d � e�n et lesommet x du hemin  de hauteur n. Alors B � Bx. Ainsi�(B) � �(Bx) = �(x) � e�sn � esds:La mesure � véri�e don les hypothèses du lemme 2.6. Ainsi dimh(E) � s.On a don montré que dimh(�1A) � ln(br(A)):Démonstration. On démontre maintenant le lemme 2.6 : Soient " > 0 et(Ai)i2I 2 R"(E). On aXi2I diam(Ai)s � 1CXi2I �(Ai) � 1C� ([i2IAi) � �(E)C :Ainsi �(")s (E) � �(E)Cpuis �s(E) � �(E)C :Cela implique que dimh(E) � s. 26
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