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Parce qu’attaquer seul un tel sujet n’est jamais facile, merci & mes deux encadrants,
qui étaient toujours présents, que ce soit pour répondre aux questions, pour expliquer ou
pour conseiller. Grace a eux, le travail de recherche fut un plaisir, et je pourrais (presque)
en dire autant de celui de rédaction.

Introduction

Les problémes de dynamique des populations consistent & modéliser et a prédire 1’évo-
lution de certaines populations, animales, végétales ou cellulaires. Les applications sont
multiples, que ce soit en écologie, afin d’estimer les populations de certaines espéces ou les
problémes liés aux espéces importées, ou en médecine avec la modélisation, par exemple,
des tumeurs.

Le premier modeéle est de Malthus (1766-1834), qui en 1798 suppose que le nombre de
descendants par individu est constant. Dans ce modéle, la population est exponentielle :
si P(t) est la population & l'instant ¢, alors P(t) = Pye*. X est le paramétre de Malthus :
plus il est élevé, plus la population croit vite, et la population s’éteint s’il est négatif. Il
formalise donc la notion d’adaptabilité au milieu : si deux espéces sont en compétition, dans
ce modéle basique, celle qui a le plus grand parameétre de Malthus finit par prédominer.

Des modéles plus évolués, non linéaires, font intervenir par exemple la limitation des
ressources (équation logistique) ou les interactions proie-prédateur (équations de Lotka-
Volterra). Cependant, pour mieux modéliser les problémes de dynamique des populations,
il est souvent nécessaire de faire intervenir la structure de ces populations, que ce soit une
structure en age, en taille, ou une répartition spatiale. Les individus ne vont en effet pas
interagir de la méme fagon avec leur environnement selon leurs caractéristiques.

Ce mémoire se propose, dans le cadre d’équations linéaires de dynamique des popula-
tions structurées, de développer des outils d’entropie, c’est-a-dire d’exhiber des fonctions
décroissantes au cours du temps. Le choix judicieux de ces fonctions suffit alors & mon-
trer des résultats intéressants sur I’évolution de ces populations : conservation de certaines
quantités, ou encore convergence de la structure des populations en temps long. Dans un
premier temps, on suppose qu’il existe un nombre fini d’états et que les relations entre
ces états ne dépendent pas du temps, avant d’aborder le cas d’un controle périodique puis
celui de populations structurées selon un parameétre continu.

1 Dimension finie, coefficients constants

1.1 Cas conservatif : processus de Markov

Les processus de Markov permettent de modéliser certains systémes physiques qui évo-
luent “sans mémoire”, tels que le mouvement brownien. De tels systémes sont conservatifs,
dans le sens ol certaines quantités sont conservées, par exemple le nombre de particules.

Ces processus seront abordés ici de maniére peu formelle, en guise d’introduction ; les
résultats ici évoqués sont des cas particuliers de résultats développés dans la suite de ce
mémoire. Pour de plus amples informations sur 'aspect probabiliste, on pourra consulter
[Kam92|, pp. 73-129.

Rappelons tout d’abord un résultat sur les chaines de Markov.

Théoréme 1.1.

Soit (X )nen une chaine de Markov irréductible sur un espace d’états fini, et apério-
dique. Alors (X,)nen converge en loi quand n tend vers 400 vers une variable aléatoire
dont la loi est la loi stationnaire de (Xp,)nen-



Définition 1.2 (Processus de Markov).
Un processus de Markov sur Ry est un processus stochastique (Y3)ier, sur un espace
d’états E tel que, pour tous temps t; < ... < ty et tous éléments yi,..., yx de E, P(Yy, =

e | Yo, =y, Yoo, = Uk—1) =PYs, = yi | Ve, = Yk—1)-

On suppose maintenant l'espace d’états £ fini, et on I'indexe par {1,...,d}. Si (Y;)icr,
est un processus de Markov, on note, pour tout n appartenant a {1, ..., d}, p,(t) la probabi-
lite P(Y; = E,,) et p(t) le vecteur de R? dont la i-iéme coordonnée est p;(t). On montre alors
qu’il existe une matrice W, a coefficients positifs ou nuls et dont la somme des coefficients
de chacune des colonnes vaut 1, telle que :

d
(1) = 3 (W (1) — W 1) (1)
m=1
On définit une matrice W en posant, pour tous ¢ et j dans {1,...,d}, W;; = Wy; — d;;.
Cette matrice est positive hors de la diagonale, et la somine des coefficients de chacune des
colonnes est nulle. L’équation (1.1) se réécrit alors :
D 1) = w(t) (1.2
Supposons de plus la matrice W irréductible, c’est-a-dire que si I’on choisit arbitraire-
ment deux états, on peut passer du premier au second, éventuellement en passant par des
états intermédiaires. On peut montrer alors les résultats suivants :
d
(i) 1l existe un unique vecteur p, de R?, tel que Zpe,n =1et Wp, =0.
n=1

(ii) Toutes les coordonnées de p, sont strictement positives.

d d
(iii) Pour tout vecteur x de R?, pour tout ¢ positif, Z (eth> = an : on dispose
n=1 " n=1
d’un invariant.

d
(iv) Soit  dans R?; eV converge quand t tend vers +oco vers (Z xn> Pe.
n=1

Les (eth)i peuvent représenter, par exemple, le nombre de particules dans I’état ¢ a
I'instant ¢; la quantité invariante mise en évidence est alors le nombre total de particules
et la loi stationnaire 7 du processus de Markov sous-jacent est définie par m(n) = pe .

On dispose enfin, dans ce cas, du résultat suivant :

Proposition 1.3.
Soit f une fonction convexe différentiable définie sur R. Posons, pour tout temps t

positif, H(t) = zd:pe,nf <p "(t>>,

e,n

n=1
Alors H est décroissante.

Remarque 1.4.

En pratique, on choisit souvent comme fonction d’entropie celle dérivant de la fonction
convexe x — zIn(x) (entropie de Chapman-Kolmogorov). Celle-ci, entre autres, a l'intérét
d’étre extensive.

Considérons deux systémes indépendants, les états k du premier systéme et [ du second
systéme étant de probabilités respectives pg(t) et q;(t).

Posons S (t) = Zpk(t) n (Pk(ﬂ) et So(t) = qu(t) In <ql(t)>.
k=1 =1

De.k Ge,l
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La fonction d’entropie pour la somme de ces systémes est :

pr(t)a(?) )

DPe,kYe,l

Siot(t) = Zpk(t)ql(t) In <
k,l

= O (20 £ S g m (20

> (52) + 2 aom (53)

Dek e,l
= Sl(t) + Sg(t)

En fait, on prendra plutot  — —x In(x), ce qui donne une fonction croissante du temps
et coincide avec la notion physique d’entropie.

Cependant, en général, les systémes biologiques ne sont pas conservatifs, et ne peuvent
étre décrits ainsi. Par exemple, un individu peut donner naissance & plusieurs autres indi-
vidus; la croissance de la population peut alors étre telle qu’il ne peut y avoir convergence
vers un état d’équilibre.

On se place ici dans le cas ou I'évolution du systéme peut étre modélisée par une
équation différentielle ordinaire linéaire & coeflicients constants. Le but est de renormaliser
les solutions afin d’étudier la répartition de la population dans différentes classes (états
cellulaires, age, etc.). Pour cela, il faut dégager la valeur propre principale du systéme (ou
parameétre de Malthus) qui décrit 1’évolution globale de la population.

Dans un premier temps, il est nécessaire de présenter quelques résultats sur les matrices
positives.

1.2 Quelques résultats sur les matrices

Définition 1.5 (Positivité d’une matrice).
Une matrice est dite positive si tous ses coefficients sont positifs.
Une matrice est dite strictement positive si tous ses coefficients sont strictement positifs.

Définition 1.6 (Positivité d'un vecteur).

Soient x, y des vecteurs de RE. On note x > y si toutes les coordonnées de x dans
la base canonique de R sont supérieures o celles de vy, et x > y si elles sont strictement
supérieures a celles de y.

x est dit positif si x > 0, et strictement positif si x > 0.

Définition 1.7 (Irréductibilité d’une matrice).
Une matrice A est dite irréductible s’il n’existe pas de matrice de permutation P et de
matrices B, C' et D telle que :

P7lAP = < OB g ) (1.3)

Proposition 1.8 (Les états communiquent).

Soit A une matrice de taille d x d.

A est irréductible si et seulement si, pour tous i et j dans {1,...,d}, il existe ig, ...,
dans {1,...,d}, io = i et ip = j, tels que pour tout n dans {0,....k — 1}, A iy, # 0.

Démonstration.

(i) Supposons A non irréductible.
Quitte & permuter les lignes et les colonnes de A, on peut la supposer de la forme
(1.3).
Soit 4 tel que la matrice B soit de taille ¢ X 3.
Soit k dans {1,..,d}. Si Ag est non nul alors k est dans {i + 1, ..., d}.



Pour tout [ dans {i + 1, ...,d}, si Ajx est non nul alors k est dans {i + 1, ...,d}.

En particulier, il n’existe pas de chaine telle que décrite dans la définition entre d et
1 : toute chaine partant de d doit rester dans {i + 1,...,d}.

(ii) Supposons qu'il existe i et j dans {1,..,d} tels qu'il n’existe pas de telle chaine entre
1 et 7.
Soit E; I'ensemble des indices tels qu'il existe une telle chaine entre cet indice et j (j
y appartient).
Par construction de Ej, si k est dans E; et [ dans son complémentaire, Ay, = 0.
Ni E; ni son complémentaire ne sont vides (j est dans Ej, ¢ est dans son complémen-
taire).
Soit P une permutation telle que P~1(E;) soit les Card(E;) premiers indices.
P~LAP est de la forme (1.3) : A n’est pas irréductible.

O

Maintenant, démontrons un lemme qui permettra par la suite de montrer que certains
vecteurs propres positifs sont strictement positifs (|Var62|, pp. 26-27).

Lemme 1.9.
Si A esl une matrice irréductible positive, alors (I + A)*~1 est une matrice strictement
positive.

Démonstration.

Soit x > 0, = # 0.

Posons zp = x et, pour tout k dans {0, ...,d — 2}, xp41 = (I + A)xy.

11 suffit de montrer que, pour tout k dans {0, ...,d — 2}, si x; comporte des zéros alors
Tr4+1 a strictement moins de zéros que zy, .

Tkl = Tk + Azy : Tpy1 a au plus autant de zéros que xy.

Supposons que xj a au moins un zéro, et que rx41 en ait autant que xy.

Quitte & permuter les vecteurs de la base canonique, on peut supposer xj et X de
la forme suivante :

(1)

Sous cette forme, o et B sont strictement positifs.
(o) =(5)+(an a2)(5)
0 0 Ay Ago 0o )
Donc, a étant strictement positif, on a nécessairement As; = 0. A est non irréductible,
ce qui contredit les hypothéses du théoréme. O

Ces définitions et résultats élémentaires étant posés, on va maintenant s’attacher a
définir la valeur propre principale d’une matrice ([Hor90], p.500).

1.3 Valeur propre principale d’une matrice

Définition 1.10 (Rayon spectral).

Soit T un opérateur sur un espace de Banach E. Notons GL(E) l'ensemble des opéra-
teurs inversibles sur E.

o(T)={NeC :T—-Xd¢ GL(E)} est appelé le spectre de T'.

o(T) est un compact de C.

p(T) = max{|A| : A € a(T)} est appelé le rayon spectral de T. On a alors p(T) =
limy, o0 ||T7]| 7 -

Si E est de dimension finie, p(T) est le mazimum des modules des valeurs propres de
T.



Les résultats les plus forts sont obtenus dans le cas des matrices strictement positives.
Cependant, en pratique, les matrices utilisées peuvent avoir des coefficients nuls ; on dispose
de résultats affaiblis dans un cas plus général, celui des matrices irréductibles positives.

Théoréme 1.11 (Théoréme de Perron-Frobénius).
Soit A € M,(R) une matrice strictement positive. Alors :

(i) p(A) est non nul.

(11) p(A) est une valeur propre de A, et il existe un vecteur propre strictement positif qui
lui est associé.

(15i) Toute autre valeur propre de A est de module strictement inférieur o p(A).

() p(A) est une valeur propre géoméiriguement simple.

Démonstration.

1 SOlt V le vecteur de Rd dont toutes les coordonnées dans la base canonique valent 1.
q
d

Posons a = min E A
i€{1,...,d} J

K b ]:1
On montre aisément par récurrence que pour tout entier naturel n, A"V > a"V.

A est non nilpotente, et a donc une valeur propre non nulle. p(4) > 0.

(ii) Soit A une valeur propre de A de module p(A). Soit & un vecteur propre pour cette
valeur propre.
Soit |x| le vecteur de i-iéme coordonnée |x;| pour tout ¢ dans {1,...,d}.
Alors p(A)|z| = |A||z| = [Az| = |Az| < Alz].
Or |z| est positif non nul et A est strictement positive donc A|z| est strictement
positif.

1
Si Alz| = p(A)|z| alors |z| = WAM donc |z| est strictement positif.
p

Sinon, A|z| — p(A)|x| est positif non nul donc A?|z| — p(A)Alz| > 0.
Donc A(A|z|) > p(A)A|z|, ce qui implique que p(A) > p(A) : c’est absurde.
Donc Alz| = p(A)|z|.

(iii) Soit A une valeur propre de A.
Si |A| < p(A), il n’y a rien & montrer. Il est impossible d’avoir [A| > p(A).
Supposons que |A| = p(A).
Soit z un vecteur propre pour la valeur propre \.
[Az| = [Az| = p(A)|z| = Alz]

d d
Soit ¢ dans {1, ,d} p(A)’$1| = ‘)\J}z| = ZAZ']'J}J' < ZA'U|xj| = p(A)|J)l|
j=1 Jj=1

d d
Donc ZAZ']'JJ]' = ZAU‘JJH
Jj=1 Jj=1

Donc 119 existe 6 réel tel que, pour tout j dans {1,...,d}, Ajjz; = A;;e?|z |, soit
xj = e’|z;|. '

Donc |z| = e "z

|z| étant un vecteur propre associé a la valeur propre p(A), = l'est aussi.

Donc A = p(A).



(iv) Soient = et y des vecteurs propres associés a la valeur propre p(A).

Soient 67 et O des réels tels que e Wiy >0 et e*w?y > 0.
Posons f = min ei(‘gl*e"’)y—].
je{1,....d} Z;
Posons r = e~2y — Be~"1g. 1 est positif, et au moins une de ses coordonnées est
nulle.

Ar = e 2 Ay — Be Az = p(A)r.
Si 7 est non nul, Ar = p(A)r est strictement positif, donc r est strictement positif;
une des coordonnées de r étant nulle, c’est absurde.
Don 7 est nul.
y = ﬂei(ez—el)x_
x et y sont colinéaires : p(A) est valeur propre géométriquement simple de A.
O

Certains de ces résultats se généralisent au cas des matrices positives irréductibles
(|[Hor90]).

Corollaire 1.12 (Application aux matrices positives irréductibles).
Soit A € M, (R) une matrice positive irréductible. Alors :

(i) p(A) est une valeur propre non nulle de A.
(i1) Il existe un vecteur propre strictement positif associé a la valeur propre p(A).

(iii) p(A) est une valeur propre géométriqguement simple.

Démonstration.
(i) La démonstration de la non-nullité de p(A) est identique a celle du théoréme de
Perron-Frobénius.
Posons, pour tout ¢ strictement positif, A = A+ eB, ol B est la matrice dont tous
les coefficients sont des 1.

Soit z. l'unique vecteur propre de A, associé a la valeur propre p(A.), strictement

d

positif, tel que Z:Um- =1

i=1
Tous les x. sont dans le compact {x € C? : ||z||; < 1}.
Soit « une valeur d’adhérence de la fonction € — x. quand ¢ tend vers 0.
Soit (ex)ken une suite convergeant vers 0 telle que (¢, )ken converge vers x.
x>0, et x est non nul car ||z||; = 1.
Soient € > ¢’ > 0.
On montre par récurrence que Vn € N, AT > A7,
Donc Vn € N, ||AZ||1 > [[AZ][1-

. 1 . 1
p(Ae) = Tm AT > lim AL = p(A).

Donc € — p(A;) est une fonction croissante minorée par 0.
Posons p = lirr(l) p(Ae) > p(A).
e—
Az = kEToo Ae e, = kEI-Poo p(AEk:)xEk: = kll)r_{_loo p(AEk) kzgrfoo Ty = PT 2 p(A)x
Or p < p(A) d’aprés la définition du rayon spectral, d’ou p = p(A4) et Az = p(A)zx, x
positif non nul.



(ii) Il reste & montrer que z est strictement positif.
Or, A étant irréductible positive, (I + A)%~! est une matrice strictement positive
d’aprés le lemme (1.9).
(I + A1 = (1+ p(A)¥'z > 0, x étant positif non nul.

1
xr = W(I + A1z > 0.

x est strictement positif.

(iii) p(A) étant valeur propre de A, 1+ p(A) = p(I + A) est valeur propre de (I + A).
Supposons que p(A) soit une valeur propre géométriquement multiple de A.
(L4 p(A)* = = p((I+ A1) > (1 + p(A)! car (T +A) e = (1+ p(4)" 'z
Alors (1 + p(A))41 = p((I + A)?=1) ([Hor90], p. 507) est valeur propre multiple de
(I+ A1,
Or (I+A)%! est strictement positive : ¢’est impossible d’aprés le théoréme de Perron-
Frobénius.

p(A) est une valeur propre géométriquement simple de A.
O

On notera qu’il peut maintenant exister d’autres valeurs propres de module égal a
p(A). Cependant, p(A) reste une valeur propre géométriquement simple (et méme, en fait,
algébriquement simple - on pourra consulter [Hor90], p.508), et toutes les autres valeurs
propres sont de partie réelle strictement inférieure a p(A).

Définition 1.13 (Valeur propre principale).

Soit A une matrice irréductible, dont tous les coefficients hors de la diagonale sont
positifs.

Alors il existe un unique réel X tel que \ soit valeur propre géomériguement simple de
A, qu’il existe un vecteur propre associé strictement positif, et que toute autre valeur propre
soit de partie réelle strictement inférieure a .

On appelle X la valeur propre principale de A. Le vecteur propre associé dont la somme
des coordonnées vaut 1 est appelé vecteur propre de Perron.

La proposition suivante fournit une caractérisation de la valeur propre principale d’une
telle matrice, caractérisation qui sera utile en seconde partie ([Var62|, pp. 27-28).

Proposition 1.14 (Caractérisation de Collatz-Wielandt).
Soit A une matrice irréductible, dont tous les coefficients hors de la diagonale sont
positifs. Soit A sa valeur propre principale.

Alors A =1inf{r e R, 3Y >0, AY <rY}.

Démonstration.
Soit A une telle matrice.
Quitte & lui ajouter une homothétie, on peut supposer A irréductible positive.

Pour tout vecteur x non nul, notons r, = max — 5.
ie{l,...,d}, ;#0 T;

P = inf :
osons ;r;o{rm}

Pour tout z, r, < dmax(; j)eq1,...q)2 |Aij| : 7 existe bien. r = inf{r € R, 3Y >0, AY <
rY}

Pour tout o > 0, rop = 7, : on peut prendre la borne inférieure sur l'intersection P
entre la sphére de rayon 1 et (R )%, qui est compacte.

Posons Q = {(I + A)% 'z, x € P}. P étant compact, Q est compact.

Az < rpx done A(1 + A)4 e < rp(I+ A)¥ e, (I + A)4! étant positive.



Donc r4 gyi-1, < Ta-
Donc on peut prendre la borne inférieure sur Q) : r = incf2 {r.}.
xe

(I+ A)”l*1 étant strictement positive et les vecteurs de P étant positifs, les vecteurs de
(@ sont strictement positifs.

L’application x +— 7, est donc continue sur ), en tant que maximum d’un nombre fini
de fonctions continues.

Q étant compact, cette application atteint sa borne inférieure : il existe y strictement
positif tel que ry = r.

ry =inf{r € R, 32 >0, Az <rz}.

Supposons que ryy # Ay.

Alors z = ryy — Ay est positif non nul.

T(1+A)d-1, < Ty : c’est absurde.

Donc r est valeur propre réelle strictement positive de A ; un vecteur propre associé est
strictement positif.

On montrera en troisiéme partie (cf. démonstration du théoréme de Krein-Rutman) que
si une valeur propre est strictement positive et qu’un vecteur propre associé est strictement
positif, dans le cas d’une matrice strictement positive, alors cette valeur propre est la valeur
propre principale.

Quitte a approcher A par des matrices strictement positives, on a bien que r est la
valeur propre principale de A. O

1.4 Entropie relative généralisée

Soit A une matrice positive, sauf peut-étre sur la diagonale, et irréductible; soit A sa
valeur propre principale. Considérons I’équation différentielle suivante :

d
{ Smi(t) = Am(t) 14)
m(0) = myg

La solution de cette équation peut tendre vers 0, converger vers un vecteur non nul ou
diverger selon le signe de A si la condition initiale est positive non nulle. Pour renormaliser
la solution, on considére ’équation suivante :

d
{ () = (A= \Id).n(t) (1.5)
n(0) = no

Ce systéme admet une unique solution définie sur R. La solution du systéme d’origine
est m(t) = n(t)e. Le corollaire du théoréme de Perron-Frobénius assure I'existence et
P'unicité des vecteurs N (vecteur colonne) et ¢ (vecteur ligne) vérifiant :

AN = AN pA = Ay
N >0 >0

d d .
=1 =1

On peut maintenant montrer que certaines fonctions bien choisies, issues de fonctions
convexes, décroissent au cours du temps ([Per07], pp. 160-161). La notion d’entropie relative
se référe a des fonctionnelles dépendant des valeurs initiales des paramétres du systéme,
et décroissant au cours du temps, dans le cas d'un sysétme conservatif. Ici, on 'applique a
des systémes non conservatifs, d’oll 1a notion d’entropie relative généralisée.

(1.6)

9
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Définition 1.15 (Entropie relative généralisée).
d
On appelle entropie relative généralisée la quantité ngiNiH (71]2\(;)), ot H est une
, i
fonction convexe différentiable. i
Théoréme 1.16 (Inégalité entropique).

Soit H une fonction convexe différentiable sur R. Soit n la solution de l’équation (1.5).

Alors : .
d n;(t)
. . < .
vVt € R, g ;21 o N;H < i > <0

Démonstmtz;on.
Posons A=A — \.Id.
Soiti € 1,...,d.

D’apreés I'équation (1.5),
4 (”j\(f’f)> - (jtni(t)> ];H’ (”N(t)> - gﬁijnj(t)iﬂ' (”Jé”)
De 1 on tire :
% g%NiH (”N(t)> _ ggjij%]vj "]Jg)ﬂ’ <”N(t)> . (L.7)
De plus AN=0 d ou, pour tout i dans {1,...,d} :
szA”N ZAW o H’ (n]\(,t)>

On somme Sur ¢ et on soustrait cette égalité a 1’égalité (1.7). Les termes diagonaux se
compensent, et A;; = A;; hors de la diagonale.

dtz pilVill (nz ) ZZAw%NH (n;\(ft)> < ]\p — n’m). (1.8)

=1 j=1

D’ autre part, on a A.N =0 et Lp.A =0 d’ou

i d
n; t) ~ nz(t)
0— ZA”N ;golA”NjH’< i ) _ ;;%AUNJH< N )
i v (DY _Sese n; (1)
02;% ij :;% i N H N, Z;;%’ i N H N, )
d d
ni(t) n;(t)
i=1 j=1 Ni N;

On retranche cette quantité nulle a (1.8) :

d
d nl(t) o
dt;%NzH< N ) =

55 (o (40 (42 50) n(52) - (420

i=1 j=1

La matrice A étant positive hors de la diagonale, les A;; sont positifs pour 7 # j; de
plus, le théoréme de Perron-Frobénius assure la stricte positivité des ¢; et des N; pour
tout ¢, et les termes diagonaux s’annulent.



La fonction H étant convexe, elle est au-dessus de toutes ses tangentes, ce qui implique
que tous les termes sommés sont négatifs, d’ou le résultat. O

Ce résultat, appliqué a des fonctions convexes judicieusement choisies, permet de dé-
montrer des résultats intéressants sur les populations étudiées : quantités invariantes,
bornes sur d’autres quantités... ([Per07], pp. 160-161)

Corollaire 1.17 (Quelques inégalités).
Soit n la solution de ’équation (1.5). Alors :

d d
(i) vVt € Ry, ngmi(t) = Z¢in0,i. Notons p cette quantité.
i=1 i=1

M=

d
(ii) Yt € R, > @ini(t)Lin,ty01(t) < D @ino,il{ng >0}

=1 =1
d d

De méme, Z@ini(t)l{m(t)g()}(t) > Zﬂpmo,il{no,igo}'
i=1 i=1

d d
(iii) Vt € Ry, > @ilni(t) <> @ilnosl.
=1 =1

(iv) Soient Kins et Kgyp des réels tels que KinyN < ng < KgpN. Alors Vt € R,
KinfN < n(t) < KopN.

Démonstration.

(i) se déduit du théoréme précédent en prenant pour fonctions convexes = +— x et x —
—x.

(ii) se déduirait de ce méme théoréme en prenant pour fonction convexe x +— x4 tout
d’abord, puis x — x_. Cependant, ces fonctions ne sont pas différentiables en 0; on
va donc approcher x — x4 par une suite de fonctions différentiables sur R.
Posons, pour x réel et n entier naturel, P,(x) =0si z <0, Py(x) = n%Z si0<z<
1/net Py(z) =2 — 5 si 1/n < =
Soit n un entier naturel ; la fonction P, ainsi définie est continue et différentiable en

tout point. Elle est de plus convexe.

d
d (T
D’aprés le théoréme précédent, Vt € R, T ;1 i lN; P, <n]l\(fz)> <0.

d

n07'

> <Y @iNiP, ( N;
i=1

d
(T
En intégrant, on a Vt € R, Z ©iN; P, (n;\(f)
i=1 '

Or, pour tout x réel, lim P,(z)= z4.
n—-+oo

En passant & la limite, on a donc le premier résultat annonceé :

d d
it i

vt € R, E s N; <n (')> < E ©i N; (7;3 ) :

i=1 + i=1 v/ 4+

Nj

La méthode est identique pour le deuxiéme résultat.

(iii) se déduit des deux inégalités précédentes.

(iv) se déduit du théoréme en prenant pour fonctions convexes z — ((z — Kgup)+)? et
z +— ((King — x)+)?, qui sont bien continues, différentiables et convexes sur R.
En effet, prenons par exemple H : x — ((z — Ksup)+)2. H est une fonction positive.

d d
no’i N nz(t)

i=1 v

12



d d
De plus, Vt € Ry, > @oiN;H (”;é”) >0 don Vvt € Ry, > @i H (”;\(ft)> = 0.
i=1 i=1 i

Or tous les ; et les IV; sont strictement positifs d’aprés le corollaire du théoréme de
Perron-Frobénius.

(T
Donc Vt € Ry, Vi € {1,...,d}, H (n;\(f )> =0, d’ou le résultat.

7

(2

O

Enfin, on peut aussi démontrer grace & ce théoréme la convergence exponentielle de
la solution du systéme (1.5) vers pN (|Per07]). Ce résultat implique que la structure en
temps grand d’une population ne dépend pas de sa structure initiale si on dispose d’un tel
modéle, et que la convergence est rapide.

Corollaire 1.18 (Convergence exponentielle).
Soit n la solution de I’équation (1.5). Alors il existe a > 0 tel que, pour tout t,

d ni(t)  \? d nos  \?
N ? o —at AT, v
;¢1N1< N p) <e ;sozNZ(Ni p) :

Tout d’abord, on doit démontrer une inégalité de trou spectral : en effet, la partie
réelle de la valeur propre principale est strictement supérieure & celles des autres valeurs
propres; il y a un trou dans le spectre de la matrice, qui permet d’obtenir la convergence
exponentielle (plus cet écart est grand, plus la décroisane sera rapide).

Lemme 1.19 (Inégalité de trou spectral).

d
Il eriste o > 0 tel que, pour tout m = (m;)icq1,..ay € R tel que Z wim; =0,

=1

d m. mA 2 d m. 2 Z
AN 2 T VA el

Z QOzAZJN] <Nj Nz> > a;@z]\fz <Nz> .

ij=1
Démonstration.
Si m est nul, ce résultat est évident. Supposons m non nul.

d 2
Vs
L’application v — Z i N; (]\;) définit le carré d’une norme sur R
i=1 ¢
d ms 2
Quitte & renormaliser m, on peut supposer que Z i IN; <NZ> =1.
i=1 ‘

Supposons qu’il n’existe pas de tel a.

d k k 2
Z i Aij N; (Nj — ]\;> est positif (les termes diagonaux s’annulent, les autres sont
ij=1 J ‘

positifs), et on peut choisir m pour que cette quantité soit inférieure & 1/k pour tout k
dans N*.

Alors il existe une suite (m*)ey de vecteurs de RY telle que, pour tout k,

d . d mb 2 d m;g m! 2 1

Z%’mi =0, Z%’Ni <M> =1let Z 0iAijN; <NJ — M) < T

=1 i=1 3,j=1

Or il s’agit d’une suite d’éléments de la boule unité fermée de R? pour la norme définie
précédemment, qui est un compact de R?.

Soit donc m une valeur d’adhérence de cette suite.

Par passage a la limite :

d d ~ 2 d ~ ~ 2
= A A T AN (Y T
;%’mi =0, ;%NZ <Nz) =1et Z ;i A N; (Nj Nz) = 0.

4,5=1
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Soient ¢ et j dans {1,...,d}.
A étant irréductible, il existe i1, ..., ix dans {1,...,d} tels que, pour tout ¢ dans
{1,..,k =1}, Aj ., soit non nul, i =iy, j = iy.
m; m;
Alors, d’aprés cette derniére égalité, pour tout ¢ dans {1,....,k — 1}, —= = <L

~ Nic Nic+1
m; m;
Donc — = —.
N; Nj
mA
Donc il existe v réel tel que, pour tout ¢ dans {1, ...,d}, ﬁz =v.
d 7
Alors /2 Z w;IN; = 0 donc v = 0.
i=1
Donc m = 0, ce qui contredit le fait que m soit valeur d’adhérence d’une suite d’éléments
de la sphére unité pour la norme définie ci-dessus. O

On peut maintenant démontrer la convergence exponentielle des solutions de I’équation
(1.5) vers leur limite.

Démonstration.
Soit H la fonction qui & z associe (z — p)?. H est convexe différentiable.

d 2
d nl(t)
dtZ%N"( N; _p>

i=1 j=1

d 2 d d 2
d nz(t) nz(t) nj(t)
- N _ - _ AN _ o\ <0.
dt >_ el ( N, P ) Z Z pidigN < N, N )= 0

=1

i=1 j=
D’ apres le lemme (1 19), pour tout ¢,
2 d 2
nz
dtz N( -~ > az N< > :

Le lemme de Gronwall donne alors le résultat. O

Remarque 1.20 (Cas conservatif).

Dans le cas conservatif (premiére sous-partie), la somme des coefficients de chacune
des colonnes vaut 0; toutes les coordonnées du vecteur ¢ walent donc 1. On retrouve les
résultats annoncés sur les processus markoviens (et méme des résultats plus forts, tels que
la convergence exponentielle).

Dans le cas général, on peut généraliser l'utilisation parameétre de Malthus, en le dé-
finissant comme la valeur propre principale du systéme d’équations correspondant. Un
parameétre de Malthus strictement positif caractérise une population qui explose ; un para-
métre de Malthus strictement négatif caractérise une population qui s’éteint.

1.5 Application au cycle cellulaire

Dans le processus de mitose, avant de se diviser, chaque cellule doit traverser plusieurs
phases :

(1) Phase Gg : la cellule est au repos, dans le sens ou elle ne prépare pas de division
(phase de quiescence). C’est le cas de la plupart des cellules des tissus d’un organisme
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(hors période de croissance). Cette phase peut étre inexistante ou durer une vie entiére
selon les conditions et les cellules considérées; on estime ici sa durée a 5 heures (7p)
en moyenne dans le cas d’un cancer.

(2) Phase G1 : la cellule croit, sans modification de son matériel génétique. Cette phase
est de durée variable, de quelques dizaines de minutes & plusieurs jours; on prendra ici
comme durée caractéristique 20 heures (71). La cellule peut éventuellement retourner
en phase Gg; par la suite, on notera 6 la proportion de cellules en phase G1 qui
retournent en phase Gy. Il peut aussi y avoir apoptose (mort cellulaire programmeée) ;
le taux d’apoptose sera noté u.

(3) Phase S : la cellule duplique son matériel génétique (doublement du nombre de chro-
mosomes). Cette phase se déroule sur environ 10 heures (7).

(4) Phase Gg : la cellule croit & nouveau. Cette phase dure environ 3 heures (75).
(5) Phase M : la cellule se divise et donne naissance a deux cellules filles en phase Gj.

Cette phase est ici assimilée & la phase précédente (phase Ga).

Les données numériques sont tirées de [RCS06], et s’appliquent & des celules tumorales.

Soit ng, (t) le nombre de cellules en phase G a l'instant ¢ ; on définit de facon similaire
na, (t), ng(t) et ng, (t).

Posons n(t) = (ng, (1), ng, (t), ng(t), ng, (t))".

%(t) = An(t), ou A est la matrice suivante :
1Ty 6/T} 0 0
A= 1/T0 —1/T1—/J 0 2/T2
0 (1-60)/Tn —1/Ts 0O
0 0 1Ts  —1/Tp

On peut remarquer que la valeur propre principale de cette matrice est nulle quand
p = (1 —0)/T1; en effet, 'image du vecteur (1/2,1/2,1,1) est nulle, donc 0 est valeur
propre, et on peut vérifier que les autres valeurs propres sont négatives ou complexes non
réelles. Concrétement, dans cette situation, autant de cellule en phase (G1 passent en phase
S, et donc se dédoublent, ou meurent : la population est donc constante sur le long terme.
Ceci donne une relation entre la proportion de cellules passant en phase de quiescence et
le taux d’apoptose dans une population stationnaire. Cependant, dans le cas d’un cancer
(ou plus généralement d’un tissu quelconque), soit la population croit, donc le parametre
de Malthus est non nul, soit une grande partie des cellules est en phase de quiescence pour
une longue durée. Les deux situations peuvent méme coexister ([RCS06]).

1.5.1 Cas sans apoptose, sans phase de quiescence

Seuls trois états sont atteignables : G, S et Go/M. On réduit la matrice A & sa sous-
matrice 3 x 3 inférieure droite.

~1/Ty 0 2/Ty ~0,05 0 2/3
A= 11 -1Ts 0 =1 0,05 -01 0
0 1/Ts  —1/T; 0 0,1 —-1/3

Cette matrice a pour valeurs propres (approchées a 1073) :

0,025
—0,254 + 0, 0550 .
—0,254 — 0, 055i
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Sa valeur propre principale est donc, a 1072 prés, A = 0,025, ce qui correspond a un
doublement de population toutes les 28 heures environ. Cette durée est inférieure a la
somme des durées des phases G1,S et Go/M ; en effet, dans ce modele, une cellule peut
passer trés peu de temps dans une phase donnée, ce qui globalement diminue le temps
nécessaire pour que la population double. Il existe des modéles plus réalistes dans lesquels
chacune des phases du cycle cellulaire est structurée en age, ce qui permet de faire dépendre
le taux de passage d’un état au suivant du temps passé dans cet état (voir par exemple
[CMPO05]).

Les vecteurs propres de Perron associés & cette valeur propre, pour le probléme initial
comme pour le probléme dual, sont (les coefficients sont toujours donnés & 1073 prés) :

0,661 0,837
N=|[ 0265 |, o= 1,250
0,074 1,559

D’aprés ce qui précéde :
(1) Le paramétre de Malthus associé a cette population est de 0,025h~! = 0,5925 1.

(2) La composition de la population converge exponentiellement vers 66% de cellules en
phase G1, 27% de cellules en phase S et 7% de cellules en phase G3/M (aux arrondis
pres).

(3) La quantité (0,837ng, + 1,250ns + 1,559, )e 2925 est conservée (toujours aux ar-
rondis prés).

Avant de passer au cas continu, qui permet d’aborder les population structurées selon
une variable continue (age, taille, etc.), il peut étre intéressant de voir ce qui se passe
quand les coefficients de la matrice de transition dépendent périodiquement du temps.
Cela permet d’étudier ce qui se passe quand les populations sont soumises & un controle
circadien ou saisonnier.
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2 Dimension finie, coefficients périodiques

2.1 Théorie de Floquet, entropie

Soit T > 0. On suppose maintenant que les coefficients de la matrice de transition A
dépendent du temps, sont T-périodiques et strictement positifs (sauf éventuellement sur
la diagonale), et que ¢t — A(t) est intégrable sur [0,7]. Ceci permet de modéliser, par
exemple, effet du cycle circadien ou de I'alternance des saisons sur les systémes étudiés.

On considere donc le systéme suivant :

dm
{ S8 () = At).m() 1)

m(0) = myg

Par linéarité de ce systéme, il existe une application ¢ — R(t) dans ’espace des matrices
de taille d x d telle que, pour toute condition initiale mg et pour tout t, m(t) = R(t)my.
On a alors R(t +T) = R(t)R(T) = R(T)R(t) et, pour tout entier nature n, R(t + n1') =
R(t)R(T)™ par récurrence.

De facon similaire, on veut démontrer la décroissance de certaines fonctionnelles bien
choisies. On cherche tout d’abord & se ramener au théoréme de Perron-Frobénius.

Théoréme 2.1 (Floquet).

Soit t — A(t) € M,(R) une application T-périodique, telle que tous les coefficients
soient positifs pour tout t (sauf éventuellement sur la diagonale), et que lintégrale de A
sur une période soit irréductible positive hors de la diagonale.

Il existe une application T-périodique t — Q(t) de R dans My(R) et une matrice B
irréductible positive hors de la diagonale telles que, pour tout t dans Ry, R(t) = Q(t)e!B.

Démonstration.
_ [T A(s)ds _ TB _ . .. i
On a R(T) = elo =e' 7, oil B est irréductible, positive hors de la diagonale, en
tant que moyenne arithmétique de A sur une période.
On définit Q(¢) sur [0, T] par Q(t) = R(t)e 5.
Soit ¢ un réel positif. t =nT + 7, 7 € [0,T].
R(t) = R(T)R(T)" = Q(1)e™BenTB = Q(t)et®. O

Cette décomposition permet de transporter la notion de valeur propre principale (appe-
lée ici non plus valeur propre de Perron mais valeur propre de Floquet) du cas a coefficients
constants a ce cas-ci.

Corollaire 2.2 (Valeur propre principale).

d
Il existe un réel A\per, tel que I’équation —n(t) = (A(t) — M)n(t) admette une unique so-

dt
d T
lution strictement positive T-périodique N (t), telle que Z/ N;(t)dt =1, pour A = Aper,
n=170

et n‘admette pas de solution T-périodique non nulle pour X\ différent de Aper, et de partie
réelle supérieure ou égale G Aper.

Démonstration.

Soit A la valeur propre principale de la matrice B issue de la décomposition du théoréeme
(2.1), et Ny le vecteur propre de Perron associé.

Soit t un réel positif.

R(t)NQ = Q(t)etBNo = Q(t)eAtNo = 6)‘tQ(t)NQ.

Posons N (t) = Q(t)No.

N(t) = e MR(t)Np.

dN
En dérivant, on obtient bien E(t) = (A(t) — AId)N(t).
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Supposons maintenant que, pour un certain A, il existe une solution T-périodique non
dn
nulle a I'équation E(t) = (A(t) — A)n(t). Notons M cette solution.

Pour tout ¢, M(t) = e MR(t)My = e MeBQ(t) M,

En particulier, pour t = T, My = eZB=Md) Nf - avec My non nul.

My est vecteur propre de el B=2Md) hour 1a valeur propre 1, donc de B — Md pour la
valeur propre 0.

My est vecteur propre de B, pour la valeur propre A.

D’apreés les résultats de la premiére partie, A est de partie réelle strictement inférieure
a la partie réelle de la valeur propre principale de B.

11 suffit de prendre pour Ay, la valeur propre principale de B. O

d
On pose de plus ¢ comme étant la solution t-périodique de I’équation d—?(t) = (AY(t) -

Aper Id)(t) telle quez / @i (t)Ny(t)dt = 1.

Si m(t) est solutlon de (2.1), on renormalise de la méme fagon qu’en premiére partie
en considérant m(t)e~*rert. On étudie maintenant le systéme suivant :

dn
SR = (A1) — A Td)n(t) 22)
n(0) = ng
Les résultats obtenus quand les coefficients sont constants s’appliquent aussi dans le
cadre de la théorie de Floquet (|Per07|, pp. 163-164).

Théoréme 2.3 (Inégalité entropique).
Soit H une fonction conveze différentiable sur R. Soit n la solution de l’équation (2.2).

Alors :
d

Vt € R, ZZ@-(t)Ni(t)H <]’;L[((?)> <.

La démonstration est exactement identique & celle de la premiére partie. On en déduit
des inégalités similaires a celles de la premiére partie.

Corollaire 2.4 (Quelques inégalités).
Soit n la solution de ’équation (2.2). Alors :

d d
(i) Vt € Ry, Zcpi(t)ni(t) = Z ©o,in0,i. Notons p cette quantité.
i=1 i=1

(i) Vt € Ry, sz Ini(6) L, )03 () < Z@o i10,i 1 {ny ;>0}-
i= 1 1= 1

De méme, Z% ()i ()1 gn, (1)<oy (t Z 0,i10,i 1{ny ;<0} -
i=1 i=1

d
(i) Vi € Ry, Z%’(t””i(t)

(iv) Soient Kins et Kgyp des réels tels que Ky N < ng < KgupN. Alors Vt € R,
KmfN < n(t) < KsupN-

(v) Si de plus A(t) est irréductible pour tout t, alors il existe o > 0 tel que, pour tout t,
< 1 (t> )2 < —at d N, ( no:i )2
E _ <e E ’ 0.:No s _ .
SOZ Z Z(t) p — SD X2 X2 ]\[072 p
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Démonstration.

Les quatres premiers résultats se démontrent exactement de la méme facon qu’en pre-
miére partie.

Pour le résultat sur la décroissance exponentielle, la seule nuance est au niveau de la
démonstration de I'inégalité de trou spectral.

La compacité de la suite (m*)zen se déduit du théoréme d’Arzela-Ascoli : les évaluations
sont uniformément bornées par construction des fonctions mF, et comme la dérivee de
mF(t) est A(t)m*(t), les dérivées sont elles aussi uniformément bornées (et donc la suite
de fonction est uniformément continue).

Dela, on tire ’existence d’une valeur d’adhérence, pour laquelle la dissipation d’entropie
s’annule pour un certain temps t. A(t) étant irréductible, on tire de la méme facon que
cette valeur d’adhérence est nulle, d’ou la contradiction souhaitée. O

2.2 Comparaison des valeurs propres de Perron et de Floquet

On peut comparer les valeurs propres de Perron et de Floquet pour un meéme systéme
(|[CGPO7]). Pour cela, supposons que 1’on dispose d’une description par une équation diffé-
rentielle linéaire a coefficients T-périodiques, telle que décrite dans la partie précédente, et
déduisons-en une équation linéaire & coefficients constants (auxquels on pourra appliquer
les résultats de la premiére partie).

Soit A\per la valeur propre de Floquet de A(t). Soit n(t) une solution T-périodique dont
tous les coefficients sont strictement positifs de I’équation différentielle suivante :

d
—n
dt
Soit A la matrice de taille d x d & coefficients constants positifs hors de la diagonale,
ces coeflicients étant donnés par :

T
() Vi € {1,....d}, Ay = 1/ Aus(t)dt.
T 0

(11) V(’L,j) € {13 -"ad}g?i 7é j7 Alj = 6% fOTln(Aij(t))dt-

() = (A(t) = Aper Id)n(1) (2.3)

Autrement dit, pour modéliser le systéme initial par une équation différentielle linéaire
a coefficients constants, on prend la moyenne arithmétique des coefficients sur la diagonale,
et la moyenne géométrique hors de la diagonale.

Remarquons que V(i,j) € {1,...,d}%,i # 7, flij — o1 o In(Ay(0))dt < et Jo Ais(t)dt <
+00, les coefficients de la matrice A étant intégrables sur [0, 7.

De méme, posons, pour tout ¢ dans {1,...,d}, n; = et Jo tn(ni(t)dt

Soit Aconst 1a valeur propre principale de la matrice A.

Proposition 2.5.
Sous les conditions ci-dessus, Aconst < Aper-

Démonstration.
Supposons que pour tout (i,;) dans {1,...,d}? i # j, A;;(t) > 0 presque partout.
Alors, pour tout ¢ dans {1, ...,d}, pour tout ¢ dans R% , n;(t) > 0.

d(in(ng)),. 1 dn; . d o oan(t)

B EATOR A ;A” O~

= Y exp(in(Ay(t) + In(n;(t) — In(ni(t))) + Aii(t) — Aper-
GE{1,...d},j#i

On intégre ceci sur [0, 7.
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0= je{l%’#i % /O g exp(In(Ai; () + In(n(t)) — n(n(t)))dt + Au(t) — Aper.

t
Or — est un mesure de probabilité sur [0,7]. La fonction exponentielle étant convexe,

I'inégalité de Jensen donne :

T
0> Z exp (;/ In(A;5(t)) + In(n;(t)) — ln(ni(t))dt> + Aii(t) — Aper-
jelldyzi N 70
= At 4 Ay(t) = Aper
JE{1,.. d} i

d ~
~ N
0> ZlAijﬁz — Aper-
J:

Donc (A1) < Aperf.

Or Aeonst = min{r € Ry, 3Y > 0, AY < rY'} d’aprés la caractérisation de Collatz-
Wielandt de la valeur propre principale (1.14).

Donc Aconst < )\per-

Ce résultat reste valable dans le cadre plus général de 1’énoncé ; ceci peut se démontrer
par exemple en ajoutant & A une matrice strictement positive, et en passant a la limite
quand la norme de cette matrice strictement positive tend vers 0. 0l

On peut appliquer ce théoréme au cycle cellulaire : si les coefficients de transition
dépendent du temps, la croissance cellulaire est plus rapide que si ces coefficients sont
moyennés. On a un résultat similaire dans le cas ot chacune des phases est structurée
en age, ou le taux d’apoptose est périodique mais ol les coefficients de transition d’une
phase a lautre dépendent seulement du temps passé dans la premiére phase (autrement
dit, le controle circadien s’effectue sur 'apoptose mais pas sur les coefficients de transition)
(|CMPO05]).

Cependant, si un tel modele était correct, on devrait observer que les tumeurs croissent
moins vite si l'on brise le rythme circadien, par exemple & 'aide de médicaments; en
pratique, on observe le contraire. Si ’on reste dans le cadre de ce modéle, cela signifie que
le contréle circadien s’effectue non seulement sur I’apoptose, mais aussi sur les transitions
d’une phase & une autre (dans ce dernier cas, il n’y a pas de résultat aussi clair). C’est bien
siir oublier que les cellules cancéreuses ont de nombreux moyens d’échapper aux régulations
de l'organisme (pas d’inhibition de la croissance en cas de sur-population, par exemple).

Afin de pouvoir utiliser des modeéles plus évolués, comme ceux faisant intervenir des
populations structurées en taille ou en age, on a besoin de passer au continu, et d’avoir
des équivalents des théorémes vus précédemment en dimension infinie (sur les espaces
fonctionnels, par exemple).
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3 Dimension infinie

Tout d’abord, on va transposer certaines notions vues en dimension finie (vecteurs et
matrices positifs, valeur propre principale, etc.) en dimension infinie, notamment grace
& une généralisation du théoréme de Perron-Frobénius, le théoréme de Krein-Rutman
([DL84]).

3.1 Théoréme de Krein-Rutman

Dans toute cette partie, £ désigne un espace de Banach réel et ||.||g sa norme. Si T
est un opérateur de F dans E, on note T™* son opérateur adjoint.

Définition 3.1 (Cone).
Soit C un fermé de E. On dit que C' est un cone s’il vérifie les propriétés suivantes :

(i) 0 C.
(i5) ¥(u,v) € C%, Y\, p) €E Ry, Au+ pv € C.
(iii)) Vu e E, ue C et —ue C = u=0.

Soit C un céne de E. On définit une relation d’ordre sur F par : V(u,v) € E?, u <v &
v —u € C. En particulier, C = {u € E: u > 0}.

Définition 3.2 (Cone dual).
Soit C un cone de E. Le cone dual de C est C* = {f € E*, Yu e C (f,u) > 0}.

Le cone dual C* d’un coéne d’intérieur non vide C' est un cone de I'espace dual.

En effet, 0 € C* et V(u,v) € (C*)%, V(\, u) € Ry, Au+ pv € C*.

De plus, soit f dans C* et dans —(C™).

Pour tout u dans C, (f,u) = 0. C étant d’intérieur non vide, 'ensemble de u tels que
(f,u) est nul n’est inclu dans aucun hyperplan de E, donc f = 0.

Cependant, comme son nom ne l'indique pas, le cone dual d’un coéne d’intérieur vide
n’est pas forcément un cone : par exemple, dans R?, Ry x {0} est un cone; si I'on identifie
R? 3 son dual, alors le cone dual est R, x R, qui n’est pas un cone.

Définition 3.3 (Positivité d’un opérateur).

Soit C' un come de E. Soit T un opérateur de E dans E.

On dit que T est positif sur C si T(C) C C, autrement dit si pour tout u € E ,si u > 0
alors T'(u) > 0.

Si de plus C # 0, on dit que T est fortement positif si T(C\{0}) C C.
Exemple 3.4.

(i) Dans R?, (R;)? est un cone d’intérieur (R* )9. La relation d’ordre induite sur R? par
ce cone est la relation d’ordre introduite en premiére partie.

(ii) Soit p > 1. L’ensemble des fonctions de LP(R) positives presque partout est un cone
de LP(R). Cependant, ce cone est d’intérieur vide : toute fonction de ce cone peut étre
approchée par une suite de fonctions non positives presque partout; si f appartient
a ce cone, il suffit par exemple de prendre f,(7) = loginnt1)f (%) = loginnt1) () /1
L’ensemble des fonctions de L>°(R) positives presque partout est un cone de L (R)
d’intérieur non vide, car contenant toutes les fonctions essentiellement minorées par
un réel strictement positif.

Le cone dual de I’ensemble des fonctions de L'(R) positives presque partout est
P’ensemble des fonctions de L>°(R) positives presque partout.

On remarque que le cone dual d’un céne d’intérieur vide peut étre un céne d’intérieur
non vide.
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On peut maintenant introduire un résultat généralisant le théoréme de Perron-Frobénius
aux opérateurs dans des R-espaces vectoriels de dimension quelconque ([DL84], pp. 221-
223).

Théoréme 3.5 (Krein-Rutman).
Soit C un cone d’intérieur non vide. Soit T un opérateur compact fortement positif sur
C.

Alors le rayon spectral de T, p(T), est valeur propre simple de T, et il existe un unique
[¢]

vecteur propre assocté de norme 1 dans C.
De plus, le module de toute autre valeur propre est strictement inférieur a p(T).
Si, de plus, le cone dual C* est d’intérieur non vide, alors p(T'), est valeur propre simple
[¢]

de T, il existe un unique vecteur propre associé de norme 1 dans C* et le module de toute
autre valeur propre de T™ est strictement inférieur a p(T).

Ce résultat peut se démontrer a partir du théoréme du point fixe de Schauder, qui
énonce que toute application continue compacte d’un fermé borné convexe non vide d’un
espace de Banach dans lui-méme a au moins un point fixe. Ce théoréme se déduit lui-méme
du théoréme du point fixe de Brouwer, qui énonce un résultat similaire en dimension finie.
Pour une démonstration de ces deux théorémes, on pourra consulter [Ber77], p. 54 pour le
théoréme du point fixe de Brouwer et p. 90 pour le théoréme du point fixe de Schauder.

Démonstration.
Premiére étape : montrons que 7" admet un unique vecteur propre de norme 1 dans C.

Soit u € 8’ . ]

T étant fortement positive, Tu € C donc In € N, Tu — u/n € C, autrement dit
dneN, nTu—u>0.

Donc, quitte a multiplier T par un scalaire, on peut supposer Tu > u.

Posons, pour tout 0 <e <1, C. ={z € C, x > cu, ||z|| <||T||(1+ ¢l|lu||)}

C: est un fermeé borné convexe non vide (car incluant u), et 0 ¢ C..

Définissons alors T; par Vz € C¢, T.(x) = T(HzH + eu).

T. est continu compact. On remarque de plus que :

Ve € Ce, To(x) = T(||a:H +eu) = IISUH) +eT(u) > €T (u) > eu.

vz € C, |[T(o)|| < S 4 e| T ()] < [IT)](1 + ew).

Donc T.(C:) C C:

D’apres le théoréeme du point fixe de Schauder, il existe . dans C: tel que T.(x.) = ..

Posons, pour tout €, Ac et T = Aexe.

Alors Z. = \.T(Z: + cu).

En particulier, 2. > A\.TZ. et T. > AeTu > A.cu.

Donc 7. > AT > A2eTu > N2eu.

Par récurrence, pour tout entier naturel n, 2. > A\leu d’ott \;"Z. —eu € C.

SiAe > 1 alors —eu € C donc u = 0, ce qui contredit les hypothéses sur w. On a donc
0< A\ <1.

Donc, pour tout € € [0,1], {Z, A} € T(B(0,2 + ||u|])) x [0, 1] compact.

Soit donc {z, to} une valeur d’adhérence de € — {Z., A.} pour € tendant vers 0.

llzol| = 1 et poTzo = xo; or xg € C\{0} d’otr Txg € C\{0} d’onr g > 0.

xo étant dans C et T étant fortement positif, zo = poT'xo appartient & C\{0}.

Hﬂc I

Deuxiéme étape : vérifions 'unicité d’un tel vecteur propre.

[}
Supposons qu’il existe z; distinct de xg, dans C, tel que x1 = 1Tz, p1 > 0.
—x1 ¢ C donc, le complémentaire de C' étant ouvert, il existe n € N tel que 2 —xz; ¢ C,
soit kg — nzy ¢ C.
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Alors, pour r négatif, zo — rz1 € C et pour r plus grand que n, xg — rx; ¢ C. Posons
v = sup{r € R, xg —rx1 € C'}. 7 est positif.
Pour r < vy, zg—rx1 = 1o — Y121 — (r—"1)21 est somme d’un élément de C (le premier

o (¢]
terme par définition de v1, et car C' est fermé), et d’un élément de C' donc est dans C.
Pour 7 > 71, zg — rz1 ¢ C par la définition de ;.
o

Par conséquent, zo — y1z1 € 0C'; si xg — rxy € C alors r < ;.
[e]
J220]

woT (zg — y121) = 29 — VTl € C donc ’yl% < v, donc pg < py.
En intervertissant les roles de zg et x1, on obtient de méme p; < pg, d’out la contra-

diction souhaitée et 'unicité du vecteur propre.

Troisiéme étape : montrons que A\g = 1/ est valeur propre simple de T'.
Soit x € E, x ¢ C' U —C, vérifiant x = pT'z pour un certain p réel non nul.

[}
Or z¢ est dans C'; il existe donc a et b, a < 0 < b, tels que, pour tout A\ dans [a, b],

xo + Ax e C.

Le complémentaire de C est ouvert, et x comme —x appartiennent & ce complémentaire :
pour \ suffisament grand ainsi que —\ suffisament grand, z¢ + Az ¢ C.

On peut donc supposer xg+ax € IC et xg+bx € AC. Une construction plus rigoureuse
se ferait par une méthode similaire & celle employée précédemment.

Quitte & remplacer z par —x, on peut encore supposer b < —a.

ol (xo + bx) = 2o + b%:ﬂ eC.
Donc si g > 0 alors b% <bdou pu > .

[e]
De méme, poT (o — bx) = xo — b%x eC.
Donc, si u < 0 alors —bE2 < b d’oit —p > pig.
Donc pg < |p|, ce qui montre que Ag et bien valeur propre simple de 7.

Quatriéme étape : montrons que toute valeur propre de T' autre que \g est en norme
strictement inférieure & A\g (ce qui implique notamment, T étant compact, que A est bien
le rayon specral).

Posons E = E+iE, C = C +iC, T(x +iy) = T(z) +iT(y). C est un cone de E.

Soit # € E, & ¢ CU—C, vérifiant & = pT# pour un certain p complexe non nul.
T =x+1y.

Soit 0 tel que p = |ule®.

y est linéairement indépendant de z; sinon, on aurait x = pT'z ou y = pl'y, avec u
non réel et x et Tx (ou y et T'y) dans le R-espace vectoriel E.

Soit P le plan de E engendré par x et y.

Ni z, ni y, ni aucune de leurs combinaisons linéaires non nulles n’est dans C' (consé-
quence du second point).

La contradiction s’obtient de la méme facon qu’au point précédent. O

Remarque 3.6.

On retrouve le théoréme de Perron-Frobénius en se placant dans Uespace R?, et en
considérant le cone le_.

Soit (ei)ie{lwd} la base canonique de RY.

St a est un opérateur qui envoie C dans C, si A est la malrice associée, alors pour
tout i dans {1, ...,d}, toutes les coordonnées de Ae; sont strictement positives, donc A;j est
strictement positif pour tout j dans {1,...,d} : A est strictement positive.
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3.2 Application a I’équation de division cellulaire

On considére une population structurée en taille, chaque cellule pouvant & tout instant
donner naissance 8 deux cellules-filles. La densité de population vérifie alors les équation
suivantes (|Per07]|, pp. 176-178) :

In (¢, x) + 9 (t,x) + B(x)n(t,x) = [ b(x,y)n(t,y)dy Yt >0, Yz > 0
n(t,0) =0Vt > 0 . (31

n(0,z) = no(x)

B(x) est le taux de naissance de cellules de taille x, b(x,y) le taux de division d’une
cellule de taille y en deux cellules de tailles x et y — x. Si on pose b(z,y) = 0 pour x > v,
Pintégrale a pour bornes 0 et 'infini.

On cherche a appliquer le théoréme de Krein-Rutman & ce systéme. On se place sur un
intervalle fermé borné de R afin que les opérateur manipulés par la suite soint compacts.
Soient R > 0 et f dans C([0, R]), on considére I’équation stationnaire suivante :

9 (x) + (u+ B(z — Ji( (y)dy = f(z) V& >0

0) = ¢ [, n(y)dy

(3.2)

Théoréme 3.7.

Pour € suffisamment petit et p suffisamment grand, l’équation (3.2) admet une unique
solution dans C([0, R)).

L’opérateur dans C([0, R]) défini par A : f — n est compact el fortement positif.

Démonstration.
Construction de A
Soit f dans C([0, R]).
Posons, pour m dans C([0, R]), T'(m) 'unique solution dans C([0, R]) au systéme :

9 (x) + (n+ B(z) = [T (e, y)m(y)dy + f(z) Yz >0

0):6f0Rmydy

Sim = mo —my et n =ng —ny, n est solution de cette équation pour f nulle.

Al () + (1 + B(a))n(@)] < [F bz, y)m(y)|dy Vo > 0

n(0)] < e [ Im(y)|dy

En intégrant, on obtient :

R x ’ R
In(a)]els HB@ < o /0 jm(y)|dy + /0 Ji w B /0 b(', ) lm(y)|dyda’.

Donc :
R T (%, R
n(@)| < e [ Imly)ldy + J§ e~ I 5O [ b(a! y)m(y)|dyda’
< Imlloo (R + J5 e J mHBO® [Foa!, y)dyda’
< lmlloe (=R + | o 0 mdy||_ fy e
< Imllos (R + 2| 0. m)ay|| ) = klimlle.
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Donc [|n|| < Kl|m].
Pour ¢ suffisamment petit et p suffisamment grand, & < 1 et T' est une contraction
stricte, ce qui assure l'existence d’une unique solution & (3.2) dans C([0, R)).

Continuité de A
De la méme facon que précédemment :

n(@)lel #HPW < e [Flm(y)|dy + 5 elo #PO [Fb(a!,y)m(y)|dyda’
+ Jy elo #BO® | f(a!)|da

v R
Donc |n(z)| < k|n|| +/ |f(@)ldz" < Kllnll + RI|f]l, ou encore [n(z)| < 7—IIf-
. -

A est continu.

Forte positivité de A
Supposons f positive.
Alors opérateur T utilisé auparavant envoi le cone positif de C([0, R]) dans lui-méme,
donc A(f) est positif.
Supposons de plus f non nulle. A(f) est non nul.
R

n(0) = 6/0 n(y)dy > 0.

n(z) > n(0) —|—/ elo HBOI £ (3/) iz > 0.
0

A(f) est alors strictement positif. A est donc fortement positif.

Compacité de A

Supposons || f|| < 1.

A étant continu, A est borné sur la boule unité de C([0, R]).
dn R

@) =+ B@)n() [ ap)mlu)dy + 1(z).

La dérivée de A(f) est donc aussi bornée.

D’apreés le théoreme d’Arzela-Ascoli, A(Bg((o,r))) est une partie relativement compacte
de C([0, R)).
A est un opérateur compact. O

Le cone C([0, R],R) et son cone dual sont tous deux d’intérieur non vide.
Pour e suffisamment petit, il existe un unique X réel et d’'uniques fonction N et ¢ dans
CL([0, R]) telles que :

AN (1) + (A + B(2))N(z) = [ b(z,y)N(y)dy Yz > 0

N(0) = 8f0R N(y)dy, N >0, fOR N(y)dy =1

—22 (1) + (A + B(@)o(@) = [Fb(z,y)p(y)dy + ep(0) Vo > 0

P(R)=0, ¢ >0, [Toy)N(y)dy =1

On passe ensuite a la limite quand ¢ tend vers 0 et quand R tend vers +o0; pour les
détails, on pourra consulter ([Per07], pp. 176-178).
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3.3 Application a I’équation de renouvellement

On considére une population structurée en age, de densité n(t,x), ou t est le temps et
x I’age. On suppose de plus que les seuls événements possibles sont le vieillissement et la
reproduction & un taux dépendant de 'dge B(z) (en particulier, la mort est négligée sur
Péchelle de temps considérée). La densité de population vérifie alors les équation suivantes
(|Per07], pp. 55-67) :

Fi(t2) + GHt,2) =0Vt > 0,¥z >0
n(t,0) = ;" Blun(t, y)dy - 3
n(0,x) = no(x)

On suppose de plus que :

Ve >0, B(z) >0
B e L®(R,) . (3.4)

1< f0+oo B(y)dy < 40
On cherche tout d’abord les éléments propres correspondant a la valeur propre princi-
pale de ce systéme. Au vu de sa simplicité, il n’est pas utile ici d’appliquer le théoréme de
Krein-Rutman.

3.3.1 Eléments propres

Soit A la valeur propre principale de ce systéme.
On cherche un vecteur NN strictement positif vérifiant :

AN () + AN(z) =0 V2 > 0

N(0) = [, B(y)N(y)dy - (3.5)
0+oo N(y)dy =1

On cherche de plus un vecteur positif ¢ solution du probléme dual :

~42(2) + Xo() = 0(0)B(x) Vo > 0 )
3.6

o p(y)N(y)dy =1
Proposition 3.8.
Sous les conditions (3.4), il existe une unique solution (\, N, ) auz systémes d’équa-

Bl| oo
tions (3.5) et (3.6), et pour tout x positif p(x) < 1B

T2 [P yB(y)eMvdy

Démonstration.
Construction de )\ et de NV :

D’apreés 1'équation (3.5), on a nécessairement N (z) = Ae 2.
+o00
On obtient une condition portant sur A : B(y)e Mdy = 1.
0

Or, d’aprés (3.4), pour tout p positif, la fonction z — B(xz)e #* est positive intégrable.
A z fix¢, lim B(z)e " = B(x) et lim B(xz)e " =0.
pn—0 p—+00
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D’aprés le théoreme de convergence dominée (on utilise B comme fonction de domina-

+oo +oo
tion) et (3.4), lim/ B(y)e ™™dy > 1 et lim / B(y)e *dy = 0.
n—0 Jo p—+00 Jq
+oo
De plus, la fonction u +— B(y)e " est strictement décroissante.
0
Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique X strictement
positif tel que (3.5) soit vérifié.
Construction de <(p): @
_ ¢p(x)N(x oy L. .
Posons Q(z) = SN Q est positif et vérifie :

dQ( ) = _B@)N(@) v, >0

dz N(0)
0+°° Q(y)dy < 400 . (3.7)
Q) =1

La condition de normalisation de (3.6) impose le choix de ¢(0).
Cette équation a une unique solution :

x +oo
Q@) =1~ [ BNy = [ Blye Ny (35)
0 T
Remarquons au passage que @ est toujours comprise entre 0 et 1.
1 +oo +0o0 +oo
70 = Q(y)dy = / / e Mdzdy
) 0
+oo
/ / A dydx = / zB(x)e " dx par le théoréme de Fubini-Tonelli.
0
Donc (0 .
0= )\fo rB(z)e  dx
+o0o Bll7 oo Az
Eufin, Qo) < | Bl [ ¢y = Bla-e
x
B||p (0 B||p~
Done p(a) < 1Bl=2®) _ 1Bl | -
A N[ yB(y)eMvdy

Posons, pour la suite, 7i(t,z) = n(t,z)e

On montre que 'équation (3.3) posséde une unique solution, continue sur R? , s'il existe
Cy tel que, pour tout z, |ng(z)| < CoN(z). On montre aussi que 7 est lipschitzienne sur ce
domaine. Ces aspects ne seront pas traités ici ; pour les démonstrations, on pourra consulter
[Per07], pp. 59-63.

3.3.2 Entropie relative généralisée

On dispose pour n d’inégalités d’entropie similaires a celles développées en premiére
partie.

Théoréme 3.9 (Inégalités entropiques).
Sous les hypothéses (3.4), et s’l existe Cy tel que, pour tout x, |no(x)| < CoN(x),
alors :

(i) Pour toute fonction convexe H différentiable nulle en 0, pour tout t positif,

/;Oo e(y)N(y)H (%t(yy» dy < /O+Oo o(y)N(y)H (7]”‘\‘;((;/;) dy.
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(ii) Pour la mesure de probabilité du(x) = B(x)e™**, pour toute fonction convere H
différentiable nulle en 0, pour tout t positif,

J U (v = ([ o)

+oo
no(y)
< e(y)N(y)H ( ) dy.
/0 N(y)
On peut montrer tout d’abord que, sous ces conditions, pour tout ¢t et pour tout x

In(t,z)| < CoN(z), ce qui implique que 7n(t,z) tend uniformément vers 0 quand z tend
vers l'infini. Pour une démonstration de cette inégalité, voir [Per07].

Démonstration. o7 o7
Tt 2) + 22t @) + Mt z) = 0.

On remarque que 3
x
o n(t,x) = 0 na(tx)
ot N(x) = O0x N(z)
Soit H une fonction différentiable en tout point.
0 n(t, x) 0 n(t,r)\
a'l ( N(@) ) Tat < N@) ) ="
9 n(t,x) 9 n(t, x)
o [ron@m (R |+ 2 ewmw (5
L n(t, ) .
= —p(0)N(x)B(x)H < N ) d’aprés (3.7).
On intégre cette égalité selon

i /;OO e(y)N(y)H (ﬁ(t’y))xdy

i
+oo n
om0 [ n () + ¢ON O ()

(
= —p(0)N(0) { /0 T (7;\(7 gyZJ))) dply) — H < /0+OO f;frt(’y%) d“ (y)ﬂ '

Du fait que cette quantité soit négative si H est convexe positive (inégalité de Jensen),
on déduit la premiére proposition ; en intégrant selon le temps, on obtient la seconde. O

Donc

N
i

—~

~

s

Ce résultat reste valable si 'on considére une équation plus réaliste, par exemple avec
un taux de mort indépendant du temps. L’équation (3.3) devient alors :

G (o) + G2 (@) + d(@)n(t,@) = 0¥ 2 0, Vo 2 0
n(t,0) = [ B(y)n(t, y)dy - (39)

TL(O,(L') = no(l')
La valeur propre principale peut alors étre négative, ce qui correspond & une population
qui s’éteint. Pour le traitement de ce cas, on pourra consulter [Per07]|, pp. 68-69.

Corollaire 3.10.
Sous les hypothéses (3.4), et s’il existe Cy tel que, pour tout x, ng(x) < CoyN(z), alors,
pour tout t,

—+o0 —+o0
/ n(t,y)e(y)dy = / no(y)e(y)dy.
0 0

+oo +oo
/ i(t, 1) p(y)dy < / Ino(u)lo(v)dy.
0 0

On notera p la premiére quantité.
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Démonstration.
I’égalité se démontre en prenant pour fonctions convexes x — x et © — —x.
L’inégalité se démontre en approximant la valeur absolue par des fonctions convexes
de classe C', comme cela a déja été fait. On peut aussi avoir des inégalité plus précises
(décroissance de l'intégrale de la partie positive avec la mesure p(x)dz, et décroissance de
Pintégrale de la partie négative avec la méme mesure). O

On dispose de plus, sous ces conditions, de quelques résultats sur le comportement
asymptotique des solutions.

Proposition 3.11.
Sous les hypotheéses (3.4), et s’il existe Cy tel que, pour tout x, no(x) < CoyN(x), alors :

+oo
Jim [2(t,y) = pN(y)l¢(y)dy = 0
— 400 0
La démonstration de ce résultat peut étre trouvée dans [Per07]. On s’attachera ici a
démontrer un résultat plus précis :

Proposition 3.12.

Sous les hypothéses (3.4), s’il existe Cy tel que, pour tout x, no(x) < CoN(x) et sl

Hop(x)
©(0)

existe po tel que, pour tout x, B(x) > , alors :

+00 +oo
vt > 0. /0 () — PN ()| (y)dy < Ho! /O In0(y) — PN (4)o(y)dy

Démonstration.
Posons, pour tous t et z, h(t,z) = n(t,x) — pN(x). h vérifie ’équation :

Gt (t0) + G2(t,2) + Ah(t,x) = 0 V¢ > 0, Var > 0

h(t,0) = [,"°° B(y)h(t,y)dy

On en tire :

O (t,2) + 2(t,2) = —p(0) B(x)h(t,x) Yt > 0, Yz > 0

@(0)A(t,0) = ¢(0) [" B(y)h(t, y)dy

On montre (voir [Per07]) que, sous ces conditions :

AN (¢, ) + A2 (4, 2) + AR(t, ) = —(0)B(x)|h(t,z)| Yt > 0, Yz > 0

0)[A(t,0)] = (0) | Jy" B(y)h(t, y)dy

+o0o
De plus, / h(t,y)e(y)dy = 0. On a donc :
0

d [+
o7 \h(t, y)|e(y)dy

+o0 +oo
-0 [ B<y>|h<t,y>so<y>dy+so<o>\ / B(y)h(@y)dy'

+o00 +o0
—0) B<y>|h<t,y>so<y>dy+\ / <<,o<o>B<y>—uw(y))h(ze,y)dy'

0
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—+o0 +o0o
<—ol0) [ Blhttv)let)dy+ /0 ((0)B(y) — o))t v)ldy
+oo
< —uo/0 (y)|h(t, y)|dy
Le lemme de Gronwall suffit pour conclure. O

La condition supplémentaire est cependant restrictive; si elle ne pose aucun probléeme
en Vinfini (¢ est nulle en-dehors de I’enveloppe convexe de 0 et du support de B d’apres
(3.8)), elle impose que B soit non nulle sur un voisinage de 0, autrement dit que les individus
puissent se reproduire dés leur naissance.

Pour finir, voici quelques exemples simples d’application de ces théorémes.

Taux de naissance exponentiel
Supposons que B est de la forme B(x) = Bpe™**, By > «.

+o0
Alors, comme / B(y)e ™Mdy =1, ona A= By — a.
0

N(z) = (@ + Bo)e 07 et o) = p(0)e " = (1+ 25 ) e
+oo

+o0
Pour tout ¢, / n(t, y)e_(o‘+B0)t90(y)dy = / no(y)e(y)dy.
0 0

De plus, la condition supplémentaire du dernier théoréme est remplie (il suffit de
prendre pg = By).
Wt >0, [ |n(t, y)em@HE — pN(y)|p(y)dy < e B0 [ Ino(y) — pN ()l (y)dy

Taux de naissance constant sur un intervalle
Supposons que B est de la forme ol g, a > 1.
On ne peut expliciter A dans ce cas-ci.

o(x) vaut ¢(0)e* sur [0, 1], cp(O)e’\I—i—aSO)\@(l—e’\(x_l)) sur [1,2] et 0 pour tout = > 2.

Remarquons que les théorémes de convergence obtenus n’indiquent rien sur le compor-
tement de n pour x supérieur & 2.

Conclusion

L’utilisation de fonctions d’entropie est une méthode générale simple pour étudier le
comportement des solutions de certains types d’équations aux dérivées partielles linéaires
qui apparaissent naturellement quand il s’agit de modéliser des systémes biologiques : on
peut ainsi trouver des invariants, et étudier le comportement asymptotique des solutions
renormalisées. On peut ainsi prédire I’évolution de la structure d’une population donnée,
et accéder & certains paramétres globaux tels que le paramétre de Malthus, auquel on aura
redonné un sens dans ce cadre.

Si le cadre d’espaces vectoriels de dimension finie est limité (mais d’un intérét certain
pour comprendre ces techniques), le cadre continu est beaucoup plus riche, et plus adéquat
pour modéliser des caractéres continus tels que la taille ou I’a4ge d’individus. Par ailleurs,
cette méthode peut étre étendue en dimension infinie avec un controle périodique de la
méme facon que 'on est passé de la théorie de Perron a la théorie de Floquet. Un des pro-
bléemes actuels est d’étendre ces méthodes a des systémes non-linéaires, probléme toujours
ouvert.

30



Références

[Ber77]
[CGPO7]

[CMP05]
[DL84]

[Hor90]
[Kam92]

[Per07]
[RCS06]

|Var62]

Melvyn S. Berger. Nonlinearity and functional analysis. Academic Press, 1977.

Jean Clairambault, Stéphane Gaubert, and Benoit Perthame. Compte-Rendus
de I’Académie des Sciences de Paris, 345(1), nov 2007.

Jean Clairambault, Philippe Michel, and Benoit Perthame. Compte-Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris, 342(1), nov 2005.

Robert Dautray and Jacques-Louis Lions. Analyse mathématique et calcul nu-
mérique, volume 5. CEA, 1984.

Roger A. Horn. Matriz analysis. Cambridge University Press, 1990.

N. G. Van Kampen. Stochastic processes in physics and chemistry. North-Holland
Personal Library, 1992.

Benoit Perthame. Transport equations in biology. Birkh&user, 2007.

Benjamin Ribba, Thierry Colin, and Santiago Schnell. Theoretical biology and
medical modelling, 3(7), feb 2006.

Richard S. Varga. Matriz iterative analysis. Prentice-Hall, 1962.

31



