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FIMFA ENS MARDI 1ER FEVRIER 2011 DUREE : 3 HEURES

EXAMEN DE TOPOLOGIE ET CALCUL DIFFERENTIEL

(Les calculatrices, les téléphones portables et les documents sont interdits)

(Les deux problémes sont indépendants. Le baréme de chaque question est indiqué dans la marge)
PROBLEME 1

Tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels sur R.

I. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, dont on note la norme |[|-||. On dit que (e,)nen
est une base de Schauder de E si, pour tout z € E, il existe une unique famille de réels (ay,), telle
que la série Z;Z% anen Soit convergente, de somme .

1. Monter que tout espace de Banach admettant une base de Schauder est séparable.

2. Soient 7 = {(zp)n € RY; (X, |2.P)/P < +oo} pour 1 < p < +oo et £° = {(z,), €
RY; sup,,|z,| < +o0o}. Lesquels de ces espaces admettent-ils une base de Schauder? (On don-
nera explicitement une telle base dans les cas ou elles existent).

On se donne désormais un espace de Banach F admettant une base de Schauder (e, )nen. Siz € E,
on note €}, (x) I'unique réel ay, tel que z = Y1) ane,. On pose Pux = Y ef(x)ex, de telle
maniere que || P,z — z|| tende vers 0 si n tend vers I'infini. On pose enfin ||z| = sup, eyl Prnz|-
C’est une norme sur E. On écrira désormais (E, || - ||) lorsque E est muni de cette norme, et
simplement F lorsque E est muni de sa norme de départ.

3. (a) Soit (xf)x une suite de Cauchy de (E, ||-||). Montrer que, pour tout n entier, la suite (e} (xx))
converge lorsque k tend vers +oco vers une limite a,,. On pose y, = Z?:o ajej. Montrer que pour
tout € > 0, il existe kg tel que, pour tout k > kg et tout n, ||Pyxr — yn|l < €.

(b) Montrer que la suite (y,), converge dans E.
(c) Montrer que (E, | - ||) est complet.

4. Montrer que ||-|| et || - || sont deux normes équivalentes.

5. (a) Montrer que pour tout n € N, les applications P, et e} sont continues de F dans F et de E
dans R respectivement.

(b) Montrer qu'il existe C' > 0 tel que pour tout n € N, || P,z < C.

II. On dit que l'espace de Banach E a la propriété (AB) s’il existe M > 0 tel que, pour tout
compact K de F, et tout € > 0, il existe un opérateur linéaire continu de rang fini Tk . vérifiant

I Tkellemy < M et sup|| Tk — x| <e.
zeK

1. Soit E un espace de Banach vérifiant (AB). Montrer que tout opérateur compact de E dans F
est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

2. Soit E un espace de Banach séparable vérifiant (AB). Montrer qu’il existe une suite (7))
d’opérateurs de rang fini tels que pour tout = dans F, T,z converge vers x lorsque n tend vers
I'infini.

3. Soit E un espace de Banach tel qu’il existe (7},), suite d’opérateurs linéaires continus de rang
fini tels que, pour tout x dans F, T,,x tende vers z lorsque n tend vers I'infini.

(a) Montrer que sup,, || Tz (k) est fini.
(b) Montrer que E vérifie la propriété (AB).



4. Montrer que tout espace de Banach admettant une base de Schauder vérifie la propriété (AB).
PROBLEME 2

I. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soient [o, 8] un intervalle compact de R, ¢ : [a, 5] — X, A : [o, 8] — R deux applications
continues. On suppose que pour tous t,t' dans [«, ] tels que \(t) = A('), on a ¢(t) = ¢(¢). Pour
tout y dans A([a, 3]) on pose &(y) = c(x), oit & est un point quelconque de A~!(y). Montrer que

A[e, B]) = X est continue.

L’ensemble S des subdivisions de [«, 5] est ’ensemble des suites finies croissantes de réels vérifiant
to=a<t;<---<ty=p.Sic:|a,p] = X est continue, on pose

= sup Z d(e(ti), e(tirn))],

ou la borne supérieure est prise sur toutes les subdivisions de [a, 5]. On dit que ¢ est rectifiable
si L(c) est fini. On dit alors que L(c) est la longueur de c.

2. Soit ¢ une courbe continue rectifiable définie sur [a, 5] & valeurs dans X. Montrer que si @ :
[/, 8] = [, B] est continue monotone surjective, alors co ® est également rectifiable et de méme
longueur que c.

3. (a) Soit ¢ une courbe continue rectifiable définie sur [a, §] & valeurs dans X. Montrer que pour
tout t € [, B], clja,q €t c|jt,5 sont également rectifiables et que L(c) = L(c|jaq) + L(clp,g))-

(b) Montrer que pour tout € > 0, il existe une subdivision tg = a <t; < --- <ty = de [o, (]
telle que pour tout ¢ =0,..., N — 1,

N—
d(c(ti), c(tiv1)) < eet L(c Z c(tj+1)) > L(c) —
1,5 (c) Montrer que la fonction A(t) = L(c|(q,) est continue sur [a, B].
1,5 (d) Montrer que si £ = L(c), il existe ¢ : [0,£] — X rectifiable vérifiant ¢ o A = ¢ et, pour tout

t €10,4], L(¢[p4) = t. On dira alors que & est paramétrée par la longueur d’arc.
15| 4. Soit ¢, : [a, ] — X une suite de courbes continues rectifiables, convergeant uniformément vers

¢, telles qu’il existe A > 0 tel que pour tout n, L(c,) < A. Montrer que ¢ est rectifiable et que
L(c) <A.

I1. On suppose désormais que X est un espace métrique tel que, pour tous z,y dans X, on ait
d(x,y) = inf L(c), ou la borne inférieure est prise sur toutes les courbes rectifiables joignant z a y.
On suppose de plus X localement compact.

) Montrer que pour tout élément a de X et tout réel positif r tels que B(a,r) soit compacte,
11 ex1ste un nombre fini de couples (z;, €;) dans B(a,r)x]0,+oco[, i =1,..., N, tels que B(a,r) C
UY., B(zi, &) et que B(xy, ;) soit compact.

(b) Soit A = {r € [0, +o00[; B(a,r) est compacte}. Montrer que A est ouvert.

2,5 2. Soient a,x des éléments distincts de X, p>0tel que d(a,z) < pet e €]0,d(a,x)[. Montrer qu'il
existe y € X vérifiant d(a,y) < p— § et d(y,z) <

Soient a un point de X et p > 0 tels que pour tout r < p, E(a, r) soit compacte. Soit (z,), une
suite de B(a, p) telle que d(a, x,) tende vers p lorsque n tend vers l'infini. Soit €, €]0, p[ une suite
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tendant vers 0. D’apres 2., il existe pour tout p et tout n entiers, un élément y? de B(a, p — %’)
vérifiant d(y?, x,) < €p.

(a) Montrer qu'il existe une suite (ny,), extraite de N telle que pour tout p, la limite limy_, y o0 35
existe.

(b) Montrer que (zp,)r est de Cauchy.

On suppose désormais que X est localement compact et complet. Monter que toute boule fermée
de X est compacte.

Soient a,b deux points distincts de X. Montrer que pour tout n € N, il existe ¢, : [0,1] — X,
courbe rectifiable vérifiant ¢, (0) = a, ¢y (1) = b, L(c,) < d(a,b)+ n%_l, et L(cnlpe) = [t—t'|L(cn)
pour tous t,t € [0,1].

Montrer qu'’il existe une suite (¢, )i extraite de (cn)n, qui converge uniformément vers une
courbe ¢ : [0,1] — X, continue, rectifiable, vérifiant ¢(0) = a,c¢(1) = b, L(c) = d(a, b) (Théoréme
de Hopf-Rinow).



