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II.

CORRIGE DE L’EXAMEN

PROBLEME 1

. L’espace vectoriel sur Q engendré par les (e,), est une partie dénombrable dense.

. Soit €, = (6%). Alors si & = (zy,), € P avec 1 < p < +00, la série 3,7 zpe, converge

vers x, puisque ||z — SN o zpen|le = (ZP>N\$n]p)1/p, qui tend vers zéro comme reste
d’une série convergente. De plus, I’écriture précédente est trivialement unique. Par contre,
{%° n’étant pas séparable, il ne peut pas admettre de base de Schauder d’apres la premiere
question.

. (a) Par hypothese, pour tout € > 0, il existe kg et pour tous k, k' > ko, on a sup,, || P,zx —

P,zi|| < e. En exprimant e}, () & partir de I'égalité (P, — P,—1)(xr) = e}, (xk)en, on en
déduit que pour tout n, (e (xy))r est de Cauchy, donc converge vers une limite a,. Si on
fait tendre &’ vers +oo dans l'inégalité précédente, on obtient || P,z — yn|| < € pour tout
k > kg et tout n.

(b) Soient € > 0 et ky comme a la question précédente. Alors pour tous n,m

Yn = Ymll < lyn — Paio | + |1 Pay — Pk || + ([ Pnrg — Ymll
<2e+ ||Poziy, — P, -

Comme P, zy, tend vers xy, si n tend vers I'infini, on obtient que pour n,m assez grands,
1Y — Ym|| < 3e. Donc (yn)n est de Cauchy, donc converge.

(c) Soit y = limy,, = 3% anen. On a donc y, = P,y. Soit € > 0. D’apreés la question (a),
pour tout k > ko et tout n, | P,(xr — y)|| < € donc (xy), converge vers y dans (E, | - )
lorsque k tend vers l'infini.

. On a ||z|| > || Pnz|| pour tous n,z. Or P,z tend vers x dans E lorsque n tend vers 'infini,

d’ott ||z]| < |Jz|| pour tout z. Cela montre que I’application linéaire Id : (E, ||-||) — (E, |||
est continue et bijective. Comme d’apres 3. (c¢), (E, || -||) est un Banach, on peut appliquer
le théoreme de Banach et conclure que les normes sont équivalentes.

. (a) On a ||Pyz|| < ||z| donc P, : (E,|-|I) = (E,||]|) est linéaire continue. Comme || - || est
équivalente a ||-||, on a le résultat. Enfin, |e} (x)| = IITlnHH(P" — P,_1)z||, d’ou la continuité
de ;.

(b) D’apres la défintion de la norme || - || et la question 4., on a ||P,z|| < ||z|| < C|z||, d’ou

la borne uniforme cherchée.

. Soit Bg la boule unité fermée de E. Si u est compact, K = u(Bg) est compact. Soit

alors (T},)y, suite d’opérateurs de rang fini telle que sup,¢ || T,z — 2| < . En particulier,
[Thu(z’) — u(z’)|| < L pour tout 2’ € B, ie. [T, ou— ullgm < L. Donc T, o u est de
rang fini et converge vers u.



. Soit (zy)x partie dénombrable dense. Soit K; = {xo,...,zs}. C’est un compact, donc il
existe un opérateur 7;* de rang fini tel que, pour tous ¢,n, on ait |Tjx; — z;|| < %,
J=0,....0et [T}l z(z) < M. Siz est un élément de E et € > 0 est donné, on choisit z;
tel que ||z — x| < 557. Alors pour n > j,

1o = wf| < T3 (2w — )| + ([T — 2] + [l — 2|
1

M}+%<e,

3[1+

si n est assez grand.

. (a) Par le théoreme de Banach-Steinhauss, qui s’applique puisque sup,,||T,,z|| < +oo par
hypothese, on a la conclusion.

(b) Soient K un compact, € > 0 tel que K soit recouvert par un nombre fini de boules de
rayon €, de centre xj, j = 1,..., N. Par hypothese, il existe n tel que ||T,,x; — ;|| < € pour
j=1,...,N.Siz € K, il existe j tel que ||z — z;|| < ¢, dou

| T — 2l < Tl — )| + | Tos — 25l + g — ]
< (M +1)e+e= (M +2)c,

ou M = sup,[|Tnllz(k)-
. On applique la question précédente a T,, = P,.

PROBLEME 2

. Notons [/, 5] 'image de [«, 3] par A, et soit z un élément de [/, 5’]. On doit montrer que
Ve > 0,3n > 0et Vy € [, 8] avec |y — 2| <, |é(y) — &(2)] < e.

Si c'est faux, il existe ¢g > 0, et une suite (yx)r de [¢/, '], convergeant vers z, telle
que pour tout k, |&(yx) — é(2)| > €. On a alors pour tous zx € A~ H(yx), z € A71(2),
le(zx) — e(z)| > €p. Comme z est dans le compact [«, 5], on en extrait une sous-suite
convergente Vvers oo €t on a |c(zo0) — ¢(x)| > €p. Or, A(xy) converge vers z par hypothese
et vers \(Zoo) par continuité de X. Donc 4 et z sont dans A~1(2), ce qui par hypothése
entraine la contradiction ¢(z«) = c(z).
. Ona L(coq)) = Supg/ [ZN Ld(e(®(t5)), c(P(tj11)))], ot S’ est 'ensemble des subdivisions
de [o/, f']. Soit S lensemble des subdivisions de [a, 8]. Il suffit de voir ® envoie toute
subdivision de &’ sur une subdivision de S et que toute subdivision de S est I'image par
® d’une subdivision de &', ce qui résulte du fait que ® est monotone et surjective.
c(a)Sia =ty <tgp < - <ty =t (resp. sp =t < s < --- < sy = ) est une
subdivision de [a,t] (resp [t,0]), a =to < t1 < - <ty =85 < s1 < - < sy =0
est une subdivision de [a, 8]. On en déduit L(c|(s,q) + L(c|,5) < L(c). D’autre part, soit
a =ty <ty <--- <ty = une subdivisons de [, 3] et j tel que t; <t <t;41. On a par
I'inégalité triangulaire

j—1

zd (14 elthi1)) < 3 dleltn). eltia)) +d(c(t),eft)) + delt). eltjn)

k=0

+ Z d(e(tr), c(ter1))-

k=j+1



II.

Comme t) <t < --- < t; <t (resp. t < tj11 < -+ < ty) est une subdivision de [o, ]
(vesp. [t, 3]), on en déduit L(c) < L(c|ja,q) + L(clp,g))-

(b) Il existe par définition de L(c) une subdivision vérifiant la derniere inégalité. Si, utilisant
la continuité uniforme de ¢, on la raffine de maniére que d(c(t;), c(t;i+1)) < €, on augmente
la valeur de Y, d(c(t;), c(tiy1)), tout en gardant cette quantité inférieure a L(c).

(c) On a A(t) — A(t') = L(clpq) si t' < t d’apres 3. (a). Si t' est fixé, il faut voir que
L(c\[t/’t])peu‘c étre rendu arbitrairement petit lorsque ¢ se rapproche de t’. Soit € > 0 et une
subdivision vérifiant les conditions de la question précédente. On a

3 Leliain)) = Tle) = 3 delts), eftisn) = Le) — € = 37 Ll ) — €

d’ott € > >7[L(cltt,,0)) — de(ti), c(tit1))] > 0. Comme chaque terme de la somme est
positif, on a pour tout 4, 0 < L(cly, 1., ,1) — d(c(ti), c(tiy1)) <€, d’ott L(cly, 1,,,]) < 2¢. On
peut en outre, quitte a renuméroter la subdivision, supposer ¢; < t;4+1 pour tout i. Alors
si t —t’ est inférieur au minimum des t;,1 — t;, les deux points ¢ et ¢’ sont contenus dans
deux intervalles adjacents de la subdivision. Il en résulte que L(c|y 4) < 4e.

(d) L’existence de ¢ découle de la question 1. On a pour tout s dans [«, 5], A(s) =
L(clja,s) = L(€ o Ma,s]) = L(Eljo,ncs)); ol la derniére égalité résulte de la question 2.
Comme A\ est surjective de [a, 5] sur [0, ], la conclusion en découle.

. Soit @ = tg < t; < -+ < tn, = [ une subdivision de [«, 3]. Pour tout ¢ = 0,..., No,

choisissons N (i) tel que pour tout n > N(i), on ait d(c(t;), cn(ti)) < €/2Ny. Alors, par
I'inégalité triangulaire,

No—1 No—1
Y d(c(ti),ctivn)) < e+ Y dlealti),ealtivn)) < e+ Licn).
=0 =0

si n > N, = max;[N(i)]. Le résultat en découle.

. (a) Comme X est localement compact, il existe pour tout = € B(a, ) un voisinage compact

W, de x. Soit €, > 0 tel que B(x,¢e;) C W,. On peut extraire du recouvrement du compact
B(a,r) par les B(z, €;) un sous-recouvrement fini, qui convient puisque B(z, €,) est fermée
dans le compact W

(b) Soit r € A. Appliquons la question précédente a B(a, r) et posons F' = X—Ufil B(x;, €).
La fonction continue z — d(x, F) atteint son minimum sur le compact B(a,r), et ce
minimum &y est strictement positif puisque F' N B(a,r) = 0 et que F est fermé. Alors
Bla,r +d)NF =0sid e [0,0]ie Bla,r +3) C UB(zi,&;) C UB(w4,¢), qui est
compact. Donc |0, 7 + §[C A.

. Soit ¢ une courbe rectifiable paramétrée par la longueur d’arc, joignant = a a, de longueur

¢ majorée par p+ €/2 (Une telle courbe existe compte-tenu de I'hypothése sur X'). Posons
y = c(e). On a Licloq) = € = d(c(0), e(e)) = d(,y), et L(cle) = £ — € = d(c(£),c(€)) =
d(a,y), d'ott d(z,y) < e et d(a,y) < p—€/2.

. (a) La suite (y9), est contenue dans le compact B(a,p — ). 1l existe donc (nj) suite

extraite strictement croissante d’entiers telle que (ygo)k converge. Appliquant le méme
k .

raisonnement & (y'o)x, on extrait de (n?)y une sous-suite (n})x, telle que (y)1 )k converge
k k

pour j = 0, 1. Par récurrence, on obtient pour tout p une suite (nf);, extraite de (nﬁfl) s



telle que pour tout j inférieur ou égal a p, (yip)k converge. On pose ny, = n¥. Alors, (yh, )k
k
converge pour tout p.

(b) Soit € > 0 et fixons p avec ¢, < ¢/3. Comme (y},, ), converge, il existe ko tel que pour
tous k, k" > ko, d(yh, . yh ) < €/3. Alors, pour tous k, k" > ko,

d(mnkamnk/) S d(xnk7y£k) + d(ygkﬂ ygk/> + d(yzk/ ‘:U'n«kl) <e.

. 11 suffit de montrer que l’ensemble A de 1. (b), qui est un ouvert non vide de [0, 400,
est aussi fermé. Soit p > 0 tel que pour tout r € [0, p[, B(a,r) soit compacte. Montrons
que B(a, p) est compacte. Soit (z,), une suite de B(a, p). S’il existe § > 0 et une suite
extraite (zy, )i telle que d(a, zp, ) < p—6, (2, )k est une suite du compact B(a, p—d), donc
elle admet une suite extraite convergente. Sinon, d(a,z,,) — p, donc on peut appliquer
la question 3., qui montre qu’il existe une suite extraite qui est de Cauchy dans le fermé

B(a, p) de I'espace complet X, donc convergente.

. On sait qu’il existe une courbe rectifiable joignant a a b, de longueur ¢,, < d(a,b) + n%rl
Par la question 4., on peut supposer cette courbe paramétrée par la longueur d’arc i.e.
donnée par une fonction ¢&, : [0,£,] — X, avec L(c|4) = |t — t'| pour tous t,t" € [0,£y].
11 suffit de poser ¢, (t) = é,(¢nt) pour t € [0, 1].

. Appliquons le théoréme d’Ascoli a la suite (cy,), d’éléments de I'espace C([0, 1]; X'). Pour
tout t fixé, la famille (¢, (t)), est relativement compacte dans X, puisque

1

d(cn(t),a) < L(Cn|[0,t}) <y <d(a,b) + P

et que par la question 4., les bornés de X sont relativement compacts. Elle est équicontinue
puisque d(c,(t), cn(t')) < Lyt —t'| < (d(a,b) + 1)|t — t'|. La suite (¢,), admet donc une
suite extraite uniformément convergente vers une fonction continue ¢ : [0,1] — X. Par
I. 4. appliqué a la suite (¢;)n>k, ¢ est rectifiable et L(c) < d(a,b) + ﬁ Comme on a
trivialement L(c) > d(a,b), on a obtenu I'égalité L(c) = d(a,b).



