FIMFA ENS Ulm Lundi 19 novembre 2007 Durée : 2 heures

Examen partiel de topologie, analyse et calcul différentiel

Documents et calculatrices interdits

Les exercices sont indépendants.

(1) On considére ’application f :]0,1] — C définie par
FO)=(1+1) T,

Quelles sont les valeurs d’adhérence de f(t) quand ¢ tend vers 07

(2)* On rappelle que Z 4 /2N est dense dans R. On considére I’application g : R — R?
définie par

g(t) = (sinu, sin(\/iu)) .
Quelles sont les valeurs d’adhérence de g(t) quand ¢ tend vers +oo?

(Espace des suites réelles a décroissance rapide) Soit E l'espace vectoriel réel
des suites réelles (z,)nen telles que, pour tout k dans N,

l|z||x = sup (n+ 1)’“ |z, < 400
neN

(1) Montrer que || || est une norme sur F pour tout £ € N. On munit F de la topologie
définie par la famille de semi-normes (|| - ||x)ken-

(2) On considére Iapplication o : E — E définie par (zy)nen — (2),)nen 00 2], = Zpt1
pour tout n € N. Montrer que o est continue.

(3)* Montrer que E est métrisable complet.

Exercice III| (Anneaux hawaiens et bouquets de cercles) (1) Soit
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A:kg{(x,y)eR2 : (m—k—H) +y2:m}.

Montrer que A est un sous-espace compact, connexe et localement connexe de R?.

(2) On note B la boule unité fermée de R? (muni de sa distance euclidienne usuelle),
Sy = {(s,t) € R? : s24+12 =1} le cercle unité de R? et z, = (1,0) € S;. Pour tout k € N,
on note C% Pensemble des suites (z;);eny dans B telles que z; € Sq et 2, = x4 si ¢ # k.
Soit C' = J,en Ck- Montrer que le sous-espace C' de l'espace topologique produit BN est
compact.

(3) Soient I un ensemble, muni de la topologie discréte, et B; I’espace topologique
produit S; x I. Notons R la relation d’équivalence sur B; définie par (z,i) R (y,7) si et
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seulement si (i = j et z = y) ou (z =y = =,). Soit B 1'espace topologique quotient gI/R
Montrer que si I est fini, alors B; est compact.

(4)* Montrer que A et C sont homéomorphes, mais que A et By ne sont pas homéo-
morphes.

(Espaces grassmaniens) Soient n,k € N tels que 0 < k& < n. On note
n
(@1 ), W) = Y miy et [|(z1,. ., 20)|| = /ot + - + 22
i=1

le produit scalaire usuel et la norme euclidienne usuelle sur I'espace vectoriel réel £ = R".
On note O(n) le groupe orthogonal des matrices réelles = de taille n-n telles que ‘xz = 1.

(1) Soit By (E) I'ensemble des k-uplets (v1,...,v) de vecteurs orthonormeés (||v;|| =1
pour 1 <i < ket (v;,v;) =0si1<i#j<k)deE. Montrer que By(E) est un sous-espace
compact de I’espace produit EF.

(2) Pour g € O(n) et a = (v1,...,v;) € Bi(E), on note ga = (gv1, ..., gvk). Montrer
que l'application (g,a) — ga est une action (& gauche) continue transitive de O(n) sur
By (F) (on rappelle qu’une action (& gauche) d’un groupe G sur un ensemble E est transitive
siVz,ye E, 3g€ G, y=gzx).

(3) On note H le sous-groupe de O(n) image de O(n — k) par le morphisme de groupes
T ( % 2 > ou Iy est la matrice identité de taille k-k. Montrer que H est fermé dans
O(n), et que 'espace By(E) et I’espace quotient O(n)/H sont homéomorphes.

_ (4)* Soit Gx(E) I'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de E. On note
B,, la boule unité fermée de R"™. Pour toute partie A de R", on note V.(A4) = {z € R" :
d(xz,A) < €} le e-voisinage de A. Pour F, F’ dans Gi(F), on pose

dH(F,F’):inf{e>0 . FNB, CV(F'NB,) et F’mBTchE(FmE)}.

a) Montrer que dp : G,(E) x Gi(F) — [0, 400 est une distance.

b) Montrer que I'application Bi(F) — Gi(F) qui & un k-uplet orthonormé (vy, ..., vg)
associe le sous-espace vectoriel engendré par vy, ..., v, est continue, surjective.

c) Pour g € O(n) et V€ Gi(E), on note gV l'image du sous-espace vectoriel V'
par ’application linéaire de matrice g dans la base canonique de £ = R". Montrer que
Papplication (g, V') — gV est une action (& gauche) continue transitive de O(n) sur Gi(E).

d) On note H le sous-groupe de O(n) image de O(k) x O(n — k) par le morphisme de
groupes (z,y) — ( g 2 > Montrer que H est fermé dans O(n), et que I’espace Gi(E) et

Pespace quotient O(n)/H sont homéomorphes.



