
���������	��
������� ����������� �!��" #%$&�('�)*$,+.-.-%/ 01��)*23$54�+,6�$&��)*$37

8:9<;>=@?BADCE;GF�HJIK?MLONP?QH�RSCTR�LKRSU1IV?XWT;�AE;GLZY\[J?]?^H`_a;>LV_Bb5L�NPIdcfeMFg?BAhHJIK?ML

i\j k&l�m5n&oqpsr!n&p>k*tvu�k&lwu�t.pyx{zykKnKr\zsoqp|n{xd}vzypsr
�~$37�${��$&)*�&���3$37S7*"v�w�S������2&�J$&���������*7 �

�B��$&)*�&���3$(� �Z���G�X���3"v��7d�����&)*$��������������� ���d��"v�
f : ]0, 1] → C

��2{������$�q��)

f(t) = (1 + t) e
iπ

2
sin

1

t .

� ��$&����$37�7*"v�w�S��$37G#.����$&��)*7S�����v��6�2&)*$&���3$\��$
f(t) � �q����� t

�*$&���T#%$&)*7
0 ���+%�V��X�5)V�����J$&����$ � ��$ Z+

√
2 N

$37d����$&��7V$S������7
R
���X�<�3"v��7d�����&)*$S��������������� ���d��"v�

g : R → R
2��2{������$�q��)

g(t) =
(
sinu, sin(

√
2 u)

)
.� ��$&����$37�7*"v�w�S��$37G#.����$&��)*7S�����v��6�2&)*$&���3$\��$

g(t) � �q����� t
�*$&���T#%$&)*7

+∞ �
�B��$&)*�&���3$(�V� �y��7d�q�v�3$��$37G7d�����*$37>)*23$&����$37��!��23�&)*"v��7*7V�����3$�)V��������$��G��"v���

E
����$37d�q�v�3$h#%$3�&�*"v)d��$&�~)*23$&�

��$37S7d�����*$37G)*23$&����$37
(xn)n∈N

�*$&����$37 � ��$.���J"v��)G�*"v���
k

������7
N
�

||x||k = sup
n∈N

(n + 1)k |xn| < +∞ .

�Z�����O"v�w�d)*$&) � ��$ ||·||k $37d�B����$>��"v)d�5$G7d��)
E

��"v��)B�*"v���
k ∈ N

�.�X�,�(�������
E

��$����X�*"v��"v��"v�.��$
��2{������$�q��)S���!�����P������$��$�7*$&�P�¡ ���"v)d�5$37

(|| · ||k)k∈N

�
��+%�a�X�E�3"v��7d�����&)*$1��������������� ���d��"v�

σ : E → E
��2{������$��q��)

(xn)n∈N 7→ (x′

n)n∈N

"v¢
x′

n = xn+1��"v��)S�*"v���
n ∈ N

����"v���d)*$&) � ��$ σ
$37*�S�3"v���d������$.�

��£%�V�\��"v���d)*$&) � ��$ E
$37d�G�52&�d)d��7K��'���$(�3"v�P����$&� �

�B��$&)*�&���3$(�V�*� �y������$ �����T6q�3¤>��¥�$&��7X$&�G'J"v� � ��$&�*7���$�3$&)*�&��$37K��Z������"v���

A =
⋃

k∈N

{
(x, y) ∈ R

2 :
(
x − 1

k + 1

)2
+ y2 =

1

(k + 1)2

}
.

�O"v�w�d)*$&) � ��$ A
$37d�G����7V"v��7Z |$37d�q�v�3$��3"v�P�q�v�&� ���3"v����${��$�$&�S��"�� ����$&�5$&���1�3"v����${��$(��$

R
2
�

��+%�h�X�:��"v�*$
B

���¦'�"v����$,�������*2\��$&)d�523$,��$
R

2
�s�\��������$,7V�¦����7d�V�����3$P$&���&��������$&����$,��7d��$&����$��{�

S1 = {(s, t) ∈ R
2 : s2 + t2 = 1} ��$1�3$&)*�&��$X�������*2h��$

R
2
$&�

x∗ = (1, 0) ∈ S1

��§^"v��)>�*"v���
k ∈ N

�
"v�¨��"v�*$

Ck

����$&��7*$&�\'���$E��$37,7d�����*$37
(zi)i∈N

������7
B

�*$&����$37 � ��$ zk ∈ S1

$&�
zi = x∗

7d�
i 6= k

�
��"v���

C =
⋃

k∈N
Ck

���O"v�w�d)*$&) � ��$!��$!7*"v��7Z |$37d�q�v�3$
C

��$\����$37*�q�v�3$(�*"v�J"v��"v�.� � ��$,��)*"��������
B

N
$37d�

�3"v�P�q�v�&� �
��£%�<��"v��$&�w�

I
���©$&��7*$&�\'���$.���\�����1��$T���ª�*"v��"v��"v�.��$O����7*�&)*�&�*$.��$&� B̃I

����$37d�q�v�3$��*"v��"v��"v�.� � ��$��)*"w�������
S1 × I

��
1"v�*"v��7 R ���E)*$&�����d��"v�ª����2 � ����#v����$&���3$P7d��) B̃I

��2{������$,�q��)
(x, i) R (y, j)

7d�M$&�
�



7*$&����$&�5$&���>7d���
i = j

$&�
x = y

�B"v���
x = y = x∗

�{����"v��� BI

����$37d�q�v�3$X�*"v��"v��"v�.� � ��$ � ��"v�d��$&��� B̃I/R
�

�O"v�w�d)*$&) � ��$7d�
I
$37d�>�������q����"v)*7 BI

$37d�S�3"v�P�q�v�&� �
���w�V�<�O"v�w�d)*$&) � ��$ A

$&�
C

7V"v���6�"v�523"v�5"v)d��6�$37 ���<����7 � ��$ A
$&� BN

��$!7V"v����q�v7h6�"v�523"� 
�5"v)d��6�$37 �
�B��$&)*�&���3$(��� �y��7d�q�v�3$37��.)V�v7*7d�<������$&��7K����"v��$&���

n, k ∈ N
�*$&��7 � ��$ 0 ≤ k ≤ n

�q�X�T��"v�*$

〈 (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) 〉 =

n∑

i=1

xi yi et ||(x1, . . . , xn)|| =
√

x2
1
+ · · · + x2

n

��$X��)*"��������G7*� ��������)*$1��7d��$&��$&�>���(��"v)d�5$h$&���&��������$&����$h��7d��$&����$h7d��)>����$37d�q�v�3$1#%$3�&�*"v)d��$&��)*23$&�
E = R

n ��X�f��"v�*$
O(n)

��$h�.)*"v����$("v)d�d6�"v�%"v�q���^��$37G�<���d)d���3$37�)*23$&����$37
x

��$�V��������$
n
 
n

�*$&����$37 � ��$ txx = 1
�

�Z���S��"v���
Bk(E)

����$&��7*$&�('���$!��$37
k
 �������$&�*7

(v1, . . . , vk)
��$#%$3�&�*$&��)*7�"v)d�d6�"v��"v)d�5237,� ||vi|| = 1��"v��)

1 ≤ i ≤ k
$&� 〈vi, vj〉 = 0

7d�
1 ≤ i 6= j ≤ k

�~��$
E
���O"v�w�d)*$&) � ��$ Bk(E)

$37d�����!7*"v��7d |$37d�q�v�3$
�3"v�P�q�v�&�X��$h����$37d�q�v�3$��)*"��������

Ek �
��+%�S§�"v��)

g ∈ O(n)
$&�

a = (v1, . . . , vk) ∈ Bk(E)
�g"v����"v�*$

g a = (gv1, . . . , gvk)
���O"v�w�d)*$&)

� ��$E��������������� ���d��"v�
(g, a) 7→ ga

$37d�!����$��v�&�d��"v� ���O�������V6�$��!�3"v���d������$f�d)V����7d���d��#%$���$
O(n)

7d��)
Bk(E)

�y"v�()V������$&����$ � �~� ����$��v�&�d��"v�E���>�������V6�$��~��� ���\�.)*"v����$
G

7d��)~���\$&��7*$&�('���$
E

$37d�apyxZtvo�rKzypyz���n
7d� ∀ x, y ∈ E, ∃ g ∈ G, y = gx

�{�
��£%�a�X�¦��"v�*$

H
��$17*"v��7Z ��.)*"v���J$���$

O(n)
���<���%$1��$

O(n−k)
�q��)a��$��5"v)d��6���7d�5$h��$S�.)*"v���J$37

x 7→
(

Ik 0
0 x

) "v¢
Ik

$37d�S���,�<���d)d���3$(����$&���d���*2!��$�V��������$
k
 
k
�g�O"v�w�d)*$&) � ��$ H

$37*�G�y$&)d�52(������7
O(n)

��$&� � ��$h����$37d�q�v�3$
Bk(E)

$&�G����$37d�q�v�3$ � ��"v�d��$&��� O(n)/H
7*"v���S6�"v�523"v�5"v)d��6�$37��

���w�V�E��"v��� Gk(E)
����$&��7V$&�('���$5��$377*"v��7d |$37d�q�v�3$37#%$3�&�*"v)d��$&��7���$P�����5$&��7d��"v�

k
��$

E
� �X�:��"v�*$

Bn

���5'J"v����$!�������*2\�y$&)d�523$,��$
R

n �J§�"v��)�*"v���*$\�q��)d�d��$
A

��$
R

n �g"v� ��"v�*$ Vε(A) = {x ∈ R
n :

d(x,A) < ε} ��$
ε
 �#%"v��7d���q���%$���$

A
��§^"v��)

F, F ′
������7 Gk(E)

��"v�f�J".7*$

dH(F, F ′) = inf
{
ε > 0 : F ∩ Bn ⊂ Vε(F

′ ∩ Bn ) et F ′ ∩ Bn ⊂ Vε(F ∩ Bn )
}

.

�%�>��"v���d)*$&) � ��$ dH : Gk(E) × Gk(E) → [0,+∞[
$37d�G����$�����7*�V�����3$.�

'g�a�O"v�w�d)*$&) � ��$X��������������� ���d��"v�
Bk(E) → Gk(E) � ���~�����

k
 �������$&�S"v)d�d6�"v��"v)d�52

(v1, . . . , vk)�v7*7*"��&��$h��$7*"v��7Z |$37d�q�v�3$#%$3�&�*"v)d��$&��$&���%$&����)*2�q��)
v1, . . . , vk

��$37d�S�3"v���d���w��$.�q7d��)��d$3�&�d��#%$.�
���E§^"v��)

g ∈ O(n)
$&�

V ∈ Gk(E)
�S"v� ��"v�*$

g V
��� ���<���%$:��� 7V"v��7Z |$37d�q�v�3$ #%$3�&�*"v)d��$&�

V�q��)\��������������� ���d��"v� ������2 ����)*$���$5�<���d)d���3$
g

������7(����'q�v7*$<� ����"v��� � ��$���$
E = R

n ����"v���d)*$&) � ��$��������������� ���d��"v�
(g, V ) 7→ gV

$37d������$1�v�&�d��"v�����h�������V6�$����3"v�w�d������$X�d)V����7d���d��#%$���$
O(n)

7d��) Gk(E)
�

�q�S�X�f��"v�*$
H

��$�7*"v��7Z ��.)*"v���J$���$
O(n)

���<���%$���$
O(k) × O(n − k)

�q��)S��$h�5"v)d��6���7d�5$(��$
�.)*"v����$37

(x, y) 7→
(

x 0
0 y

) ����"v���d)*$&) � ��$ H
$37d����$&)d�521������7

O(n)
�w$&� � ��$S����$37d�q�v�3$ Gk(E)

$&�
����$37d�q�v�3$ � ��"v�d��$&��� O(n)/H

7*"v���S6�"v�523"v�5"v)d��6�$37��

+


