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1 Introduction

La topologie algébrique est la construction et I’étude de foncteurs de la catégorie
des espaces topologiques & valeurs dans celle des groupes (ou des modules sur un
anneau). Le but est de classer (ou au moins comprendre), par exemple & homéo-
morphisme prés, les espaces topologiques (au moins dans certaines familles) en leur
associant des invariants de nature algébrique (nombres entiers, groupes, anneaux,
ete).

Nous renvoyons par exemple a fin de la partie 5.1 (ou & [McL|) pour les notions
de catégories et de foncteurs, dont nous n’aurons guére besoin dans ce cours. Par
exemple, un “foncteur (covariant) (resp. contravariant) de la catégorie des espaces
topologiques a valeurs dans celle des groupes” est la donnée,

e pour tout espace topologique X, d’un groupe F(X),

e pour toute application continue f : X — Y entre espaces topologiques, d'un

morphisme de groupes F'(f) : F(X) — F(Y) (vesp. F(f): F(Y) — F(X) ),
vérifiant, pour tous les espaces topologiques X, Y, 7,
L] F(ldx) = idp(x),
esif: X —=Yetg:Y — Zsont des applications continues, alors F(go f) =
F(g) o F(f) (vesp. Flgo f) = F(f)o F(g) ).
En particulier, si f est un homéomorphisme, alors F(f) est un isomorphisme de
groupes : les invariants associés a des espaces topologiques homéomorphes sont iso-
morphes.

1.1 Exemples et applications.

1) Si X est un espace topologique, on note F'(X) le groupe abélien libre engendré
par I'ensemble des composantes connexes de X,
F(X) = b Zec.
¢ composante connexe de X
Si f: X — Y est une application continue, on note F(f) : F(X) — F(Y) 'unique
morphisme de groupes tel que F(f)(c) soit, pour toute composante connexe ¢ de X,

la composante connexe de Y contenant f(c).

2) Pour n dans N, on note ||-|| la norme euclidienne standard sur R™ (on rappelle
que ||(x1, -+, 20)|| = Vai+ - +22 ). Soit B, = {z € R" : [[z]| < 1} la boule
unité (fermée) de R" et S, = {& € R™* : ||z|| = 1} la sphére de dimension n.

On construira plus tard, pour tout ¢ dans N, un foncteur (covariant) H,(-;Z)
(ou Hy(+) pour abréger) de la catégorie des espaces topologiques & valeurs dans celle
des groupes, appelé g-eme groupe d’homologie, tel que

Z+Z si 0=q=n

Z si 0=qg<n

Hy(S,) =14 0 si 0<g<n
Z si 0<g=n
0 si g>n

| Z st 0=¢q
Hq(B")i{O si 0<q

Corollaire 1.1 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer I) Sin #
m, alors R™ et R™ ne sont pas homéomorphes.

Démonstration. Si n # m, alors les groupes H,(S,) et H,(S,,) ne sont pas iso-
morphes. Par fonctorialité, les espaces topologiques S,, et S,,, ne sont donc pas homéo-
morphes. Pour tout k dans N, le compactifié d’Alexandrov de R* est homéomorphe
a SF (voir lexercice E.A.93). Si deux espaces topologiques localement compacts
sont homéomorphes, alors leurs compactifiés d’Alexandrov le sont (voir l'exercice
E.A.93). Donc R™ et R™ ne sont pas homéomorphes. O

Corollaire 1.2 (Théoréme du point fixe de Brouwer) Toute application conti-
nue de B,, dans B,, admet un point fize.

Démonstration. Si A est une partie d’'un espace topologique X et i : A — X est
I'inclusion, une rétraction de X dans A est une application continue r : X — A telle
que 7o ¢ = idy.

Lemme 1.3 Il n’existe pas de rétraction r : B, 1 — S,.

Démonstration. Sinon, par fonctorialité, on a un diagramme commutatif

Hn(Bn+1)
Hi (i) Va N\ (r)
H,(S,) — H,(Sy)
idp, (5n)

Sin >0, alors H,(B,+1) = 0 et H,(S,) # 0, donc H, (i) n’est pas injective, ce qui
contredit 'injectivité de idy,s,). Sin =0, alors H,(B,.41) = Z et H,(S,) =Z+Z
donc H, (r) n’est pas surjective, ce qui contredit la surjectivité de idy,s,)- ]

Le théoréeme de Brouwer est vrai pour n = 0. Soit
[ : B,y1 — B,y une application continue sans
point fixe. Alors 'application r : B, ., — S, définie
r(z) par {r(z)} =S, N{f(z) +t(x — f(z)) :t >0} est

S une rétraction, ce qui contredit le lemme. O
n

1.2 Remarques sur les prérequis de topologie

On supposera connues les notions de topologie générale suivantes (voir 'appen-
dice A, et les références [Bou, Dug, Dix, Pau2|). Seules les notions marquées d’une
étoile (*) seront rappelées en cours. Au point de vue méthodologie, il est demandé
de lire 'appendice, puis de lire la liste ci-dessous. Si une notion n’est pas claire,
retourner a 'appendice.



topologie, espace topologique; ouverts, fermés; application continue entre es-
paces topologiques, homéomorphisme ; topologie discréte, topologie grossiére ; topo-
logie induite par une distance, espace topologique métrisable ; voisinage d’une partie,
d’un point d'un espace topologique ; intérieur, adhérence, frontiére, leurs propriétés
élémentaires ; topologie engendrée par un ensemble de parties, prébase, systéme fon-
damental de voisinages d’un point, base d’ouverts, critére pour quune prébase soit
une base; topologie séparée ; caractérisation des applications continues par les voi-
sinages, les systémes fondamentaux de voisinages, les adhérences ; connexité, locale
connexité, composante connexe ; connexité par arcs, locale connexité par arcs, com-
posante connexe par arcs;

comparaison de topologies : topologie plus fine, moins fine qu'une autre; topo-
logie initiale sur un ensemble X (ou définie par une famille d’applications de X
a valeurs dans des espaces topologiques); topologie finale sur un ensemble X (ou
définie par une famille d’applications partant d’espaces topologiques a valeurs dans
X); sous-espace topologique, point isolé; topologie somme disjointe (*); topologie
produit (d’une famille quelconque d’espaces topologiques), ouvert élémentaire, pro-
priétés élémentaires de la topologie produit (systémes fondamentaux de voisinages,
continuité des applications a valeurs dans un produit, associativité et commutati-
vité de la topologie produit, adhérence des produits, un produit d’espaces séparés
est séparé) ; topologie quotient (*), propriétés élémentaires de la topologie quotient
(continuité de la projection canonique, continuité des applications définies sur un
quotient, caractérisation de la séparation des quotients par les ouverts saturés) ; re-
lation d’équivalence engendrée (*); cone (*), suspension (*), écrasement (*), recol-
lement d'un espace topologique X sur un espace topologique Y par une application
continue f: X — Y (¥);

limite, caractérisation par les systémes fondamentaux de voisinages, unicité si
I'espace but est séparé, composition des limites, limites des applications a valeurs
dans un produit ; valeur d’adhérence, caractérisation de I’ensemble des valeurs d’adhé-
rence, la limite est 'unique valeur d’adhérence si 'espace but est séparé ;

recouvrement (ouvert, fermé), sous-recouvrement ; espace compact (comme séparé
et tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement fini) ; caractérisation par
les fermés, compacité des sous-espaces topologiques; un compact d’un séparé est
fermé, un fermé d’un compact est compact ; existence de valeur d’adhérence pour
une application a valeurs dans un espace compact; théoréme de Tychonov : un
produit d’espaces compacts est un espace compact ; espace localement compact ;
théoréeme de Riesz sur la locale compacité des espaces vectoriels normés; compac-
tifie d’Alexandrov d’un espace localement compact (*); I'image d’un compact par
une application continue a valeurs dans un espace séparé est compact; une appli-

cation continue bijective d'un espace compact dans un espace séparé¢ est un homeéo-
morphisme ; application propre (*); une application propre bijective entre espaces
localement compacts est un homéomorphisme ; topologie compacte-ouverte (*). (Et
un raton laveur, comme dirait Prévert!)

11 est demandé de faire les exercices de appendice A pour se familiariser avec
ces notions.

1.3 Remarques (pseudo-)historiques sur I’homologie

Nous concluons cette introduction en donnant une idée de l'origine historique de
la notion d’homologie, voir [Pon, Die2| pour des précisions et compléments.

Les vrais débuts de 'homologie peuvent étre attribués a H. Poincaré [Poi|, quand
la topologie algébrique s’appelait 1™ analysis situs”. Partant des travaux antérieurs
sur les notions de “connexité”, il a mis en évidence le concept de “bord”; qui joue un
role central en homologie.

Des arguments de connexité a la notion de bord

Les travaux d’Euler (1736, cas des graphes), de Mdbius (1865, cas des surfaces) et
de Riemann (1857)-Betti (1871) montrent que des arguments de connexité peuvent
permettre de distinguer des espaces topologiques.

La connexité est un invariant topologique, au sens que 'image d’un espace connexe
par une application continue est connexe (et donc si deux espaces topologiques n’ont
pas le méme nombre de composantes connexes, alors ils ne sont pas homéomorphes).
Nous verrons d’ailleurs en la partie 5.2 que le 0-éme groupe d’homologie Hy(X') d’un
espace topologique X est le groupe abélien libre engendré par 'ensemble des com-
posantes connexes par arcs de X. L’information apportée par Ho(X) est donc es-
sentiellement celle d’'un nombre, le cardinal de I'ensemble des composantes connexes
par arcs de X.

Parmi les arguments dit de connexité, il n’y a pas que le nombre de composantes
connexes. Par exemple, R et R? ne sont pas homéomorphes, car R? privé d’un point
est connexe, mais R privé d’un point ne l'est pas. Les espaces S; (le cercle) et Sy (la
spheére) ne sont pas homéomorphes, car Sy privé de deux points est connexe, mais Sy
privé de deux points ne l'est pas. Les espaces Sy (la sphére) et Ty = S; x Sy (le tore)
ne sont pas homéomorphes. En effet, Sy privé de n’importe quelle courbe fermeée
simple n'est pas connexe (c’est le théoréme de Jordan, voir le théoréme 5.25 de la
partie 5.3 pour une preuve utilisant ’homologie). Mais il existe au moins une courbe
fermée simple v dans T telle que Ty —  soit connexe (par exemple v = {1} x S;).

Pour généraliser (abstraire!) ces exemples élémentaires, il faut tout d’abord dé-
finir une classe d’objets sur laquelle pourra s’appliquer une généralisation. Les es-
paces topologiques comme les sphéres S, et tores T, = (S;)" ressemblent vus de
prés & R™. Une variété topologique de dimension n est un espace topologique (en
général supposé métrisable séparable, voir 'appendice pour des définitions de topo-
logie générale) dans lequel tout point posséde un voisinage homéomorphe a l'espace
topologique usuel R™. Une sous-variété (topologique) V' d’une variété V est un sous-
espace qui est une variété topologique. Si V' est de dimension p, sa codimension
dans V est n — p. (Remarquons qu’il découle du théoréme d’invariance du domaine
de Brouwer 1.1 que lentier n est bien défini, et (en utilisant la version plus forte
5.26) que n —p > 0.)

Ainsi Riemann et Betti définissent 1'ordre de connexion d’'une variété compacte
connexe V' comme le nombre maximal de sous-variétés compactes connexes de co-
dimension 1 deux a deux disjointes dont la réunion ne disconnecte pas V. Sachant
que toute variété compacte connexe de dimension 1 est homéomorphe au cercle Sy,
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on peut vérifier en exercice que l'ordre de connexion de la sphére Sy est 0 et que
celui du tore Ty est 1.

Un point important a remarquer est que la collection des variétés topologiques
n’est pas stable par découpage le long d’une sous-variété compacte connexe de codi-
mension 1. Ce que 'on obtient est une variété topologique a bord de dimension n > 1,
i.e. un espace métrisable séparable dans lequel tout point posséde un voisinage ho-
méomorphe & R™ ou a son sous-espace R% = {(z1,...,x,) € R" : x, > 0}. Le bord
d’une variété topologique a bord V est le sous-espace des points dont un voisinage
est homéomorphe & un voisinage de 0 dans R’;. Il découle du fait que R”} — {0} est
contractile alors que R™ — {0} ne l'est pas qu’aucun voisinage de 0 dans R’ n’est
homéomorphe a un voisinage de 0 dans R™. Une variété topologique est une variété
topologique a bord, de bord vide.

Du bord topologique a son algébrisation

11 est facile de voir que le bord d’une variété topologique a bord de dimension n
est une variété topologique (sans bord) de dimension n—1. Ainsi Poincaré connaissait
en 1895 le slogan fondateur de I'homologie :

“le bord d'un bord est vide.”

C’est P'algébrisation de ce fait qui donna la notion de complexe de chaines (voir la
partie 5.1) : un complexe de chaines est une suite infinie

O d Ds a On a
CO<—001<—ICZ<—Z,,,<—CH<—CR+1<—,,,

avec C; un groupe abélien et d; un morphisme de groupes, appelé opérateur bord,
tel que, pour tout n dans N,

an S a71+1 =0.

Le fait que les fleches aillent dans ce sens vient du fait que prendre le bord d'une
variété topologique a bord diminue la dimension d’une unité.

Nous serons plus rapide pour donner la premiére définition de Poincaré des
groupes abéliens C,,, voir [Poi]. I s’aperqut successivement des faits suivants.

Les variétés topologiques a bord semblent encore ne pas étre les bons objets. Car
lorsque 'on découpe une variété topologique le long de plusieurs sous-variétés topo-
logiques (pas forcément disjointes), I'objet obtenu porte des traces de découpages
(que nous appelerons facettes), dont l'information serait importante a conserver,
pour pouvoir éventuellement effectuer 'operation inverse de recollement. Comme un
quart de plan (ou un huitiéme d’espace) est homéomorphe a un demi-plan (demi-
espace), le monde purement topologique n’est pas assez riche. Les bons objets sem-
blaient donc étre les variétés différentiables & coins (et leurs facettes), dont nous
ne donnerons pas la définition précise ici (voir [Poi]). En effet, Poincaré s’aperqut
des difficultés (et du manque de généralité) de cette collection de sous-espaces. Il en
changea dans son “Complément a Panalysis situs”), en travaillant dans des espaces
triangulés ou cellulaires (voir la partie 4.3). Pour une généralité maximale, ils furent
remplacés dans la suite par les simplexes singuliers (voir la partie 5.2).

9

Lorsque 'on découpe le long d'une sous-variété différentiable de codimension
1, celle-ci séparant localement en deux composantes connexes, les deux morceaux
locaux obtenus aprés découpage ont une orientation naturelle de leur bord par la
normale sortante, ces orientations étant opposées quand on identifie les bords par le
recollement. L’opération de recollement faisant disparaitre le bord, il parait naturel
d’attribuer un signe aux facettes (orientées) du bord, de sorte que si I'on change
d’orientation, on change de signe. Il est donc utile de pouvoir compter les variétés a
coins positivement, négativement, voire avec multiplicité.

Ainsi Poincaré introduisit le groupe C, des sommes formelles finies avec multipli-
cités (appelées chaines) de sous-variétés différentiables & coins connexes compactes
orientées de dimension p dans une variété différentiable V' donnée :

k

avec n; € Z et V; des sous-variétés différentiables a coins connexes compactes orien-
tées de dimension p, ou l'on identifie V; et —V; si V/ est munie de l'orientation
opposée a celle de V;.

L’opérateur bord alors introduit par Poincaré est 'unique application linéaire
Opt1 : Crar — G, telle que 9V soit la somme (finie) formelle des facettes de codi-
mension 1 de V;, orientées par la normale sortante. Une chaine est un cycle si son
image par l'opérateur bord est nul, et est un bord si elle est 'image par 'opérateur
bord d’une chaine. On vérifie que 9, o d,11 = 0, c’est-a-dire que tout bord est un
cycle.

Ce n’est en fait que vingt ans plus tard environ que Emmy Noether définira les
groupes qui mesurent ’obstruction pour un cycle d’étre un bord :

H,(V,Z) = Ker 9,-1 / Im 0,

est le groupe abélien quotient du groupe des cycles de dimension p par son sous-
groupe des bords de dimension p. Ainsi, tout cycle o définit un ¢lément [o] dans
H,(V,Z), appelée sa classe d’homologie. Un cycle est un bord si et seulement si sa
classe d’homologie est nulle.

La formulation axiomatique de ’homologie
Une formulation axiomatique fut donnée par Eilenberg et Steenrod, vers 1950.
Une théorie de I’homologie est la donnée, pour tout n € N, d'un “foncteur (cova-
riant) de la catégorie des paires d’espaces topologiques dans la catégorie des groupes
abéliens” (voir la partie 5.1) i.e. la donnée
e pour toute paire d’espaces topologiques (X,Y) (i.e. d'un espace topologique X
muni d’un sous-espace Y'), d'un groupe abélien H,(X,Y), et
e pour tout morphisme de paires d’espaces topologiques f : (X,Y) — (X', Y')
(i.e. (X,Y) et (X', Y) sont deux paires d’espaces topologiques et f: X — X’
est une application continue telle que f(Y) C Y”’), d’un morphisme de groupes
fo Ho(X,Y) — H (X', YY)
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telle que id,, = id et (g o f), = gn © f, pour tous les morphismes de paires d’espaces
topologiques f : (X,Y) — (X, Y') et g : (X,Y') — (X", Y"), qui satisfait les
axiomes suivants (ou l'on note X = (X, () pour simplifier).
1. Invariance par homotopie
Sif,g: (X,Y) — (X',Y’) sont deux morphismes de paires d’espaces topolo-
giques homotopes (i.e. 'il existe un morphisme de paires d’espaces topologiques
h:([0,1] x X,[0,1] x Y) — (X, Y”) tel que h(0,2) = f(x) et h(1,z) = g(z)
pour tout  dans X), alors f,, = g,, pour tout n € N.
2. Existence d’opérateurs bords
Il existe, pour tout n dans N—{0} et toute paire d’espaces topologiques (X, Y),
un morphisme de groupes 6, : H,(X,Y) — H,_1(Y) tel que
0p © fn = fn_1 00, pour tout morphisme de paires d’espaces topologiques
f(X)Y) — (X', Y) et tout n dans N — {0},
— en notant ¥ — X — (X,Y) les inclusions, la suite de groupes abéliens
et de morphismes de groupes

On

e Hyt (X,Y) 25 HL (V) 25 Ho(X) 25 Ho(X,Y) 25 Hyy(Y) —

est exacte.

3. Excision
Sif:(X,Y) — (X/(Y),Y/(Y)) est le morphisme canonique (voir I’exemple
(3) suivant l'exercice E.A.88 pour la définition de I'espace topologique X /(Y),
qui se décrit comme 'espace X ot Y a été écrasé en un point), alors f, :
H,(X,Y) — H,(X/(Y),Y/(Y)) est un isomorphisme de groupes pour tout n
dans N

4. Normalisation
Si X est réduit a un point, alors

Hn(X)={Z sin=0

0  sinon

Une grande partie du travail qui suit dans la construction de théories de 1’ho-
mologie sera de vérifier (la plupart de) ces axiomes, mais nous ne nous intéresserons
pas au probléme de I'unicité abstraite de théories de I'homologie (voir par exemple
[Spal), préférant montrer directement les égalités des (peu nombreuses!) différentes
théories de I'homologie que nous construirons, car la preuve de leur coincidence est
parfois utile.

De I’homologie a ’homotopie

Les groupes d’homologie introduits par Poincaré lui apparurent étre des inva-
riants topologiques extrémement intéressants. Par exemple, il découle du théoréme
de classification des surfaces (par les travaux de Mobius, Jordan et Rado) que deux
surfaces topologiques compactes connexes sont homéomorphes si et seulement si
leurs groupes d’homologie sont isomorphes (voir par exemple la partie 5.4).
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Mais Poincaré s’aperqut (aprés quelques errements!) que cet invariant n’était
pas aussi puissant qu’il 'avait espéré. Il construisit par exemple, vers 'année 1900,
une variété compacte de dimension 3 (et méme une infinité!), ayant ses groupes
d’homologie isomorphes a ceux de la sphére S3, mais non homéomorphe a S;. Pour
distinguer ces exemples de la sphére Sy, il introduisit un nouvel invariant topologique,
le groupe fondamental d'un espace topologique X, qui repose sur les différentes
maniéres de dessiner et déformer continuement des courbes fermées sur X (voir la
partie 2.2). Ces notions intuitives de déformations continues sont formalisées par la
notion d’homotopie (voir la partie 2.1).

Par exemple, une courbe fermée simple sur une variété topologique est homo-
logue a zéro si elle est le bord d’une chaine de dimension 2 (voir ce qui précede).
Elle est dite homotope a zéro si elle est déformable continuement en un point. Un
espace topologique X dans lequel toute courbe fermée est homotope a zéro (plus
précisément dans lequel toute application continue f : S; — X du cercle dans X
s’étend continuement en une application continue f : By — X du disque dans X)
est dit simplement conneze (voir la partie 2.2).

C’est ainsi que Poincaré formula ce que I'on appelle maintenant la congjecture de
Poincaré.

Conjecture 1.4 Toute variété topologique de dimension 3 compacte, connexe et
simplement connexe, est homéomorphe a la sphére Ss.

Cette conjecture faisait partie de la liste de six grands problémes de mathéma-
tiques, dont la résolution avait été dotée en I'an 2000 d'un prix d'un million de
dollars. Elle a été récemment résolue, suite a des articles non publiés de G. Perel-
man, par les travaux collectifs de la communauté mathématique (voir par exemple
KL, CZ, MT, BBBMP)).

Remerciements : Je suis reconnaissant & Bruno Calado pour sa relecture scrupuleuse et
enthousiaste de 'intégralité de la premicre version de ce texte.
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2 Homotopie et groupe fondamental
L’exercice suivant sera souvent utilisé (de maniére implicite) dans cette section :

Exercice E.1 Soient X et Y deux espaces topologiques, (F;)icr un recouvrement
fermé fini de X, et fi : F; — Y une application continue pour tout i. Si f; et f;
coincident sur I; N F; pour tous 4,7, alors il existe une et une seule application
continue f : X —Y égale a f; sur F; pour tout i.

2.1 Homotopie

Soient X et Y deux espaces topologiques. Deux applications continues f, g : X —
Y sont homotopes s’il existe une application continue h : X x [0,1] — Y telle que
h(x,0) = f(x) et h(z,1) = g(x) pour tout 2 dans X. On notera alors f ~ g, et on
dira que h est une homotopie entre f et g. Pour tout ¢ dans [0, 1], on notera aussi
hy : X — Y Dapplication hy(x) = h(z,t).

Si A est une partie de X, deux applications continues f, g : X — Y sont homo-
topes relativement a A s'il existe une application continue h : X x [0,1] — Y telle
que h(z,0) = f(z) et h(z,1) = g(x) pour tout = dans X, et h(a,t) = f(a) pour tout
a dans A et ¢ dans [0, 1].

On notera alors f ~ g rel A, et on dira que h est une homotopie relative a A
entre f et g.

Il est immédiat que ~ est une relation d’équivalence sur ¢ (X,Y). En effet, f ~ f
par 'homotopie constante h(x,s) = f(x); si f ~ g par 'homotopie h, alors g ~ f
par 'homotopie inverse h(x, s) = h(x,1—s);si fi ~ f, par Phomotopic hy et fo ~ f3
par 'homotopie hs, alors f; ~ f3 par ’homotopie composée

B hy(z,2s) SiOSSS%
ha(z, 5) _{ ho(x,25 = 1) si 3 <s<1.

De méme, ~ rel A est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’applications
continues de X dans Y qui coincident sur A.

Exercice E.2 (Voir lezercice E.A.94.) Si X est localement compact, deux appli-
cations continues [ et g de X dans Y sont homotopes si et seulement s’il existe
un chemin (continu, voir la partie 2.2) entre f et g dans €(X,Y) ('ensemble des
applications continues de X dans 'Y, muni de la topologie compacte-ouverte).

Un espace topologique X est contractile s’il est non vide et si application iden-
tique de X est homotope a une application constante de X dans X.

Par exemple, un convexe non vide C' dans un espace vectoriel topologique (i.e. un
espace vectoriel sur un corps topologique, tel que 'addition et la multiplication ex-
terne soient des applications continues) est contractile : si zy € C, alors Papplication
(2,8) — (1= s)x+ sxo de C' x [0,1] dans C est une homotopie entre idc et z +— .
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Cette notion est importante, car la plupart des espaces topologiques que 'on
rencontre sont localement contractile, i.e. admettent un systéme fondamental de voi-
sinages contractiles. C’est en particulier le cas des espaces vectoriels topologiques,
des variétés topologiques (i.e. les espaces topologiques X, en général supposés mé-
trisables séparables, tels que pour tout « dans X, il existe n € N et V' un voisinage
de = dans X, tels que V' soit homéomorphe a R™), des CW-complexes (voir la partie
4.3), des complexes simpliciaux (voir par exemple [Spal).

Un espace topologique est simplement connexe s’il est connexe par arcs et si
toute application continue du cercle S; dans X se prolonge (continuement) a une
application du disque By dans X.

Exercice E.3 Montrer qu’un espace contractile est simplement connexe.

Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application continue f: X — Y
est une équivalence d’homotopie s’il existe g : Y — X continue telle que fog
soit homotope & l'application identique de Y et g o f soit homotope a I'application
identique de X. S’il existe une équivalence d’homotopie entre X et Y, on dit que X
et Y ont le méme type d’homotopie.

Avoir méme type d’homotopie est une relation d’équivalence sur tout ensemble
d’espaces topologiques.

L’intérét de la notion d’équivalence d’homotopie vient du fait que la plupart des
invariants de topologie algébrique que nous construirons (groupe fondamental (partie
2.2), homologie singuliére (partie 5.2),...) sont non seulement des invariants topolo-
giques, mais aussi des invariants homotopiques (i.e. tels que les invariants associés
a deux espaces topologiques ayant méme type d’homotopie soient isomorphes).
Exemple : Un espace topologique non vide est contractile si et seulement sil a le
méme type d’homotopie qu'un singleton.

Soient X un espace topologique et A un sous-espace. On dit que A est un rétracte
de X 8’1l existe une application continue 7 : X — A telle que 7 o7 = id4. On dit
que A est un rétracte de X par déformation si de plus i o est homotope a idyx. On
dit que A est un rétracte de X par déformation forte si de plus i o r est homotope
a idy relativement & A. On dit que r est respectivement une rétraction, rétraction
par déformation, rétraction par déformation forte.

Si A est un rétracte par déformation de X, alors A et X ont le méme type

d’homotopie.
Exemples : (1) Pour tout n € N, la sphére S, est un rétracte par déformation forte
de R""'—{0}. En effet, sii : S, — R""'—{0} est I'inclusion et si r : R""'—{0} — S,
est définie par r(x) = ﬁ, alors 7 0@ = idg, et i or est homotope a I'application
identique de R"*' — {0} par 'homotopie h(z,s) = sz + (1 — s)ﬁ, qui fixe S,,. En
particulier, 'inclusion i de S,—; dans R™ — {0} est une équivalence d’homotopie, et
Sp—1 et R — {0} ont le méme type d’homotopie.
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(2) Si X est un espace topologique, Y un espace contractile et y un point de Y,
alors X x {y} est un rétracte par déformation forte de X x Y. (Donc X x Y et X
ont le méme type d’homotopie.)

(3) Par le lemme 1.3, la sphére S, n’est pas un rétracte de la boule B, .

2.2  Groupe fondamental
Composition et homotopie des chemins

Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application continue
a:[0,1] — X ; son origine est x = «(0), son extrémité est y = (1); on dit aussi que
« est un chemin joignant x a y.

Pour x dans X, on appelle chemin constant en  le chemin ¢, avec ¢,(t) = ©
pour tout ¢ dans [0, 1].

Si a est un chemin joignant x & y, on appelle chemin

inverse de v le chemin @, joignant y & x, défini par a(t) = ~ a@ —
a(1 — t) pour tout ¢ dans [0, 1]. T D Yy

Soient «v et 3 deux chemins dans X tels que
I a(1) = £(0). On note a - § le chemin

«
P a2) s te[0}]
ap o Bei-1) s telb].
On dit que « - 3 est le chemin composé (concaténé) de a et 3. Deux chemins a et 3
sont composables si 'extrémité de v est origine de 3. L’application («, 5) — a-f de
I’ensemble des couples de chemins composables dans I'ensemble des chemins s’appelle
la composition (ou concaténation) des chemins.

Deux chemins « et § dans X d’origine zy et d’extrémité z; sont homotopes (on
dit parfois homotopes relativement auz extrémités s'il y a risque de confusion), et on
note aw ~ 3 (et  ~ G rel 0,1 8’1l y a risque de confusion), si les applications «, 3 de
[0,1] dans X sont homotopes relativement a la partie {0,1} de [0, 1], ¢’est-a-dire il
existe une application continue h : [0,1] x [0,1] — X telle que

o h(t,0) = a(t) et h(t,1) = (t) pour tout ¢ dans [0, 1],

e N(0,s) =z et h(1l,s) = x; pour tout s dans [0, 1].

Une telle application h est appelée une homotopie de o a 3 (on dit parfois homotopie
relative s’ y a risque de confusion). On note [a] la classe d’homotopie (relativement
aux extrémités) d’un chemin a.

Le résultat suivant donne les principales propriétés de la composition et de 'ho-

motopie des chemins.

Lemme 2.1 Soient a, 3,b, ¢, des chemins de X.
1. Sia~f3, aorsa~f.
2. Sicr~a, b~ ete(l)=00), alorsc-b~a-f.
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3. Soient o un chemin joignant x a y, § un chemin joignant y a z, v un chemin
joignant z & w. Alors les chemins (a- 3) - et - (B -7y) sont homotopes.
4. Si o est un chemin joignant x a y, alors ¢, - « et a - ¢, sont homotopes a .
5. Si « est un chemin joignant x &y, alors a - @ et @ - « sont homotopes a ¢, et
¢y respectivement.
Démonstration. (1) Si i est une homotopie relative de a a 3, alors (t,s)
h(1 —t,s) est une homotopie relative de @ a 3.

(2) Soit h une homotopie relative de ¢ a « et k

une homotopie relative de b a 3. Alors 'appli- a-f
cation
@ B
h(2t,s) si te0,2] h k
(t,s) — { ' ; 12
k(2t—1,s) si te[;1
(2t—1:5) si tel}1] Ll
est une homotopie relative de ¢+ b a a- 3. c-b

(3) L’application s
a(h) si 0<t< e

(t,s) > Bt —s—1) si M <t <2
o (At—s—2 Co2ts oy
V(55 si S Sts

est une homotopie relative de (a - §) -7 a
a-(8-7).

t
(4) L’application s
2t : 1+s «
a(==) si 0<t< =22
(t,s) — (1+s) LT 2

Y si 2 <t<1
est une homotopie relative de a - ¢, & a. On
construit de méme une homotopie relative de a Cy
Cor A Q. 0 12 1=t
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(5) L’application s La
. . Cy Cy
T si 0<t< ;
. a2t — s) sio s<t<y
he(ts) = a(2-2t—s) si g <t <P
x si << o -

est une homotopie relative de o - @ a ¢,. On
construit de méme une homotopie relative de he

a-adcy. =— N

Lacets et groupe fondamental

Soit z un point de X. Un lacet en x dans X est un chemin dans X d’origine
et d’extrémité x. Le point x est appelé le point base de cce lacet. Les chemins
constants sont des lacets, et le chemin inverse d’un lacet est un lacet. Deux lacets
sont homotopes s’ils sont homotopes en tant que chemin (donc relativement a leur
point base).

Sur I'ensemble L(X, z) des lacets en z, la relation “étre homotope” est une rela-
tion d’équivalence, d’ensemble quotient noté m (X, z).

La composition des chemins, restreinte aux lacets en x, est une loi de composition
interne sur L(X,z), qui (par le lemme 2.1 (2)) passe au quotient en une loi de
composition interne sur m (X, x).

Proposition 2.2 La composition des chemins induit une structure de groupe sur
Uensemble w1 (X, x) des classes d’homotopie de lacets dans X de base x.

Démonstration. L'associativité découle du lemme 2.1 (3). La classe du lacet constant
en x est ¢lément neutre par le lemme 2.1 (4). Si [c] est une classe dans m (X, z), la
classe de ¢ ne dépend pas du choix du représentant ¢ de [c] par le lemme 2.1 (1). Et
[@ est I'inverse de [c] pour la loi de 7 (X, z) par le lemme 2.1 (5). O

Le groupe (X, x) s’appelle le groupe fondamental de X en x (ou groupe de
Poincaré, ou premier groupe d’homotopie).
Changement de point base

Rappelons que par le lemme 2.1 (3), si ay, ..., a,, sont des chemins consécutive-

ment composables, alors la classe [a; - s - ... - @] ne dépend pas des parenthésages.

Proposition 2.3 Soit ¢ un chemin d’origine v et d’extrémité y dans X. L’applica-
tion ¢ : [a] — [c- - €] est un isomorphisme de groupes de m (X, y) dans m (X, ),
qui ne dépend que de la classe d’homotopie (relativement aux extrémités) de c. Si €
est un autre chemin joignant x &y, alors les isomorphismes ¢, et ¢y sont conjugués.

17

Démonstration. En effet,
dcla-p))=c-a-f-F=[c-a-Cc-B-7=

[C S E][C . ﬁ . 5] = ¢<([0‘])or([ﬁ])

De plus, ¢z = ¢, et si g est la classe du lacet £-€ de base ,
alors B
dolla))=[-a-ll=[t-C-c-a-C-c-{]=

[£-dlc-a-2t-a " =g oula]) gt

O

Corollaire 2.4 Si X est connexe par arcs, et x,y € X, alors m (X, z) et m(X,y)
sont isomorphes. Si m (X, x) est abélien, cet isomorphisme est canonique. O

On notera souvent 71 (X, zo) par m X, quand un point base zy de X est sous-
entendu et indifférent. La proposition précédente laisse penser que cet abus de no-
tation ne pose que peu de problémes. Mais “peu de problémes” ne signifie pas “pas
de problémes”, et du soin est nécessaire en ce qui concerne le traitement des points
bases.

Exercice E.4 Soit (X;,x;)ier une famille d’espaces topologiques pointés. Montrer
que les groupes T ([ T;c; Xi, (€i)ier) et [T, m(Xs, ;) sont isomorphes. En particu-
lier,

m (X XY, (z,y)) = m(X,z) x 1 (Y,y) .

Propriété fonctorielle du groupe fondamental

Soient X et Y deux espaces topologiques, et f : X — Y une application continue.
Si ¢ est un chemin joignant « & y, alors f o ¢ est un chemin joignant f(z) a f(y). La
composition ¢ — foc est compatible avec 'homotopie (relativement aux extrémités)
des chemins :

si a et 3 sont homotopes, alors f o« et fo [ aussi,

(car foh:[0,1]> = Y est une homotopie entre foa et fo B sih:[0,1]2 — X est
une homotopie entre v et 3) et avec la composition des chemins :

fola-p)=(foa)-(feop)

Le résultat suivant en découle.

Proposition 2.5 Une application continue f : X — Y induit un morphisme de
groupes f. : [a] — [foa] de (X, x) dans m (Y, f(x)). O
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De plus, si f est 'application identique de X, alors f, est 'application identique
de m (X, z); si g est une application continue de Y dans un espace topologique Z,
alors (go f). = g.o fu.

Avec les définitions de la partie 5.1, la collection des espaces topologiques pointés
(X, ) est la collection des objets d’une catégorie, de morphismes f : (X, z) — (Y,y)
les applications continues f : X — Y telles que f(z) = y. La donnée, pour tout
espace topologique pointé (X,z) du groupe m1(X,x), et, pour tout morphisme
d’espaces topologiques pointés f : (X,z) — (Y,y), du morphisme de groupes
feo : m(X,2) — m(Y,y), est un foncteur (covariant) de la catégorie des espaces
topologiques pointés dans la catégorie des groupes.

Groupe fondamental et homotopie

Proposition 2.6 Soient f,g: X — Y deux applications continues homotopes. Pour
tout x dans X, il existe un isomorphisme de groupes u : w1 (Y, g(z)) — m (Y, f(x))
tel que le diagramme suivant commute :

, m (Y, f(z))
7
m (X, z) Tu
P
m (Y, g(x))

Si [ et g sont homotopes relativement o {x}, alors f. = g..

Démonstration. Soit & une homotopie entre f et g. Soit ¢ le chemin s — hy(z) =
h(x,s) dans Y entre f(z) et g(x). Par la proposition 2.3, I'application u : [5] —
[¢- 3 -7¢] est un isomorphisme de m (Y, g(x)) dans m1(Y, f(z)). Pour montrer que
fv =uog,, il suffit de montrer que pour tout lacet o d’origine = dans X, les lacets
(¢c-(goa))-cet foa sont homotopes (relativement aux extrémités).

Pour tout s dans [0, 1], considérons le
chemin ¢, : t — h(z,st). Lapplica-
tion (s,t) — ((cs - (hs o)) - T5)(t) est
continue. En s = 0, elle vaut (cs() -
(foa)):cpu) (0t ¢p(ay est Iapplication
constante en f(z) ), qui est homotope
a foa.Ens =1, elle vaut (c-(goa))-C.
O

Corollaire 2.7 Sif: X — Y est une équivalence d’homotopie, alors f. : m (X, z) —
m(Y, f(x)) est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Soit ¢ : Y — X une application continue telle que f o g et
g o f soient homotopes & l'identité. Par la proposition précédente et les propriétés
fonctorielles, f.og. et g.of. sont des isomorphismes de groupes. Donc f, est surjective
et injective. O
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Corollaire 2.8 Les groupes fondamentaux de deux espaces connexes par arcs, ayant
méme type d’homotopie, sont isomorphes. O

Corollaire 2.9 Tout groupe fondamental d’espace contractile est trivial. O

Soient X un espace topologique et = € X. Nous identifions I’espace topologique
quotient [0, 1]/({0,1}) (voir I'exemple (3) suivant I'exercice E.A.88) avec S; C R? =
C par 'homéomorphisme [0] — e*™. A tout lacet o dans X d’origine x est ainsi
associé une application continue, encore notée a, de S; dans X telle que (1) = .

Si a est un lacet de X, on appelle classe d’homotopie relative la classe d’homo-
topie relativement a {1} de I'application continue a : S; — X ainsi définie, et, pour
distinguer, classe d’homotopie libre la classe d’homotopie de 'application continue
o : Sy — X ainsi définie.

La proposition suivante est souvent utilisée pour vérifier ou utiliser 'annulation
d’une classe d’homotopie.

Proposition 2.10 Soit a : Sy — X une application continue, telle que a(l) =
x. Alors [o] = 1 dans m (X, x) si et seulement si o s’étend continuement en une
application continue By — X.

Démonstration. Si « s’étend continuement en f : By — X, sii:S; — By est
Pinclusion, alors, par fonctorialité, le diagramme suivant est commutatif :

_ 1 (Ba, 1)
i / lf*
m(S,1) 2% m(X, ).

Orsi f:100,1] — S; = [0,1]/01}) est le lacet induit par passage au quotient de
lidentité de [0, 1], alors o [5] = [a]. Comme m(B,, 1) = {1}, ceci montre le résultat.

Réciproquement, si [o] = 1, alors soit b : Sy x [0,1] — X une homotopie entre «
et 'application constante. Alors h factorise en une application continue de 'espace
topologique quotient

Y = (S x [0,1])/(S1 x {1})

a valeurs dans X. Or Y est homéomorphe au disque, par un homéomorphisme valant
I'identité sur Sy, en identifiant S; avec un sous-espace de Y par 'application induite
par = +— (x,0). O

Exercice E.5 Soient X un espace connexe par arcs et x un point de X. On note
[Sy, X l’ensemble des classes d’homotopies d’applications du cercle Sy dans X . Mon-
trer que Uapplication de 7 (X, ) dans [Sy, X]| qui a la classe d’homotopie relative
d’un lacet o associe la classe d’homotopie libre de l'application o de Sy dans X, est
surjective et induit une bijection de 'ensemble des classes de conjugaison du groupe
m (X, x) sur Sy, X].
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Exercice E.6 Soit X un espace connexe par arcs. Montrer que les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
o X est simplement connexe ;
o il existe x dans X tel que m(X,z) =0;
o (X, z) =0 pour tout x dans X ;
e deux chemins de méme origine et méme extrémité sont homotopes (relative-
ment auz extrémités).

Proposition 2.11 Soient X un espace topologique, U et V' deux ouverts connexes
par arcs de X, tel que X = U UV et tel que UNV soit connexe par arcs. Pour tout
zdans UNV, sii: U — X et j:V — X sont les inclusions, alors i,m (U, z) U
Jem (Vi) engendre m (X, z). En particulier, st U et V sont de plus simplement
connezes d’intersection non vide, alors X est simplement connexe.

Démonstration. Soit a un lacet en x. Par compacité de [0,1] et continuité de «,
il existe n € N non nul tel que a([£, £1]) soit contenu dans U ou dans V pour tout

i=0,...,n—1. Pour tout ¢ = 0, :L s%it ¢; un chemin entre x et 0/(%)7 contenu dans
U,V,UNV si u(i) appartient a U, V,U NV respectivement (ce qui est possible car
U, V,UNV sont connexes par arcs), avec ¢ et ¢, constants. On note «; le chemin
t— a(%) Par le lemme 2.1, le lacet a en 2 est homotope a

(Co-ap-c1)-(Grar-ca) . (G2 iz - Cpe1) - (Casi - Qe - Cn) -

Pour i =0, ...,n—1, le chemin ¢ - «v; - ¢;+1, est un lacet en = contenu dans U ou dans
V. Donc i,m (U, ) U jomi (V. ) engendre m (X, z).

Montrons la derniére assertion. Si U NV est non vide, alors X est connexe par
arcs. Si U et V' sont simplement connexes, alors chaque ¢; - «; - ¢;41 est homotope au
lacet constant en x. Donc « est homotope au lacet constant en x. Par conséquent,
X est simplement connexe. O

Corollaire 2.12 Pour n > 2, la sphére S,, est simplement connexe.

Démonstration. Elle s’écrit comme réunion de l'ouvert U complémentaire du pole
nord, et de 'ouvert V' complémentaire du poéle sud. Les ouverts U, V' sont contrac-
tiles, donc simplement connexes. L’intersection U NV se rétracte par déformation
forte sur 'équateur S,,_;, qui est connexe par arcs si n > 2. O

Corollaire 2.13 Pour n > 1, lespace projectif complexe P,(C) est simplement

connexe.

Démonstration. On rappelle que pour tout n € N—{0}, 'espace projectif complexe
de dimension n est I'espace des droites complexes de C™*!

P,(C) = (C™*' — {o})/C".
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On raisonne par récurrence sur n. D’aprés l'exercice E.A.97, la droite projective
P, (C) est homéomorphe a la sphére S,. Done

m(Py(C)) = 0.

On suppose maintenant P,,(C) simplement connexe. Si f : OBy, 12 = Sap41 — P, (C)
est la projection canonique, alors le recollement By, 1o Uy P, (C) est homéomorphe
a P, 1(C) (voir l'exercice E.A.97). L’intérieur I%QMQ de By, est un ouvert U de
B2 Up P, (C). Le complémentaire de origine de By, 15 est un ouvert V' de By, 12Uy
P, (C). Comme U est contractile, et V' se rétracte par déformation forte sur I, (C),
donc est simplement connexe, la proposition 2.11 montre que P,,;1(C) est simplement
connexe.

2.3 Autres exercices

Exercice E.7 On appelle peigne le sous-espace topologique X de R? suivant :

X =[0,1] x {o}u U {a} x[0,1].

ae{0}u{2—" : neN}

Montrer que le peigne est contractile. Soit o = (0, 1). Montrer que id y est homotope
a Papplication constante en g, mais n’est pas homotope a I'application constante
en 1z relativement a {xo}.

o
0
Exercice E.8 Montrer que le ruban de Mobius M = [0,1] x [0,1]/ ~, ou ~ est la
relation d’équivalence engendrée par (0, s) ~ (1,1 —s), a le méme type d’homotopie
que le cercle S;. On pourra par exemple montrer que A = 7([0,1] x {%}), ou T :

[0,1] x [0,1] — M est la projection canonique, est un rétracte par déformation forte
de M.

1
2

Bl

Coller en tordant une fois

Le peigne Le ruban de M&bius

Exercice E.9 Montrer que le tore troué¢ S; x S; — {(1,1)} a le méme type d’ho-
motopie que le bouquet de deux cercles (Sy,1) V (Sy, 1) (voir 'exemple (4) suivant
Pexercice E.A.88 dans la partie A.2 pour la définition d'un bouquet de cercles).
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Exercice E.10 Montrer que pour tout n € N, le plan euclidien, privé de n points,
a le méme type d’homotopie que le bouquet de n cercles (voir 'exemple (4) suivant
Pexercice E.A.88 pour la définition d’un bouquet de cercles).

Exercice E.11 1) Soient X un espace topologique et CX = (X x [0,1])/(X x {1})
le cone sur X (voir 'exemple (1) suivant I'exercice E.A.88). On note [z,t] la classe
dans CX de I'élément (x,t) de X x [0, 1]. Montrer que C'X est contractile, et que
sl xg = [2,1] (pour tout = dans X) est le sommet de ce cone, alors CX — {zy} se
rétracte par déformation forte sur X (identifié par = +— [x,0] avec une partie de
CX).

2) Si f: X — Y est une application continue, on appelle cone de f, et on note
C(f) lespace topologique obtenu par recollement (voir Pexemple (5) suivant I'exer-

cice E.A.88 pour la définition d’un recollement) du cone de X sur Y par 'application
f (comme ci-dessus, X est identifié a une partie de CX) :

C(f) = CXUY .

On note encore xy 'image de xy € CX dans C(f).
Montrer que C(f) — {zo} se rétracte par déformation forte sur Y.

Exercice E.12 Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Si f, ¢ : [0,1] —
G sont deux lacets en e, on note fg: [0,1] — G le lacet défini par fg(t) = f(t)g(t).

1) Montrer que les lacets f - g et fg sont homotopes (rel {0,1}).
2) Montrer que (G, ¢) est abélien.

(En particulier avec les notations qui seront introduites plus loin, les groupes
™ (T",0), m(SO(n), e) et m (SL,(R), €) sont abéliens.)

Exercice E.13 On rappelle tout d’abord le théoréme de relévement des applica-
tions et des homotopies a valeurs dans le cercle (voir le corollaire 3.24 pour une
preuve dans un cadre général).
- Si f:]0,1] — Sy est une application continue, pour tout ty € R tel que
f(0) = €% il existe une et une seule application continue f : [0,1] — R telle
que f(0) =ty et f(£) = e pour tout ¢ € [0, 1].
— Sih:[0,1] x [0,1] — Sy est une application continue, et si f : [0,1] — R est
une application continue telle que h(0,t) = e*™®) pour tout ¢t € [0, 1], alors
il existe une et une seule application continue h : [0,1] x [0,1] — R telle que
R(0,) = f(t) et h(s,t) = e2™ (D pour tout ¢ € [0,1].
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1) Montrer que, pour tout @ dans S;, 'application ¢, : m(Sy,z) — Z, définie
par [y] — (1) —7(0) ou 7 est un relevement du lacet v défini ci-dessus, est un
isomorphisme de groupes.

Si ¢ est un lacet dans Sy, d’origine = et d’extrémité y, et si ¢ : m(Sy,y) —
m1(S1, ) est I'isomorphisme de groupe défini dans la proposition 2.3, montrer que
Pz 0 Qe = Q.

Soient f :S; — Sy une application continue et  un point de S;. Posons y = f(x).
La composition des morphismes de groupes

—1
Z % m(S1,2) L m(S1y) 2z

est un morphisme de groupe de Z dans Z. C’est donc la multiplication par un entier
n, qui ne dépend pas de z par ce qui précede. On le note deg(f), et on 'appelle le
degré de f. Cette notion coincide avec la notion de degré des applications continues
de S, dans S,, introduite dans la partie 6.1 lorsque n = 1.

Dans ce qui suit, f et g sont des applications continues de S; dans S;.

2) Si f est une rotation, calculer deg(f). Pour n € N, calculer le degré de I'ap-
plication z +— 2".

3) Montrer que deg(f o g) = deg(f)deg(g). En déduire que si f est un homéo-
morphisme, alors deg(f) = £1.

4) Montrer que deg(f) = deg(g) si et seulement si f et g sont homotopes. En dé-
duire que deg(f) = 0 si et seulement si f se prolonge contintiment en une application
continue f': By — Sy.

5) Montrer qu'il n’existe pas de rétraction By — S;. (C’est un cas particulier du
lemme 1.3 déja démontré en introduction en admettant des résultats d’homologie. )

6) Démontrer le théoréme de d’Alembert : tout polynéme complexe non constant
admet au moins une racine complexe.

7) Soit f:S; — S; une application continue telle que f(—xz) = —f(x). Montrer
que f est de degré impair.

Exercice E.14 Soient B un espace topologique, K le corps R ou C, et n € N.
Un fibré vectoriel topologique de base B et de rang n sur le corps K est un espace
topologique E muni d’une application continue p : E — B, dont la fibre p~'(b)
au-dessus de b est, pour tout b € B, munie d'une structure d’espace vectoriel sur K
de dimension n, tel que, pour tout b dans B, il existe un voisinage V' de b dans B
(appelé voisinage distingué) et un homéomorphisme ¢ : V x K* — p~1(V) tel que
le diagramme suivant commute

VxKr -5 pY(V)
N P
1
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et tel que @y xxn : {b} x K" — p~!(b) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels pour
tout b € V. Par exemple, le fibré tangent d’une variété différentielle C* de dimension
n est un fibré vectoriel réel de rang n (voir un cours de géométrie différentielle, par
exemple |Laf, Diel, DNF, Paul]).

1) Soit E — B un fibré vectoriel. Montrer que E et B ont méme type d’homo-
topie.

Deux fibrés vectoriels topologiques p : E — B et p' : E' — B au-dessus de B
sont dit isomorphes s'il existe un homéomorphisme 1) : E — E' tel que le diagramme
suivant commute )

%

E — FE
N
B

et tel que Yy, : pH(b) — P ’l(b) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels pour
tout b € B. Un fibré vecoriel est trivial s'il est isomorphe au fibré vectoriel pry :
B x K" — B.

2) On rappelle qu'un espace topologique est paracompact si de tout recouvre-
ment ouvert, on peut extraire un sous-recouvrement localement fini (i.e. tel que
tout point admette un voisinage ne rencontrant qu’un nombre fini de parties du
sous-recouvrement). Montrer que tout fibré vectoriel, de base contractile et para-
compacte, est trivial.
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3 Revétements

3.1 Catégorie des revétements

Dans cette partie, nous définissons la catégorie des revétements au-dessus d’un
espace topologique donné.

L’application f : R — S, définie par t +— ¢?™ vérifie la propriété suivante : pour

tout # = €™ dans S, si V =Sy — {—a}, alors f~1(V) = Uey 10 + 2k — )7, 6 +
(2k+1)7[ (union disjointe) et la restriction de f a chaque |0+ (2k—1)m, 0+ (2k-+1)x|
est un homéomorphisme sur V.

Pour tout espace topologique X et tout espace discret D non vide, la premiére
projection pry : X x D — X est aussi, en restriction a chaque X x {d}, un homéo-
morphisme sur X.

Soient X et B deux espaces topologiques, et f : X — B une application continue.
On dit que f est un revétement si pour tout y € B, il existe un voisinage V' de y
dans B, un espace discret D non vide et h: V x D — f~}(V) un homéomorphisme
tel que le diagramme suivant commute :

VxD s 4w
o N LS
1%

On dit que B est la base de f, X Uespace total de f, f~1(y) la fibre de f au-dessus
de y, V un voisinage distingué de y pour f, h une trivialisation locale de f au-dessus
de V.

Si l'on remplace D par un espace topologique F' quelconque, on obtient la notion
de fibré localement trivial de fibre F' au-dessus de B. Voir par exemple [Spa] ou
un cours de géométrie différentielle comme [Laf, Diel, DNF, Paul| pour d’autres
exemples. Les revétements sont donc les fibrés localement triviaux a fibres discrétes.

Remarque. Comme D est non vide, un revétement est surjectif.

Soient f : X — Bet f': X' — B deux revétements ayant méme base. Un
morphisme de revétements de f sur f’ est une application continue ¢ : X — X’ telle
que le diagramme suivant commute

x 4 x
£\ Vg
B

L’application id est un morphisme de revétements, dit identité de f sur f. Si f” :
X" — B est un revétement de base B et ¢ un morphisme de revétements de [’ sur
", alors ¢ o ¢ est un morphisme de revétements, dit composé. On définit ainsi la
catégorie des revétements au-dessus d’'un espace topologique donné B.

Un isomorphisme de revétements de [ sur f" est un isomorphisme de f sur f’
dans la catégorie ainsi définie, i.e. un morphisme de revétements ¢ : X — X' de
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f sur f’ tel qu’il existe un morphisme de revétements v : X’ — X de f/ sur f tel
que Yo ¢ = idy et ¢ o) = idys. Si de plus X = X', on parle d’automorphisme
de revétements. Deux revétements sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de
revétements de I'un sur autre.

On note Aut(f) le groupe des automorphismes de revétements de f (on note
aussi parfois Autp(X) ce groupe, mais cette notation est abusive, car il peut exister
deux revétements non isomorphes entre deux espaces topologiques donnés, comme
les applications z — 2" et z + 2™ avec n # m du cercle S; = {z € C : |z| =1}
dans lui-méme. voir aussi I'exercice E.28).

Un revétement [ : X — B est dit trivial s'il est isomorphe au revétement pry :
B x D — B, ou D est un espace discret non vide.

Si f: X — B est un revétement et W un ouvert de B, alors fi;—iqy : [~/ (W) —
W est un revétement, qui est trivial si W est un ouvert distingué.

Proposition 3.1 L’application f est un revétement si et seulement si tout point y
de B admet un voisinage V tel que [~ (V) = U,c; Us soit une union disjointe non
vide d’ouverts U; de X tels que fiy, : Uy — V' soit un homéomorphisme.

Démonstration. Si f est un revétement, alors pour tout y € B, notons V un
voisinage distingué de y et h une trivialisation locale de f au-dessus de V. En posant
I =D et U = WV x {i}) pour tout ¢ dans I, 'application f vérifie la propriété
demandée.

Réciproquement, si I et (V;);e ; comme dans I’énoncé existent, alors notons D
I'ensemble I muni de la topologie discréte, et considérons I'application g : f~1(V) =
Uiet Ui — V x I telle que g(z) = (f(x),1) si # € U;. On vérifie que g est un
homéomorphisme, dont I'inverse h est une trivialisation locale de f au-dessus de V.
O

3.2 Homéomorphismes locaux et revétements
Dans cette partie, nous comparons les homéomorphismes locaux et les revéte-

ments.

Soient X et Y deux espaces topologiques. Un homéomorphisme local est une
application continue f: X — Y telle que pour tout x dans X, il existe un voisinage
ouvert U de z tel que f(U) soit ouvert et fiy : U — f(U) soit un homéomorphisme.

Remarques.
(1) Un homéomorphisme local est une application ouverte.

(2) Sil existe un homéomorphisme local surjectif entre deux espaces topologiques,
alors ceux-ci ont les mémes propriétés topologiques locales (locale connexiteé,
locale connexité par arcs, locale contractibilité, etc).

(3) Un revétement est un homéomorphisme local.
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(4) Si X,Y sont deux variétés différentielles de méme dimension, alors une appli-
cation différentiable f : X — Y est une submersion (i.c. sa différentielle en
chaque point est surjective) si et seulement si elle est une immersion (i.e. sa
différentielle en chaque point est injective), et alors f est un homéomorphisme
local, par le théoréme d’inversion locale (voir un cours de géométrie différen-
tielle, par exemple [Laf, Diel, DNF, Paul]).

Si f: X — B est un revétement et si B est connexe, alors le cardinal de f~(y)
est constant en y.

—
ot
=

Un revétement f : X — B est un revétement fini si pour tout y dans B, le
cardinal de f~'(y) est fini. Soit n € N — {0}. Un revétement f : X — B est un
revétement a n feuillets si pour tout y dans B, le cardinal de f~!(y) est n. Un
revétement a un feuillet est un homéomorphisme (car il est alors injectif, et tout
revétement est continu, ouvert, surjectif).

Proposition 3.2 Soit f: X — Y un homéomorphisme local, et supposons que X
soit séparé. Si l'une des conditions suivantes

o le cardinal de chaque fibre f~(y) est fini constant non nul,

o [ est propre (voir la définition A.22) et'Y conneze,
est vérifiée, alors [ est un revétement fini, donc a n fewillets pour un n € N —{0}.

Démonstration. Pour tout y dans Y, et tout z dans F = f~!(y), il existe un
voisinage ouvert U, de z tel que fiy, : U, — f(U,) soit un homéomorphisme.
Comme X est séparé, si F' est fini, on peut supposer que les U, pour z dans F' sont
deux a deux disjoints.

Sous la premiére hypothése, on pose V' = (), f(Us), qui est ouvert car f est
ouverte. Alors f™(V) D U,ep f7H(V) N U, (union disjointe) et comme le cardinal
des fibres est constant, il y a égalité. De plus la restriction de f a f~1(V) N U, est
un homéomorphisme.

Si f est propre, alors le cardinal de chaque fibre est fini non nul. En effet, 'ap-
plication f est ouverte, car ¢’est un homéomorphisme local, et fermée car propre.
Comme Y est connexe, on a donc f(X) =Y. Donc f est surjective. Pour tout y
dans Y, la fibre F' est compacte car f est propre. Elle est aussi discréte, car f étant
un homéomorphisme local, pour tout = € F, il existe U, un voisinage de = tel que
U, N F = 0. Elle est donc finie.

Soit U, pour z € F comme ci-dessus. Comme f est fermée, V =Y — f(X —
U,cr Uz) est un voisinage ouvert de y tel que f~'(V) C U,cp Us- Donc f71(V) =
Ueer /7H(V) N U, (union disjointe) et la restriction de f a f~'(V) N U, est un
homéomorphisme. O

Exemples.
e L’application ]0,2[— S; avec ¢ — €*™ est un homéomorphisme local, de fibres
finies non vides, mais qui n’est pas un revétement.
e Si X ={04}U]0,1] est 'espace topologique de I'exercice E.A.75, I'application
X — [0,1] avec 04 +— 0 et ¢t — ¢ si t > 0 est un homéomorphisme local, de
fibres finies non vides, mais qui n’est pas un revétement.
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e Soit n € N—{0}. L’application de C* dans C*, ainsi que de S; dans S;, définie
par z — 2" est un revétement a n feuillets.

e Soit P un polyndome complexe de degré n > 0. Soit Z I'ensemble des racines
du polynome dérivé P’, F Pensemble fini P(Z) et U Pouvert connexe C —
P7Y(F). Alors Py : U — C — F est un revétement a n feuillets. En effet,
c’est un homéomorphisme local, car P est une immersion sur U, et les images
réciproques de chaque point de C — F' ont exactement n racines.

e Si X et Y sont des variétés différentielles connexes compactes de méme dimen-
sion, et si f : X — Y est une submersion/immersion, alors f est un revétement
(car un homéomorphisme local propre).

3.3 Actions de groupes topologiques

Cette partie est composée de rappels sur les actions de groupes et sur les groupes
topologiques.

Un groupe topologique est un ensemble G muni d'une structure de groupe et
d’une structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que I'application

GxG — G

x,1 —  ay !
(z,y) y

est continue. Un morphisme de groupes topologiques est un morphisme de groupe qui
est continu. Munies de la composiiton des applications, ces données définissent une
catégorie (voir la fin de la partie 5.1). Un isomorphisme de groupes topologiques est
un isomorphisme dans cette catégorie, ou, de maniére équivalente, un isomorphisme
de groupes qui est un homéomorphisme. Deux groupes topologiques sont isomorphes
si ce sont des objets isomorphes dans cette catégorie, i.e. 8'il existe un isomorphisme
de groupes topologiques de 'un sur I'autre.

Exemple. Soit G un groupe. Muni de la topologie discréte, G est un groupe topo-
logique, que 'on appelle groupe discret.

Soit n € N — {0}. On note GL,(C) le groupe linéaire complexe des matrices
complexes n-n inversibles, muni de la topologie induite par la topologie usuelle sur
Cc*, et GL,(R) le sous-groupe des matrices & coefficients réels, appelé le groupe
linéaire réel. Soit

SL,(C) = {z € GL,(C) : det x =1}

le groupe groupe spécial linéaire complexe,
Un) = {z € GL,(C) : 2! =27}

le groupe unitaire, ou z* = T' est la matrice adjointe de z, et SU(n) = U(n)NSL,(C)
le groupe spécial unitaire. Soit

SL,(R) = {z € GL,(R) : det 2 =1}
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le groupe spécial linéaire réel,
O(n) ={r € GL,(R) : 27+ =2}
le groupe orthogonal, et SO(n) = O(n) N SL,(R) le groupe spécial orthogonal.

Exercice E.15 1. Montrer que tout sous-groupe d’un groupe topologique, muni
de la topologie induite, est un groupe topologique. Montrer que le produit d’une
famille (quelconque) de groupes topologique, muni de la topologie produit et de
la structure de groupe produit, est un groupe topologique. Montrer que si G est
un groupe topologique et H un sous-groupe distingué, alors le groupe quotient
G/H, muni de la topologie quotient, est un groupe topologique.

2. Montrer que le groupe abélien R™, muni de la topologie usuelle, est un groupe
topologique localement compact. Montrer que T" = R"/Z™ est un groupe topo-
logique compact.

3. Montrer que GL,(C) est ouwvert dans C™, et que GL,(R) est owvert dans R™ .

4. Montrer que GL,(C) est un groupe topologique localement compact.

5. Montrer que SL,(C),U(n),SU(n), GL,(R), SL,(R), O(n) et SO(n) sont des
sous-groupes fermés de GL,(C). Ce sont donc des groupes topologiques lo-
calement compacts.

6. Montrer que GL,(C), SL,(C), U(n),SU(n), GL,(R), SL,(R), O(n) et SO(n) sont
des variétés topologiques (métrisables séparables), donc sont localement contrac-
tiles.

7. Montrer que S; = {z € C : |z| = 1}, muni de la multiplication des nombres
complezes, est un groupe topologique, isomorphe (en tant que groupe topolo-
gique) & SO(2) et a U(1).

8. Montrer que U(n),SU(n),O(n) et SO(n) sont compacts.

9. Montrer que U(n),SU(n) et SO(n) sont connezes par arcs, et que SO(n) a
deuz composantes connezes.

10. Soit A (respectivement FF) le sous-espace topologique de c* formé des
matrices hermitiennes (respectivement hermitiennes définies positives). Mon-
trer que 'application exponenticlle est un homéomorphisme de J sur .
Montrer qu’il existe un homéomorphisme x — +/x et un seul de A" dans
lui-méme tel que \/52 = x pour tout x € . Montrer que lapplication
AT x U(n) — GL,(C) définie par (z,y) — xy est un homéomorphisme (ap-
pelé décomposition polaire de GL,(C) ), d’inverse x +— (vVr*z, \/ﬁilw)A En
déduire que GL,(C) est homéomorphe o U(n) x R™, que SL,(C) est homéo-
morphe a SU(n) x R™~1 que GL,(R) est homéomorphe a O(n) x R"("'ZH), que

CES

SL,(R) est homéomorphe @ SO(n) x R™ 2~

Soient X un espace topologique et G un groupe topologique. Une action (a
gauche) continue de G sur X est une action (& gauche) de G sur X qui est continue,
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i.e. une application
GxX — X
(g.2) = gz

continue telle que ¢'(gz) = (¢'g)x et ex = = pour tous g, ¢’ dans G et z dans X, ot e
est I'élément neutre de G. On dit que G opére (ou agit) continuement sur X s'il est
muni d’une action continue de G sur X. On suppose souvent de maniére implicite
qu’'une action d’un groupe topologique sur un espace topologique est continue.

Remarque. Pour tout g dans G, I'application x — gz est alors un homéomorphis-
me, d’inverse x — g~z

Exemple. Une action d’un groupe discret G sur un espace topologique est continue
si et seulement si x +— g est continue pour tout g dans G.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. La relation
1Ry = (g€, y=gz)

est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence d’un point de X est appelée
Uorbite de ce point. L’ensemble des classes d’équivalence est noté G\ X, et appelé
Uespace des orbites de G dans X.

Soient G un groupe et H un sous-groupe. Alors H agit par translation a gauche
sur G :

HxG — G
(h,g) — hg.

On note Hg lorbite de g € G, et H\G le quotient. Le groupe H agit aussi par
translation a droite sur G :

HxG — G
(h,g) = gh'.

On note gH Dorbite de g € G et G/H le quotient. L’action par translation a gauche
de G sur lui-méme induit une action de G sur G/H :

GxG/H — G/H
(9,9H) — gg'H .

Lorsque G est un groupe topologique, X un espace topologique et 'action est
continue, 'espace des orbites sera muni de la topologie quotient (voir la partie A.2).
Si H est un sous-groupe d'un groupe topologique G, alors I'application g +— ¢~*
induit un homéomorphisme entre H\G et G/H. Si H est distingu¢, alors G/H =
H\G.

Remarque. La projection canonique 7 : X — G\X est continue, et ouverte : si
U est un ouvert de X, alors le saturé 7 (n(U)) = U, gU de U est ouvert, donc
m(U) est ouvert.
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Si G et X sont séparés, une action continue de G sur X est dite propre si
Vapplication graphe
gr :GxX — XxX
(g.2) — (z,92) ,
qui est continue, est propre (i.e. fermée, et dont les images réciproques de points sont
compactes, voir la partie A.4 dans 'appendice). Lorsque G est discret, une action
(continue) propre de G sur X est aussi appelée une action proprement discontinue.

Proposition 3.3 Si X est localement compact et G séparé, une action continue de
G sur X est propre si et seulement si, pour tout compact K de X, la partie

{g€G : KNgK #0}
est compacte dans G.

Une action (continue) d’un groupe discret sur un espace localement compact est
donc proprement discontinue si et seulement si pour tout compact K de X, la partie
{9 € G : KNgK # 0} est finie. Clest cette définition qu’il faut retenir/utiliser
dans la plupart des applications.

Démonstration. Si I'action est propre, pour tout compact K de X, alors gr ~' (/K x
K) est compact (voir la proposition A.22), donc {g € G : KnNgK # 0} =
pri( gr (K x K)) est compact.

Réciproquement, pour tout compact L de X x X, soit K un compact de X tel
que L C K x K (par exemple K = pri(L)U pro(L) C X). Alors gr ~}(L) est un
fermé, contenu dans le compact {g € G : KNgK # 0} x K, donc est compact.
Comme X x X est localement compact et G x X séparé, la proposition A.22 montre
que gr est propre. O

Proposition 3.4 Si X et G sont séparés et si G agit proprement sur X, alors les
orbites sont fermées et l'espace des orbites G\X est séparé.

Démonstration. Comme 'application graphe gr est propre, elle est fermée, donc
son image imgr = {(r,y) € X x X : I g € G, y = gz} est fermée dans
X x X. Sixn'est pas dans la méme orbite que y, alors (z,y) n’est pas dans im gr ,
donc il existe U,V ouverts de X tels que (z,y) € U xV C X x X — im gr . Alors
w(U), n(V) sont des ouverts (car  est ouverte), disjoints (car (U x V)N im gr est
vide), et contenant 7(z), 7(y) respectivement. Donc G\ X est séparé.

Les orbites, images réciproques par 7 (continue) des singletons (fermés car G\ X
est séparé) sont donc fermées. O

Exercice E.16 1. Si G est un groupe topologique compact agissant (continue-
ment) sur un espace topologique séparé X, montrer que laction de G sur X
est propre.

2. Montrer que les espaces topologiques quotients SL,,(C)/ SU(n) et SL,(R)/ SO(n)

P . N 2_ n(ntl)
sont homéomorphes respectivement a R™ ' et R~ 2 1.
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3. 8i SO(n) est identifié a un sous-groupe de SO(n + 1) par Uapplication x —
1
0 z
SO(n +1)/SO(n) est homéomorphe a 'S,,.

en notation par blocs, montrer que l'espace topologique quotient

Une action d'un groupe G sur un ensemble X est dite libre si le stabilisateur
G, ={g9 €9 :gx=ux} de chaque point & de X est trivial (i.e. vaut {e} ou e est
I'identité de G). Ceci équivaut a

VeeX, Vg, €CG, gr=gdor=g=g.

Donc l'action de G est libre si et seulement si 'application graphe gr est injective.

3.4 Actions de groupes et revétements

Cette partie introduit une classe d’exemples fondamentaux de revétements, ceux
définis par les actions propres et libres de groupes discrets. Ils jouent un role essentiel
dans la théorie des revétements.

Théoréme 3.5 Soit G un groupe discret agissant (continuement) librement et pro-
prement sur un espace topologique séparé X. Alors
(1) pour tout x dans X, il existe un voisinage V de x tel que gV NV = 0 pour
tout g dans G — {e}

(2) chaque orbite de G est discréte ;

(3) la projection canonique X — G\X est un revétement.

Démonstration. (1) L’application graphe gr est continue, injective et fermée
(car propre), donc est un homéomorphisme sur son image. Comme {e} x X est un
ouvert de G x X, son image par gr , qui est la diagonale de X x X, est ouverte
dans im gr . Pour tout x dans X, il existe donc un voisinage V' de x de X tel que
(V xV)n im gr soit contenu dans la diagonale de X x X. Donc si V N gV est
non vide, alors g = e.

(2) Ceci découle de (1).

(3) Pour tout @ dans X, soit V' un voisinage ouvert de z comme dans (1). Alors
U = n(V) est un ouvert, car 7 est ouverte. De plus 77 '(U) = U,yeq gV et cette
union est disjointe, car si y € gV Ng'V, alors g7ly € VN (g7'¢")V, donc g7'¢g' = ¢
et g = ¢'. De plus, I'application 7,y : gV — U est continue, ouverte, surjective. Elle
est aussi injective. En effet, si z, 2" € gV vérifient m(x) = m(a’), alors il existe ¢’ € G
tel que z = ¢'z’; I'élément x appartient a gV N (¢'g)V, donc ¢’ =eet x =2/. O

Corollaire 3.6 Soit G un groupe fini (discret) agissant librement (par homéomor-
phismes) sur un espace séparé X . Alors G\X est séparé, el la projection canonique
X — G\X est un revétement a Card(G) feuillets.
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Démonstration. Par la proposition 3.4 et le théoréme 3.5 précédent, il suffit de
montrer que 'application graphe gr est propre. Comme un groupe fini discret est
compact, ceci découle de l'assertion (1) de I'exercice E.16. Mais nous donnons une
autre preuve ci-dessous.

Comme G est fini, I'image réciproque d’un point est finie, donc compact car
G x X est séparé. Enfin, si F' est un fermé de G x X, alors pour tout g dans G, le
fermé F N ({g} x X) est de la forme {g} x F, o Fy est un fermé de X. Comme
X x X est séparé, le sous-ensemble Fy = {(z,y) € X x X : pri(z,y) = g pra(2,y)}
est fermé (voir par exemple Uexercice E.A.95). D’ou

gr (F) =] er (FN(X x{g}) = Jpri"(F)NF,

9€G 9eG
est fermé (car 'union est finie). O

Exemples.

1. Si {£1} agit sur S, par © — =z, alors P,(R) = {£1}\S,, est un espace to-
pologique séparé, et I'application canonique S,, — P, (R) est un revétement a
deux feuillets (par le corollaire 3.6).

2. Soient n € N et p € N— {0}. Le groupe %, des racines p-émes de I'unité agit
(continuement) sur la sphére de dimension impaire

Sanrt = {(20, ., 20) € C™F 2 [z + .+ |z|* = 1}

par (A, (20, ..., 2n)) — (A20, ..., Azp,). Cette action est libre, donc Ly, ;, = %,\San41
est un espace topologique séparé, appelé espace lenticulaire, et la projection
canonique Sy, 1 — Ly, est un revétement a p feuillets (par le corollaire 3.6).

Corollaire 3.7 Soit H un sous-groupe discret d’un groupe topologique séparé G,
alors H est fermé, H\G est séparé et la projection canonique G — H\G est un
revétement.

Démonstration. Soit U un voisinage de l'identité, tel que U N H = {e}. Soit V'
un voisinage de I'identité tel que V'V ! C U. Supposons par I'absurde qu'il existe
g € H — H. Alors Vg est un voisinage de g, qui rencontre H en au moins deux
éléments distinets h, b/ (car G est séparé). Soient v et v’ dans V tels que vg = h
et v'g = h'. Alors h'h~! = v'v~! est différent de e et appartient a U, contradiction.
Donc H est fermé.

Maintenant, par la proposition 3.4 et le théoréme 3.5, il suffit de montrer que
Papplication graphe gr : HxG — G x G définie par gr (h, g) = (g, hg) est propre.
Comme elle est injective, d’image

im gr ={(9.9)€GxG : gg' € H}

1 1

et puisque gr ~': (¢9,9') — (¢'g7", g) est continue, il suffit de montrer que H est
ferme. O
Exemple. L’application canonique R" — R"/Z" est un revétement. Par le pa-
ragraphe précédant l'exercice E.A.85, I'application R" — (S1)™ avec ({1, ...,1,) —
(e¥mh .., %) est un revétement.
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3.5 Unicité des relévements

L’une des propriétés fondamentales des revétements est de pouvoir relever de
maniére unique en une application a valeurs dans I'espace total certaines applications
a valeurs dans la base. Dans cette partie, nous étudions le probléme de 'unicité (voir
la partie 3.8 pour le probléme de I'existence).

Soient p : X — B un revétement et f : Y — B une application continue.
Un relevement (ou relevé) de f est une application continue f:Y — X telle que
po f=f, cest-a-dire telle que le diagramme suivant commute :

X
o,
y L B.

Une section de p est un relévement de l'identité B — B, c’est-a-dire une appli-
cation continue s : B — X telle que po s =idg.

X
pLTs
B .

Exemples. (1) Sip est un revétement trivial, siy € Y, b= f(y) et & € p~*(b) alors
f admet au moins un relévement f tel que f (y) = x. En effet, si D est un espace
discret non vide, si pry : Bx D — B est la premiére projection, et sih: Bx D — X
est un isomorphisme de revétements au-dessus de B, alors pour tout d dans D,
[y h(f(y),d) est un relevement de f. En prenant f = id, on obtient que tout
revétement trivial (par exemple la restriction d’un revétement a la préimage d’un
ouvert distingué de la base) admet, pour tout point = de la fibre au-dessus d’un
point b de la base, au moins une section s telle que s(b) = .

(2) Sip': X" — B est un revétement, alors tout morphisme de revétements de p
sur p’ est un relévement de Papplication continue p par le revétement p’.
Nous donnerons plus loin un critére nécessaire et suffisant pour 'existence de

relévements.

Proposition 3.8 (Unicité des relévements) Si Y est conneze, alors deux rele-
vements de f qui coincident en un point sont égaux.

Démonstration. Soient f', f” : Y — X deux relévements de f coincidant en un
point y € Y, et

Ay={ueY : fiu)=f'()}, Ar={ueY : f(u)#["(u)},

qui sont deux parties disjointes de Y. Soient u € Y, V un voisinage ouvert distingué
de f(u), h : V x D — p~ (V) une trivialisation de p au-dessus de V, et V; =
WV x {d}) pour tout d € D. Si u € A, soit d € D tel que f'(u) € V. Alors
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()1 (V) N (f") 7 (Va) est un voisinage ouvert de u contenu dans Ay, donce Ay est
ouvert. Si u € Ay, soient d’ et d” dans D tels que f'(u) € Vg et f"(u) € Vyr. Alors
d #d" et (f)" (Va) N (f")"1(Var) est un voisinage ouvert de u contenu dans A,
donc A; est ouvert. Comme y € Ay, et par connexité de Y, nous avons donc A; = ()
ot f/ _ f”~ O

Corollaire 3.9 1. Soientp: X — B etp : X' — B deux revétements. Si X est
conneze, alors deux morphismes de p sur p' qui coincident en un point sont
égauz.

2. Soit p : X — B un revétement, d’espace total X connexe. Le groupe des
automorphismes du revétement p agit librement sur X.

3. Soit p : X — B un revétement, de base B connexe. Deux sections de p qui
coincident en un point sont égales.

4. Soit G un groupe discret agissant proprement et librement sur un espace connexe
séparé X, et p: X — G\X le revétement associé. Si x € X, alors Uapplication
qui a un automorphisme de revétements ¢ associe l'unique élément g de G tel
que () = gz, est un isomorphisme du groupe Aut(p) sur le groupe G. O

3.6 Relévement des chemins et des homotopies

Dans cette partie, nous montrons que les revétements ont la propriété de reléve-
ment unique des chemins et des homotopies.

Proposition 3.10 (Relévement des chemins) Soit p : X — B un revétement.
Pour tout chemin a dans B d’origine b, pour tout x dans p~'(b), il existe un unique
relevement & de a d’origine x.

Cette proposition est en fait un cas particulier de la proposition suivante, en
prenant pour Y lespace réduit un point.

Proposition 3.11 (Relévement des homotopies) Soient p: X — B un revéte-
ment et f:Y — B une application continue, admettant un relévement f: Y — X.
Pour toute application continue h :Y x [0,1] — B telle que h(-,0) = f(-), il existe
un unique relévement h de b tel que h(-,0) = f(-).

Démonstration. Le résultat est immédiat si p est trivial.

Par compacité de [0,1], pour tout y € Y, il existe un voisinage ouvert U, de y
et n = n, € N non nul tel que f Uy x [%, % ) soit contenu dans un voisinage
distingué V,; de f(y, 7).

Soit gy un relevement de fi;; (o, 1) tel que Go(z,0) = f(z) pour tout » dans U,. Par

récurrence, on construit un relévement g; de fii; (1 i1y tel que gi(z, ) = gi-1(z, ;)
n’n

pour tout z dans U,,. En recollant ces relevés, on obtient un relévement g, de fiy, 0,1
tel que g,(z,0) = f(2) pour tout z dans U,,.
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Siy' €Y, et pour tout z dans U, N Uy, les relévements g, et g, coincident en
(2,0), donc par connexité par arcs de {z} x [0, 1], coincident sur {z} x [0, 1]. Donc g,
et g, coincident sur (U, N Uy ) x [0,1]. En recollant les g,, on obtient un relévement
I cherché.

Pour tout y dans Y, deux tels relévements coincident en (y,0), donc sur {y} x
[0,1] par connexité par arc de [0, 1], donc ils sont égaux.

. ~
&(1) = 5(1)

pHaD))< o
[ ]
a(0) = B(0)

p

a(l) = B(1)

a(0) = B(0)

Corollaire 3.12 Si « et 3 sont deux chemins homotopes, si a et ﬁéont des re-
levements de « et (3 respectivement ayant méme origine, alors a et 3 ont méme
extrémité et sont homotopes.

Démonstration. Sih: [0,1] x [0,1] — B est une homotopie entre a et 3, telle que
h(t,0) = a(t), h(t,1)=p(t), h(0,s)=a(0)=/p£(0), h(l,s)=a(l)=7p(1),

sih:[0,1] % [0,1] — X est le relévement de h tel que h(t,0) = a(t), alors par
I'unicité dans la proposition 3.10, et comme les chemins constants se relévent en des
chemins constants, nous avons

h(t,1) = B(t), h(0,5) =a(0) = 5(0), h(1,s) =a(1)=5(1). O
Corollaire 3.13 Soient x € X et b= p(x). Le morphisme p, : 7 (X, x) — m(B,b)
est injectif.

Démonstration. Soit a un lacet en x dans X. Si le lacet po o en b dans B est
homotope au lacet constant en b, alors «, qui par unicité est le relevé de p o «
d’origine z, est homotope au lacet constant en z, par le corollaire 3.12. O

Corollaire 3.14 Soient p : X — B un revétement, d’espace total X connexe par
arcs, b € B et x € p~1(b). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(1) X est simplement connexe,
(2) deux lacets ¢ et ¢ en b dans B sont homotopes si leurs relévements d’origine
x ont méme extrémité.

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation de la simple connexité donnée
par le dernier point de l'exercice E.6.

Si X est simplement connexe, deux chemins dans X ayant méme origine et méme
extrémité sont homotopes, donc leurs images par p aussi.

Récipropquement, si « et o/ sont deux chemins dans X ayant méme origine z et
meéme extrémité, alors les chemins p o a et p o o’ dans B ont leurs relevés dans X
ayant méme origine et méme extrémité, donc sont homotopes par l’assertion (2), et
par relevement des homotopies, a et o’ sont homotopes. O

Exercice E.17 Montrer que si X est connexe par arcs, sib € B et z,y € p~'(b),
alors p.mi (X, ) et pomi(X,y) sont conjugués dans w1 (B, b).

3.7 Action sur la fibre du groupe fondamental de la base

Dans cette partie, nous construisons et étudions une action naturelle du groupe
fondamental de la base sur la fibre d’un revétement.

Soient p: X — B un revétement, b € B et F' = p~'(b) la fibre au-dessus de b.

Pour tout = dans F et g € m(B,b), soit o un lacet en b dans B représentant g.
On note zg = a(1) € F Pextrémité de I'unique relévement & de o d’origine x. Par
le corollaire 3.12, le point xg de F' ne dépend pas du choix du représentant o de g.

Proposition 3.15 L’application (g,z) — xg est une action a droite du groupe
mi (B, b) sur la fibre F.

Démonstration. Par unicité, pour tous les lacets « et
o’ en b, le relévement d’origine z de la concaténation des
chemins « - o' est la concaténation du relevement o de
a d’origine x et du relévement 3 de 3 d’origine &(1). Le
relevé d’origine x du chemin constant en b est le chemin
constant en . On obtient donc

Ve eF, Vgg €m(Bb), (x9)g=xux(gy) et ze=uzu

ou e est I'élément neutre de m (B, b). O

Proposition 3.16 Le stabilisateur de x € F par Uaction de 7 (B,b) sur la fibre F
est pom (X, x).

Démonstration. Soit g € m(B,b) fixant z. Si v est un x <>
lacet en b représentant g, de relevé d’origine = noté a, i
alors a(1) = z, donc & est un lacet en x, dont la classe P
d’homotopie a pour image g par p,. b o@
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z<>ﬂ Réciproquement, soit g € m(X,z) et § un lacet en x
Py représentant g. Alors (3 est par unicité le relevé de po 3

d’origine z et 4(1) = x. Donc zp.(g) = =. O
be e v v

Si X est un espace topologique, notons mpX lensemble de ses composantes
connexes par arcs.

Proposition 3.17 Si B est connexe par arcs, lapplication de F dans moX, qui a
x € I associe sa composante connexe par arcs dans X, induit une bijection

F/m(B,b) ~ mX
entre moX et Uensemble des orbites de m(B,b) dans F.

Démonstration. L’application F' — myX est surjective, car si y € X, si a est un
chemin dans B entre p(y) et b, alors le relevement de o d’origine y a pour extrémité
un point de F.

Si deux points x et 2’ de F sont joints par un chemin « dans X, alors p o «
est un lacet en b dans B, dont le relevement d’origine z a pour extrémité z’. Donc
z[poal =1

Enfin, par construction, pour tous x et 2/ dans F, si 2/ = xg pour un g dans
(B, b), alors il existe un chemin entre x et 2. O

11 découle des propositions 3.17 et 3.16 que si B est connexe par arcs, alors X
est connexe par arcs si et seulement si (B, b) agit transitivement sur F. On a de
plus le fait suivant

Corollaire 3.18 Si X est connexe par arcs, pour tout x dans F, lapplication de
m(B,b) dans F définie par g — xg induit une bijection

pemi (X, 2)\m(B,b)~ F. O

En particulier, si X est connexe par arcs et n € N—{0}, alors p est un revétement
an feuillets si et seulement si p,m1 (X, z) est un sous-groupe d’indice n de 71(B,b).

Corollaire 3.19 Si X est connexe par arcs, alors p est un homéomorphisme si et
seulement si le morphisme p, : m (X, x) — m1(B,b) est un isomorphisme de groupes
(sa surjectivité suffit par le corollaire 3.13). O

Le corollaire suivant est assez souvent utilisé pour montrer que deux espaces sont
homéomorphes (voir par exemple la preuve du théoréme de Poincaré sur les groupes
de réflexions [Harl]).

Corollaire 3.20 Un revétement connexe par arcs d’un espace simplement connexe
est un homéomorphisme.
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Démonstration. Si p : X — B est un tel revétement, alors p, est injective, et
d’image nulle, done est un isomorphisme. Par le corollaire précédent, p est done un
homéomorphisme. O

Proposition 3.21 Soient G un groupe discret, agissant proprement et librement
sur un espace topologique X séparé et connexe par arcs, p : X — B = G\X la
projection canonique, b € B et v € F = p~(b). Pour tout v € m(B,b), il existe un
et un seul g, € G tel que vy = g,x. L'application m(B,b) — G définie par y — g,
est un morphisme de groupes, surjectif, de noyau p.m (X, x).

Démonstration. Par définition, F' est Uorbite de x par G, ce qui montre 1’existence
de g,. L'unicité vient du fait que l'action est libre. Il est clair que g. = e.

Soient ¢ dans G et vy dans 7 (B, b). Soit « un lacet en b représentant . Alors
2 est Pextrémité du relévement & de o d’origine x et g(zy) est donc extrémité du
relevement ga de o d’origine ga. Par unicité, on a donc g(zvy) = (gz)7.

Par conséquent, pour tous v,~" dans (B, b),

gya® = 2(y'y) = (@7)7 = (9v2)y = 9 (27) = gy(9,2) = (9v9,)2

ce qui montre que 7 + g, est un morphisme de groupes.
La surjectivité découle du fait que (B, b) agit transitivement sur F. Le noyau
de v+ g, est le stabilisateur de  dans 7 (B, b), donc est p.m (X, ). O
En particulier, sous les hypothéses de la proposition précédente, p.m (X, z) est
alors un sous-groupe distingué de (B, b) et m (B, b)/p.m1(X, ) est isomorphe a G.

Corollaire 3.22 Soient G un groupe discret, agissant proprement et librement sur
un espace topologique X séparé et simplement connexe, et B = G\X. Alors m(B,b)
est isomorphe a G.

Exemples :
1. Comme la projection canonique R — R/Z est un revétement, et puisque Sy
est homéomorphe a R/Z, nous avons donc

m(S$) ~7Z.

Plus généralement, m (R"/Z") ~ Z".
2. Comme la projection canonique S, — (Z/2Z)\S,, = P,(R) est un revétement,
et que S, est simplement connexe pour n > 2, on a donc

si n>2, alors m(P,(R)) ~Z/27 .

Comme Py (R) est homéomorphe au cercle, nous avons bien str m (P (R)) ~ Z.
3. Comme Sppp1 — Up\Soni1 = Ly, est un revétement, et puisque So,y1 est
simplement connexe pour n > 1, le groupe fondamental de I’espace lenticulaire

Ly, est donc
T (Lyyp) > Z/pZ .
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3.8 Relévement des applications

Dans cette partie, nous étudions l'existence de relévements d’applications a va-
leurs dans la base d’un revétement.

Théoréme 3.23 (Théoréme du relévement) Soient p : X — B un revétement,
Y un espace connexe et localement connexe par arcs, et f :Y — B une gpplication
continue. Soienty € Y, b= f(y) et x € p~*(b). Il existe un relevement f: Y — X
de f tel que f(y) = si et seulement si

fm(Yy) C pomi(X,2) .
Démonstration. Si un tel relévement existe, le diagramme suivant
(X, )
ol
!
Yiy) — (Bb)
commute, i.e. f =po ]77 donc f, = p,o /7* et la condition est nécessaire.
Réciproquement, supposons que f,m1(Y,y) C p.mi(X, ). Pour tout z dans Y,

choisissons un chemin « de y a z. Alors f o o est un chemin de b & f(z). On note
f(2) Vextrémité du relevé a de f o a d’origine .

’ ‘p poc
y./iﬁ/“ ! f(z)

Si [ est un autre chemin de y & z, notons 3 le relevé de f o dorigine z. Alors

(foa)-FoB) = [fo(a-B) € fem(Yy) C poma(X.z).

Soit ¢ un lacet en = dans X tel que (f o) - (f o 3) soit homotope a p o ¢. Par
relevement des homotopies et unicité du relevement d’origine donnée d'un chemin,
on en déduit que & et F ont méme extrémité. Donc f(z) ne dépend pas du choix de
a.

Soit U un voisinage ouvert de J‘N(z) tel que p(U) soit ouvert et pjy soit un ho-
méomorphisme sur son image. Soit V' C f~1(p(U)) un voisinage ouvert connexe par
arcs de z. Pour tout w dans V, si o’ est un chemin de z a w contenu dans V', alors
f(w) est Vextrémité du relevement de fo (a-a’) = f(oa)-(foa’) d’origine z, donc
appartient a U. Par conséquent, f est continue. O
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Corollaire 3.24 Sip: X — B est un revétement, pour toute application continue
f Y — B telle que Y soit localement conneze par arcs et simplement connere, il
existe un et un seul relevement Y — X tel que f(y) = x. O

Corollaire 3.25 Deux revétements p : X — B et p' : X' — B, tels que X et X'
soient simplement connexes et localement connexes par arcs, sont isomorphes. Soient
z e X eta' € X' tels que p(x) = p'(2'), il existe alors un unique isomorphisme de
revétements ¢ : X — X' envoyant x sur x’.

Démonstration. Par le corollaire précédent, soit ple relévement de p tel que p(z) =
2’ et p' le relevement de p’ tel que p/(2') = 2. Alors po p’ est un morphisme de re-
vétements de p/, fixant 2, donc qui vaut I'identité (voir le corollaire 3.9) car X' est
connexe. De méme ]7’ op =idy et p est un isomorphisme de revétements. L’unicité
découle aussi du corollaire 3.9. O

Complément : revétement image réciproque

Nous pouvons aussi définir une catégorie dont les objets sont tous les revétements
(avec base variable), dont les morphismes sont les suivants.

Sif: X —Yetf :X — Y sont deux revétements alors un morphisme de
revétements de f sur f’ est un couple (1, ¢) d’applications continues ¢ : X — X’ et
¢ :Y — Y’ telles que le diagramme suivant commute

x X x
N
y % vy

Si les bases sont égales, on dit parfois morphisme de revétements “au-dessus de
I'identité” lorsqu’il s’agit de la notion de morphisme de revétements définie dans la
partie 3.1, pour la distinguer de celle introduite juste ci-dessus.

Le couple (id, id) est un morphisme de revétements, dit identité de f sur f, et si
f7 X" — Y est un revétement et (¢, ¢') un morphisme de revétements de f’ sur
J7, alors (¢ o), ¢ o ¢) est un morphisme de revétements de f sur f”, dit composé.

On montre comme dans le corollaire 3.9 que, pour p: X — Betp : X' — B
deux revétements et h : B’ — B une application continue, si X est connexe, alors
deux morphismes de p sur p’ au-dessus de h qui coincident en un point sont égaux.

Soient p : X — B un revétement et f: B’ — B une application continue.
Le revétement image réciproque de p par f est I'application p’ : X’ — B’ ou X'
est le sous-espace topologique de X x B’ défini par
X'={(a,V) e X x B : f(V)=p(2)}

et p’ est la restriction & X’ de la seconde projection pr, : X x B’ — B’. La restriction
g & X’ de la premiére projection pr; : X x B’ — X est une application continue,
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rendant le diagramme suivant commutatif :

x L X
p’l 1 P
g L B.
Proposition 3.26 L’application p’ : X' — B’ est un revétement, et (g, f) est un
morphisme de revétements de p' sur p. L’application s +— g o s est une bijection de
l’ensemble des sections de p' dans l’ensemble des reléevements de f.

Démonstration. Si V est un ouvert distingué¢ de B pour p, et si h : V x D —
p~ (V) est une trivialisation locale de p au-dessus de V, alors f~!(V) est un ou-
vert de B'. L’application i’ de f~'(V) x D dans p/~"(f~'(V)) définie par (¥, d) —

(h(f(),d),¥), qui est un homéomorphisme d’inverse application (z,¥') — (¥, pry oh~1(z)),

est une trivialisation locale de p’ au-dessus de f=1(V).

Si s est une section de p/, alors g o s’ est un relévement de f par le revétement p,
car pogos = fop os = f. Si F est un relévement de f, notons s’ : B — X x B’
Papplication définie par b — (F(b),). Alors s’ prend ses valeurs dans X', car
p(F'(b')) = f('), et s’ est une section de p' = pry y/-. O

Voici une autre preuve, utilisant les revétements image réciproque, du théoréme
d’existence des relévements. Reprenons les notations de I'énoncé 3.23.
Supposons que f,m(Y,y) C p.mi(X,z). Considérons le revétement image réci-
proque de p par f :
X 4 oXx
p’l l P
v L. B.
Si C est la composante connexe de (z,y) dans X', alors p'ic : C' — Y est un
revétement, par le lemme 3.28 ci-dessous. Soit a un lacet en y dans Y. Puisque
fomi(Yyy) C pomi (X, ), il existe un lacet 3 en @ dans X tel que f o« soit homotope
a po (. Par relévement des homotopies (voir la proposition 3.11), il existe donc un
lacet 3 en 2 dans X tel que foa =po 3. Alors a : t +— (3'(t), a(t)) est un lacet en
(z,y) dans C tel que p' o & = a. Donc pl, : m1(C, (z,y)) — 71 (Y, y) est surjectif. Par
les corollaires 3.13 et 3.19, p' est donc un homéomorphisme, et f: go(p ‘c)’l est
un reléevement de f.

Exercice E.18 Montrer que si q : Y — B’ est un revétement et si (h, f) est un

morphisme de revétements de q sur p, alors il existe un unique morphisme de revé-
tements ¢ : Y — X' tel que h=go :

Montrer que le revétement p' (ainsi que application g) est déterminé (a isomor-
phisme pres) par les deux propriétés ci-dessus.
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3.9 Structure des morphismes de revétements

Dans cette partie essentiellement technique, nous introduisons les outils permet-
tant de montrer I'équivalence des définitions de revétement galoisien (voir la partie
3.10). Nous étudieons pour cela les propriétés des morphismes de revétements.

Soient p: X — Bet p' : X' — B deux revétements, b € B, F = p~(b) la fibre
au-dessus de b dans X et F' = p/~"(b) celle dans X'.

Soit f : X — X’ un morphisme de revétements de p sur p’. En particulier,
f(F) C F'. De plus,

Vgem(B,b), YaeF, flzg)=f(x)g.

En effet, si g = [a], alors zg est Uextrémité du chemin & de X d’origine z relévement
de « par p. Le chemin f o @ dans X' est un relévement par p’ de o d’origine f(z),
donc son extrémité f(zg) vaut f(z)g.

Notons Mor(p, p') Pensemble des morphismes de revétements de p sur p/, et no-
tons Mory, () (F, F') U'ensemble des applications m (B, b)-équivariantes de I dans
F'.

Proposition 3.27 Si B est connexe et localement connexe par arcs, alors appli-

cation
O : Mor(p,p') — Morg, gy (F, F')

f*—’f\F

est une bijection.

Démonstration. Etape 1 : Raménons-nous tout d’abord au cas ou X est connexe
par arcs.

Lemme 3.28 Soit p : X — B un revétement, de base B connexe et localement
connexe par arcs. Si C' est une composante conneve de X, alors pjc: C'— B est un
revétement.

Démonstration. Pour tout b € B, soit V un voisinage distingué et connexe de b, et
h:V xD — p~}(V) une trivialisation de p au-dessus de V. Notons D’ I'ensemble des
d dans D tels que h(V x{d}) C C. Par connexité, si d ¢ D', alors h(V x{d})NC =0,
et donc hyyypr est une trivialisation de pjc au-dessus de V.

Si z € C, notons o un chemin entre p(z) et b, et & son relevé d’origine z. Alors
a(l) e p~ (V)N C, donc D' est non vide. O

Soit (X;)ies la famille des composantes connexes par arcs de X. Par la proposition
3.17, les orbites de m(B,b) dans F sont les F'N X; pour i € I. Les restrictions a
chaque X; donnent donc des bijections

Mor(p,p') =~ [ [ Mor(pix, /) et Motz (F, F') = [ [ Mors, s (F 0 X;, F) .
il il
Si le résultat est vrai pour chaque X;, il est donc vrai pour X.
44



Etape 2 : On suppose maintenant X connexe par arcs. En particulier, 'action
de 7 (B, b) sur F est transitive (voir laa proposition 3.17).

Pour montrer que © est injective, soient f et g dans Mor(p, p’) telle que fip = gp.
Comme F' est non vide et X connexe, on obtient f = g par le corollaire 3.9.

Pour montrer que © est surjective, on considére ¢ : F' — F’ une application
(B, b)-équivariante. Soient x € F et 2/ = ¢(z) € F".

Il existe un (unique) relévement f : X — X’ de I'application continue p : X — B
par le revétement p' : X’ — B tel que f(z) = 2/. En effet, par le théoréme du
relevement 3.23, il suffit de montrer que p.m (X, z) est contenu dans plm (X', 2”).
Par la proposition 3.16, le stabilisateur de x (respectivement z’) par l'action de
m1(B,b) sur F (respectivement F”) est p.mi(X,z) (respectivement plm (X', 2') ).
Comme ¢ est équivariante, si g € p.m (X, z), alors

v'g = o(x)g = o(xg) = o(x) = 2.

Donc g € plm (X', a').

Comme fp et ¢ sont (B, b)-équivariants, comme Paction de 71 (B,b) sur F est
transitive et comme f(x) = ¢(z), on a donc fip = ¢, ce qui montre la surjectiviteé.
O

Corollaire 3.29 Sous les hypothéses de la proposition 3.27, la restriction a F' induit
une bijection de l’ensemble Isom(p,p') des isomorphismes de revétements de p sur
P’ @ valeurs dans Uensemble Isomy, gy (F, F') des bijections m (B, b)-équivariantes
de F sur F'.

Démonstration. Si f : X — X' est un isomorphisme de revétements, alors fp
est une bijection (d’inverse g ot g : X’ — X est I'isomorphisme de revétements
inverse de f).

Réciproquement, si ¢ : F' — F’ est une bijection m (B, b)-équivariante, d’inverse
Y F' — F,soient f: X — X" et g: X' — X les morphismes de revétements
tels que fir = ¢ et gjr = 1p. Alors g o f est un morphisme de revétements de p sur
p, tel que g o fir = idx|p, donc par unicité g o f = idy. De méme f o g = idy et
/X — X' est un isomorphisme. O

En particulier, les revétements p et p’ sont isomorphes si et seulement s’il existe
une bijection 71 (B, b)-équivariante de F' sur F’.

Corollaire 3.30 Sip: X — B est un revétement, de base B connexe et localement
connexe par arcs, s’il exviste b € B tel que action de m (B,b) sur F = p~'(b) soit
triviale, alors p est un revétement trivial.

Démonstration. L’application pr; : B x F' — B est un revétement, et 'action de
(B, b) sur pryt(b) = {b} x F est triviale. La seconde projection pry*(b) — p~*(b)
est donc une bijection 7 (B, b)-équivariante. O

Corollaire 3.31 Tout revétement d’un espace simplement conneze et localement
connexe par arcs est trivial.
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Démonstration. Toute action d’'un groupe trivial est triviale. O

Avant de donner d’autres applications de la proposition 3.27, voici quelques rap-
pels de théorie des groupes.

Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Le normalisateur de H dans G est
N(H)={geG|gHg ' =H}.

Il est facile de montrer que N(H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H
est distingué, et que H est distingué dans G si et seulement si N(H) = G.

Pour laction a droite par translations a droite (g, Hg') — Hg'g de G sur H\G,
notons Autg(H\G) le groupe des bijections G-équivariantes de H\G.

Lemme 3.32 Les groupes Autg(H\G) et H\N(H) sont isomorphes.

Démonstration. Soient ¢ € Autg(H\G) et n € G tels que ¢(He) = Hn. Par
G-équivariance,

VgeG, o(Hg)=Hng. (x)
En particulier, Hn = ¢(He) = ¢(Hh) = Hnh pour tout h € H. Donc n appartient
a N(H). On a donc une application

Autg(H\G) — H\N(H)
¢ +— Hn

C’est un morphisme de groupe injectif par (*). Pour tout n dans N (H), 'applica-
tion ¢ : G — H\G définie par ¢(g) = Hng, vérifie p(hg) = Hnhg = H(nhn ")ng =
&(g) pour tout h dans H. Elle induit donc une application ¢,, : H\G — H\G. Celle-
ci est G-équivariante et bijective, d’inverse ¢,-1, et son image par Autg(H\G) —
H\N(H) est Hn. O

En particulier, le groupe des bijections G-équivariantes de H\G (pour I'action a
droite de G sur H\G) agit transitivement sur G/H si et seulement si N(H) = G,
c’est-a-dire si et seulement si H est distingué dans G.

Corollaire 3.33 Sip: X — B est un revétement, d’espace total X connexe et loca-

lement connexe par arcs, et sixz € X, alors les groupes Aut(p) et p.m (X, 2)\N (p.m (X, z))

sont isomorphes.

Démonstration. Soient b = p(z) et FF = p~!(b). Puisque X est connexe par arcs,
Paction a droite de G = my(B,b) sur F est transitive, donc il existe une bijection
G-équivariante entre F' et H\G on H est le stabilisateur de x par 'action de G sur
F, qui est p,mi (X, x) (voir les propositions 3.17 et 3.16). Par le corollaire 3.29 et le
lemme précédent, on a donc

Aut(p) ~ Autg(H\G) ~ H\N(H) = p.m (X, 2)\N (p.m (X, 2)). O

Voici enfin les derniéres propriétés des automorphismes de revétements dont nous
aurons besoin dans la suite.
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Proposition 3.34 Soit p : X — B un revétement, d’espace total X connezxe et
séparé, et B localement connexe. Le groupe discret I’ = Aut(p) des automorphismes
de p agit (continuement) proprement et librement sur X. Si I" est un sous-groupe
de T et si f:T"\X — B est lapplication induite par p, alors f est un revétement,
et la projection canonique m: X — I"\X est un morphisme de revétements de p sur

I

Démonstration. Comme X est connexe, le groupe I' agit librement sur X par le
corollaire 3.9. Soit gr : I' x X — X x X lapplication graphe (g,z) — (x, gz).
Comme T" agit librement et comme I' X X est séparé, I'image réciproque d’un point
par gr est un point, donc compact. Soient F' un fermé de I' x X et (z,y) € gr (F).
Comme p X p est continue et B séparé (voir les exercices E.23 dans la partie 3.13 et
E.A.95 dans la partie A.5), si A est la diagonale de B x B, alors

(pxp)z,y) e (pxp)( gr(F))C(pxp)er(F)CA=A.

Donc p(z) = p(y). Soit V un voisinage distingué connexe de p(z), et V,,V; les
composantes connexes de p~'(V) contenant z,y respectivement. Comme (z,y) €
gr (F), l'intersection (V, x V) N gr (F) est non vide. Soient g € I' et u € X tels
que u € V, et gu € V. Comme g est un automorphisme de revétements de p, on
a donc gV, =V, et en particulier y = ga. Donc gr est fermée. Par conséquent, I'
agit proprement.

Tout sous-groupe I de ' agit aussi librement et proprement. Si V' est un ouvert
distingué connexe dans B pour p, alors, I permutant les composantes connexes de
p~1(V), il est immeédiat que V est aussi un ouvert distingué dans B pour f. O

Proposition 3.35 Soient p: X — B et p' : X' — B deux revétements, d’espaces
totauz X et X' connezxes et de base B localement connexe. Si ¢ : X — X' est un
morphisme de revétements de p sur p', alors ¢ est un revétement.

Démonstration. Soient 2/ € X', b= p/(2’) et V un voisinage connexe de b, distin-
gué pour p et p'. Soit 5" : V — p/ (V) la section de P 1) telle que s'(b) = 2.

Si ¢(X) rencontre s'(V), soient y € X et ¥ € V tels que ¢(y) = §'(V). Soit
s:V — p (V) la section de pj-1() telle que s(b') =y. Alors ¢ o s et s’ sont deux
sections de 1)?17/,1 W) qui coincident en ', donc sont égales, car V' est connexe (voir le
corollaire 3.9). En particulier, comme 2’ € s'(V), on a2’ € ¢(X). Doncsi 2’ ¢ ¢(X),
alors ¢(X') ne rencontre pas le voisinage s'(V') de @/, et le complémentaire de ¢(X)
est ouvert.

Pour tout x dans ¢~'(z'), qui est discret, car contenu dans la fibre p~!(p/(2')),
notons s, : V. — p~1(V) la section de pj,-1(y) telle que s,(b) = x. Comme ci-dessus,
¢ o s, = 5. Donc I'homéomorphisme s'(V) x ¢~ 1(z') — ¢~ (s'(V)) = p~*(V) défini
par (u,z) — s, o p/(u) est une trivialisation de ¢ au-dessus de s'(V).

En particulier, ¢ est ouverte. D’ott ¢(X) est ouvert et fermé dans X', donc est
égal & X' par connexité. Comme ¢~!(2') est non vide, on en déduit que ¢ est un
revétement. O
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3.10 Revétements galoisiens

Le but de cette partie est de décrire de maniére intrinseque la collection des re-
vétements isomorphes aux revétements de la forme X — G\X ou G est un groupe
discret agissant librement et proprement sur un espace topologique séparé X.

Théoréme 3.36 Soient p: X — B un revétement, d’espace total X connexe et lo-
calement connexe par arcs, v € X, b= p(z) et F = p~1(b). Les conditions suivantes
sont équivalents :

(1) Uaction de Aut(p) sur F est transitive ;

(2) p.mi(X, x) est distingué dans m(B,b) ;

(3) pom(X,y) = pomi (X, 2) pour tous y et z dans F';

(4) pour tout lacet o de B en b, ou bien tout relévement de av est un lacet, ou bien

aucun relevement de o n’est un lacet.

Si X est séparé, ces conditions sont équivalentes a :

(5) il existe un groupe discret I agissant librement et proprement sur X et un
homéomorphisme f : T\X — B tel que si 1 : X — I'\X est la projection
canonique, alors le diagramme suivant commute :

X
e N
X 7, B.

Démonstration. Soient G = m(B,b) et H = p,m(X,z). Comme X est connexe
par arcs, il existe par le corollaire 3.18 une bijection G-équivariante de F' sur H\G,
pour Paction & droite de G sur H\G. Donc par le corollaire 3.29, Aut(p) agit transiti-
vement sur F si et seulement si le groupe des bijections G-équivariantes de H\G agit
transitivement sur H\G. Par la remarque précédant le corollaire 3.33, les assertions
(1) et (2) sont donc équivalentes.

Si lassertion (1) est vérifice, alors 'assertion (4) I'est aussi.

Si lassertion (4) est vérifice, pour tous y, et z dans F, si v est un lacet en y
dans X, alors «v est un relévement de p o« qui est un lacet, donc le relévement 3 de
poa dorigine z est aussi un lacet, et p.[a] = p.[B]. Donc p.m(X,y) C p.mi (X, 2).
En échangeant y et z, 'assertion (3) est donc vérifiée.

Si Passertion (3) est vérifiée, pour tout lacet v en b dans B, soit ¢ son relévement
d’origine z, soit y Pextrémité de ¢, et soit ¢z : m1 (X, 2) — 71(X, y) I'isomorphisme de
groupe 0] — [¢-3-c] (voir la proposition 2.3). Comme p,([c-3-c]) = [a] 'p.([8])[a],
nous avons alors

[ap.mi (X, 2)a] ™ = pu(ge(m (X, 2))) = pomi (X, y) = pom (X, 2)

donc Passertion (2) est vérifice.
Supposons maintenant que X est séparé. Si assertion (5) est vérifiée, alors I’
est contenu dans Aut(m) et agit transitivement sur chaque fibre de 7, donc (1) est
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vérifiee. Réciproquement, si Passertion (1) est vérifiée, par la proposition 3.34, le
groupe discret I' = Aut(p) agit proprement et librement sur X, et 'application f :
I'\X — B induite par p est un revétement a un feuillet, donc un homéomorphisme,
tel que fom = p. Par conséquent, l'assertion (5) est vérifice. O
Un revétement p : X — B, d’espace total X connexe et localement connexe
par arcs, est dit galoisien si 'une des propriétés (1)-(4) du théoréme précédent est
vérifice. Le groupe I' = Aut(p) s’appelle alors le groupe de Galois de p.
Exercice E.19 Montrer que les applications p : X — B suivantes entre graphes
sont des revétements. Quels sont ceux qui sont galoisiens ¢ Quels sont leurs groupes
d’automorphismes de revétements ? (Les sommets de X sont envoyés par p sur
l'unique sommet de B, et la restriction de p a chaque aréle orientée du graphe X

étiquetée par une lettre, est un homéomorphisme préservant l'orientation sur l'aréte
orientée de B étiquetée par la méme lettre).

a b
a
a > b
a
X b) b b b ka g
a
> >
P | | T
O OO OO OO@.
a b a b a b a b

3.11 Revétements universels

Le but de cette partie est de montrer 'existence de revétements simplement
connexes pour les espaces topologiques suffisamment gentils.

Soit B un espace topologique connexe et localement connexe par arcs. Un revé-
tement universel de B est un revétement 7 : B — B d’espace total B connexe tel
que pour tout revétement p : X — B d’espace total X connexe, pour tous b € B et
z € X tels que 7(b) = p(x), il existe un morphisme de revétements ¢ : B — X de 7
sur p tel que <;$(g) =z

Par le corollaire 3.9, le morphisme ¢ est unique. Un revétement universel de B est
unique & isomorphisme prés (méme preuve que le corollaire 3.25). Cet isomorphisme
est unique une fois effectué un choix de point base dans la fibre au-dessus d’'un point
base de B. Pour cette raison, on dit parfois par abus “le revétement universel” de B.
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Lemme 3.37 Un revétement universel de B est galoisien.

Démonstration. Pour tout b de B, si x,y € p~'(b), alors il existe par la propriété
universelle un morphisme de revétements ¢, : B — B de p tel que ¢ y(z) = y.
Comme ¢, , est un automorphisme de revétements (d’inverse ¢, ), ceci montre que
Passertion (1) du théoréme 3.36 est vérifiée. O

Le corollaire 3.24 s’énonce ainsi :

Proposition 3.38 Sip: X — B est un revétement, d’espace total X simplement
connexe, alors p est un revétement universel. O

Par exemple, I'application R — S; définie par ¢ — %™ les projections cano-
niques R* — T" = R*/Z", S,, — P,(R) pour n > 2, et Sy,11 — Ly, (00 Ly,
est Pespace lenticulaire, défini juste avant le corollaire 3.7) sont des revétements
universels.

Un espace topologique Y est semilocalement simplement conneze si tout point y
de Y admet un voisinage U tel que tout lacet en y contenu dans U soit homotope dans
Y au lacet constant en y (ou de maniére équivalente tel que i, : m (U, y) — m(Y,y)
soit le morphisme nul, pour ¢ : U — Y linclusion.)

Si Y est localement contractile, par exemple si Y est une variété topologique,

ou un CW-complexe (voir la partie 4.3), alors Y est semilocalement simplement
connexe.
Exercice E.20 Considerons le cercle S,, de
centre (nlﬁ 0) et de rayon 5 dans R?. Soit
B = U"GN S, muni de la topologie induite
par celle de R?, appellé 'anneau hawaien.
Montrer que B est connexe et localement
connexe par arcs, mais n'est pas semiloca-
lement simplement connexe. Montrer que B
n’admet pas de revétement universel.

Attention, la propriété d’étre semilocalement simple connexe n’est pas une pro-
priété locale (c’est-a-dire un ouvert d’un espace topologique semilocalement simple-
ment connexe ne l'est pas forcément). Par exemple, le cone C'B sur 'anneau hawaien
B est contractile, mais le cone C'B privé de son sommet est un ouvert qui se rétracte
par déformation forte sur B, donc n’est pas semilocalement simplement connexe.

Théoréme 3.39 Soit B un espace topologique séparé, connexe et localement connexe
par arcs. Alors B admet un revétement simplement conneze si et seulement si B est
semilocalement simplement connexe.

Démonstration. Si p: X — B est un revétement simplement connexe de B, pour
tout point b de B, si V est un voisinage distingué de b, et s : V' — X une section de

Plp-1(v), alors Iinclusion i : V' — B est égale a p o s, donc par fonctorialité, . = 0.
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Réciproquement, si B est semilocalement simplement connexe, soit b € B, soit B
Pensemble des classes d’homotopie (relativement extrémités) des chemins d’origine
b et soit _

T:B — B
Bl — 5
Iapplication quotient de I’application d’évaluation en 1, qui est surjective car B est
connexe par arcs.

On munit 'ensemble des chemins dans B d’origine b de la topologie compacte-
ouverte, et B de la topologie quotient. Comme I'application d’évaluation en un point
est continue pour la topologie compacte-ouverte (voir exercice E.A.94), 'applica-
tion 7 est continue. _

Le groupe discret G = (B, b) agit sur B par

GxB — B
([a],18]) = [a-p]

Cette action est continue et libre, car si [a-3] = 3], alors [a] est la classe d’homotopie
[e5] du lacet constant €, en b. Les orbites de G sont les fibres de 7, car si 7([8]) =
7([8']), alors 3’ - B est un lacet en b et [3'] = [3" - F][5].

Sip: B — G\E est la projection canonique, alors application 7 induit par
passage au quotient une application f : G\E — B telle que le diagramme suivant
commute

B ~
pl N\
G\B - B

et f est continue et bijective.

Lemme 3.40 Pour tout [3] dans B, il existe un voisinage ouvert € = Olg) de [f]
dans B tel que

e pour tout g dans G, si O N g0 est non vide, alors g = e,

o T(0) est ouvert dans B.

Démonstration. Soit [4] dans B. Par compacité de [0, 1], il existe n € N — {0} et,
pour i = 0,...,n — 1, des ouverts V; connexes par arcs, tel que
(i) tout lacet dans V; est homotope dans B au lacet constant,

(1) Lﬁ’([i %]) est contenu dans V;.

Soit @ Touvert de lespace des chemins dans B d’origine b, formé des chemins [’
dorigine b tels que F'([£, %)) C V; et ('(;) appartient & la méme composante
connexe par arcs de V; N Vi_; que 3(%) (les composantes connexes par arcs d’un
espace localement connexe par arcs sont ouvertes, voir la fin de la partie A.1).

Soient 3’ et 3" dans & tels que #'(1) = 8"(1).
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Soit 4; un chemin dans
Vi N Vi_y joignant (%) a

i
B"(4), tels que v et Y,
solent constants. Soit 3 =
Ko

Soit ¢ le chemin
c=00-00-7) (67T o (a2 B Tn1) - (et - By - ) -
Alors par la premiére propriété des V;, nous avons 3" ~ ¢ ~ 3.

En particulier, deux chemins dans B, suffisamment proches, ayant mémes extré-
mités, sont homotopes (relativement aux extrémités). Soit ¢ I’ensemble des classes
d’homotopie (relativement aux extrémités) des éléments de 0. Cet ensemble @ est
ouvert dans B (car le saturé de & est ouvert).

Soient g € G et ['],[0"] € O tels que [3'] = g[4"]. Alors 3'(1) = 5”(1), donc par
ce qui précede, [#] = [5"]. Comme G agit librement, nous avons donc g = e.

Nous avons 7(&) = V,,_; par la définition de & et la connexité par arcs de V,,_,
donc 7(0) est ouvert dans B. O

Lemme 3.41 L’application 7 est ouverte, l’espace B est séparé, et laction de G
sur B est propre.

Démonstration. L’application 7 est ouverte par le lemme précédent.

Montrons que l'espace B est séparé. Soient x, et y dans B. Si7(z) # 7(y), comme
7 est continue et B séparé, alors x, et y ont des voisinages disjoints. Si 7(z) = 7(y),
alors il existe ¢ dans G tel que y = gx. Donc 0, et g0, sont des voisinages ouverts
de x et y, disjoints sauf si g = ¢, c’est-a-dire = y.

Soit gr : G x B — B x B l'application graphe. Puisque G agit librement,
Iimage réciproque d’un singleton est un singleton, donc est compact car G x B est
séparé. _

Comme [ est continue et bijective, I'espace quotient G\ B est s¢paré. Donc la
diagonale A de (G\B) x (G\B) est fermée, et Vimage im( gr) = (p x p)~(A)
est fermée dans B x B. L'application gr ~! : im( gr ) — G x B est ([8],[8]) —
([8- B],[6]), donc est continue. Donc gr est fermée. O

Par le lemme précédent, 'application f est ouverte, donc est un homéomor-
phisme, et p est un revétement (voir le théoréme 3.5). Par conséquent, 7 est un
revétement.

11 suffit maintenant de montrer que B est simplement connexe.

Soient ¢ un chemin d’origine b dans B et ¢; : s — ¢(st), qui est un chemin dans
B, pour tout ¢t € [0,1]. Comme (s,t) — c(s,t) est continue et comme %([0, 1] x
[0,1], B) = %([0,1],%([0,1], B)) (voir I'exercice E.A.94), I'application ¢ — [c;] est
un chemin dans B, d’origine [e,] et d’extrémité [c]. Donc B est connexe par arcs.
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De plus, ¢ — [¢;] est le relevement de ¢ d’origine [e,] pour le revétement 7. Soit
~ un lacet en [e,] dans B. Comme 7 est le relévement de 7 o 5 d’origine [g)], on a
par unicité y(t) = [(7 o v),] pour tout ¢ € [0,1]. Si h(t,s) = [((T 0 7):)s), alors h est
une homotopie entre [e] et 7.

(Remarque. Voici une autre preuve. Soient ¢, et ¢’ deux lacets d’origine b dans B. Les
relévements de ¢, et ¢ d’origine [€,] sont ¢ — [c] et ¢ — [c¢] respectivement. S’ils ont méme
extrémité, alors [¢] = [¢/], donc ¢ et ¢/ sont homotopes. Le corollaire 3.14 montre que B est
simplement connexe.) O

Le résultat suivant découle en particulier du théoréme 3.39 et de la proposition
3.38.

Corollaire 3.42 Tout espace topologique séparé, connexe, localement contractile ad-
met un revétement universel. O

Soit B un espace topologique séparé, connexe, localement connexe par arcs, et
semilocalement simplement connexe. Si 7 : B — B est un revétement universel de
B, alors par unicité, B est simplement connexe. Le groupe I' = Aut(7) des automor-
phismes de revétements de 7 agit librement et proprement sur X (proposition 3.34),
et transitivement sur les fibres (car 7 est galoisien). Donc le revétement I'\B — B
est un homéomorphisme, et pour tous b dans B et @ dans 71(b), les groupes I' et
(B, b) sont isomorphes

Aut(7) ~ 71 (B, b)

par I'unique isomorphisme ¢ : Aut(7) — 71 (B, b) tel que yo = z¢(y)~! pour tout v
dans I" (voir le corollaire 3.22).

3.12 Classification des revétements

Le but de cette partie est d’établir une correspondance entre les revétements
connexes d’un espace topologique (suffisamment gentil) et les sous-groupes de son
groupe fondamental.

Soit B un espace topologique séparé, connexe, localement connexe par arcs, et
semilocalement simplement connexe. Fixons-nous un point b € B, un revétement
universel 7 : B — B de B et @ € #~1(b). Identifions Aut(7) avec (B, b) comme a
la fin de la partie précédente. B

Si H est un sous-groupe de Aut(7), alors I'application 7 : B — B induit une ap-
plication 7y : H\l~? — B, appelée le revétement de B associé a H. Nous appelerons
revétement connexe de B tout revétement de B d’espace total connexe.

Théoréme 3.43 L’application H — my induil une bijection de l’ensemble des
classes de conjugaison de sous-groupes de Aut(T) sur l'ensemble des classes d’iso-
morphisme de revétements connexves de B. Elle induit aussi une bijection de l'en-
semble des sous-groupes distingués de Aut(w) dans l'ensemble des classes d’isomor-
phisme de revétements galoisiens de B, ainsi que, pour tout n € N, une bijection
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de lensemble des classes de conjugaison de sous-groupes d’indice n de Aut(7) dans
l’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements a n feuillets de B.

Démonstration. Soit G = Aut(7). Par construction, la fibre de 7y au-dessus de b
est en bijection G-équivariante avec H\G, et donc est de cardinal n si et seulement
si H est d’indice n dans G

L’application 7y est un revétement par la proposition 3.34, qui est galoisien si
et seulement si H est distingué dans G, par le théoréme 3.36.

Si H et H' sont conjugués par g € G (c’est-a-dire si H' = gHg™'), alors I'auto-
morphisme de revétements g : B — B de 7 induit un isomorphisme de revétements
H\B — H'\B de 7y sur mys (défini par Hx — Hgx). Donc lapplication H +— 7y
induit une application ¥ de I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes
de G dans I'ensemble des classes d’isomorphisme de revétements connexes de B.

Réciproquement, si les revétements my et my sont isomorphes, alors par le co-
rollaire 3.29, les fibres de 7y et 7 au-dessus de b sont en bijection G-équivariante.
Donc il existe une bijection G-équivariante ¢ : H\G — H'\G. Si ¢(He) = H'go, par
G-équivariance de ¢, on a pour tout h dans H,

H'gy = ¢(He) = ¢(Hh) = ¢(He)h = H'goh ,
donc goHgy' € H', et en utilisant ¢!, nous avons goHg,' = H'. Donc ¥ est
injective.

(Remarque. Voici une autre preuve. Pour H un sous-groupe de G, on note Xy =
H\B, et zy le point de X7 image de x € B. Par construction, H = (7 )«m1(Xp,zm), donc
si ¢ : Xy — Xp est un isomorphisme, alors comme 7wy = w0 ¢ et ¢y : m( Xy, zy) —

71 (Xpr, ¢(zp)) est un isomorphisme de groupes, ona H = (7g)om1 (X, xp) = (7p)emi (X, ¢(zm)),

qui est conjugué a H' par l'exercice E.17.)

Enfin, si p: X — B est un revétement connexe et u € F = p~1(b), alors la fibre
F est en bijection G-équivariante avec H\G, ou H = p,m(X,u), donc les fibres
des revétements connexes p et my sont en bijection G-équivariante. Par le corollaire
3.29, les revétements p et my sont isomorphes. Donc W est surjective. O
Remarques. (1) En particulier, pour tout revétement connexe p : X — B, il existe
un revétement wy : B — X tel que le diagramme suivant commute (on dit que tout
revétement connexe de B est factorisé par son revétement universel)

B
N
7l X
'
B

(2) Soient H un sous-groupe distingué de G = Aut(7), et H\G le groupe quo-
tient. Alors son revétement associé wp : H \E — B est galoisien, et nous avons un
isomorphisme de groupes

Aut(rg) ~ H\G .
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Le groupe discret H\G agit donc librement et proprement sur H \E , avec quotient
homéomorphe & B (voir la proposition 3.34).

(3) Si H et H' sont des sous-groupes de G = m1(B, b), alors I'ensemble Mor (7, w7 )
des morphismes de revétements de 7y sur 7y est en bijection avec Morg(H\G, H'\G),
Pensemble des applications G-équivariantes de H\G dans H'\G (voir la proposition
3.27).

(4) L’application H — 7y induit une bijection de Pensemble des classes de
conjugaison de sous-groupes d’indice fini de 7 (B, b) sur I'ensemble des classes d’iso-
morphisme de revétements connexes finis de B.

Exemple. Comme les seuls sous-groupes de Z/2Z sont Z/27 et {0}, pour n > 2,
les revétements connexes de l'espace projectif réel P, (R) sont, a isomorphisme preés,
son revétement universel S, — P, (R) et l'identité P,(R) — P,(R).

Exercice E.21 Montrer que les revétements connexes du cercle Sy sont, a isomor-
phisme pres, son revétement universel R — Sy avec t +— €™, et ses revétements a

n feuillets S; — Sy avec z — 2™ pour n € N —{0}.

Proposition 3.44 Pour tout ensemble non vide E muni d’une action a droite de
m1(B,b), il existe un revétement pp : Xp — B et une bijection w1 (B, b)-équivariante
up : pgt(b) — E. Si E' est un autre ensemble muni d’une action a droite de m,(B,b),
et si f: E — E' est une application (resp. bijection) m1(B,b)-équivariante, alors il
existe un unique morphisme (resp. isomorphisme) de revétements ¢ : Xgp — Xp tel
que le diagramme suivant commute :

pe't) 5 E
g (®) ! Ly
() 2 F

[

Démonstration. Soient E = [],c4FE, la partition de £ en orbites pour m (B,b),
Zo un point de E,, et H, le stabilisateur de z, dans m(B,b). Soit 7, : X, =
Ha\g — B le revétement de B associé au sous-groupe H, de 71 (B, b). Posons Xp =
1 aeaXao (muni de la topologie somme disjointe) et pp : Xp — B l'application dont
la restriction & X, est m,. Alors pg est un revétement de fibre pi'(b) = [1aeama (b),
et on note uy application de p'(b) dans E dont la restriction a 7;'(b) vaut la
composition des bijections 7,1 (b) ~ H,\m1(B,b) ~ E,.

La seconde assertion découle de la proposition 3.27 et de son corollaire 3.29,
appliqués a uE/l o foup, qui est une application (resp. bijection) 71 (B, b)-équivariante
de pp~t(b) dans pg (D).

Remarque. Ce résultat dit que la catégorie des revétements d’un espace B (vérifiant
les hypotheses de cette partie) est équivalente a la catégorie des ensembles non vides
munis d’une action de 7 B.
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3.13 Autres exercices

Exercice E.22 (1) Soient p : X — B un revétement et U un ouvert de B. Montrer
que la restriction pj,-1py p 1 (U) — U est un revétement.
(2) Soient p: X — Bet p': X’ — B’ deux revétements. Montrer que I'applica-
tion de X x X" dans B x B’ définie par (x,2’) — (p(z),p'(2")) est un revétement.
(3) Soient p: X — Bet p/: X' — B deux revétements, X xp X' le sous-espace
topologique de X x X défini par

X xp X' ={(z,2") e X x X" | p(z) = p(a")} ,

et m: X xp X' — B lapplication définie par m(z,2') = p(x). Montrer que 7 est un
revétement.

Exercice E.23 Soit p : X — B un revétement. Montrer que X est séparé si et
seulement si B est séparé. Montrer que X est compact si et seulement si B est
compact et p est un revétement fini.

Exercice E.24 Soient G un groupe topologique séparé et H un sous-groupe. Mon-
trer que H\G est séparé si et seulement si H est fermé dans G. Si G = R et
H = 7 + /2Z. montrer que l'espace topologique quotient G/H est muni de la
topologie grossiere.

Exercice E.25 (1) Montrer que la projection canonique
SLy(R) — PSLy(R) = SLy(R) /{+Id}

est un revétement a deux feuillets.
(2) Soit U, le groupe des racines p-émes de I'unité, montrer que la projection
canonique SLy(C) — PSL,(C) = SL,(C)/U,Id est un revétement a n feuillets.

Exercice E.26 Soit B I'anneau hawaien (voir I'exercice E.20), muni du point base
2z commun a tous les cercles S,. Pour tout cercle S, de B, on note X, l'espace
topologique obtenu par recollement en son point base d'une copie de B — S, sur
chaque point entier de R.

AIAIALA)

n

1) Montrer qu’il existe un revétement p, : X,, — B, unique & isomorphisme
de revétements prés, tel que la restrition de p, a chaque copie de B — S, soit un
homéomorphisme sur son image, et la restriction de p a R soit un revétement de S,,.
Montrer que p, et p,, sont deux revétements de B non isomorphes pour n # m.
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2) Pour toute suite (€;);eny dans {—1, 41}, notons c(,) le lacet dans B en x dont
la restriction a [1 — 5, 1 — 5] vaut £+ L(e272 ™ 1) (c'est-a-dire qu'il parcourt
le cercle S, a vitesse 2! dans le sens positif si ¢, = 1, et négatif sinon), pour tout
n € N. Vérifier que ¢(,) est bien un lacet dans B en x. Montrer que si ¢, # €, alors
les actions des lacets c(;) et c(¢) sur la fibre p; L(x) du revétement p,, sont différentes.

3) En déduire que le groupe fondamental de B est non dénombrable.

Exercice E.27 Soient p: X — Y et ¢ : Y — B des revétements, tels que ¢ soit
fini. Montrer que gop : X — B est un revétement. (En particulier, la composition
de deux revétemens finis est un revétement fini.) Donner un exemple de deux revé-
tements p: X — Y et ¢ : Y — B tels que p soit un revétement fini et que ¢ o p ne
soit pas un revétement (on pourra prendre ¢ un revétement a deux feuillets, B égal
a 'anneau hawaien (voir I'exercice E.20), et p un revétement p, comme ci-dessus).

Exercice E.28 Quel est le nombre de classes d’isomorphisme de revétements connexes
a deux feuillets du bouquet de k cercles? Combien sont galoisiens ?

Pour n = 1,..., 5, quel est le nombre (de classes d’isomorphismes) de revétements
connexes a n feuillets du bouquet de deux cercles S VS; 7 Combien sont galoisiens 7
Quels sont leurs groupes d’automorphismes de revétements ?

Exercice E.29 Construire un revétement universel du bouquet de deux cercles Sy V
S] et de S] \ SQ.

Exercice E.30 Quels sont (& isomorphisme pres) les revétements connexes du tore
S1 % S1, de I'espace lenticulaire L, ,, de S; V Sy 7

Exercice E.31 Soit S, la sphére unité de R?, soit S; la sphére des (z1,29) € C?
tels que |21|% + |22|? = 1, et soit G le sous-groupe des isométries de C engendré par
2 €5z et 2 Z. Pour g € G, on note €(g) = 1 si g est une rotation, et e(g) = —1
sinon. Le groupe G agit a gauche sur I'espace topologique produit X = S3 x S, par

(9, (21, 22,1)) = (921, 922, €(9)1) -

Notons B lespace topologique quotient G\ X et p : X — B la projection canonique.

(1) Montrer que G est fini. Montrer que p est un revétement. Calculer le groupe
fondamental de B.

(2) Donner, & isomorphisme de revétements prés, la liste des revétements connexes
de B. Parmi ceux-ci lesquels sont galoisiens ?

Exercice E.32 Notons S; = {z € C : |z| = 1} le cercle, et T'=S; x S; le tore. Le
groupe a deux éléments G = {£1} agit sur 7' par

(€ (w,2)) = (v, 29)

avec 2,2’ € Sy et € € G. Notons S 'espace topologique quotient G\T et 7 : 7' — S
la projection canonique.
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(1) Calculer 7y (T—{1, ..., ¥ }), OU &1, ..., T sont des points deux & deux distincts

de T.

(2) Montrer que G laisse fixe exactement quatre points @y, x9, 3, 24 de T, et que
7T —A{xy,...,xq} — S —{m(x1),...,m(x4)} est un revétement.

(3) Montrer, a l'aide de dessins, que S est homéomorphe a la sphére Ss.
Exercice E.33 Soit C Pensemble des couples (p,q) € C? tels que 4p® + 27¢> # 0.

Rappelons que, pour (p,q) € C, 'équation X* + pX + ¢ = 0 admet trois racines
complexes distinctes. Notons

B={(p.¢,2) €CxC : 2® 4 pr+q=0} et

A={(z,y,2) €C® : x+y+2=0v#y#z#x}.
Notons 7 : A — B lapplication (x,y,2) — (p,q,x) ou p et ¢ sont définis par

X pX +qg=(X—2)(X —y)(X —2).

Notons p : B — C' la projection (p, ¢, z) — (p, q).
(1) Montrer que , p et pom sont des revétements finis.
(2) Montrer que A, B et C' sont connexes par arcs.

(3) Soit a = (—1,0) € C. Montrer que I'action du groupe fondamental de 7, (C, a)
sur la fibre p~!(a) définit un morphisme surjectif de 7, (C, a) sur le groupe symétrique
Ss.

(4) Parmi les revétements 7, p et p o m, lesquels sont galoisiens? Quels sont les
groupes d’automorphismes de revétements de 7, p et pow?

(5) Notons K le sous-espace de la sphere Sy = {(z,w) € C* : |2]> + |w|* = 2}
défini par
K={(z,w)€C? : |z| = |w| = 1,2* = w?} .

Montrer que C' et S3 — K ont le méme type d’homotopie. Montrer que K est ho-
méomorphe au cercle S; = {(z,w) € S3 : w = 0}, mais que S3 — K et S3 — S; ne
sont pas homéomorphes.

3.14 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.28 Supposons k& > 1. Nous allons montrer qu’il y a exactement 2% — 1
classes d’isomorphisme de revétements connexes a deux feuillets du bouquet de k
cercles, qui sont tous galoisiens, et 7 classes d’isomorphisme de revétements connexes
a n = 3 feuillets du bouquet de 2 cercles, dont 4 sont galoisiens (voir dessin ci-
dessous). Le calcul pour n = 4,5 est laissé au lecteur.
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revétements
galoisiens

DEDD

CED CHO T CHO

i revétements

* * * non galoisiens
CeO C&O CaO

Le bouquet de k cercles By, est un espace connexe et localement connexe par arcs,
localement contractile. Son groupe fondamental est isomorphe au groupe libre Lj
a k générateurs sy, ..., s,. Donc, par le théoréme de classification des revétements,
I’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements connexes a n feuillets de By, est
en bijection avec ’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes d’indice n de
L. De plus, les revétements galoisiens correspondent aux sous-groupes distingués.
Rappelons que tout sous-groupe d’indice 2 d'un groupe G est distingué dans G.

Les sous-groupes distingués d’indice n de Ly, sont les noyaux des morphismes de
groupes surjectifs sur les groupes d’ordre n. Par la propriété universelle des groupes
libres, si G' est un groupe, et g¢i, ..., g; des éléments de G, il existe un et un seul
morphisme de groupe f: Ly — G tel que f(z;) = g; pour i = 1,..., k. De plus f est
surjectif si et seulement si {g1, ..., gx } engendre G. Il existe en particulier exactement
Card(G)* morphismes de L, dans G, si G est fini.

Il existe, a isomorphisme pres, un seul groupe d’ordre 2, qui est Z/27Z, et un seul
groupe d’ordre 3, qui est Z/3Z. Une partie finie de I'un de ces deux groupes l'en-
gendre si et seulement si elle n’est pas réduite a I’élément neutre. Deux morphismes
non nuls distincts dans Z/27Z ont des noyaux distincts, et deux morphismes non nuls
dans Z/3Z ont méme noyau si et seulement si I'un est le double de I'autre.

Donc, il y a exactement 2 — 1 classes d’isomorphisme de revétements connexes a
deux feuillets de By, et %T’l (donc Asi k = 2) classes d’isomorphisme de revétements
connexes galoisiens a trois feuillets, du bouquet de k cercles.

Remarque. : Les seuls groupes d’ordre 2 ou 3 sont tous les deux abéliens. Tout
morphisme de L, dans un groupe abélien factorise a travers I'abélianisé de Ly, qui
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est le groupe abélien libre Z* de rang k. On peut donc aussi se ramener a compter
le nombre de sous-groupes d’indice 2 ou 3 de Z*.

Calculons maintenant le nombre de revétements connexes non galoisiens du bou-
quet de deux cercles. Tout revétement X d’un bouquet de cercles B est un graphe,
et si on oriente les cercles de B, alors chaque aréte de X est naturellement mu-
nie d’une orientation (c’est-a~dire application de revétement p : X — B préserve
Porientation). Si x est le point base de B, alors par relévement des chemins, tout
cercle orienté ¢ de B définit une permutation o. de F = p~!(x), avec o.(x) 'extré-
mité de 'unique aréte de X au-dessus de ¢ d’origine x. Réciproquement, la donnée
pour tout cercle ¢ de B d’une permutation o, de F' = p~!(z) définit un graphe X,
d’ensemble de sommets F', en recollant une aréte orientée d’origine x et d’extrémité
o.(z) pour tout x dans F' et tout cercle ¢ de B. Ce graphe X revét naturellement B.
Tout isomorphisme de revétements d’un revétement p : X — B induit une bijection
o de F = p~!(z). Comme il préserve les relévements de chemins, cet isomorphisme
de revétements induit donc une conjugaison sur les permutations o, — co.0L

Comme il existe un unique homéomorphisme a homotopie prés de l'intervalle
[0,1] dans lui-méme fixant 0 et 1, on en déduit que Pensemble des classes d’iso-
morphisme de revétements (par forcément connexes) a n feuillets du bouquet de k
cercles est en bijection avec

SIS

ou .7, est le groupe symétrique sur n lettres, le quotient étant pris pour I'action
diagonale de ., par conjugaison sur chacun des facteurs de .7, *.

Dans le cas particulier ou k = 2 et n = 3, alors modulo conjugaison, il existe
trois permutations de .%3, qui sont id, la transposition, le cycle de longueur 3, cor-
respondant aux trois possibilités suivantes de relévement d’un cercle de B (modulo
permutations de la fibre) :

RRGRARE
LA Q

-

Si le revétement est non galoisien, alors le relévement d'un des deux cercles
orientés de B est du second type. Si le revétement est connexe, le relévement de
Pautre cercle orienté de B est alors du second ou troisiéme type. Il est alors facile
de montrer qu’il y a trois classes d’isomorphismes de revétements non galoisiens
connexes a trois feuillets du bouquet de 2 cercles.

Exercice E.31 On note 7 : z — €'z, qui est une rotation d’angle Tetsiz—oZ
qui est la symétrie par rapport a I'axe réel.
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(1) Le groupe G est le groupe des isométries du décagone régulier de C, donc est
fini. C’est le groupe diédral Dy d’ordre 20.

L’action de G sur X est libre, car si ¢ € G et g(z1,22,t) = (z1,22,1), alors
€(g)t =t et t non nul implique que ¢ est une rotation, et comme z; ou zy est non
nul, g vaut U'identité. L’espace X est séparé, et le groupe fini G agit librement sur
X, donc p est un revétement.

Une sphére de dimension au moins 2 est simplement connexe. L’espace X est
donc simplement connexe, car produit d’espaces simplement connexes. Le groupe
fondamental de B est donc isomorphe au groupe d’automorphismes G du revétement
universel p :

m(B) ~G .

(2) Donnons la liste des sous-groupes de G, & conjugaison prés. Comme G est
d’ordre 20, ses sous-groupes sont d’ordre 1,2, 4, 5,10 ou 20. Soit Hy = G et H; = {1}
le sous-groupe trivial. Les seuls éléments d’ordre 2 sont la symétrie centrale r° et
les symétries rs* pour k = 0,...,9. Les éléments rs* et rs¥ sont conjugués si et
seulement si k et &’ ont la méme parité. A conjugaison prés, il y a donc exactement
trois sous-groupes d’ordre 2, qui sont

Hy = {1,7°}, Hy = {1,s}, Hy = {1,sr} .

Parmi ceux-ci, seul Hy est distingué (c’est le centre de D).

Par le théoréme de Sylow, comme 10 = 22 - 5, le nombre n de 2-Sylow vérifie
n=1mod 2etn|5, doncn =1oub, et le nombre m de 5-Sylow vérifie m = 1 mod 5
et m|4, donc m = 1.

Soit Hy = {1,7%,s,sr°}, qui est un sous-groupe (car sr¥s = r=* pour tout k),
d’ordre 4, donc un 2-Sylow. Comme il n’est pas distingué (rsr=! = sr=2 ¢ Hy), il y
a donc cinq 2-Sylow, qui sont conjugués.

Le seul 5-Sylow est Hg = {1,72,74,75 78}, qui est donc distingué.

Tout sous-groupe d’ordre 10 contient I'unique 5-Sylow. S’il contient une puis-
sance impaire de la rotation r, alors c’est Hy = {r¥ : 0 < k < 9}, qui est distingué.
S’il contient un s alors c’est Hg = {1,72, 74,10 v s sr2 srt sr6 sr8}, qui est dis-
tingué. S’il contient un sr2**1 alors c'est Ho = {1,72, 74,76 18
qui est distingué.

k

L5153 510 s, srd),

Comme p : X — B est un revétement universel, application H — (7 : H\X —
B) induit une bijection entre I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes
de G et I'ensemble des classes d’isomorphisme de revétements connexes de B. Donc
les revétements connexes de B sont, a isomorphisme prés, les 7y, pour k =0,...,9.
Ceux qui sont galoisiens sont les 7y, ot Hj, est distingué, c’est-a-dire

T Hos THy» THy s THgs THyry THs THy -

Exercice E.32 (1) Si k = 0, nous avons vu en cours que m;(7") = Z*. Supposons
donc k > 1. Quitte a faire agir deux rotations, supposons qu’aucun des xi, ..., z,
n'est sur le cercle S; x {1} ni sur {1} x S;.
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Considérons le tore comme le quotient du carré par le recollement des cotés op-
posés. On note v, un lacet issu d’un sommet dans le carré, et dont la composante
connexe du complémentaire dans le carré ne contenant pas le bord, contient exacte-
ment un des points z;, pour k = 2, ..., k. Alors 'espace topologique T' — {1, ..., 1 }
se rétracte par déformation forte sur le bouquet de k + 1 cercles, qui est la réunion
des deux lacets correspondant au bord du carré et des k — 1 lacets ;. Donc

m (T —{z1, ..., 24 }) = *p11 Z

est un groupe libre a k + 1 générateurs.

(2) Les seuls points fixes du seul élément non trivial de G sont clairement
(£1,£1). Le groupe fini G agit donc librement sur le complémentaire de ensemble
de ces points fixes, qui est un espace topologique séparé. Par un résultat du cours,
la projection canonique T'— {z1, ..., x4} — G\(T — {z1, ..., z4}) est un revétement.
Donc la restriction 7 : T — {2y, ..., x4} — S — {m(21), ..., m(24)} est un revétement.

(3) En représentant le tore comme un tore de révolution autour de 'axe vertical
de R3, Tapplication (z,w) — (27! = z,w™! = W) est la composée des symétries
orthogonales (z,w) — (Z,w), et (z,w) — (z,W) par rapport au plan horizontal et
I'un des plans verticaux de coordonnées. C’est donc la rotation d’angle 7 autour
d'un axe de coordonnée horizontal.

=N
£

Clop! . ~— Clop!

Le quotient G\T est donc le quotient d'un cyclindre par la relation d’équivalence
engendrée par Iidentification d’un point et de son conjugué sur chaque cercle du
bord. 1l s’agit topologiquement de la sphére S,.
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Exercice E.33 (1) On commence par une remarque préliminaire. Soit

n

P= ZaX =a, [[(X - )

i=0 i=1

un polynéme non constant de degré n a coefficient complexes, n’ayant que des racines
simples. Pour tout e > 0, il existe § > 0 tel que si sup; |b; —a;| < d, alors le polynome
Q =Y b X" admet n racines distinctes y1, ..., y, telels que sup; [y; — ;| < e. (En
effet, si v est le bord d’un petit disque centré en z;, alors l'indice [ % variant
continuement en les coefficients de P, et étant a valeurs entiéres, est localement
constant en les coefficients de P. De plus, cet indice est le nombre de racines simples
contenues dans l'intérieur du petit disque.)

Pour montrer que 7, p et por sont des revétements finis, il suffit de montrer que
ce sont des homéomorphismes locaux dont le cardinal des fibres est fini (non nul),
et constant.

Les applications 7, p sont continues, car polynomiales, et sont des homéomor-
phismes locaux par la remarque préliminaire. Donc p o 7 est aussi un homéomor-
phisme local.

Par le rappel sur la condition pour que les racines d'un polynoéme complexe de
degré 3 ait trois racines distinctes, si (p,q,x) € B, alors 7~ !(p, ¢, x) contient deux
points distincts (z,v, ) et (z, z,y) ol x,y, z sontles trois racines distinctes de X* +
pX +q = 0; de méme, p~'(p, q) contient exactement les trois points (p, ¢, z), (p, ¢, y)
et (p,q,z). Donc 7, p et pom sont des revétements & respectivement 2,3, 6 feuillets.

(2) L’espace A est le complémentaire de trois droites complexes Ay, Ay, Az dans
le plan complexe P de C* d’équation = + 3 + 2z = 0. Soient deux points de A et D
la droite complexe passant par ces deux points. Comme D et les A; sont distinctes,
Pintersection A N D est le complémentaire d’un nombre fini de points dans le plan
réel D, donc est connexe par arc. Donc A est connexe par arcs.

Comme A est connexe par arcs, et puisque 7 et po7 sont continues et surjectives,
B =mn(A) et C'= pom(A) sont connexes par arcs.

(3) Notons .3 le groupe des bijections de 'ensemble p~!(a), qui est de cardinal
trois. Soit @ = (p,q) € C et (p,q,2),(p,q,y), (p,q,2) les images réciproques de
(p,q) par p. L’action a droite de 7,(C,a) sur la fibre p~'(a) est un morphisme
de groupes ¢ de m1(C,a) dans 5. Montrons que la transposition fixant (p, ¢, z)
et échangeant (p,q,v), (p,q, z) est dans I'image de ce morphisme. Par symétrie, et
comme les transpositions engendrent le groupe symétrique, ceci montrera que ¢ est
surjectif.

Comme (z,y, z) appartient a A, les nombres complexes y et z sont distincts de
—2z,x et —3. Comme C privé de trois points est connexe par arcs, il existe un
chemin  dans C, d’origine y, d’extrémité z, tel que v(t) # —2x, 2, —§ pour tout ¢

dans [0, 1]. Donc (z,7y(t), —2 — ~(t)) appartient & A pour tout ¢ dans [0, 1].
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Alors ot — (pi, q1) = pon(z,y(t),—x —(t)) est un lacet d’origine a dans C,
dont les relevés d’origines (p, ¢, z), (p. ¢, y), (p, g, z) sont, par unicité, les chemins

ay it (g, ), gt (P qn (1), as ot (p, g, —o — y(t))

respectivement. Le chemin oy est un lacet en (p, ¢, x), le chemin ay a pour origine
(p,q,y) et extrémité (p,q, z), et le chemin a3 a pour origine (p,q, z) et extrémité
(p.q,y). Donc laction de [a] € m;(C,a) sur la fibre p~'(a) est la transposition
voulue.

Comme 'image d’un groupe abélien par un morphisme de groupes est un groupe
abélien, et que .3 n’est pas abélien, on en déduit que 71 (C, a) n’est pas abélien.

(4) Tout revétement a deux feuillets [ : Y — Z d’espace total Y connexe par
arcs est galoisien : si b € Z et f1({b}) = {u,v}, si B est un lacet en b, alors par
unicité, le relévement de 3 d’origine u est un lacet si et seulement si celui d’origine
v est un lacet. (Dans le cas ot B est localement connexe par arcs et semi-localemnt
connexe par arcs, on peut aussi utiliser la classification des revétements connexes,
en disant que tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.) Donc 7 est galoisien, de
groupe d’automorphismes Z/27Z.

Reprenons les notations de la question précédente. Puisque o admet un reléve-
ment qui est un lacet et un relévement qui ne l'est pas, le revétement p n’est pas
galoisien. Comme tout automorphisme de revétements permute les relevés d'un la-
cet, et puisque o admet un unique relévement qui est un lacet, tout automorphisme
de revétements de p fixe le point (p, ¢, x), donc est trivial car B est connexe par arcs.
Donc le groupe des automorphismes de revétements de p est trivial.

Le groupe fini .75 agit continuement et librement par permutation des coordon-
nées sur A. De plus, cette action est par automorphismes de revétements pour pom
(permuter les racines d’un polynéme ne change pas ses coefficients). Par un résultat
du cours, si f : A — \A est la projection canonique, alors lapplication p o 7
induit une application continue g : .73\ A — C qui est un revétement. De plus, ¢
est un revétement a un feuillet, car .3 agit transitivement sur toute fibre de p o,
donc ¢ est un homéomorphisme. On en déduit que p o m est un revétement galoi-
sien, de groupe d’automorphismes de revétements le groupe (isomorphe a .#3) des
permutations des coordonnées.

(5) Si a,b > 0, alors I'équation at® + bt* — 2 = 0 admet une et une seule solution
t = t(a,b) strictement positive. En effet, en posant u = ¢? et f(u) = au® + bu?® — 2,
alors les racines de f’ sont u =0 et u = —% < 0, donc f est strictement croissante
entre 0 et +00, et f(0) = —1 < 0. De plus, par un argument déja vu, t(a,b) dépend
continuement de a, b.

Lapplication (p,q) — (z,w) = (¥,4%) est un homéomorphisme de C? dans tlui—
méme, envoyant C' sur le complémentaire de la courbe complexe d’équation z* =
w? L’application (z,w) — (#2z,#3w) ou t = t(Jw|? |2|?) induit une rétraction par
déformation forte de C' sur S3 — K (noter que |w[* > 0 et [2]? > 0si (p,q) € O).
Donc C et S3 — K ont le méme type d’homotopie.
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6 8219 .

L’application de S; dans K qui a " associe ( €%%) est un homéomorphisme,

d'inverse (z,w) — 2.

Par la projection stéréographique par rapport a un point de Sy, l'espace S3 —
S; est homéomorphe au complémentaire d’une droite dans R®, qui se rétracte par
déformation forte sur un plan privée d’un point. Donc le groupe fondamental de
S3 — S est isomorphe a Z, qui est abélien. Or le groupe fondamental de Sz — K
est isomorphe au groupe fondamental de C', qui est non abélien par la question (3).
Donc 71(S3 — K) et m1(S3 — S1) ne sont pas isomorphes, ce qui implique que S3 — K
et S3 — S; ne sont pas homéomorphes.
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4 Groupe fondamentaux, revétements et CW-complexes

4.1 Propriétés universelles sur les groupes

Rappelons qu'une partie A d'un groupe G est une partie génératrice de G (ou
engendre G) si le plus petit sous-groupe de G contenant A est G.

Si A est une partie génératrice d'un groupe G, si f : G — H est un morphisme
de groupes surjectif, alors f(A) est une partie génératrice de H.

Si G est un groupe et A une partie de G, 'ensemble des éléments de G de la
forme

aji' ..oay

avec n € N, ¢, = £1, et a; € A (en convenant que c’est 1'élément neutre e de G
si n = 0), est un sous-groupe de G, noté (A). Il est clair que (A) est le plus petit
sous-groupe de G contenant A. On l'appelle le sous-groupe de G engendré par A.

Si G est un groupe et A une partie de G, 'ensemble des éléments de G de la
forme

glai]gfl ce gna;ng;l

avecn € N, ¢, = £1, a; € A et g; € G (en convenant que c’est 'élément neutre e de
G sin = 0), est un sous-groupe de G, noté N(A). Il est clair que N(A) est le plus
petit sous-groupe distingué de G contenant A. On l'appelle le sous-groupe distingué
engendré par A. On a N(A) = ({gag™' |a € A,g € G}).

Groupe libre

Soit S un ensemble. On appelle groupe libre engendré par S tout couple (L,7),
ol L est un groupe et ¢ : S — L une application, vérifiant la propriété universelle
suivante :

pour tout couple (G,j) ot G est un groupe et j : S — G est une
application, il existe un unique morphisme de groupes f : L — G
tel que le diagramme suivant commute :

S — L
PNy
G

Proposition 4.1 Un tel couple (L,i) existe et est unique, a unique isomorphisme
pres.

Démonstration. L'unicité découle de la propriété universelle : si (L', ') est un autre
groupe libre engendré¢ par S, alors il existe un morphisme de groupes ¢ : L — L’ tel
que ¢oi =1 et un morphisme de groupes ¢’ : L' — L tel que ¢/ o’ = i. Comme id
est un morphisme de groupe tel que id o7’ = 7', nous avons ¢ o ¢’ = id par unicité,
et de méme ¢’ o ¢ = id, donc ¢ est un isomorphisme de L dans L' tel que ¢poi =4/,
et c’est le seul par I'unicité dans la propriété universelle.
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Nous donnerons dans la partie 4.4 (corollaire 4.14) une preuve topologique de
Pexistence de (L, 7). Voici une construction algébrique.

Soit E l'ensemble des suites finies d’¢léments de S x {1}, notées (si', ..., s)
avecn € N, s; € S, ¢ € {£1} (par convention, c’est la suite vide 0 si n = 0). On
appelle aussi une telle suite un mot en S U S, et entier n est appelé la longueur
de ce mot, et notée £(w).

La concaténation des suites

(ST ey ST ) = (ST oy S T )
est une loi de composition associative sur E, ayant () comme élément neutre a gauche
et a droite, et vérifiant, en notant par abus une suite réduite a un élément (sj') par
cet élément s, la relation (s, ..., s5) = s7'... &

Soit Z la plus petite relation d’équivalence compatible avec cette loi de compo-
sition et identifiant ss™ et () pour tout s € S et € € {£1}. On note L I'ensemble
quotient E/Z.

Il n’est pas trop difficile de vérifier que la loi de composition de E induit une loi
de groupe sur L, d’élément neutre e 'image dans L de la suite vide 0, I'inverse de
I'image du mot s{'... s§* étant I'image du mot s, ... s7.

Soit i : S — L Papplication telle que i(s) soit 'image dans L de s*!. Le couple
(L, 1) vérifie la propriété universelle ci-dessus. En effet, soit (G, j) un groupe muni
d’un application j : S — G. Posons

J(site si) = G(s1) e Gsn) ™

L’application f : F — G est compatible avec la loi de composition, et avec la relation
d’équivalence Z, donc passe au quotient en un morphisme de groupes f de L dans
G tel que foi = j. Ce morphisme est unique, car i(S) engendre L. O

Nous noterons par abus L = L(S) le couple (L,%). Il découle de la propriété
universelle appliquée & un groupe a deux éléments que i est injectif, et nous identi-
fierons S & son image dans L(S) par I'application i. Par la preuve ci-dessus, S est
une partie génératrice de L(S), dite standard.

Si G est un groupe muni d'une application j de S dans G, nous appellerons
morphisme canonique associé a (G, j) le morphisme de groupes f : L(S) — G donné
par la propriété universelle ci-dessus. Si j(.S) engendre G, alors f est surjectif.

Un groupe est dit libre s’il est isomorphe a un groupe libre engendré par un
ensemble S. Nous appellerons rang d'un groupe libre le cardinal d'un tel ensemble
S (voir Pexercice E.34).

Le résultat suivant donne la structure des éléments du groupe libre, avec laquelle

on travaille souvent en pratique.

Proposition 4.2 Tout élément de L(S) s’écrit de maniére unique comme un produit
sit.sgrous; €S et ¢ ==%1 (n=0 correspondant a l'élément neutre de L(S)), tel
que € = €41 SIS = Sit1.
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Démonstration. Reprenons les notations de la preuve précédente. Un mot si'... s €
FE est dit réduit s'il ne contient pas de sous-mot s{'s;7 tel que s; = s;11 et € = —€;41.
Par exemple, tout mot de longueur au plus 1 est réduit.

Pour montrer la proposition, il suffit de montrer que tout mot w en SU S™! est
équivalent pour Z a un et un seul mot réduit.

Siw = s{'... s contient un sous-mot s§'s;\ ' tel que s; = s;41 et € = —€;41, alors

w est équivalent au mot w’ = s7'... si'siT5 .. s, dont la longueur est {(w) — 2.
Tout mot équivalent a w de longueur minimale est donc réduit. Il suffit donc de
montrer que tout mot est équivalent & un unique mot de longueur minimale. Si deux
mots wp, wy sont équivalents pour %, alors par définition de &, on peut passer de
I'un a Pautre par un nombre fini de transformations de la forme w — w’ ou son
inverse w’ — w comme ci-dessus. Par récurrence sur le nombre de transformations,
on montre que si wy est réduit, alors wy est une sous-suite de la suite w;, donc

U(wr) = Lwo). o

On peut donc identifier le groupe L(S) avec l'ensemble des mots réduits en
SUS™!, muni de la loi de composition de concaténation avec réduction (on concaténe
les mots réduits, puis on prend le mot réduit équivalent).

Remarque. Si S’ est une partie de S, alors le morphisme canonique L(S") — L(S)
est injectif par la proposition précédente.

Exercice E.34 S5 S, sont deux ensembles, montrer que L(S) et L(S") sont iso-
morphes si et seulement si S, S’ ont méme cardinal.

Groupes définis par générateurs et relations

Soit G un groupe. Une présentation de G est un couple (S, R), ou
e S est un ensemble muni d’une application 7 : S — G tel que i(S) soit une
partie génératrice de G,

e R est une partie du groupe libre L(S) engendré par S,
tel que le sous-groupe distingu¢ N(R) de L(S) engendré par R soit le noyau du
morphisme canonique L(S) — G. Nous avons en particulier un isomorphisme de
groupes

L(S)/N(R) — G .

Un groupe est de type fini s'il admet une partie génératrice finie. Un groupe est
de présentation finie s’il admet une présentation (S, R) telle que S et R soient finies.
Si S = {s;},R = {r;}, on note aussi (s; | r; = 1) la présentation (S,R). Par
exemple,

o (S.0) est une présentation du groupe libre L(.S),

e (z | 2™ =1) est une présentation du groupe fini cyclique d’ordre n,
o (a,b | [a,b] =1), ol [a,b] = aba~'b~", est une présentation du groupe abélien
7 X L.
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Exercice E.35 Montrer que le groupe diédral infini Do, (le sous-groupe des iso-
métries de R engendré par la translation de longueur 1 et la symétrie en lorigine)
admet {a,b | a* = 1,aba = b~} pour présentation.

Tout groupe G admet une présentation : si S est une partie génératrice de G
(par exemple S = @), soit R le noyau du morphisme canonique L(S) — G. Alors
N(R) = R et (S, R) est une présentation de G.

Un groupe de type fini étant dénombrable, il existe des groupes qui ne sont pas de
type fini (le groupe additif R par exemple). Si S est dénombrable infini, alors L(S)
n’est pas de type fini. Il existe des groupes de type fini qui ne sont pas de présentation
finie. En effet, il existe une infinité non dénombrable de classes d’isomorphisme de
groupes de type fini (voir par exemple [Har2, page 69]). Comme l'ensemble des
classes d’isomorphisme de groupes de présentation finie est dénombrable, il existe
une infinité non dénombrable de classes d’isomorphisme de groupes de type fini qui
ne sont pas de présentation finie.

Exemple. Soit w, = 22" + 1 le n-éme nombre de Fermat. Le groupe dont une
présentation est
(a,b | [a“""ba*"" b] =1, ¥n €N)

n’est pas de présentation finie. Le groupe dont une présentation est
p p group p
(a,b,e,d | a"ba™ =c"dc™", Vn eN)

n’est pas de présentation finie. (Ces affirmations ne sont pas immeédiates, voir par
exemple [Har2|.)

Nous donnerons dans la partie 4.5 une interprétation topologique des présenta-
tions de groupe.

Somme amalgamée de groupes

Nous appellerons famille inductive de groupes une famille (G;);e; de groupes,
munie pour tout couple (i,7) d'un ensemble Fj; de morphismes de groupes de G;
dans G;. Nous appellerons limite inductive de cette famille tout groupe G' muni
d’une famille de morphismes de groupes f; : G; — G telle que f; o f = f; pour tout
f dans F;, qui vérifie la propriété universelle suivante :

pour tout groupe H muni d’une famille de morphismes de groupes
hi : G; — H telle que hj o f = h; pour tout f dans F;, il existe un
unique morphisme de groupes ¢ : G — H tel que ¢ o f; = h; pour
tout i € I.

Proposition 4.3 Le couple (G, (fi)icr) existe et est unique, a unique isomorphisme
pres.
Démonstration. L'unicité découle de la propriété universelle : si (G, (f';)ier) est

une autre limite inductive, alors 'unique morphisme de groupes ¢ : G — G’ tel que
o f; = f'; est un isomorphisme.
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Voir I'exercice E.49 dans la partie 4.6 pour une preuve topologique de I'existence.
Voici une construction algébrique.

Soit L = L(11,¢;Gi), inclusion G; — 11;¢;G; induit un morphisme canonique
injectif L(G;) — L, par lequel on identifie L(G;) a un sous-groupe de L. Soit m; :
L(G;) — G; le morphisme canonique, et N le sous-groupe distingué de L engendré
par la réunion de (J;, Ker m; et de ensemble des 7 f(x) pour i,j € I, z € G; et
f € Fj;. Enfin, soit G le groupe quotient N\ L. L’inclusion L(G;) — L induit par
passage au quotient un morphisme de groupes f; : G; — G.

Soit H un groupe muni d’un morphisme h; : G; — H pour tout i € I, tels que
hjo f :~h, pour tout f dans Fj;. Soit j : [1,c,G; — H T'application valant 111 sur
G, soit ¢ : L — H le morphisme canonique associé a (H, j). L’application ¢ vaut
I’élément neutre sur N, donc induit un morphisme de groupes ¢ : G — H. Celui-ci
vérifie ¢ o f; = h; pour tout i € I par construction. Comme (J;.; fi(G;) engendre G,
un tel morphisme ¢ est unique. Donc (G, (fi)ier) vérifie la propriété universelle des
limites inductives. O

Nous noterons (G, (f;)ier) par abus

G =1lim G; .

Il découle de I'unicite que J;¢, fi(Gi) engendre G, et que le morphisme canonique
¢ : G — H donné par la propriété universelle est surjectif si | J,o; hi(G;) engendre
H.

Exemple. Considérons la famille inductive de groupes formée de trois groupes
A, B,C et des deux morphismes de groupes i; : C — A,iy : C — B. Sa limite
inductive est appelée la somme amalgamée de A et B au-dessus de C' (au moyen de
i1,12), et notée Axc B. Il $’agit donc d’un groupe G muni de morphismes de groupes
j1:A— G et jo: B— G tels que js 0 iy = j; 04y, vérifiant la propriété universelle
suivante :

pour tout groupe H muni de morphismes de groupes hy : A —

H,hy : B — H tels que hy 0iy = hy o iy, il existe un unique
morphisme de groupes ¢ : G — H tel que le diagramme suivant
commute : _
c - B
e J2
i1 l G Lhz
i A
A & H

Remarques. (1) Si B est trivial, alors A ¢ B est le quotient A/N(i1(C)) de A
par le sous-groupe distingué engendré par i1(C').

(2) Une somme amalgammée A xc B peut étre un groupe trivial, méme si A et
B ne sont pas triviaux. Par exemple, Z/37Z =z Z/2Z, ou les morphismes Z — Z/3Z
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et Z — Z/2Z sont les projections canoniques, est le groupe dont une présentation
est (z,y | 2 =1,y> = 1,2 = y), donc est le groupe trivial.

Si iy et ip sont injectifs, on appelle A x¢ B le produit amalgamé de A et B au-
dessus de C'. On montrera ci-dessous que j; et jo sont alors injectifs, et on identifie
A et B avec leurs images par ji, jo dans A ¢ B.

Exemple. Dans I'exemple précédent, si C' est le groupe trivial, le produit amalgamé
A xc B est noté A x B, et appelé le produit libre de A et B. Nous identifirons A et
B avec leurs images dans A % B. Il faut prendre garde a ne pas confondre produit
libre A * B et produit direct A x B. C’est 'unique groupe GG muni de morphismes
de groupes j; : A — G, jo : B — G vérifiant la propriété universelle suivante :

pour tout groupe H muni de morphismes de groupes h; : A —
H, hy : B — H, il existe un unique morphisme de groupes ¢ : G —
H tel que le diagramme suivant commute :

AL e 2B
MmN e e
H

Exercice E.36 (1) Montrer que si les injections C — A,C — B dans un produit
amalgamé A xc B sont propres, alors A xc B est infini. En particulier, montrer que
le produit libre de deux groupes non triviaux est infini.

(2) Montrer que 7)27 x 7./2Z est isomorphe au groupe diédral infini D, .

(8) Montrer que Z/27 x Z/37 est isomorphe a PSLy(Z) = SLo(Z)/{£1} (on

pourra envoyer le générateur de Z)27 sur limage de la matrice ? 70 et le
générateur de Z/3Z sur limage de la matrice (1) _11 ). Montrer que Z/4Z %72,

Z.J6Z (pour les inclusions évidentes Z./27, — ZJAZ,7.)27 — ZJ6Z) est isomorphe
i SLy(Z).

Exemple. Plus généralement, si A est un groupe, (G;);c; une famille de groupes et
A — G; un morphisme de groupes pour tout 7, la limite inductive de cette famille
inductive de groupes est appelée la somme amalgamée des G; au-dessus de A, et
notée (x4Gj, (fi)ier) (et par abus, x4G;).

Si A est le groupe trivial, cette somme amalgamée est appelée produit libre de
(Gi)ier- On le note (#;c1Gi, (fi)ier) (et par abus, *G;) (et Gy * Gg x ... * G, si
I = {1,2,..n})). Nous identifierons G; a son image dans #;c;G; par l'injection
canonique f; : Gy — *;¢;G.

Exercice E.37 Soient trois groupes Ay, As,C' et, pour k = 1,2, un morphisme de
groupes iy, : C'— Ay, et une présentation (S, Ry,) de Aj,. Montrer que, en identifiant
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L(S;) avec son image par Uapplication canonique L(S;) — L(S11152), en notant
mi » L(S;) — A la projection canonique, alors

(Sl ]_[Sg, R1 @] R2 U {ab_l ‘ a e ﬂ'l_l (21<C)),b S w;l(ig(c)),c S C})
est une présentation de la somme amalgamée Ay ¢ As.

Exercice E.38 (1) Soit {S;}ic; une famille d’ensembles. Montrer que *;c1L(S;) est
isomorphe a L(11,;¢75;)-

(2) Soit {G;}icr une famille de groupes. Montrer que

— xie1Gogy est isomorphe a %,c1G; pour toute permutation o de I ;

— *qea (*ier, Gi) est isomorphe & x;efG; pour toute partition I = 11 qeala-

En particulier, le produit libre de n copies de Z est un groupe libre de rang n.
Les deux derniéres propriétés sont connues sous le nom de la commutativité et de
I'associativité du produit libre. En particulier, Gy * (G2 * G3) et (G * G) * G5 sont
canoniquement isomorphes, ainsi que Gy * Gy et Go * G1.

Formes normales dans les produits amalgamés

Soient A un groupe, (G;);er une famille de groupes et A — G; un morphisme
injectif de groupes pour tout 7. IdentifionsA avec son image dans G;. Notons G =
#4Gi, fi Gi — G le morphisme de groupes canonique, et f = f; 4 = fJ‘A pour tous
7.

Soit R; un ensemble de représentants des classes a gauche de A dans G;, tel que
e € R;. L’application (a, s) — as est donc une bijection de A x R; sur G;, envoyant
A x (R; —{e}) sur G; — A. Si s € [1;¢;R;, notons i, l'élément i € I tel que s
appartienne a 'image de l'inclusion canonique R; — [1,¢;R;. Appellons mot réduit
toute suite finie

(a, 81, Sn)

oun €N, a€ A, s, € [1;e/R;, telle que s, # e pour tout k et iy, # i, pour
k=1,...,n—1.

Théoréme 4.4 Pour tout g dans G, il existe un unique mot réduit (a, sy, ..., s,) tel

que g = f(a)fz‘,,-1 (51)--- fis, (Sn)-

Ce résultat implique le fait remarquable que les morphismes f; sont aussi injectifs.
Nous identifierons G; avec son image dans G par f;. Tout élément g de G s’écrit
donc de maniére unique

g =asi... S,
ota € A n €N, s € ier(Ri — {e}) et iy, # iy, pour k = 1,...,n— L
Cette écriture s’appelle la forme normale de g. En particulier, dans G, nous avons
G;NG;=Asii+#jetles R — {e} sont deux & deux disjoints.

Le cas des produits libres s’'obtient en prenant A = {e} et R, = G; — {e} :
un élément g de #;c;G; s’écrit de maniére unique (apres identification de G; avec
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son image dans #;c;G; par le morphisme canonique) g = ¢... g, ou n € N (par
convention g = e sin =0), gr € 1er(Gi — {e}) et ig,., # ig,.

En prenant A = {e} et G; = Z pour tout 4, ce théoréme permet facilement de
montrer que G = #;¢;Z, muni de 'application j : I — G définie par j(i) = fi(1),
vérifie la propriété universelle des groupes libres, donc que

sie1Z = L(I) .

La proposition 4.2 (qui n’a pas été utilisée pour construire les sommes amalgameées)
en est un corollaire.

Démonstration. (D’apreés [Ser, page 9].) Soit X I'ensemble des mots réduits. Nous
allons définir une action de G sur X, c’est-a-dire un morphisme de groupes de G
dans le groupe des bijections de X. Par la propriété universelle, il suffit de définir
une action de G; sur X, de sorte que l'action induite de A ne dépende pas de 7.

Soient i € I et Y; 'ensemble des mots réduits de la forme (1, sq, ..., s,,) tels que
s, # i. Les ensembles A x Y; et A x (R; — {e}) x Y] s’envoient dans X par les
applications

(@ (L1, 50)) 2 (@51, 50) €t (@5, (151, 80)) = (@8, 51,0 50) -

Nous obtenons ainsi une bijection (A x Y;) U (A x (R; — {e}) x ¥;) — X. Comme
AU (A x (R; — {e})) sidentifie avec G}, nous avons une bijection

0;:G;xY; — X .

Le groupe G; agit sur G; xY; par translation a gauche sur le premier facteur ¢'(g,y) =
(¢'g,y). En transportant par la bijection 6;, nous obtennons donc une action de G;
sur X. Sa restriction a A est définie par d'(a, s1,...,s,) = (d’a, s1,...,s,), qui ne
dépend pas de i. Nous avons donc construit une action de G sur X.

De plus, si m = (a, 51, ..., 5,) est un mot réduit, et si g = f(a)fi, (s1)-- fi,, (n),
alors, par récurrence sur n, 'image par g du mot réduit trivial (e) est le mot m lui-
méme. L'application 3 : X — G définie par (a, s1, ..., 8,) = f(a) fi, (51).- fi,, (5n),
composée avec l'application G — X définie par g — g(e), est donc I'identité. Donc
[ est injective. Ceci montre l'unicité de I'écriture réduite d'un élément de G.

Comme G est engendré par (¢, fi(Gi), si g € G, alors il existe n € Net g € Gy,
pour k = 1,...,n tels que g = f; (g1)-.. fi, (gn). Comme g, = a,s, ot a, € A et
50 € Riy, 10US V00 § = fi (91)- for s (91 100) i (50) 5170 > 2, et g = F(an) fi, (50)
si n = 1. Par récurrence sur n, tout élément g admet donc au moins une écriture
réduite. O

4.2 Le théoréme de van Kampen
Le théoréme suivant est I'un des moyens les plus utilisés pour calculer des groupes

fondamentaux d’espaces topologiques.
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Théoréme 4.5 (Théoréme de van Kampen) Soient B un espace topologique séparé
et connexe par arcs, Uy, Uy, Uy trois ouverts connexes par arcs tels que Uy = Uy N Uy
et B=U,UU,, etbe Uy. Nous avons un isomorphisme

711 (U1, b) *7,U,0) (U2, b) = w1 (B, D) .

Démonstration. Nous ne donnerons la preuve que si Uy, Uy, Us sont localement
connexes par arcs et semilocalement simplement connexes, voir par exemple |Olu]
pour le cas général. Comme la plupart des espaces topologiques rencontrés (CW-
complexes, variétés topologiques, ...) seront localement contractiles, cette restriction
n’est pas génante.

Soient 4y : Uy — Uy, iy : Uy — Uy, jy : Uy — X et jo : Uy — X les inclusions. Par
fonctorialité, comme js 075 = j; 0 i1, nous avons un diagramme commutatif

1 (Up, b) RN 71(U1,b)
124 l ) lju
m(Us,b) 25 m(B,b) .

Par unicité de la somme amalgamée, pour montrer le théoréme, il suffit donc
de montrer que m (B,b) vérifie la propriété universelle. Soient H un groupe, hy :
m1(U1,b) — H et hy : m (U, b) — H des morphismes de groupes tels que le dia-
gramme suivant commute :

m(Uo,b) —= m(Uy,b)
iz 4 Iny
m(Uyh) 2% H
Nous cherchons & construire le morphisme canonique ¢ : m(B,b) — H, tel que
¢ o ji, =h; pouri=1,2.

Par la proposition 2.11, j1,m (U1, b)Uja,m1(Us, b) engendre 71 (B, b). Ceci montre
en particulier I'unicité du morphisme canonique.

Pour k = 1,2, le groupe m (Uy, b) agit a droite sur H par (7, g) — ghi(y), ou
v € m1(Uy,b) et g € H. Soit py : Xy — Uy, un revétement de Uy, de fibre H associé a
cette action (voir la proposition 3.44, Pespace topologique Uy, vérifiant les conditions
de la partie 3.12).

Puisque ja, 019, = j1, 041, les fibres des revétements Prprtwo) €6 P2pprtwy) sont
en bijection 71 (Up, b)-équivariante, donc ces revétements sont isomorphes (voir la
proposition 3.44). Soit ¢ : p;'(Uy) — p3*(Up) un isomorphisme de revétements.
Soit X T’espace topologique obtenu en recollant X7 & X, par ¢ (voir le paragraphe
précédant exercice E.A.89).

Les applications p; : X; — B, py : Xo — B, vérifiant py o ¢ = p; sur p;*(Up),
induisent une application continue p : X — B, qui est un revétement. De plus,
siq: Xil1Xy — X1 U Xy = X est la projection canonique, alors gx, est un
isomorphisme de revétements de py. sur pjx, pour k = 1,2.
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Le revétement p, de fibre H au-dessus de b, définit (voir la partie 3.7) une action
adroite de 71 (B, b) sur H, que nous noterons (g, x) — x-g, otz € H et g € m(B,b).
Par les isomorphismes précédents, nous avons pour ¢ = 1,2

VeeH, Vgem(Ub), x-jr(g)=xhi(g).

Si e est I'élément neutre de H, considérons lapplication ¢ : m1(B,b) — H définie
par ¢(g) = e - g. Nous avons en particulier ¢ o j,, = hy pour k = 1,2.
Sin e N—{0} et g, € m(U;,,b) pour ¢ = 1...n, alors par récurrence sur n,

(i (91) - Jini(gn)) = €hiy (g1) - i, (gn) = (ehi, (g1))(ehiy (92))--- (ehi, (92)) =

iy (1)) (i (gn)) -

Comme j1,m(Uy, b)Uja,m1 (Us, b) engendre 71 (B, b), ceci montre que ¢ : 71 (B, b) —
H est un morphisme de groupes. C’est le morphisme canonique cherché. O

Exemple. Soit B le bouquet de deux cercles S; V Sy, recollés au point b. Soit y un
point du cercle différent de b, U; 'ouvert de B obtenu en enlevant le point y sur un
des deux cercles, U, I'ouvert de B obtenu en enlevant le point y sur 'autre cercle,
et Uy = Uy NUs.

Alors Uy est contractile (il se rétracte par déformation forte sur le point commun
b), Uy et Uy ont le type d’homotopie du cercle (ils se rétractent par déformation forte
sur I'un des deux cercles de B). Donc 71 (Up, b) = 0,71 (Uy,b) =~ Z, w1 (U1, b) ~ 7Z, et

m(B,b) ~Z 7.

Le groupe fondamental du bouquet de deux cercles est donc un groupe libre de rang
2. Par récurrence, le groupe fondamental du bouquet de & cercles est un groupe libre
de rang k.

Comme le plan R? privé de k points
P1,.... Dk se rétracte par déformation forte
sur un bouquet de k cercles plongé dans
R% — {p1,...,pr}, le groupe fondamental de
R% — {p1, ..., pi} est aussi un groupe libre de
rang k, pour tout k € N. R?
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Remarque. Il faut prendre garde a ne pas confondre le groupe libre Z x Z et le
groupe abélien libre Z x Z.

Le résultat suivant découle immédiatement du théoréme de van Kampen.

Corollaire 4.6 Soit B un espace topologique connexe, localement connexe par arcs
et semilocalement simplement connexe. Soient X, et Xy deux sous-espaces connexes,
de réunion X; U Xy = B, d’intersection Xq = X1 N X5 connezxe et b € X,y. On
suppose qu’il existe des voisinages Uy de Xy et Uy de Xy tels que Uy, Uy, Uy NUs se
rétractent par déformation forte sur Xy, Xo, Xo respectivement. Alors nous avons un
isomorphisme

US| (){17 I)) *7\'1()(07!7) m (XQ, b) ~ T (B, b) O

4.3 CW-complexes

Le but de ce chapitre est d’introduire une classe d’espaces topologiques compre-
nant la plupart des espaces topologiques rencontrés dans ce cours, a homémoprhisme
pres.

Pour n € N — {0}, une cellule de dimension n (ou encore n-cellule) est un es-
pace topologique homéomorphe a la boule unité fermée B,,. Une cellule ouverte de
dimension n (ou encore n-cellule ouverte) est un espace topologique homéomorphe
aB, —S,_1. Si e est une cellule, notons de son bord en tant que variété topologique
(voir le théoréme d’invariance du domaine 5.26 pour vérifier que tout homéomor-
phisme de la boule préserve son bord.) et ¢ =e—0de. Sin =0, nous convenons que
e est un singleton, que de est vide, et que e=ec. Si f e — X est une application
continue, notons df = fia. la restriction de f au bord de e.

Nous renvoyons a appendice A.2, pour la définition et les propriétés des recol-
lements

XU Y =(Xuy)/#

d’'un espace topologique X sur un espace topologique Y le long d'une application
continue f : A — X ou A C X. Attention a la notion de relation d’équivalence
engendrée par une relation : Z est la relation engendrée par la relation x ~ f(z),
pour tout & € A. En particulier, si A est fermé, alors 'application canonique ¥ —
X Uy Y est un homéomorphisme sur son image, qui est fermée. Nous identifions
alors Y avec son image dans X Uy Y, par cette application. Nous renvoyons aussi
a l'appendice A.2; pour la définition de la topologie faible sur un ensemble X muni
d’une famille de parties (X;);c; ot X; est munie d’une topologie : F' C X est fermé
(respectivement ouvert) dans X si et seulement si F'NX; est fermé (respectivement
ouvert) dans X; pour tout i; de plus, une application f : X — Y, ou Y est un
espace topologique, est continue si et seulement si fix, : X; — Y est continue pour
tout i € I.

Nous dirons qu'un espace topologique X est obtenu par recollement de cellules
de dimension n sur un espace topologique Y §’il existe une famille (€,)aea OU €,
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est une cellule de dimension n munie d’une application continue g, : de, — Y, telle
qu'il existe un homéomorphisme

(I ata) U0 Y — X .

(Les g, ne sont pas supposés étre injectifs.) La donnée d'une telle famille et d'un tel
homéomorphisme s’appelle une décomposition cellulaire de X relative a Y. Elle est
le plus souvent sous-entendue. Si f, : e, — X est Papplication induite, alors f,, est
continue et appelée 'application caractéristique de e,. (Ce ne sont pas toujours des
homéomorphismes sur leur image). Sa restriction f“l o estun homéomorphisme sur
son image, qui est un ouvert de X. Si Y est séparé, I'image de g, est un compact
de Y, donc un fermé de Y. Si Y est séparé, la topologie de X est la topologie faible
définie par la famille {Y'} U {fa(ea)}a de fermés de X. Les e, (par abus fa(eq))
s’appellent les cellules de X relatives a Y. On identifie gﬂ avec son image dans X
par f,, et on appelle les e les cellules ouvertes de X relatives a Y. Ce sont les
composantes connexes de X — Y. L’application 0f, = go : deq — Y C X est
appelée Uapplication d’attachement de la cellule e, de X sur Y. Si n = 0, alors X
est (homéomorphe a) I'espace topologique somme disjointe de X et de I'ensemble A
muni de la topologie discrete.

Rappelons qu'un bouquet de sphéres de dimen-
sion n indexées par [ est un espace topologique
homéomorphe a l'espace

Vs~ (Is)/~

iel icl

(muni de la topologie quotient de la topologie
somme disjointe), ou S; est une copie de la sphere
S,, pointée en un point base z;, et ~ la relation
d’équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous i, j.

La restriction de la projection canonique a chaque sphére S; est un homéomorphisme
sur son image, par lequel on identifie S; et son image. A homéomorphisme preés, le
bouquet de spheres ne dépend pas des points bases choisis.

Proposition 4.7 Si un espace topologique X est obtenu par recollement de cellules
de dimension n sur un espace topologique Y, alors le quotient X/(Y) de X par
la relation d’équivalence engendrée par x ~ y pour tous x,y dans Y est un espace
topologique discret si'Y est vide, et un bouquet de sphéres de dimension n sinon.

Démonstration. C’est immeédiat si Y est vide (auquel cas n = 0, X est un espace
topologique discret, et X/(Y) = X). Sinon, soit (€4)aca une décomposition cellulaire
de X relative a Y. Soit ~, la relation d’équivalence sur e, engendrée par x ~, y si
z,y € de,. Alors S, = e,/ ~, est homéomorphe a une sphére (voir aussi 'exemple

7

(3) ci-dessous), que nous munissons du point base image de de,. L'inclusion ] e, —
(o) Y induit clairement par passage au quotient un homéomorphisme

\/ Sa = ((Laea) Uppe, Y) /(Y) . O

acA

Un espace topologique X muni d'une famille (X ™),y de sous-espaces est un
C'W-compleze si, en utilisant la convention que X1 = ),

1. X™ est obtenu par recollement de cellules de dimension n sur X =1,

2. X = Upen X et la topologie de X coincide avec topologie faible définie par
la famille (X ), cx.
Voici quelques définitions et propriétés générales (immédiates) des CW-complexes.

Le sous-espace X (™ s’appelle le n-squelette de X. Il est fermé dans X. Le 0-
squelette X© est un espace discret.

Nous appellerons décomposition cellulaire de X la donnée pour tout n € N d’une
décomposition cellulaire de X relative a X~ Elle est le plus souvent fixée et
sous-entendue, les propriétés qui suivent des CW-complexes n’en dépendent pas. Les
cellules, cellules ouvertes, applications caractéristiques, applications d’attachement
de (la décomposition cellulaire fixée de) X sont celles des X ™ relatives aux X ™1,
L’ensemble X est réunion disjointe de ses cellules ouvertes (qui sont les composantes
connexes des X — X)) Attention, les (images par les applications caractéris-
tiques des) cellules de X sont des fermés de X, mais les cellules ouvertes ne sont pas
forcément des ouverts de X. Une cellule de X de dimension 0 est appelée un sommet
de X. Une cellule (resp. cellule ouverte) de X de dimension 1 est appelée une aréte
(resp. aréte ouverte) de X. L’adhérence d’une aréte ouverte est formée d’un ou de
deux sommets de X, appelés les extrémités de 1'aréte.

La topologie de X est la topologie faible définie par la famille de ses cellules.

La dimension de X est la borne supérieure des dimensions de ses cellules ouvertes
(ce qui est bien défini par le théoréme d’invariance du domaine 1.1). Un graphe
(topologique) est un CW-complexe de dimension < 1.

Le CW-complexe X est fini s'il n’a qu'un nombre fini de cellules ouvertes. Il est
alors de dimension finie. La seconde condition des CW-complexes est automatique-
ment vérifiée si le CW-complexe est fini, comme ce sera le cas dans la plupart des
exemples qui suivent.

Un sous-C'W-compleze de X est un sous-espace topologique Y de X, tel que si
Y™ = X Ay alors Y muni de la famille (Y), oy est un CW-complexe. 11 faut
et il suffit pour cela que Y soit union de cellules ouvertes de X dont I'adhérence est
contenue dans Y. Par exemple, X*) est un sous-CW-complexe de X de dimension
<k.

Si X et Y sont des CW-complexes, une application continue de X dans Y est
dite cellulaire si elle envoie le n-squelette de X dans le n-squelette de Y pour tout
n e N.
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11 découle par récurrence de U'exercice E.A.96 qu'un CW-complexe de dimension
finie est normal, donc séparé (voir aussi la proposition 4.8). En particulier, les cellules
de X sont des compacts de X. Un CW-complexe fini est donc compact.
Exemples : (1) Le tore T? admet une structure de CW-complexe ayant une 0-
cellule, deux 1-cellules et une 2-cellule.

En effet, T? est homéomorphe & l'espace topologique quotient du carré unité
[0,1]%[0, 1] par la relation d’équivalence engendrée par (1,t) ~ (0,t) et (¢,1) ~ (¢,0).
La 0-cellule est I'image de (0, 0), les deux 1-cellules sont les applications de [0, 1] dans
T? obtenues par passage au quotient des applications ¢ — (¢,0) et ¢t — (0,), et la
2-cellule est la projection canonique [0, 1] x [0,1] — T2

(2) La bouteille de Klein Ky admet une structure de CW-complexe ayant aussi
un sommet, deux arétes et une 2-cellule.

En effet, Ky est homéomorphe a l'espace topologique quotient du carré unité
[0,1] x [0,1] par la relation d’équivalence engendrée par (1,¢) ~ (0,1 —1¢) et (¢,1) ~
(¢,0). La 0-cellule est 'image de (0,0), les deux 1-cellules sont les applications de [0, 1]
dans K, obtenues par passage au quotient des applications ¢t — (¢,0) et t — (0,¢),
et la 2-cellule est la projection canonique [0, 1] x [0,1] — K.

Les 1-squelettes de Ky et de T? sont naturellement homéomorphes, mais 1'ap-
plication d’attachement de la 2-cellule de K, n’est pas homotope a lapplication
d’attachement de la 2-cellule de T?.

(3) Pour n > 0, la sphére S, admet une struc-
ture de CW-complexe fini ayant exactement un som-
met N et une n-cellule, avec application d’attachement
fn 1 Spo1 € B® — {N} l'application constante si n > 1,
et I'application vide si n = 0. Plus généralement, un bou-
quet de sphéres pointées de dimension n, indexées par
un ensemble S, admet une structure de CW-complexe,
avec un sommet et Card(S) cellules de dimension n,
dont les applications d’attachements sont les applica-
tions constantes sur le sommet.
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(4) Soit P un 4g-gone euclidien, de bord orienté dans le sens trigonométrique, et
dont les arétes conséeutives sont notées ay, by, ag, by, ... L g, by, g, E, et paramétrées
de manicre affine et préservant lorientation par lintervalle [0,1]. La surface ¥,
orientable connexe compacte de genre g > 1 est homéomorphe au quotient de P par
la relation d’équivalence engendrée par la relation identifiant le point de coordonnée
t sur I'aréte a; (vesp. b;) avec le point de coordonnée 1 — ¢ sur 'aréte @ (resp. b;).
Elle admet donc une structure de CW-complexe fini ayant un sommet, 2g arétes,
une 2-cellule.

%1 - 1O

(5) Comme lespace projectif réel P, 1(R) s’obtient par attachement de la cellule
B,41 de dimension n + 1 sur P,(R) par I'application d’attachement f,.1 : S, =
OB,11 — P,(R) qui est la projection canonique, et que Py(R) est un singleton, on
en déduit que P,(R) admet une structure de CW-complexe fini ayant une k-cellule
pour tout k = 0, ..., n, dont le k-squelette est IPx(IR), et application d’attachement
de la (k + 1)-cellule sur le k-squelette étant la projection canonique friq : S, =
6IB;C+1 - ]P)k(R>

Py(R) non plongé dans R?

(6) Comme l'espace projectif complexe P, 1(C) s’obtient par attachement de
la cellule By, 2 de dimension 2n + 2 sur P,(C) par l'application d’attachement
Sot1 : Song1 = OBayo — P, (C) qui est la projection canonique, et que Po(C) est un
singleton, on en déduit que P, (C) admet une structure de CW-complexe fini ayant
une 2k-cellule pour tout k = 0, ..., n, dont le 2k-squelette et le (2k+1)-squelette sont
P, (C), et application d’attachement de la (2k + 2)-cellule sur le (2k + 1)-squelette
étant la projection canonique fyi1 : Sopy1 = OBogyo — Pi(C).
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(7) L’ensemble Py (R) = o Pn(R), muni de la famille de parties (P,(R))nen et
de la topologie faible qu’elle définit, est un CW-complexe infini, ayant exactement
une cellule en chaque dimension. L'ensemble Poo(C) = U,y Pn(C), muni de la
famille de parties (P,(C)),en et de la topologie faible qu’elle définie, est un CW-

complexe infini, ayant exactement une cellule en chaque dimension paire.

Exercice E.39 Pour tout CW-compleze B, et tout revétement p : X — B, l'espace
X admet une et une seule structure de CW-complexe telle que 'application p soit
cellulaire.

4.4 Groupe fondamental des CW-complexes

Nous donnons ci-dessous quelques propriétés de la topologie et du groupe fonda-
mental des CW-complexes.

Proposition 4.8 Tout CW-complexe est séparé et localement contractile (donc lo-
calement connexe par arc, et semi-localement simplement conneze).

Démonstration. Pour montrer qu'un CW-complexe X est localement contractile,
il suffit de montrer que pour tout x dans X, pour tout entier n assez grand et pour
tout voisinage V' de z, il existe un voisinage ouvert V,, de = dans X () contenu
dans V, tel que V,, = V,,;; N X et une homotopie h, : V, x [0,1] — V,, entre
I'application identité et 'application constante en x, telle que h"+1|Vn><[0,1] = h,. En
effet, Vie = Uo7 Vi est alors un ouvert de X contenu dans V' et contenant x, qui
est contractile, car 'application h : Vo, x [0,1] — V. définie par h(z,s) = h,(z,s)
si x € V,, est une homotopie entre l'application identité de V,, et l'application
constante en .

On fixe une décomposition cellulaire de X. Soit ¢ la cellule ouverte de X conte-
nant =, et ngy sa dimension. On pose V,,, une boule dans ¢ centrée en z et de rayon
suffisamment petit pour que V,,, C V. On suppose V,,, h,, construits pour un n > ny.
Soit (e;); la famille des cellules de dimension n+ 1 de X, avec f; : e; — X l'applica-
tion caractéristique. Il existe un homéomorphisme entre de; x [0, 1] et un voisinage
de de; dans e;, et on identifie ce voisinage et de; x [0, 1] par cet homéomorphisme.
Soit ¢ € 0,1] tel que U; = (9f)~ (V) x [0,&[ € fi ' (V). Pour tout 4, pour
(z,t) € Uy — 0f;)"H (V) et s € 0, 1], posons hyyi(fi(x,1),8) = fi(ha(0fi(2), st)) et
hi1(y,8) = ho(y,s) siy € X™. Posons V,,,y = V, U (U, fi(Uh)). Alors Vi, hyy
conviennent.

On a déja vu que le n-squelette de X est séparé pour tout n. Si x, 2’ sont deux
points distincts de X, alors pour un n assez grand, ce sont deux points distincts
de X™. En prenant pour Vp, V{ des boules ouvertes disjointes dans les cellules ou-

o
o . P . ..

vertes e, €’ contenant x, 2, la construction précédente fournit des voisinages ouverts

disjoints Voo, VL de x, 2" O
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Exercice E.40 Pour tout CW-complexe X, il existe pour tout sous-C'W-compleze
K un voisinage V(K) de K muni d’une rétraction par déformation forte sur K, tel
que V(K)NV(K') = V(KNK') pour tous sous-CW-complexes K, K' et si K C K',
la restriction a V(K) de la rétraction de V(K') sur K' coincide avec la rétraction

de V(K) sur K.
En particulier, le théoréme de van Kampen implique que

Corollaire 4.9 Soit X un CW-complexe, K, Ky deux sous-C'W-complexes conne-
zes, de réunion X, tels que Ky = K; N Ky soit connexe. Pour tout x € Ky, l'appli-
cation canonique

(K1, @) oy (10,0) T1 (K2, 2) — ™ (X, @)

est un isomorphisme. O

Proposition 4.10 Un compact d’un CW-compleze X ne rencontre qu’un nombre
fini de cellules ouvertes de X. En particulier, il est contenu dans la réunion d’un
nombre fini de cellules de X .

En particulier, un CW-complexe compact est fini. L’image de tout compact par
une application continue & valeurs dans X est compacte car X est séparé, et donc
contenue dans un sous-CW-complexe fini.

Démonstration. Si K est un compact d'un CW-complexe X, comme (X — X ™),
est un recouvrement ouvert décroissant de K, il existe n € N tel que K ¢ X®™.
On peut donc supposer que X est de dimension finie, et on raisonne par récurrence
sur la dimension n de X. Si n = 0, alors X est discret, donc le résultat est vrai.
Supposons le résultat vrai pour n, et soit K un compact d’'un CW-complexe X de
dimension n+1. Alors K N X est un compact, donc ne rencontre qu'un nombre fini
de cellules ouvertes de X™. Supposons par 'absurde que K rencontre un nombre
infini de cellules ouvertes (deux & deux distinctes donc disjointes) ¢; de dimension
n + 1. On identifie chacune de ces cellules avec B, — S,_;, muni de la distance

euclidienne, et on note r; = min__ .o d(0,z). Soit V; = {z € ¢;: d(0,z) < =},

i={ree: d0,2)<r}etU=X— Uien Wi Alors U est un ouvert de X par
définition de la topologie faible, et {U}U{V;}ien est un recouvrement ouvert de X,
dont aucun sous-recouvrement fini ne recouvre K, contradiction. O

Le résultat suivant dit en particulier que le calcul du groupe fondamental d’un
CW-complexe se raméne au calcul du groupe fondamental de ses sous-complexes
finis.

Proposition 4.11 Soit X un CW-complexe, x € X, et (K;)ier une famille, stable
par union finie et recouvvrant X, de sous-CW-complexes de X contenant x. On consi-
dere la famille inductive de groupes avec Gy = m(K;, x), et Fy; est vide si K; n'est
pas contenu dans K;, et Fyj = {fi;} sinon, ot fi; : G; — G, est Uapplication in-
duite sur les groupes fondamentaux par Uinclusion K; — K;. Alors le morphisme
canonique lim G; — (X, x) est un isomorphisme.
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Démonstration. La propriété universelle des limites inductives appliquée au groupe
H = (X, z) muni des morphismes de groupes h; : G; — H induits par I'inclusion
K; — X, qui vérifient bien hjo f;; = h; si K; C K, donne un morphisme canonique
¢ :lim G; — 7 (X, z). Comme (K;);er recouvre X et est stable par union finie, tout
sous-CW-complexe fini est contenu dans un K;. Comme tout lacet de m (X, x) est
contenu dans un sous-CW-complexe fini, le morphisme de groupes ¢ est surjectif.
Comme l'image de toute homotopie entre deux lacets de X est contenue dans un
sous-CW-complexe fini, le morphisme de groupe ¢ est injectif. O

En appliquant la proposition précédente a la famille des parties (X),cx, on
obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.12 Si X est un CW-complexe et & un sommet de X, alors m (X, x) ~
lim 7 (X @, 2). O

Groupe fondamental des graphes

Exercice E.41 Montrer que pour un graphe connexe X, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. X, privé de chaque aréte ouverte, est non connezxe,
2. X ne contient aucun plongement du cercle Sy,
3. X est simplement conneze,

4. X est contractile.
Un graphe connexe vérifiant 'une de ces propriétés est appelé un arbre.

Exercice E.42 Soit S un ensemble, et (S;)ier une famille de parties finies de S,
recouvrant S, et stable par union finie. Alors le morphisme canonique lim L(S;) —

L(S) est un isomorphisme.
Proposition 4.13 Le groupe fondamental d’un graphe est un groupe libre.

Démonstration. Soit X un graphe connexe et x un sommet de X. Par la propo-
sition 4.11 appliquée a la famille des sous-graphes finis de X contenant x, et par
I'exercice E.42, il suffit de montrer le résultat si X est fini.

Soit C' un sous-CW-complexe de X homéomorphe au cercle, ¢ une aréte ouverte
contenue dans C' et z un sommet de C. Si un tel C' n’existe pas, alors par l’exercice
EA41, m (X, z) est trivial, donc libre. On a 71 (C,z) ~ Z. Par le théoréme de van
Kampen pour les CW-complexes (corollaire 4.9) appliqué aux sous-CW-complexes
C et X— Z, qui sont connexes et dont l'intersection C'— e est simplement connexe,
on a

(X, 2) ~ (X — e, 2) % Z.

Comme X est fini, le résultat s’en déduit par récurrence. O
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> libre de rang 8

Graphe fini

de groupe fondamental

Exercice E.43 Soit X un graphe connexe fini. On appelle connectivité de X le plus
grand entier n tel qu’il existe des arétes ouvertes 21, ,gn awveec X —J;, e; connere.
On appelle caractéristique d’Euler de X le nombre x(X) = ng—ny avec ng le nombre
de sommets de X et ny le nombre d’arétes de X. Montrer que ¢(X) =1 — x(X) et
que T X est un groupe libre de rang ¢(X).

Le résultat suivant redémontre en particulier l'existence d’un groupe libre en-
gendré par un ensemble S.

Corollaire 4.14 Si X est un bouquet de cercles indexés par S, alors on a un iso-
morphisme de groupes
m(X,z) ~ L(S). O

Groupe fondamental de CW-complexe et présentation de groupe

Exercice E.44 Un CW-complexe est connexe si et seulement si son 1-squelette est
conneze.

Les deux résultats suivants, que 'on démontrera simultanément, disent que le
groupe fondamental d'un CW-complexe est porté par son 2-squelette, et que le
groupe fondamental d’'un CW-complexe est muni d’une présentation par la structure
de CW-complexe de son 2-squelette.

Proposition 4.15 Si X est un CW-compleze conneze et x € X, Vinclusion
X® - X du 2-squelette de X dans X induit un isomorphisme de groupes

m(XP z) ~ 1 (X, z).

On identifie S; avec le quotient [0,1]/(0 ~ 1), de sorte que si f : S; — Z est
une application continue, alors f est considéré comme un lacet dans Z d’origine
et extrémité f(1). Soit X un CW-complexe connexe, et z un sommet de X. On
se fixe une décomposition cellulaire de X, et pour toute 2-cellule e, de X, soit
Ja : Oeq — XU © X Dapplication d’attachement de e,. Pour tout «, on note r, la
classe d’homotopie (relativement extrémités) du lacet ¢- g, - en @, pour ¢ un chemin
dans XM entre z et g,(1), aprés identification de de, avec le cercle S;. Notons que
7, est bien déterminé a conjugaison et passage a 'inverse pres.
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Proposition 4.16 Avec les notations précédentes, Uinclusion de XV — X induit
un isomorphisme de groupes

N({Ta}a)\ﬂ'l(X(l), x) — m (X, z).

Comme m X@ est un groupe libre, on obtient bien une présentation du groupe
fondamental de X.

Preuves des propositions 4.15 et 4.16. On montre d’abord un résultat préli-
minaire.

Soit X un CW-complexe connexe de dimension n > 2, obtenu par recollement
d’'une cellule e de dimension n sur un CW-complexe Y de dimension n — 1, avec
application d’attachement f : de — Y. Comme Oe est connexe, 'espace Y est
connexe. On identifie e avec B,,. Pour n = 2, si y € Y, et ¢ est un chemin de y a
f(1) dans Y, le sous-groupe distingué de m(Y,y) engendré par [¢- f - €] ne dépend
pas du chemin ¢, on le notera N([f]).

Lemme 4.17 L’inclusion Y — X induit un isomorphisme m(Y,y) — m(X,y)
pour tout y dans 'Y sin > 3, et un isomorphisme N([f])\m(Y,y) — m(X,y) si
n=2.

Démonstration. Par les propriétés du changement de point base, il suffit de le
montrer pour y = f(1). Soit U = B(0, 2) la boule de centre lorigine et de rayon 2
dans B, — S, = e C X. Soit V le complémentaire de adhérence de B(0, %) dans
X.SoitzeUNV.

vnv, VY
A&

Y

Alors U, V,UNV sont connexes, U est contractile, donc 71 (U, z) = {e}, et UNV
a le type d’homotopie de la sphére de dimension n — 1. Donc U NV est simplement
connexe si n > 3, et a le type d’homotopie du cercle si n = 2. Pour n = 2, soit
« le lacet en o dans U NV obtenu par un homéomorphisme du cercle de centre
lorigine passant par z avec le quotient [0, 1]/(0 ~ 1). Sa classe d’homotopie engendre
7T1(U N ‘/‘ iL)

Par le théoréme de Van Kampen, l'inclusion V' — X induit un isomorphisme
m(V,z) ~ m(X,z) si n > 3, et un isomorphisme N ([a])\7(V,2) ~ m (X, z) si
n=2.

Comme V se rétracte par déformation forte sur Y, par une rétraction envoyant
le lacet « sur le lacet f, on en déduit que l'inclusion ¥ — X induit un isomor-
phisme m(Y,y) — m(X,y) pour tout y dans ¥ si n > 3, et un isomorphisme
N(F\m(Y,y) = m(X,y) sin = 2. O
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Maintenant, pour montrer les propositions 4.15 et 4.16, par le corollaire 4.12,
on peut supposer que X est de dimension finie n. On raisonne alors par récurrence
sur n. Si n < 1, les résultats sont clairs. Soit X un CW-complexe de dimension
n > 2. Le sous-groupe distingué engendré par une partie S d’'un groupe H est la
limite inductive des sous-groupes distingués engendrés par les parties finies de S. En
appliquant la proposition 4.11 & la famille des sous-CW-complexes de X obtenu par
recollement d’un nombre fini de cellules de dimension n sur X =) et par récurrence,
les résultats découlent alors du lemme précédent. O

Exemple. On reprend les structures de CW-complexes sur le tore T?; la bouteille
de Klein K et la surface >, orientable compacte connexe de genre g, construits dans
la partie précédente, et on applique la proposition 4.16.

(1) Le 1-squelette du tore T? est un bouquet de deux cercles. Donc son groupe
fondamental est un groupe libre de rang deux. Si on note {a, b} sa partie génératrice
correspondant aux deux cercles orientés, alors 'application d’attachement du carré
a ce bouquet de deux cercles envoie le bord du carré sur un lacet du bouquet dont
la classe d’homotopie est [a,b] = aba~'b~'. On retrouve donc le fait que le groupe
fondamental du tore T? admet comme présentation

{a,b] [a,b] = 1)

qui est une présentation de Z X Z.

(2) Le 1-squelette de la bouteille de Klein Ky est un bouquet de deux cercles.
Donc son groupe fondamental est un groupe libre de rang deux. Si on note {a,b}
la partie génératrice correspondant aux deux cercles orientés, alors 'application
d’attachement du carré a ce bouquet de deux cercles envoie le bord du carré sur un
lacet du bouquet dont la classe d’homotopie est abab™!. Le groupe fondamental de
la bouteille de Klein Ky admet donc comme présentation (a, b | aba = b) ou encore
en posant x = ab et y = b7},

(z,y | 2%y® =1).

(3) Le 1-squelette de la surface ¥, est un bouquet de 2¢ cercles, donc son groupe
fondamental est un groupe libre de rang 2g. Si on note {ay, bi, ..., a4, by} la partie
génératrice correspondant aux 2¢g cercles orientés, alors I'application d’attachement
du 4g-gone a ce bouquet de deux cercles envoie le bord du carré sur un lacet du bou-
quet dont la classe d’homotopie est a;bia; byt agbgag’lbg’l. Le groupe fondamental
de la surface >, admet donc comme présentation

(a1, by, ..., a4.by | [a1,b1]...[ag, by] = 1).

4.5 Applications des revétements a la théorie des groupes
Corollaire 4.18 (Théoréme de Schreier) Tout sous-groupe d’un groupe libre est

libre.

Démonstration. Soit H un sous-groupe du groupe libre L(S) vu comme groupe
fondamental d’un bouquet de cercles B indexés par S (corollaire 4.14). Soit p : B —
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B le revétement connexe de B associé a H (voir la partie 3.12). En particulier, m B
est isomorphe & H. Comme tout revétement d'un graphe est un graphe, on en déduit
que H est un groupe libre. O

Proposition 4.19 Pour tout groupe G muni d’une présentation (S, R), il existe un
CW-complexe pointé (X, x) de dimension 2, dont le 1-squelette est le bouquet de
Card(S) cercles, et ayant Card(R) cellules de dimension 2, et un isomorphisme

m(X,z) ~G .

Démonstration. Pour tout s dans S, soit S une copie du cercle S; = [0,1]/(0 ~
1), pointé en 1. Soit ¥ = \/ _¢Ss le bouquet de cercles correspondant. Soit f, :
[0,1] — Y la projection canonique de [0,1] sur Sy C Y. Pour tout mot réduit
r = sit..s)" dans R, on considére un polygone régulier P,, de bord orienté¢, ayant
k cotés, paramétrés de maniére préservant l'orientation par [0, 1], et étiquetés dans
Pordre cyclique par si, 52, ..., s3". Soit f, : 9P, — Y P'application qui en restriction
au coté étiqueté sj' vaut Papplication f, si ¢ = 1, et t — f, (1 —t) sinon. Soit
X le CW-complexe, recollement des cellules P, sur le bouquet de cercle Y par les
application d’attachements f,, et soit z son unique sommet. Alors (X, z) convient
(et est appelé le 2-complexe de Cayley de la présentation (S, R)), par la proposition
4.16.

<
h

-
S}

bt 2-complexe de Dehn
b . .
1 a de la présentation
(a,b| ab~raba™'b = 1,aba" b1 = 1)
\b a / du groupe Z

b a
Le résultat suivant découle des propositions 4.16 et 4.19.

Corollaire 4.20 Un groupe est de présentation finie si et seulement si c’est le
groupe fondamental d’un CW-complexe fini. O

Remarque. En plongeant ce CW-complexe dans I’espace euclidien de dimension 4,
et en prenant le double le long du bord du voisinage régulier de ce CW-complexe,
on montre qu'un groupe est de présentation finie si et seulement si c¢’est le groupe
fondamental d’une variété (topologique) de dimension 4.

4.6 Autres exercices

Exercice E.45 Calculer le groupe fondamental du complémentaire de la réunion de
deux droites dans R? (on distinguera les cas oil les droites sont confondues, sécantes
en un point, disjointes).
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Exercice E.46 Pour i = 1,2, soit p; € N — {0}, soit B; une copie du disque
B, = {z € C : [z] < 1}, soit S; une copie du cercle S; = {z € C : |z| = 1}
pointée en z; = 1. On identifie S; avec son image dans le bouquet de cercles Sy V Ss.
Soit f; : OB; — S; 'application z — 2P et soit X ’espace topologique recollement
suivant

X = (Bl B2) Us 11 £2) (S1V 52)

Montrer que X admet une structure de CW-complexe ayant un sommet, deux
arétes et deux 2-cellules. Calculer le groupe fondamental de X.

Exercice E.47 Cet exercice est la suite de I'exercice E.33 dont on reprend les no-
tations.

(6) Donner une présentation du groupe fondamental 7 (S5 — K,b) (on pourra
considérer les sous-espaces Ky = {(z,w) € S§ : |z| < |w|} et Ky = {(z,w) € S}
2| = Jwl}).

Exercice E.48 Soit (G;);e; une famille de groupes, et pour tout i, soit (X;, z;) un
CW-complexe connexe pointé (en un de ses sommets), muni d’un isomorphisme de
groupes «; : Gy — m(X;, x;). Soit (X, x) = \/,.,(X;, ;) la somme connexe pointée
de la famille (X;, z;);cs, avec §; : X; — X Dinclusion canonique.

Montrer que (1 (X, z), ((3;)« © @;)ier) est un produit libre de la famille (G;);e;.

Exercice E.49 (1) Soit ¢ : G; — G5 un morphisme de groupes, et pour i = 1,2,
soit (X;,z;) un CW-complexe connexe pointé (en un de ses sommets), muni d'un
isomorphisme de groupes «; : G; — m1(X;, x;). Montrer qu’il existe une application
cellulaire f: X7 — X, avec f(x1) = zo, telle que le diagramme suivant commute

Gl i’ G2
ap | Lo

m (X1, @) ELN 71 (X, 13) .

(2) Soient A, B,C' trois groupes, i : C' — A,j : C' — B deux morphismes de
groupes, X,Y, Z trois CW-complexes connexes pointés (en un de leur sommets),
f:Z — Xeth:Z — Y deux applications cellulaires pointées telles que f, = i
et hy = j. On note F : Z x {—1,1} — (X 1Y) l'application cellulaire définie par
F(z,—1) = f(2) et F(z,1) = h(z) pour tout z.

Montrer que le groupe fondamental du recollement

(Z x [-L1))Up (X11Y)

de Z x [-1,1] sur (X11Y) par F (voir la partie A.2) est isomorphe & la somme
amalgamée A x¢ B.
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_Zx{- Zx {1}
T C O
7 x [-1.1]
X Y

(3) Montrer que si (G, Fj;) est une famille inductive de groupes, alors il existe
un CW-complexe connexe pointé X dont le groupe fondamental est isomorphe a
lim G;.

Exercice E.50 Ce probléme est un exercice de synthése portant sur les trois pre-
miers chapitres de ce livre. Les différentes parties de ce probléme sont largement
indépendantes.

On rappelle que si X, Y sont deux espaces topologiques, si A est une partie de
X etsi f: A—Y est une application continue, alors on appelle espace topologique
obtenu par recollement de X surY par f, et on note X Uy Y, I'espace topologique
quotient (X 11Y)/Z de l'espace topologique somme disjointe X [1Y par la relation
d’équivalence Z engendrée par la relation z ~ f(x) pour tout = € A.

Si X est un espace topologique, on note C'X 1'espace topologique quotient
CX = (X x[0,1])/%, avec Z la relation d’équivalence engendrée par (x,0) ~ (2, 0)
pour tous z, 2" dans X. Pour ¢t € [0,1] et u € X, on notera [z, ] la classe de (z,1).

(1) Montrer que C'X est contractile.

(2) Montrer que Papplication @ — [z,1] est un homéomorphisme sur son image.
Dans la suite de ce probléme, on identifie X et son image dans C'X par cette appli-
cation.

(3) Si f: X — Y est une application continue, montrer que I'application C'f :
CX — CY, définie par Cf([z,t]) = [f(x), t] est continue.

(4) Montrer que si X est compact, alors C'X aussi.

Pour n € N — {0}, on considére dans R? le compact R, qui est le rec-
tangle [—2,4n — 2] x [—2, 2] privé des disques ouverts de rayon 1 et de centre (4k, 0)
pour k£ =0,...,n — 1. On note A, 'espace topologique quotient de R,, par la rela-
tion d’équivalence engendrée par (x, —2) ~ (z,2) pour tout  dans [—2,4n — 2| et
(=2,y) ~ (4n — 2,y) pour tout y dans [—2,2].

Calculer le groupe fondamental de A,,.

11| Soit F un ensemble fini, non vide, muni de la topologie discréte. Soit
o : £ — FE une bijection. (Pour n € N et f une application d’un ensemble dans
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lui-méme, on rappelle que f°* = fo fo...o f désigne la composée n-éme de f, avec

£ =id)

(1) Montrer que I'application

Zx (CExR) — (CE x R)
(n,(z,1)) = ((Co)"(x),t+n)

est une action libre et propre du groupe discret Z sur CE x R.

CExR

(2) Si Q est I'espace topologique quotient 7\ ( ), calculer le groupe fondamen-

tal de Q.
(3) Montrer qu'il existe N € N — {0} tel que 99 posséde un nombre fini de

composantes connexes X, ..., %y, chacune d’entre elles étant homéomorphe a un
cercle.

(4) Pour i = 1,..., N, on note D; une copie du disque unité fermé de R?, et on
choisit f; : 0D; = S; — ¥; un homéomorphisme. On note €2; l'espace topologique

(Ui D:) Uy gy 2

recollement des disques D; sur § par les applications f;. Calculer le groupe fonda-
mental de €.

Application numérique : que vaut ﬂ'l(ﬁ\l) si B = Z/nZ et o:x — x+
1 mod n?

(5) On considére Ry, le rectangle privé de N disques, défini en II. Soit 04 Ry C
Ry la réunion des bords de ces N disques, et ¢ : 0. Ry — 9 un homéomorphisme.
On note €y = Ry Uy 2 Pespace topologique obtenu par recollement de Ry sur
par I'application ¢.

Montrer que €y a le type d’homotopie d'un bouquet de N cercles.

(6) On considere I'espace topologique Sy, qui est la sphére Sy privée de N disques
ouverts, d’adhérences deux a deux disjointes. On note dSy C Sy la réunion ¢ des
bords de ces N disques, et ¢ : dSy — 9 un homéomorphisme. On note 3 =
Sn U, 2 'espace topologique obtenu par recollement de Sy sur €2 par I'application
¢. _

Calculer le groupe fondamental de €.

Application numeérique : Pour p, ¢ € N— {0}, on suppose que £ = {1,...,p+
q}, et que o est le produit de deux cycles (1,...,p)(p+ 1, ...,p + q). Montrer que le
groupe 71(€3) admet pour présentation (a,b | abPa=t = b9) ou (a,b | abPa=t = b79).
(Un tel groupe s’appelle un groupe de Baumslag-Solitar.)

On considére le graphe orienté B de sommets x; pour j = 1,...,6 (entiers
modulo 6), ayant, pour tout ¢ = 1,2,3, une aréte étiquetée a de xo; & xg;1q et de
To;+1 A Tg;, et une aréte étiquetée b de o1 & Lo et de xo9 & X9;11. On note B le
bouquet de deux cercles, orientés et étiquetés par a,b. On fixe un paramétrage par
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lintervalle ]0, 1[ de chaque aréte ouverte de B et de B. On considére 'application
continue p : B — B, envoyant les sommets de B sur le sommet z, de B, et envoyant,
par un homéomorphisme préservant les paramétrages donnés, chaque aréte de B sur
Paréte de B ayant méme orientation et étiquette (voir dessin ci-dessous).

(1) Montrer que p : B — B est un revétement. Est-il galoisien? Quel est le
groupe I" des automorphismes de revétement de p?

(2) On fixe 7 : B — B un revétement universel de B. On note @ le groupe des
automorphismes de revétements de 7, et 7' : B — ¢\? la projection canonique sur
T'espace topologique quotient ¢\Z. Montrer qu’il existe un unique homéomorphisme
h: ¢\P — B tel que hon' = m. Dans la suite, on identific ¢\? et B par cet
homéomorphisme, et donc 7" avec 7.

(3) Montrer qu’il existe un revétement ¢ : B — Betun morphisme surjectif de

groupes ¢ : G — I, uniques, tels que, pour tout g dans G, le diagramme suivant
commute :

(4) On note E l'ensemble des sommets de B, et Ct, : CE — O l'application
induite (voir la question I.3) par la restriction ¢, = 1)(g)g : E — E. Montrer que
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I'application
Gx(CExB) — (CEx B)
(9, (@) = (Ciylx) 9(y))

est une action libre et propre du groupe discret G sur CE x B.

(5) On note © l'espace topologique quotient ¢\“F B, Quel est le groupe fonda-
mental de © 7

(6) On note pry : £ X B—DBla seconde projection (x,y) — y. Montrer que pry
induit un revétement connexe ¢\**# — B.

(7) Montrer que ¢\Z*Z et B sont homéomorphes.

(8) Soit f un homéomorphisme de la partie B de C'B sur la partie G\EXE de ©.
On note © l'espace topologique obtenu par recollement de CB sur © par f.
Calculer le groupe fondamental de ©.

(9) Quels sont, a isomorphisme prés, les revétements connexes de © 7 Quels sont
ceux qui sont galoisiens ?

4.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.45 Soient D, D’ deux droites de R®. On note X = R* — (DU D'), qui
est un ouvert connexe par arcs de R,

(1) On suppose d’abord D, D’ disjointes, et on calcule m X par deux méthodes.

a) L’espace X, étant un ouvert connexe de R?, est localement connexe par arcs et
localement contractile. Soit A une perpendiculaire commune a D, D’. Soit P le plan
de R? contenant D et orthogonal & A et P’ le plan de R? contenant D’ et orthogonal
a A. Soit C' la composante connexe de R? — P contenant D’ et C' la composante
connexe de R? — P’ contenant D. Soit U = C'— D' et U' = C" — D. Alors U, U’ sont
des ouverts connexes de X. Comme P, P’ sont paralléles, I'intersection U N U’ est
convexe, donc connexe et contractile, donc 7 (U NU’) = {1}. Comme U se rétracte
par déformation forte (parallelement a D) sur un demi-plan ouvert privé d’un point
(Pintersection avec U d’un plan perpendiculaire a D), on a mU = Z. De méme
mU’" = Z. Par le théoréme de van Kampen, on a donc

mX =mU s wevny mU = Z+7Z

(un groupe libre de rang deux).

b) Si D et D’ sont paralléles, alors X se rétracte par déformation forte (paralléle-
ment & D) sur un plan P perpendiculaire a D privé des deux points z, y d’intersection
avec D, D'. Le groupe fondamental de P — {z,y} est un groupe libre de rang 2, donc

mX =7Zx*7.
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Si D et D' ne sont pas paralléles, il existe un homéomorphisme entre X = R*— (DU
D) et Y =R~ (DUD") avec D" une droite disjointe et paralléle & D. Donc

mX =mY =7Zx*7Z.

(Par changement de coordonnées, on se raméne au cas o, en notant (z,¢) un point
de R? = C x R, la droite D a pour équations Im z = ¢ = 0 et D’ pour équations
Re z=0,t = 1. Alors (z,1) — (ze%, ) est un tel homéomorphisme.)

(2) On suppose maintenant D, D" sécantes en un point p. On considére la sphére
euclidienne S de centre p et de rayon 1, qui posséde quatre points d’intersection
w,x,y,z avec DU D'. Alors X se rétracte (radialement) par déformation forte sur
S —{w,x,y, z}. Par projection stéréographique, une sphére privée de quatre points
est homéomorphe au plan euclidien R? privé de trois points ¢, u,v. On a donc

mX =m(S —{w,z,y,2}) =m (R — {t,u,v}) =Z*Z*7Z
(un groupe libre de rang trois).

Exercice E.46 Le bouquet de deux cercles Y = S; V S5 est un CW-complexe de
dimension 1, ayant un sommet et deux arétes. Par définition, X s’obtient par recolle-
ment de deux 2-cellules sur Y, donc X est un CW-complexe ayant un sommet, deux
arétes et deux 2-cellules. Les applications fi, fo étant les applications d’attachement
des 2-cellules sur le 1-squelette Y de X, le groupe fondamental du CW-complexe
connexe X de dimension 2 est, en notant ¢ un générateur de my(0B) = m(0Bs) = Z,

mX = N(().(0), (f2)()\mY.

Comme 7Y est un groupe libre a deux générateurs wz,y, avec (fi).(c) = a,
(f2)«(c) = yP2, le groupe m X admet pour présentation (z,y | 2Pt = 1,22 = 1).
Donc

7T1X = Z/plz * Z/pQZ .

Exercice E.47 (6) L’espace K = {(z,w) € S§ : |z| < |w|} est homéomorphe a
B, x S; par 'application (z,w) — ( ). En effet, si (z,w) € K, alors w est non
nul; de plus, I'inverse est

z w
w? |w|

V2uu V2u )
VIF a2 T+ [u?

qui est continu. La rétraction par déformation forte r : By x S; — {0} x Sy, induite
par la rétraction radiale du disque B sur son centre, induit une rétraction par
déformation forte (z,w) — (0, %) de K] = K; N (S} — K) sur le cercle {0} x S;. En

Twl

(u,v) = (

particulier m (K1) = Z.
De méme, application Kj = KN (S5~ K) — S x{0} définie par (z,w) — ({,0)
est une rétraction par déformation forte sur un cercle. En particulier m (K}) = Z.
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L'intersection K N K; est I'ensemble des (z,w) tels que |z| = [w| = 1. L’appli-
cation (z,w) — (i—i %) est un homéomorphisme de K; N Ky sur §; X Sy qui envoie
K sur le cercle {1} x S;. Donc K| N K7 est homéomorphe au tore S; x S; privé du
cercle {1} x S;. En particulier m (K7 N K3) = Z, I'inclusion K| N K5 — K7 induit
sur les groupes fondamentaux I'application Z — Z qui est la multiplication par 3, et
Pinclusion K} N K} — K7 induit sur les groupes fondamentaux application Z — Z
qui est la multiplication par 2.

Comme K7, K}, K{ N K} sont connexes par arcs, avec Kj U K} = S} — K et
puisque K7, K% sont des rétractes par déformation forte de voisinages dans S§ — K,
on en déduit par le théoréme de van Kampen, pour tout b dans K7 N K}, par exemple
b= (-1,1), que

7r1(S§ - K,b) = WI(K;J)) *r1 (K} NEKY,b) 71'1(Kévb) = (z,y| at = ’!/2> :

Exercice E.50 (1) Soit ug = [x,0] (qui ne dépend pas de z € X). Soit
hoo (X % [0,1]) x [0,1] — (X x [0,1]) Vapplication h((z,t),s) = (z,st). Elle est
continue, et envoie pour s fixé classes d’équivalences sur classes d’équivalences, donc
passe au quotient en une application continue i : CX x [0,1] — CX telle que
h(y,0) = ug et h(y,1) =y pour tout y € CX. Donc CX est contractile.

Dans la suite nous appelerons C'X le cone de base X, et uy son sommet.

(2) L’application x — [z, 1] est continue, comme composée de deux applications
continues. Elle est injective par définition de la relation d’équivalence. Son applica-
tion réciproque [z, 1] —  est continue, car elle est obtenue par passage au quotient
de l'application continue (z,1) — .

(3) L’application (z,t) — (f(z),t) est continue et envoie classes d’équivalences
sur classes d’équivalences, donc passe au quotient en une application continue, qui
est C'f.

(4) Si X est séparé, alors CX 'est aussi. En effet, soient [z, ], [2/, '] deux points
distinets de CX. Sit < ¢, soit utel que t < u < t'. Alors {(y,s) € Xx[0,1] | s <wu}
et {(y,s) € X x[0,1] | s > u} sont deux ouverts saturés disjoints de X x [0,1],
contenant respectivement (z,t) et (z/,¢'). Si ¢t = ¢, alors t # 0 et @ # 2/; si U, U’
sont deux ouverts de X disjoints contenant z, ' respectivement, et si e € 10, ¢[, alors
Ux (Jt—e t+€[N[0,1]) et U' x (Jt —¢, t+¢€[N]0, 1]) sont deux ouverts saturés disjoints,
contenant (z,t), (2/,t) respectivement. Donc C'X est séparé.

Si X est compact, alors C'X est séparé et X x [0,1] est compact. Comme la
projection canonique est continue, C'X est compact.
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in — 6 dn — 2

Considérons le sous-espace R, de R,, réunion de [—2,4n — 2] x {—2,+2},
de {—2,4n — 2} x [=2,42], et de {4k — 2} x [=2,42] pour k = 1,...,n — 1. Un
carré privé d'un disque ouvert de centre le centre du carré, et contenu dans ce carré,
se rétracte par déformation forte (radialement) sur le bord du carré. Donc %, se
rétracte par déformation forte sur R/,.

Notons A, I'espace topologique quotient de R], par la relation d’équivalence en-
gendrée par (v, —2) ~ (x,2) pour tout = dans [—2,4n — 2| et (—2,y) ~ (4n — 2,y)
pour tout y dans [—2,2]. Comme la rétraction de R,, sur R, est compatible avec les
relations d’équivalences, I'espace A,, se rétracte par déformation forte sur A!/. Or
A! est homéomorphe & un graphe, composé d’un bouquet de deux cercles ¢/, ¢ cor-
respondant aux segments verticaux {—2,4n—2} x [~2, +2| et horizontaux [—2, 4n —
2] x {—2, 42} respectivement de R), et de n — 1 cercles ¢, ..., ¢,—1 (correspondant
aux segments verticaux {4k — 2} x [=2, 42| pour k = 1,...,n — 1), qui sont recollés
en un point sur ¢’. Donc A/ a le méme type d’homotopie qu'un bouquet de n + 1
cercles. Par conséquent, m1(A,) = Z % Z * ... x Z est un groupe libre de rang n + 1.

III| (1) Comme E est discret et fini, il est compact. Donc C'E est compact,
donc CE x R est localement compact. Si n(z,t) = (z,t), alors en regardant les
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deuxiémes composantes, on a t = ¢t +n, donc n = 0. Donc I'action est libre. Si K est
un compact de CE xR, il existe N € N tel que K € CE x [N, N]. Si |n] > 2N +1,
alors n/X N K est vide. Donc 'action est propre.

(2) Les espaces C'E et R sont contractiles, donc leur produit CE x R aussi.
Comme CE x R est localement compact et Z agit librement et proprement sur
CFE x R, le groupe fondamental du quotient € est donc isomorphe a Z.

Voici autre maniére de voir cela, qui sera utile pour la suite. En considérant
la rétraction par déformation forte du céone C'E sur son sommet v, construite en
L1, l'espace CE x R se rétracte par déformation forte sur {ug} x R, de maniere
équivariante pour 'action de Z. L’espace €2 se rétracte donc par déformation forte
sur le cercle ag = 5 (wobxR,

(3) Comme F est discret, Uespace £ xR posséde Card(FE) composantes connexes,
qui sont homéomorphes & R. Comme 'image par une application continue d’un
espace connexe est connexe, I'espace J€) posséde un nombre fini de composantes
connexes.

0 4 0 Iy
< T~ 0 o T~ 0,
1 ‘r{ ‘ * - ‘ S ):
0 N / t °
E; xR 01 *
En xR
Plus précisément, la permutation o de E est un produit de cycles oy, ..., 0y de

longueur ¢y, ...0x € {1,...,Card(E)} dont les supports Fj, ..., Ex sont deux a deux
disjoints. Chaque partie E; x R est préservée par Iaction de Z, et son quotient est un
cercle 3; de longueur ¢;. De plus, comme FE est une partie finie discréte de C'E, les
cercles X; ont des voisinages deux a deux disjoints. Donc les 3; sont les composantes
connexes de 0S).

(4) L’espace Q est compact. En effet, il est séparé, car quotient d'un espace
localement compact par une action propre et libre d'un groupe discret, et c’est
I'image du compact C'E x [0, 1] par la projection canonique (CE x R) — Q, qui est
continue. Les espaces Q et [1~,D; sont compacts, donc normaux. Le sous-espace
11Y,0D; est fermé dans 112, D;. Par un exercice bien connu, le recollement Q) est
normal, donc séparé.

Comme les f; sont des homéomorphismes, la restriction de la projection cano-
nique & D; est continue, injective, donc est un homéomorphisme sur son image, car
D; est compact et ; est séparé. Dans la suite, on identifie donc D; avec son image
dans Q.
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En particulier, l'intérieur U; de Dy est un ouvert connexe par arcs de 5/2\1 Le
complémentaire V' dans {2y de l'origine de D; est aussi un ouvert connexe par arcs
de Q. L'intersection U NV, qui est D; privé de son origine, est aussi connexe par
arcs. On fixe un point base dans U N'V. Par le théoréme de van Kampen, on a donc
T (1) = 7 (U)#z,wnvymi (V). Or U est contractile, et V' se rétracte par déformation
forte sur QA] privé de lintérieur de D;.

Notons E' = E—Ej. Le sous—espace/\CE’ xR de CE xR est préservé par I'action
de Z. Notons €' son image dans 2, et €] espace obtenu par recollement sur €’ des
disques D; par les applications f; pour ¢ = 2,..., N. En utilisant la rétraction par
déformation forte du cone CE) sur son sommet, on voit que V se rétracte par
déformation forte sur €2].

Supposons par récurrence (sur N, avec conventions évidentes pour N = 0) que
le groupe WL(QA’l) admette pour présentation (v | 2% = 2% = ... = 2% = 1), de sorte
que z soit la classe d’homotopie du lacet image du cercle ) dans S/ZZ (comme 7r1(£/]71)
est abélien, il n’y a pas de probléme de point base). Comme la classe d’homotopie
du lacet ¥; est £, fois celle de ag, le théoréme de van Kampen nous dit que
() admet pour présentation (z | 2“t = 2% = 2% = ... = 2/~ = 1). Notons
¢ =pged{ly, ..., tx}. Alors m (Q)) = Z/(Z.

Pour I'application numeérique, on a N = 1, ¢ = ¢; = n, donc rl(ﬁ\l) =Z/nZ.

Les questions (5) et (6) ne sont pas corrigées.
(1) Par construction, p est un homéomorphisme local et la préimage de
chaque point est de cardinal 6. Donc p est un revétement.
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Le groupe diédral Dy d’ordre 6 est isomorphe au groupe défini par la présen-
tation (o, 3 | a* = % = (af)® = 1). On note encore a, les éléments de Dg
correspondants. Considérons 'action (par homéomorphismes) du groupe libre en-
gendré par «, 3 avec a permutant chacun des couples de sommets {x1, z6}, {22, 23},
{4, 25}, ainsi que le couple d’arétes entre chacun de ces couples de sommets, et
permutant chacun des couples de sommets {1, 22}, {@s, 24}, {25, 26}, ainsi que le
couple d’arétes entre chacun de ces couples de sommets, (de maniére a préserver les
paramétrages des arétes.) Alors par construction, cette action passe au quotient en
une action de Dg, de sorte que ’homéomorphisme f de B correspondant & chaque
élément de Dy vérifie p o f = p. Donc le groupe des automorphismes du revétement
p: B — B contient le groupe Dg. Comme celui-ci agit transitivement sur la fibre
au-dessus du point commun by aux deux cercles de B, on en déduit que le revétement
est galoisien.

Comme tout automorphisme de revétement qui fixe un point est l'identité (car
B est connexe), on en déduit que le groupe des automorphismes de p est Dg.

(2) Puisque G preéserve les fibres de p, 'homéomorphisme local p : B—B passe
au quotient en un homéomorphisme local h: ¢\ — B (vérifiant donc ho ' = ).
Comme tout revétement universel est galoisien, G agit transitivement sur les fibres,
donc la préimage de chaque point est 1. Comme les espaces sont séparés et par un
résultat du cours, tout homéomorphisme local & un feuillet est un homéomorphisme.

(3) L’espace B est connexe par arcs, séparé et localement contractile (donc en
particulier admet bien un revétement universel). On a identifié¢ B et ¢\?, de sorte
que T : B—B= &\ soit la projection canonique. Par le théoréme de classification
des revétements, il existe un sous-groupe H de G, tel que le revétement y\? — B
soit isomorphe au revétement p : B — B. En identifiant ces deux revétements par
un tel isomorphisme, et en notant ¢ : B — \” la projection canonique, on a alors
poq=m. Comme p est galoisien, le sous-groupe H est distingué. _

De plus, pour tout g € G, il existe une unique application ¥(g) : x#\? = B —
#\? = B tel que le diagramme suivant commute :

B -+ B
ql la

_— "
a\B “l9) a\B

Il suffit de poser ¢(Hz) = Hgx, ce qui ne dépend pas du choix de x, car H est
distingué. Il est immédiat que ¢(g) est un automorphismes de revétement de p, et
que g — 1(g) est un morphisme de groupes (car ¢)(g) o ¢(h) et (g o h) coincident
sur H\§ ).

Soit h : B — B un automorphisme de revétement de p. Soit x € Bet 2 €
g '(hoq(z)). Comme B est localement connexe par arcs et simplement connexe, le
théorme du relévement dit qu’il existe une unique application continue g : B— B
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telle que g(x) = 2’ et que le diagramme suivant commute

B
g9/ laq
B ™ B

En considérant le relevé g’ de h™! o ¢ par le revétement g tel que ¢'(z') = x, comme
gg’ est un morphisme de revétement fixant un point, et que B est connexe, on en
déduit que g est un automorphisme de revétement de 7.

(4) Comme G agit librement et proprement B, et comme C'E est compact, les
mémes_arguments qu’en 1.1 montrent que G agit librement et proprement sur
CE x B. ~

(5) Comme en II1.2, les espaces C'E et B sont simplement connexes, donc leur
produit CE x B aussi. Comme C'E x B est localement compact et G agit librement
et proprement sur C'E X B, le groupe fondamental du quotient © est donc isomorphe
aG.

(6) Comme G agit par y — g(y) sur la seconde composante, application continue
pry passe au quotient en une application continue ¢\”*? — B. Comme FE est discret,
cette application est un homéomorphisme local. Comme 1) est surjective, et I' agit
transitivement sur E, Uespace ¢\”*? est connexe. Le cardinal de chaque fibre est
égal au cardinal de E, donc est constant non vide. Donc I'application ¢\?*? — B
est un revétement.

(7) Les revétements ¢ — Bet B — B sont connexes et localement connexes
par arcs, et les fibres au-dessus de zq sont 7 (B, 2¢)-équivariament isomorphes. Donc
ces revétements sont isomorphes.

\Exﬁ
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B
¥
E — G\EXE
©
B = G\{HU}XE

(8) On reprend des arguments similaires & ceux de IIL4. Notons U I'image dans
CE) de C'B— B, qui est ouverte, et connexe par arcs. Notons V' le complémentaire dans
O de l'image du sommet u}, du cone CB, qui est ouvert et connexe par arcs. Par le
théoréme de van Kampen, comme U est contractile et U NV connexe par arcs, si b
est un point base dans U NV, alors (O, b) est isomorphe au quotient de (V. )
par le sous-groupe distingué engendré par l'image de 71 (U N V,b). L'espace V se
rétracte par déformation forte sur le bouquet de deux cercles ¢\{“*? ~ B (avec
g le sommet du cone C'E). Une petite inspection des lacets tués montre que 7 (©)
admet pour présentation (a, 8 | a2 = 52 = (af)* = 1), donc m(O) est isomorphe
au groupe diédral Dg.

(9) Non corrigé.
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5 Homologie singuliére

Avant tout, voici une petite bibliographie légérement commentée, ces commen-
taires ne réflétant bien str que les goiits partiaux de I'auteur.

o Références élémentaires et pédagogiques : [GH| pour 'homologie et la cohomo-
logie singuliére (définition, vérification des axiomes, caractéristique d’Euler-
Poincaré, orientation, cup et cap produit, dualité de Poincaré) et [God| pour
la cohomologie de de Rham (définition, vérification des axiomes, inégalités de
Morses, formule de Kiinneth, dualité par la théorie de Hodge).

Le pavé : [Spal, un livre de référence, mais pas forcément d’apprentissage.

o Des références historiques : pour les amateurs de préhistoire, voir [Pon|; on
peut jeter un ceil aux chapitres fondateurs de |Poi| sur Ianalysis situs et ses
compléments, c’est bien beau; introduction de [Die2] est absolument & lire,
le reste de [Die2] est presque aussi complet que [Spal et presque aussi difficile
a lire; pour les origines de la cohomologie de de Rham, voir [DeR], pour les
fondements axiomatiques de I'homologie, voir |ES, CEJ.

e Des références pour tous les goits :

— |Vic| pour 'homologie singuliére (définition, vérification des axiomes, CW-
complexes, théoréeme des coefficients universels, formule de Kiinneth, cup et
cap produit, dualité de Poincaré, applications).

— Sont vraiment pas mal non plus [Bre, Wal].

~ Voir [FFG] pour les aspects plus homotopiques et les magnifiques dessins
ésotériques.

~ En vrac : [BT| trés complet sur la cohomologie de de Rham et de Céch;
[DNF| pour comprendre les choses de maniére géométrique, a la russe.

e Enfin, et non des moindres, je recommande particuliérement le livre [Hat|, qui
couvre le contenu de tout ce cours. Suite & un arrangement de I'auteur avec
son éditeur, il est possible de télécharger le livre a I'adresse

http ://www.math.cornell.edu/~hatcher

5.1 Un peu d’algébre homologique

On renvoie par exemple a [Spa, ES, CE| pour des compléments d’algébre homo-
logique.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, on entend module sur A.
On rappelle que les modules sur 'anneau Z sont les groupes abéliens, et les modules
sur un corps sont les espaces vectoriels. On rappelle qu'une suite finie ou infinie de
morphismes de modules

o My S M T M,
est exacte si ker f,11 =im f, pour tout n tel que f,.1 et f, sont définis.
Complexes de chaines et homologie de complexes de chaines
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Un compleze de chaines C' = (C,,d.) est une suite de modules (C)nen et de
morphismes de modules (9,41 : Cpp1 — Ch)nen tels que 9, 0 9,41 = 0 pour tout
entier n.

On posera souvent par convention C_; = 0 et Jy = 0. On notera par abus 0 = 0,
lorsque l'indice n est sous-entendu. On appelle les 9, les morphismes de bord (ou
opérateurs bords) de C.

2] 2] 2] 2] 2] 2]
Co— CL+—Cye— ... «— Cp 1 — C, — ...

Un morphisme de complexes de chaines ¢ : C'— D est une suite de morphismes
de modules (¢, : C;, — Dy, )nen telle que ¢y, © 941 = Opq1 © Gpy1 pour tout entier n,
ou autrement dit tel que le diagramme suivant commute :

P ) 2 P a
Co «— C — — Chy — C,
Lao Lo Léns Lén

P 2 2 P a
Dy «— Dy — — Dy «— D,

Si C' est un complexe de chaines, on appelle morphisme identité, et on note id :
C — C, le morphisme de complexes de chaines (id : C,, — Cy)pen. Si ¢ : C — D
et ¢ : D — E sont des morphismes de complexes de chaines, on appelle morphisme
composé, et on note o ¢ : C' — E, le morphisme de complexes de chaines (¢, 0 ¢,, :
Cn, - E,L),,EN.

Si C' est un complexe de chaines, le sous-module de C),
Z,(C) =ker(0: C,, — Cpq)
est appelé l'espace des n-cycles, le sous-module de C),
B,(C) =im(9: Cyy1 — Cy)
est appelé I'espace des n-bords, et le module quotient

[1,(C) = 2,(C)/B.(C)]

est appelé le n-éme groupe d’homologie de C'. 11 s’agit 1a de la terminologie usuelle,
Pensemble H,(C') étant bien str muni de sa structure de module sur A. Il sera aussi
noté H,.(C) lorsque I'on ne veut pas préciser la valeur de * dans N, ou parfois si 'on
considére la somme directe des H,(C'). Si ¢ est un n-cycle, on note souvent [c] son
image dans H,(C').

Ce module mesure I'obstruction d'un cycle a étre un bord (un n-cycle étant un
bord si et seulement si son image dans H,(C') est nulle), ou 'obstruction de la suite

9 9 9 9 9 i
C0<—C’1<—Cg<—...<—0n<—6’n+l<—...
a étre exacte (i.e. a vérifier ker 9, = im 9,41 pour tout n.)

Un morphisme de complexes de chaines ¢ : C' — D envoie cycles sur cycles et
bords sur bords en chaque degré, donc induit, pour tout entier n, un morphisme de
modules
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[6. : Hu(C) = H,(D) ]

Le résultat suivant donne un critére pour savoir si deux morphismes de complexes
de chaines induisent les mémes applications en homologie.

Soient ¢, : C'— D deux morphismes de complexes de chaines. Une homotopie
entre ¢ et ¢ est une suite de morphismes de modules (K, : C,, — Dji1)nen telle
que, pour tout entier n, en posant K_; = 0,

¢n — Y = 0Opy10 K, + Kp_10 an-

Le diagramme suivant n’est pas commutatif, mais il est la pour montrer dans quel
sens vont les fleches.

2]
Cha — C, — n+1
\anl s uw \Kn

P )
Dyy — D,  «—— Dun

Proposition 5.1 Soient ¢, : C — D deux morphismes de complexes de chaines.
Sl existe une homotopie entre ¢ et 1, alors

0. =1 : H(C) — H.(D).

Démonstration. Si ¢ est un cycle de C,,, alors ¢,(c) — ¥, (c) = I(K,(c)), donc les
classes [¢(c)] et [, (c)] sont égales dans H, (D). O

Suite exacte longue d’homologie

Une suite exacte (courte) de complexes de chaines est la donnée notée
0—cLpLE—o

de complexes de chaines C, D, F et de morphismes de complexes de chaines f: C' —
D, g: D — E tels que pour tout n, la suite de morphismes de modules

00—, D, 2 E —0

est exacte.

Etant données deux suites exactes de complexes de chaines, un morphisme de
suites exactes de complexes de chaines est un triplet (a,3,7) de morphismes de
complexes de chaines tel que le diagramme suivant est commutatif en tout degré n :

0— ¢ L p £ B —o
la lJ l*,'
o— ¢ L p Lom o
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On appelle morphisme identité le morphisme de suites exactes de complexes de
chaines (id, id, id). On appelle morphisme composé des morphismes de suites exactes
de complexes de chaines (o, 3,7) et (¢/,,4') le morphisme de suites exactes de
complexes de chaines (o/ o o, 3" 0 3,7" 0 7).

Théoréme 5.2 Si 0 — C —~ D %+ E — 0 est une suite evacte (courte) de
complezes de chaines, il existe une suite exacte (longue) de modules

o Hy1(E) = Hy(C) L5 H, (D) 2 Hy(E) 2 Hooo(C) — ..

telle que si («,3,7) est un morphisme de suites exactes de complexes de chaines
comme ci-dessus, alors le diagramme suivant est commutatif :
I+ g+ 5
. — H,(C) X H,D) X H(E) - H,,C) — ..
lou lﬁ* lv* la*

W H(C) I HJ(D) s HJ(E) 2 Haa(C) —
Démonstration. (1) Construisons tout d’abord le morphisme ¢ : H,,(E) — H,_1(C).
Le diagramme suivant est commutatif :

lo lo lo

0o — ¢ I b, = B — o0
Lo Lo la

0 — Cua Jb’ D, - E,n — 0
lo la la

Soit z un n-cycle de E. Il s’agit de lui associer un (n — 1)-cycle  de C' (bien défini
modulo un bord). Comme g, est surjective, il existe y € D,, tel que g,(y) = z. On
considére dy € D,,_1. Comme g, _1(dy) = g, (y) = 0z = 0, par exactitude, il existe
z € Cpy tel que f,_1(z) = dy. On pose donc

Vérifions que § est bien défini. Tout d’abord, = est bien un cycle, car
Jn—2(0x) = 0fy1(x) = 00y = 0,

et comme f, o est injective, on en déduit que dx = 0.

De plus, [x] ne dépend pas des choix du représentant z de [z] et des éléments y, «
comme ci-dessus. En effet, si (2,9, 2’) est un autre choix, alors comme [2'] = [z], on
az —z=02"avec 2" € E, 1. Soit y" € D, 11 tel que 2" = g,41(y"), qui existe par
surjectivité de g,+1. Alors

gy —y—0y") =72 —2-0"=0,
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donc par exactitude, il existe 2” € C,, tel que y' —y — 9y” = f,,(2"). Comme
foor(@ — 2 —02") =0y — Oy — Of(2") = 00y" =0,
par injectivité de f,_1, on a 2/ = x + 92", donc [2'] = [z].

(2) Vérifions l'exactitude au niveau de H,(D).

Comme g, o fu = (go f)s =0,0onaim f, C ker g,.

Réciproquement, soit [y] € ker g.. Comme 0 = g¢.([y]) = [ga(v)], il existe
2 € E,y1 tel que g,(y) = 0z. Par surjectivité de g,41, il existe y' € D,41 tel que
2 = gpt1(y). Comme g,(y — dy') = 0, par exactitude, il existe =z € C,, tel que
y— 0y = fu(z). De plus, z est un cycle, car

fu1(0x) = Ofu(x) = Oy — 00y =0
car y est un cycle. Enfin, f.([z]) = [f.(z)] = [y], donc [y] € im f..

(3) Vérifions I'exactitude au niveau de H,(E).

Montrons que im g, C ker ¢. Si y est un n-cycle de D, par construction de ¢, on
a d([gn(y)]) = [2] ou f—1(x) = Jy. Comme y est un cycle et f,_; est injective, on a
donc d o g, = 0, ce qui prouve le résultat.

Réciproquement, montrons que ker 6 C im g,. Soit z un n-cycle de E tel que
d([z]) = 0. Par construction, il existe y € D, et € C,_ tels que z = g,(y)
et foo1(z) = dy et [x] = d([z]) = 0. Soit 2/ € C, tel que x = 9d2’. On pose
Yy =y — fu(2'), qui est un n-cycle de D. Alors g,(y') = z, donc ¢.([y']) = [2], ce qui
montre le résultat.

Les autres vérifications sont laissées en exercice. O

Caractéristique d’Euler-Poincaré d’un complexe de chaines

Dans cette partie, on suppose que A est un corps. Soit C' un complexe de chaines.
On note f la dimension sur A de Iespace vectoriel H(C'), qui s’appelle le k-éme
nombre de Betti de C. Si les ) sont finis pour tout k et nuls pour k assez grand,
alors on pose

MO = S (-1 4,

keN
que l'on appelle la caractéristique d’Euler-Poincaré de C'.

Proposition 5.3 Si C' est complexe de chaines, si la dimension vy de ’espace vec-
toriel Cy, est finie pour tout k et nulle pour k assez grand, alors

X(©O) = (=)

keN
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Démonstration. En posant Z;, = Z,(C) et By = Bi(C'), comme 7y, = dim By_1 +
dim Zy., les hypotheses entrainent que 3, = dim Zj, — dim By, est fini, et nul pour
k assez grand. En particulier x(C') est bien définie. Comme ), — vy, = —(dim By, +
dim By_1), une sommation alternée donne le résultat. O

Complexes de cochaines, cohomologie, suite exacte longue de cohomologie

Un complexe de cochaines C' = (C*,9%) est une suite de modules (C"),en et de
morphismes de modules (9" : C" — C™*1), oy tels que "o d™ = 0 pour tout entier
n. Les 0" sont appelés morphismes de cobord (ou différentielles), et notés 9 quand
n est sous-entendu. On pose par convention C~' =0 et 9~! = 0.

ol N ot N o2 o, 9 on N o+l o,

On définit de méme

e un morphisme de complexes de cochaines [ : C' — D, qui est une suite de
morphismes de modules (f™ : C™ — D"),en tels que f"1od" = 9" o f pour
tout entier n;

o lespace des n-cocycles Z™(C) = ker(d : C" — C™1), I'espace des n-cobords
B"(C) = im(d : C"' — C™), le n-éme groupe de cohomologie de C' (qui est
un module) H*(C) = Z"(C)/B™"(C);

e lapplication f*: H"(C') — H"(D) induite en cohomologie par un morphisme

de complexes de cochaines f : C' — D (avec f*([z]) = [f™(2)] si z est un

n-cocycle de D) ;

une homotopie entre complexes de cochaines;

la caractéristique d’Euler-Poincaré d’'un complexes de cochaines ;

une suite exacte courte de complexes de cochaines ;

un morphisme de suites exactes courtes de complexes de cochaines

la suite exacte longue de cohomologie associée a une suite exacte courte de

complexes de cochaines (dont 1'énoncé précis suit).

Théoréme 5.4 Si 0 — C 5 D %5 B — 0 est une suite evacte courte de
complexes de cochaines, il existe une suite exacte longue de modules
. — HY(E) -2 gy LS (D) 2 HY(E) <5 HYNC) —

telle que si (v, B,7) est un morphisme de suites exactes de complezes de cochaines,
alors le diagramme suivant est commutatif :

.— () L D) L HYE) S HYY(C) —

l a* l B l Yo l e

W Hvey Somvy L omvEy S g — L. O

Catégories et foncteurs
Une catégorie est la donnée
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1. d’une collection d’ensembles (appelés objets),

2. pour tout couple d’objets (X,Y") d’un ensemble Mor(X,Y") (dont les éléments
sont appelés les morphismes),

3. pour tout triplet d’objets (X,Y, Z) d’une application
Mor(X,Y) x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z)

appelée composition et notée (f,g) — go f,
vérifiant les propriétés suivantes :
a) associativité : ho (go f) = (hog)o f pour tous f,g,h,
by existence d’éléments neutres : pour tout objet X, il existe un élément iy dans
hom(X, X) tel queixo f = fet foiy = [ pour tout f.

Un tel élément neutre iy est unique. Un morphisme f € Mor(X,Y) est appelé
un isomorphisme s’il existe un morphisme g € Mor(Y, X) tel que go f = idx et
fog = idy. Un isomorphisme d’un objet X dans lui-méme est appelé un autorphisme.
Deux objets sont isomorphes 8'il existe un isomorphisme entre eux. « Etre isomorphe
a» est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’objets d’'une catégorie.

On donne ci-dessous une liste d’exemples, dont de nombreux sont construits dans
ce cours, en ne précisant pas la composition si elle est évidente, et en laissant les
vérifications des propriétés a), b) au lecteur.

Exemples :

e la catégorie dont les objets sont les ensembles, les morphismes sont les appli-
cations, et la composition est la composition des applications;
la catégorie des groupes et des morphismes de groupes;
la catégorie des modules (sur un anneau fixé) et des morphismes de modules;
la catégorie des espaces topologiques et des applications continues;
la catégorie des groupes topologiques et des morphismes continus de groupes
la catégorie des CW-complexes et des applications cellulaires ;
la catégorie des paires d’espaces topologiques (X, A) (avec X un espace to-
pologique et A un sous-espace de X) et des applications continues de paires
f:(X,A) — (Y, B) (avec f: X — Y continue telle que f(A) C B);
e la catégorie des revétements d'un espace topologique donné B et des mor-

phismes de revétements au-dessus de B

e la catégorie des revétements et des morphismes de revétements ;

e la catégorie des complexes de chaines et des morphismes de complexes de
chaines ;

e la catégorie des complexes de cochaines et des morphismes de complexes de
cochaines ;

e la catégorie des suites exactes courtes de complexes de chaines et des mor-
phismes de suites exactes courtes de complexes de chaines.

Si €, 2 sont deux catégories, un foncteur covariant de € dans 2 est la donnée
pour tout objet X de ¢ d'un objet F(X) de 2, et pour tout morphisme f €
Mor(X,Y) de ¢ d’un morphisme F(f) € Mor(F(X), F(Y)) de 2 tels que
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1. F(ix) =ipx),
2. F(go f) = I'(g) o F'(f) pour tous f, g.

Un foncteur contravariant est la donnée pour tout objet X de € d’un objet F(X)
de Z, et pour tout morphisme f € Mor(X,Y) de 4 d’un morphisme F(f) €
Mor(F(Y), F(X)) de 2 tels que

1. Flix) = ipw),
2. F(go f)=F(f)o F(g) pour tous f,g.

Exemple.

e le foncteur (covariant) “groupe fondamental”, de la catégorie des espaces topo-
logiques pointés dans la catégorie des groupes;
les foncteurs (covariants) “cone” et “suspension” de la catégorie des espaces
topologiques dans elle-méme (voir 'appendice, fin de la partie A.2);
le foncteur (covariant) “homologie” de la catégorie des complexes de chaines
dans la catégorie des suites de modules sur un anneau A donné (ou dans la
catégorie des modules gradués sur A);
le foncteur (covariant) de la catégorie des suites exactes courtes de complexes
de chaines dans celle des suites exactes longues de modules (voir le théoréme
5.2);
le foncteur (covariant) “cohomologie” de la catégorie des complexes de co-
chaines dans la catégorie des suites de modules sur un anneau A donné (ou
dans la catégorie des modules gradués) ;
le foncteur (covariant) de la catégorie des suites exactes courtes de complexes
de cochaines dans celle des suites exactes longues de modules (voir le théoréme
5.4).

On termine cette partie sur des éléments d’algébre homologique par un exercice
d’algebre linéaire.

Exercice E.51 (Lemme des cing) On considéere le diagramme commutatif sui-
vant de modules, dont les fleches sont des morphismes de modules, et dont les lignes
sont exactes :

A — B — C — D — FE

! ! 1 ! !

A — B — ¢ — D — F

Si les premiére, seconde, quatriéme et cinquiéme fleches verticales sont des isomor-
phismes, alors la troisiéme aussi.
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5.2 Construction et propriétés axiomatiques de I’homologie
singuliére

On fixe un anneau commutatif unitaire A, appelé anneau des coefficients. On note
comme d’habitude 0 son élément nul, 1 son élément neutre et —z I'opposé de 1'élé-
ment z. Par module, on entend module sur 'anneau A. Si A = Z, les modules sont les
groupes abéliens, et les morphismes de modules les morphismes de groupes abéliens.
Pour des raisons profondes (le théoréme des coefficients universels), 'exemple A = Z
est fondamental. C’est pour cela, et pour des raisons historiques, qu’on emploie la
terminologie de “groupe d’homologie” au lieu de “module d’homologie”.

Chaines singuliéres

Pour p dans N, le p-simplexe standard (ordonné¢) A, est 'enveloppe convexe affine
dans RP™! des vecteurs de la base canonique (e, ey, ..., €,) :

Ay ={(to, - ;) ERPTN : ;>0 et Y t;=1}

t
€] Al
A()
—t
0 €y = 1 €y

Si X est un espace topologique, un p-simplexe singulier de X est une application
continue

oA, — X
Les 0-simplexes singuliers s’identifient aux points de X, et les 1-simplexes singuliers
aux chemins dans X (en utilisant I'unique application affine de [0, 1] sur Ay envoyant
0€[0,1] sur eg = (1,0) € Ay, qui est t — (1 —¢,1)).
On note Cp(X) = C,(X, A) le module libre de base I'ensemble des p-simplexes
singuliers de X. Un élément de C,(X) s’appelle une p-chaine singuliére (ou chaine

singuliére), a coefficients dans A, lorsque I'on veut préciser 'anneau des coefficients.

Elle est de la forme .

E n;o;

i=1
avec k € N, g; des p-simplexes singuliers et n; € A.

Si o est un p-simplexe singulier avec p > 1 et ¢ un entier avec 0 < i < p, la i-éme
face de o est le (p — 1)-simplexe singulier d;0 défini par

0i0(to, ... tp—1) = 0 (to, o tim1, 0,5, oo tp_1).
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Donc 0o est la composée de o et de I'unique application affine A,_; — A, qui
envoie sommet sur sommet en préservant 'ordre et en omettant le i-éme sommet.

oler)
X )

oo

Le bord 0o d’un p-simplexe singulier est la (p — 1)-chaine singuliére
L .
0o = (=1)'d0 € Cpa(X).
i=0

Par linéarité, I'ensemble des p-simplexes singuliers étant une base de C},(X), ceci
définit un morphisme de groupes, appelé morphisme de bord

9:Cy(X) — Oy (X))

Il n’y a pas de (—1)-simplexe singulier, donc C_;(X) = {0} et 9 : Cpo(X) —
C_1(X) est Iapplication nulle.

Lemme 5.5
dod=0.

L’idée derriére le calcul suivant est que si Fi, Fy sont

deux faces distinctes de codimension 1 de ,, dont les

sommets sont ordonnés par l'ordre induit sur les som-

mets de A, alors Fy, I, se rencontrent en une face Fj

de codimension 2, et les ordres induits sur les sommets » P
de Fy par ceux de Fy, Fy ont des signatures opposées. 7 7 ’

0

Démonstration. Il suffit de montrer que d(dc) = 0 pour tout p-simplexe o. Si o
est un p-simplexe, et j < i, alors on vérifie que

0;0,0 = 0;110;0 : (to, ..., ty—s) = 0 (to, o tj—1,0, 85, . i1, 0,5, o o)

Donc
»

9(00) = Y (~1)0(010) = Y (~1)' 3 (~17,(00) =

i=0 i=0 7=0
S (=)o) + > (~1) 000
0<j<i<p 0<i<j<p—1
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et le changement d’indice ¢ = j, 7" = ¢ — 1 dans la premiéme somme montre que

d0(0o) = 0. O

On obtient donc un complexe de chaines, appelé compleze de chaines singuliéres
(& coefficients dans A)

Co(X) <& oy(x) <& Lo (X)L oux) &

Ses n-cycles sont appelés les n-cycles singuliers de X (a coefficients dans A), et leur
ensemble est noté

Zn(X) = Zo(X, A) = ker{D : Co(X) — Cpy(X)} .

Ses n-bords sont appelés les n-bords singuliers de X (a coefficients dans A), et leur
ensemble est noté

B, (X) = Bu(X,A) =im{0 : C,,11(X) — C(X)} .
Son n-éme groupe d’homologie, qui est un module, s’appelle le n-éme groupe d’homologie

singuliere de X a coefficients dans A, et est noté H,(X), ou H,(X,A) lorsque 'on
veut préciser les coefficients, bien souvent A = Z.

’HH(X) = Hn(X: A) = Z,L(X)/Bn(X)|

Fonctorialité de I’homologie singuliére

Sif: X — Y est une application continue, et o un n-simplexe singulier de X,
alors f oo est un n-simplexe singulier de Y. Considérons le morphisme de modules
fo: Cu(X) — C,(Y) défini par linéarité par f,(c) = foo pour tout n-simplexe sin-
gulier o. Il vérifie, sur les n-simplexes singuliers de X, donc sur C,,(X) par linéarite,

do fn=fn100.

Donc (fy)nen est un morphisme de complexes de chaines du complexes de chaines
singuliéres de X dans celui de Y. On vérifie que id,, = id et (f o g),, = fn © g, pour
tout n, donc on obtient un foncteur de la catégorie des espaces topologiques dans la
catégorie des complexes de chaines.

L’application continue f : X — Y induit donc, pour tout n, un morphisme de
modules

o Hy(X) = Hy (V)]

Par composition de foncteurs, H,(-) est donc un foncteur de la catégorie des
espaces topologiques dans la catégorie des modules (i.e. des groupes abéliens si
A =17), car

id.=id et (gof).=g.of..
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Premiers calculs d’homologie

Exemple. Homologie de I'espace réduit & un point X = {x}.

Pour tout p > 0, il y a un et un seul p-simplexe singulier o, : A, — X (I'appli-
cation constante). De plus, pour p > 0, on a 0,0, = 0,1, donc

14 . . .
; 0 si p impair
_ _1\¢ —
0oy = <Z( 1) > Tp-1 { Op—1  sinon

i=0
Le complexe de chaines singuliéres est donc

0

AOAsz 0 id

AL AL A

Par conséquent,

H,({z},A) = { 10% sin=0

sinon

Proposition 5.6 Si X est un espace topologique conneze par arcs et non vide, alors
Hy(X,A)~A.

De plus, pour tout point v de X, sa classe d’homologie [x] est un générateur de

Hy(X,A).

Démonstration. On rappelle que 1'on a identifié les 0-simplexes de X aux points de
X. Le module Cy(X) est le module libre engendré par les points de X. On consideére
I'unique morphisme de modules

¢:Co(X) — A

valant 1 sur chaque point de X, donc qui a Zfzo n;x; avec x; € X,n; € A associe
¥, ni. Le morphisme ¢ est surjectif car X est non vide.

Montrons qu'une 0-chaine singuliére ¢ est un bord si et seulement si ¢(c) est nul.

Si o est un 1-simplexe singulier, identifi¢ avec un chemin de [0, 1] dans X, alors
do = o(1) — ¢(0). Donc ¢ est nulle sur les bords de simplexes singuliers, et par
linéarité, ¢ est nulle sur les bords.

Réciproquement, si ¢ = Y n;x; vérifie ¢(c) = 0, soit o,, un chemin (continu) de
y & x; pour y un point fixé de X. Alors

c= Zn,xl — (Z n;)y = Z ni(x; —y) = Znﬁal., =0 (Z nlrri) ,
donc ¢ est un bord. Comme
Ho(X) = Co(X)/Bo(X),

le morphisme de modules ¢ induit donc un isomorphisme de Hy(X) sur A. O
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Exercice E.52 Si X est un espace topologique et (X,)aer est la famille de ses
composantes connexes par arcs, montrer que, pour tout n € N,

Hy (X, A) ~ @D Ha(Xa, A) .
ael
En particulier, Hy(X,Z) est le groupe abélien libre engendré par les composantes
connexes par arcs de X.

Le seul espace dont on sait vraiment calculer I'homologie pour 'instant est 'es-
pace réduit a un point. L'un des buts du chapitre qui suit est de montrer que 'on
peut calculer 'homologie des espaces contractiles.

Invariance homotopique

On déduit des propriétés fonctorielles que les groupes d’homologie singuliére sont
des invariants topologiques, i.e. que si f : X — Y est un homéomorphisme, alors
fo: Hy(X) — H,(Y') est un isomorphisme de modules pour tout n.

La proposition impliquera que ce sont aussi des invariants homotopiques, i.e. que
si f: X — Y est une équivalence d’homotopie, alors f, : H,(X) — H,(Y) est un
isomorphisme de modules.

Proposition 5.7 Si f,g: X — Y sont homotopes, alors f. = g. : Hy(X) — H,(Y)
pour tout n.

Démonstration. Soient ¢ : X — X x [0,1] et ¢/ : X — X x [0, 1] définis par
t:x (x,0) et v 2~ (z,1). Si h est une homotopie entre f et g, alors f = hot
et g = ho(. Par fonctorialité, il suffit donc de montrer que ¢, = (..

D’aprés la partie d’algébre homologique 5.1, il suffit de construire une homotopie
(Kp)pen entre (p)pen et (1,)pen, c'est-a-dire une suite de morphismes de modules
(K : Cp(X) = Cpya (X x [0, 1]))pen telle que 9 o K, + K, 1 00 = 1, — ¢, pour tout
p (en convenant que K_; =

Cpa(X) & Cyp(X)
N N

GX x[0.1) > Gpua(X x [0,1)
Par linéarité, il suffit de construire [, sur les p-simplexes singuliers, et de vérifier
I'égalité sur ceux-ci.
Soit ¢ : A, — X un p-simplexe singulier.
Remarque. On a une application continue

, [0.1]
o xid: A, x[0,1] - X x [0,1] .

On va décomposer le prisme A, x [0,1] en
(p + 1)-simplexes. Par exemple, on décom-
pose Ay x [0,1] en trois tétracdres de som-
mets (0,0,1,2),(0,1,1',2), (0,1,2,2").
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Notations : Pour w,...,2, dans RY, on note ((z,...,x,)) I'unique application
affine de A, dans R envoyant e, sur z;, pour 0 < k < p. On note (Yo, ..., Gjs - » Yn)
la suite obtenue a partir d’une suite (yo, ..., y,) en omettant le terme y;.

Si e, ..., e, sont les sommets de A,, on note ar = (ex,0),by = (e, 1) pour
0 < k < p les sommets du prisme A, x [0, 1].

On pose alors

p

Ey(0) = Y (~1)(0 x id) o ((ag, ... @i, by ., b,)) € Cpya(X % [0,1).

i=0
Pour vérifier la propriété d’homotopie de (K})pen, on calcule
L N
Do Ky(o) =0 <Z(1)1(a x id) o ((ag, ..., az, b, ... ,br,))> =

=0

D> (=) (o x id) o ((ag, -, Gy ., @i, biy oo, by))—

J<i
D) (o xid) o (ag, - @i biy e, bjy e, b)) -
Jjzi
De méme
P ) R
Kpi100(0) =K (Z(l)-’a o ((eq..., €, ... ,e,,))) =
=0
ST (=)™ (o x id) o ((ag, -, ai, bi, o, by, .. b)) —
i<j
> (1) (o x id) o ((ag, -.-
j=i
Donc
(0o Kp+ Kpy100)(0) =
P P
> (o xid) o ((ag, -, @i, biy o b)) = Y (0 x id) © ((ag, ..., @i, bis1, ., b))
i=0 =0
= (o xid) o ((by, ..., by)) — (0 x id) o ((ag, ... ,a,)) =too — i o0,
ce qui montre le résultat. O

Si deux espaces topologiques X, Y ont le méme type d’homotopie, il existe f :
X —- Yetg:Y — X continues telles que f o g est homotope a I'application
identique de X et g o f est homotope a 'application identique de Y. Le résultat
suivant découle alors du précédent par fonctorialité.

Corollaire 5.8 Deux espaces topologiques ayant méme type d’homotopie ont leurs
groupes d’homologie singuliere isomorphes.
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Démonstration. Si f: X — Y et g:Y — X sont deux applications continues,
telles que f o g est homotope a I'application identique de X et g o f est homotope
a Papplication identique de Y, alors par fonctorialité, f. : H,(X) — H,(Y) est un
isomorphisme, car il admet g, pour inverse. O

Comme les espaces contractiles ont méme type d’homotopie que le point, on a
aussi, par le calcul de 'homologie du point ci-dessus :

Corollaire 5.9 Si X est un espace contractile, alors

Hn(X,A):{A sin=0 O

0 sinon

Nous savons donc calculer I'homologie des espaces contractiles. Mais il existe
des espaces intéressants non contractiles. La plupart d’entre eux, comme les CW-
complexes, sont tout de méme localement contractiles. Pour calculer I'homologie
d’un espace topologique X muni d’un recouvrement % = (U;);e; par ouverts contrac-
tiles, nous allons développer plusieurs outils. Le théoréme des petites chaines est
Poutil qui permet de ne regarder que les simplexes singuliers dont les images sont
contenues dans 'un des U;. La suite exacte longue d’homotopie relative permet de
calculer ’homologie de X a partir de ’homologie d'une partie A de X et de ’homo-
logie relative de X par rapport a A. Le théoreme d’excision permet (essentiellement)
dans le calcul de 'homologie relative de X par rapport & A d’oublier I'intérieur de A.
Enfin, la suite exacte longue de Mayer-Vietoris est le moyen de calculer I’homologie
de la réunion de deux ouverts de X en fonction de I'homologie de chacun des ces
deux ouverts, et de 'homologie de I'intersection.

Homologie relative

Une paire d’espaces topologiques est un couple (X,Y") avec X un espace topo-
logique et Y un sous-espace de X. Un morphisme de paires d’espaces topologiques
(X,Y) — (X', Y’) est une application continue f : X — X’ telle que f(Y) C Y.
Deux morphismes de paires f,g : (X,Y) — (X', Y’) sont homotopes sl existe
une homotopie h : X x I — X' entre f : X — Y et g : X — Y telle que
MY x I) C Y’ Deux paires d’espaces topologiques (X,Y), (X",Y”) ont méme type
d’homotopie de paires s'il existe des morphismes de paires f: (X,Y) — (X, Y”) et
g:(X")Y') = (X,Y) tels que f o g est homotope aid : (X" Y') — (X', Y') et go f
est homotope a id : (X,Y) — (X,Y).

Les paires d’espaces topologiques et leurs morphismes (avec la composition des
applications) forment une catégorie. On identifie X et (X,0). Si f : (X,Y) —
(X',Y’) est un morphisme de paires, on note aussi f : X — X' et f:Y — Y’ les
applications induites.

Soit (X,Y’) une paire d’espaces topologiques. Le module C,(Y’) s’identifie avec le
sous-module de Cp,(X) de base I'ensemble des p-simplexes singuliers de X a valeurs
dans Y. Clairement, le bord 0 : C,(X) — C,,—1(X) envoie alors C,(Y") dans C,_1(Y).
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De plus, si f: (X,Y) — (X',Y’) est un morphisme de paires, alors f, : Cp(X) —
Cp(X") envoie Cp(Y') dans Cy(Y”).
Le complexe de chaines singuliéres relatives de (X,Y) est le complexe de chaines
de modules
Go(X,Y) = Gp(X, Y A) = CP(X)/CP(Y)

et de morphismes de bord
0:Cy(X,Y) = Cpa(X,Y)

le morphisme quotient de 0 : Cp(X) — C,_1(X). Le n-éme groupe d’homologie de
ce complexe de chaines (qui est un module) est appelé n-éme groupe d’homologie
singuliere relative de la paire (X,Y") a coefficients dans A, et noté

Hy(X,Y) = Hy(X, Y5 A) .

Exercice E.53 Si Z,(X,Y) = {0 € C\,(X) | 9o € C,_1(Y)}, montrer que H,(X,Y
est isomorphe & Z,(X,Y)/(By(X) 4+ Cp(Y)).

Un morphisme de paires f : (X,Y) — (X’,Y”) induit par passage au quotient
un morphisme de complexes de chaines f, : Cp(X,Y) — C,(X',Y”). Donc, par les
rappels d’algébre homologique, f induit un morphisme de modules

fot Ho(X,Y) — Hy (X', V)

L’identification X = (X,0) induit une identification C,(X) = C,(X,0) pour
tout p € N. Si j : (X,0) — (X,Y) est I'inclusion, alors le morphisme induit j, :
Cp(X,0) — Cp(X,Y) s'identifie avec la projection canonique Cp(X) — Cp(X,Y).

Dong, si (X,Y) est une paire d’espaces topologiques, et i : Y — X et j : (X,0) —
(X,Y) sont les inclusions, alors

0 — (V) =5 Cu(X) 25 CU(X,Y) — 0
est, par construction, une suite exacte courte de complexes de chaines.

Théoréme 5.10 (Suite exacte longue d’homologie singuliére relative) Pour
toute paire d’espaces topologiques (X,Y'), il existe pour tout n dans N un morphisme
de modules

0: Hy(X,Y) — H,1(Y)

tels que

1. pour tout morphisme de paires f: (X,Y) — (X',Y"), on a

50f*:f*0(5,
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2.511:Y > Xetj: X =(X,0)— (X,Y) sont les inclusions, alors la suite de
modules et de morphismes de modules

5 i o 5
o Hop (X,Y) =5 Ho(Y) 5 Hy(X) 25 Hy(X,Y) =5 Hy g (V) —
est exacte.

Démonstration. Ceci découle immédiatement du théoréme 5.2 appliqué a la suite

exacte 0 — C,(Y) - C,(X) 25 CL(X,Y) — 0. ]

Corollaire 5.11 Si X est un espace topologique connexe par arcs, et si'Y est non
vide, alors

Hy(X,Y;A) ~0.
Démonstration. Le théoréme précédent fournit une suite exacte
Ho(Y') — Ho(X) — Ho(X,Y) — 0
et les hypothéses impliquent que Ho(Y) — Hy(X) est surjective. O
Exemple. Les groupes d’homologies relatives de la paire (B, 11, S,,) pour tout n € N

satisfont :
Hp—l(SnvA) sl p Z 2

0 sip=1,n=>1
Hyp(Bni1,Sni A) = 4y sip=1,n=0
0 sip=20

En effet, si k > 1, alors il existe une suite exacte
Hyi(Bryr) — Hipi(Boi1, Sn) — Hi(S,) — Hip(Bnya),
et Hyi1(Byi1) et Hy(B,1) sont nuls. De plus, la suite
Hy(By1) — Hi(Bpi1,Sn) — Ho(S,) — Ho(Bi1)

est exacte, Hy(B,41) est nul, et Hy(S,) — Ho(B,,+1) est un isomorphisme si n > 1
et est de noyau isomorphe a A si n = 0.

La proposition suivante dit que ’homologie relative est un invariant d’homotopie
de paires d’espaces topologiques.

Proposition 5.12 Si f,g : (X,Y) — (X',Y’) sont des morphismes de paires qui
sont homotopes, alors

fe=g.: Hn(X‘Y) - Hn(ley/) .

Deux paires d’espaces topologiques qui ont méme type d’homotopie de paires ont
leurs homologies relatives isomorphes : si [ : (X,Y) — (X', Y') est une équivalence
d’homotopie de paires, alors f.: H,(X,Y) — H,(X',Y') est un isomorphisme pour
tout n € N.
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Démonstration. L'homotopie (K,),en entre (1,)pen et (1,)pen construite dans la
preuve de la proposition 5.7 passe au quotient. La seconde assertion se montre alors
comme dans le cas des espaces topologiques (voir corollaire 5.8). O

Théoréme des petites chaines

Soit X un espace topologique et % = {U;}ics une famille de parties de X dont
les intérieurs recouvrent X : .
x=u .

icl

On construit un complexe de chaines, appelé complexe des chaines % -petites, de
la maniére suivante. Pour tout p € N, le module C,(%) est le sous-module (libre)
de C,(X) engendré par les p-simplexes singuliers d’image contenue dans 1'un des
U;. Le morphisme de bord 9 : Cp(%) — Cp_1(%) est la restriction du morphisme
0 : Cp(X) — Cp_1(X), qui envoie bien chaines % -petites sur chaines % -petites. On
note H, (%) le n-éme groupe d’homologie du complexe des chaines % -petites, pour
tout n € N.

La suite des inclusions (Cp(% ) — Cp(X))pen est un morphisme de complexes de
chaines.

Théoréme 5.13 (Théoréme des petites chaines) Ce morphisme de complexes
de chaines induit un isomorphisme en homologie : pour tout n € N,

H, (%) ~ Hy(X) .

Démonstration. L’idée est de construire un opérateur qui transforme une p-chaine
en une p-chaine % -petite, par subdivisions barycentriques des p-simplexes stan-
dards.

On va définir un morphisme de complexes de chaines (Sd = Sd,, : Cp(X) —
Cp(X))pen, appelé opérateur de subdivision, qui est fonctoriel, ie. si f: X — Y est
une application continue, alors le diagramme

Sd
Cp(X) — Cp(X)
lfp lfzu

Sd

C(Y) — G(Y)

est commutatif, pour tout p € N.

Exemple. Si ¢ est un 1-simplexe singulier, alors on pose Sd(c) = co ((eg, 1)) +co
((eo1,€0)), avec egr le milieu de A;.

€p €01 €] C
T /\/y/\/\/
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Si ¢ est un 2-simplexe singulier, alors on pose

Sd(C) = Co ((8075017 €012>) —cCco ((617601&012)) +co ((81,61276012))
—co ((62-, €12, 6012)) +co ((627 €02, 6012)) —co ((607 €02, 6012))

avec les notations du dessin ci-dessous.

€2
€02 €12 C
— T
€0 €01 €1
On rappelle que eg, ey, ..., €, sont les sommets du p-simplexe standard A,,, et que,

pour o, ... , T, dans RY, on note ((xo, ... ,p)) 'unique application affine de A, dans
RY envoyant e, sur x; pour 0 < k < p. Si s est une partie de {0, 1,...,p}, on note
bs le barycentre des points {¢; : i € s}.

Soit & un élément du groupe symétrique .%,+1 des bijections de {0,1,...,p}. On
note e(a) € {£1} la signature de . On considére le p-simplexe singulier 3, : A, —

»
Fa = ((ba@)} ba@.a(}s s ba©),a(1),..a@)})) -

On pose, pour tout p-simplexe singulier ¢,

Sd(c) = Z e(a) cof, .

Q€S pt1

En prolongeant par linéarité, on obtient un morphisme de modules Sd : C,(X) —
Cp(X).

On vérifie que 0 o Sd = Sd o 0 et que Sdo f, = f, o Sd pour toute application
continue f.

On montre maintenant que les morphismes de complexes de chaines id et Sd
sont fonctoriellement homotopes, i.e. qu’il existe, pour tout p € N, un morphisme
de modules T' = T}, : Cp(X) — Cpit(X) tels que (avec T_y @ C_y(X) — Co(X)
Papplication forcément nulle),

1. (homotopie) 0o T, + T,y 00 = id — Sd

2. (fonctorialité) si f : X — Y est une application continue, alors f,.q 07, =

T, 0 fp.
La construction procéde par récurrence sur p € N.

Comme Sd : Co(X) — Cp(X) est I'application identité, en posant Tp : Co(X) —
C1(X) lapplication nulle, on a bien d o Ty +T-; 0 d = id — Sd.

On suppose construits T, ..., T,y vérifiant (1) et (2). On pose i, = ida,, qui est
un p-simplexe singulier de A,. Par 'hypothése de récurrence appliquée a la (p — 1)-
chaine singulieére di,, on a

i, — Sd(di,) = 0 0 Ty_1(Diy) + Ty 0 D(iy).
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Comme 90 9(ip) = 0 et doSd = Sdod, on a d(iy, — Sd(iy) — Tp_1 0 I(iy)) = 0.
Comme A, est contractile, il existe 0,11 € Cpi1(4A,) tel que

ip = Sd(ip) = Tpo100(ip) = Jopy1 . (%)

Soit maintenant ¢ : A, — X un p-simplexe singulier de X. On note (¢, : Cy(A,) —
Cr(X))ren le morphisme de complexes de chaines induit par I'application continue
¢. On pose Tp(¢) = ¢pr1(0pt1) € Cpi1(X). En prolongeant par linéarité, on obtient
un morphisme de modules T}, : Cp(X) — Cpy1(X).

Pour montrer que 7), vérifie la condition (1), il suffit par linéarit¢ de montrer
qu'elle est vérifice sur tout p-simplexe singulier ¢ : A, — X. On applique a la
relation (x) application ¢, : C,(A,) — Cp(X). On obtient

ep(ip) = ¢p 0 Sd(ip) = cp 0 Ty 0 0(ip) + ¢y 0 Oopi1) -

On a ¢,(i,) = c car i, = ida,. Par fonctorialité de Sd, on a ¢, 0 Sd = Sd o ¢,. Par
fonctorialité de T),_; et puisque (¢;)ren est un morphisme de complexes de chaines,
onac,oTl, 100 =T, 000c, Par définition de T}, on a ¢,11(0p+1) = T,(c). Donc

c¢—Sd(c) =T,-100(c) +doT,(c),

ce qui montre le résultat.
Pour montrer que 7, vérifie la condition (2), soit ¢ : A, — X un p-simplexe
singulier. Alors

for10Tp(¢) = fpr10 cpra(0p1) = (f 0 O)pr1(0pr1) = Tp(f o ¢) =T, 0 fp(c),
ce qui montre le résultat.

Lemme 5.14 Soit % = (U;)ier une famille de parties de X dont les intérieurs
recouvrent X . Alors pour tout ¢ € Cp(X), il existe r € N tel que Sd"(c) € Cp(%).

Démonstration. Par linéarité, on peut supposer que ¢ est un p-simplexe singulier.
On pose V; = ¢ 1(U;). Alors (V;)ier est un recouvrement ouvert de 'espace métrique
compact A,,. Il existe donc € > 0 tel que pour toute partie A de A, dont le diamétre
vérifie diam(A) < e, il existe i € I tel que A C V;.

Siu = Y, ayoy, avec oy, des p-simplexes singuliers, est une p-chaine singuliére
a valeurs dans un espace métrique, on note diam(u) le maximum des diamétres des
images des oy. Il est facile de montrer que, pour tout r € N,

diam Sd" (i) < <Z%> diam(A,) .

En effet, soit S un simplexe affine de R, enveloppe convexe affine des points

T, L1, .. , T Par convexité, diam(S) = sup;; [|e; —¢;|]. Si 5" est un simplexe affine
de dimension p de la subdivision barycentrique de S, il posséde un sommet de la
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forme x; et un sommet qui est le barycentre affine b = » 7 —L_2; de S. De plus

=0 p1
diam(8) = [1b— a1l = 1150w — ayl] < -Lrdiam(S).

Pour r assez grand, on a donc diam Sd"(i,) < e. Donc Sd"(c) = Sd"(c,(ip)) =
cp,(Sd (iy)) € Cp(%), ce qui montre le résultat. O

La preuve du théoréme des petites chaines se termine comme suit.
Soit z un cycle de X. Pour tout r € N, Sd”(z) est aussi un cycle, car Sd commute
avec 0. De plus,

z—9d'(2) = i (Sd*(z) — Sd*1(z2)) = 3 (T 00(Sd*(z)) — Do T(Sd¥(z))) =
doT <T2§ Sdk(z)> .

On montre maintenant, pour tout p € N, que H, (%) — H,(X) est un isomor-
phisme de modules.

Si z est un p-cycle de X, soit r suffisamment grand pour que Sd"(z) € €,(% ).
Alors par ce qui précede, Sd’(z) est un p-cycle % -petit, homologue a z dans X,
donc Papplication H,(% ) — H,(X) est surjective.

Soit z un p-cycle % -petit, qui est un bord dans X. Alors il existe t € Cpy1(X) tel
que z = 0t. Montrons que z est le bord d’une chaine % -petite. Soit r suffisamment
grand pour que Sd’(t) € Cpy1(% ). D’aprés ce qui précede, on a Sd"(z) = Sd"(0t) =
0o Sd’(t), donc

r—1
2=0 <SdT(t) +70> Sdk(z))> .
k=0
Comme Sd envoie Cy(%) dans Cy(% ), et comme T envoie C,(% ) dans Cpy1(% ),
on a bien montré que z est le bord d’une chaine % -petite. Donc H,(%) — Hy(X)
est injective.

Excision

Théoréme 5.15 (Théoréme d’excision) Soit X un espace topologique, A un
sous-espace de X, et U C A avec U CA. L’inclusion des paires d’espaces topo-
logiques (X —U, A—U) — (X, A) induit un isomorphisme en homologie : pour tout
neN,

H,(X -UA-U)~H,(X,A).

Démonstration. On pose % = {X —U, A}. Comme U C,Z, lespace X est réunion
des intérieurs de X — U et de A. On peut donc appliquer le théoréme des petites
chaines : I'inclusion u : C\(% ) — C.(X) induit un isomorphisme en homologie.

On rappelle que si E, F' sont deux sous-modules d'un module G, alors I'inclusion
E — E + F induit un isomorphisme

B/(ENF)~(E+F)/F.
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Comme C\(%) = C.(X —U) + C(A), il vient

CAW)]C(A) = Cu(X — U)/ (C(X —U)NCL(A)) = Cu(X —U)/C(A—U)
= C(X-UA-U).

On obtient donc un morphisme de suites exactes courtes de complexes de chaines

0— C(4) — (%) L Cc(X-UA-U) —0
| id lu lyg
0— C.(4) — C.(X) — Cu(X,A) —0 ,

avec g lapplication induite par Uinclusion (X — U, A — U) — (X, A), et [ le
morphisme de complexes de chaines obtenu comme composition de la projection
C%) — C(%)]C.(A) avec lisomorphisme C.(%)/C.(A) ~ C.(X — U, A —U)
ci-dessus défini. La commutativité du diagramme ci-dessus est immeédiate.

Par le théoréme 5.2, le diagramme suivant est commutatif, et ses lignes sont
exactes :

Ho(A) — Ho%) — HyuX ~U,A=U) — Hyy(A) — Hy (%)
lid 1wy 1 g« lid 1wy
H,(A) — H,(X) — H,(X,A) — H, 1(A) — H,1(X)

Comme les premiére, seconde, quatriéme et cinquiéme fléches verticales sont des
isomorphismes, il découle du lemme des cing (voir exercice E.51) que la troisiéme
fleche verticale est aussi un isomorphisme, ce qui démontre le résultat. O

On rappelle (voir la partie A.2) que si X est un espace topologique et si Y est
un sous-espace de X, alors X/(Y) désigne l'espace topologique quotient X /% avec
Z a relation d’équivalence engendrée par x ~ y pour tous x,y de Y. Pour alléger
les notations dans cette fin de partie, on notera X/Y l'espace X/(Y) (il n’y aura
pas de risque de confondre avec un autre quotient).

Lemme 5.16 Soit X un espace topologique, et Y un fermé de X qui est un rétracte
par déformation forte de X. Alors le singleton Y'Y est un rétracte par déformation

forte de XY .

Démonstration. Soit 7 : X — X/Y la projection canonique. Comme Y est fermé,
on rappelle (voir la partie A.2) que mx_y est un homéomorphisme sur son image.
Soit A : X x [0,1] — X une application continue, avec h(z,0) = z et h(z,1) € Y
pour tout z € X, et h(y,t) =y pour tout y € Y.
11 existe une unique application ¢ rendant le diagramme suivant commutatif :
Xx[01 & X
T Xid | |
(X/Y)yx[0,1] % X/v
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En effet, si (7(z),t) € (X/Y) x [0,1], alors (7 x id) " (w(z),t) = {(z,t)} siz ¢ Y, et
(7 xid)~ (m(2),t) =Y x {t} sinon. Or mo h(Y x {t}) =Y/Y, qui est un singleton.

Pour montrer que ¢ ainsi définie est continue en tout point (7(z),t) € (X/Y) x
[0,1], soit V un voisinage de ¢(mw(z),t) = 7o h(z,t). Alors U = 7~ 4(V) est un
voisinage de h(z,t), qui est un voisinage de Y si h(x,t) € Y. Donc h=*(U) est un
voisinage de (x,t), qui est un voisinage de Y x [0, 1] si h(z,t) € Y.

Size X —Y, comme X —Y est ouvert, il existe un voisinage W de x, contenu
dans X — Y, et un voisinage W’ de t tels que W x W’ C h='(U). Comme Tx—y est
un homéomorphisme sur son image, on en déduit que w(W) x W' est un voisinage
de (w(z),t) contenu dans ¢~(V).

Si x € Y, alors h(z,t) € Y, donc Y x [0,1] C A=Y (U). Par conséquent, pour
tout y € Y et tout s € [0,1], il existe U, et V; voisinages de y et s dans X et
[0,1] respectivement tels que U, x V; C h~Y(U). Par compacité de [0,1], il existe
81, ., 8k € [0,1] tels que [0,1] C V;, U...UV,,. Soit U, = U, N ... N U,,, qui est un
voisinage de y dans X avec

Uy x [0,1] =U, x (Vs U...UV,,) = (U, x Vi) U... U (U, x Vi) ChHU) .

Donc (U,ey Uy) x [0,1] est un voisinage de ¥ x [0,1] contenu dans h~(U). Et
puisque 'image par 7 d’un voisinage saturé de Y dans X est un voisinage de Y/Y
dans X/Y', on en déduit que 7({J,ey Uy) X [0, 1] est un voisinage de (7(x), ) contenu
dans ¢~ (V). O

Proposition 5.17 Soit X un espace topologique normal, Y un fermé de X, rétracte
par déformation forte d’un voisinage owvert U. Sim: (X,Y) — (X/Y,Y/Y) est la
projection canonique, alors

m Ho(X)Y) — H,(X/Y,Y/Y)
est un isomorphisme de modules pour tout n € N.

Démonstration. Par le lemme précédent, Y/Y est un rétracte par déformation
forte de U/Y. Par l'invariance homotopique de 1’homologie relative (Proposition
5.12), les inclusions (X,Y) — (X,U) et (X/Y,Y/Y) — (X/Y,U/Y) induisent des
isomorphismes en homologie relative :

Hy(X,)Y)~ H,(X,U) et Hy(X/Y,Y)Y)~H,(X/Y,U/Y)

Comme X est normal, il existe un ouvert V de X tel que Y ¢ V. Cc V C U.
Comme U (resp. V) est un ouvert (resp. fermé) saturé de X, son image dans X/Y
est ouverte (resp. fermée). En particulier 'adhérence de V/Y est contenue dans
lintérieur de U/Y. Par le théoréme d’excision 5.15, les inclusions de paires évidentes
induisent des isomorphismes

Hy(X—V,U-V) ~ Hy(X,U) et Hy(X/Y=V/Y,U/Y=V/Y)~ H,(X/Y,U]Y).
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Comme Y est fermé, on rappelle que mx_y est un homéomorphisme sur son
image. La restriction de @ de (X —V,U — V) dans (X/Y —V/Y,U/Y —V/Y) est
donc un homéomorphisme. Elle induit par conséquent un isomorphisme en homologie
relative.

11 est immeédiat de vérifier que la composition des isomorphismes (ci-dessus défi-
nis)

Hy(X,Y) ~ H,(X,U) ~ H,(X = V,U - V) ~ H,(X/Y = V/Y,U]Y = V]Y) ~

H (XY, U/Y)~ H,(X/Y,Y]Y)
est mo : H,(X,Y) — H,(X/Y,Y/Y), dou le résultat. O

Suite exacte de Mayer-Vietoris

Soit X un espace topologique, U, V' deux ouverts de X recouvrant X, et

uvnv U
is ] _ L
Vo2 X

le diagramme commutatif des inclusions. On note ((i1)s, —(i2)s) : CL(UNV) —
C.(U) x C.(V) Iapplication ¢ — ((i1).c, —(i2).c) (on prendra garde a ne pas oublier
le signe — dans les calculs). On note (ji1)« + (j2)« : C(U) x C.(V) — C.({U,V})
Papplication (¢, ) — (j1)«¢ + (ja)«¢’. On note X', U’ V' 4}, i%, 51, j5 une autre telle
donnée, et f: X — X' une application continue telle que f(U) Cc U’, f(V) C V".

Proposition 5.18 La suite
0—cwnv) W= oy < ouvy Y oo vy — o
est une suite exacte courte de complexes de chaines, et le triplet

((froav)e (o)« X (fiv)e, fo)
est un morphisme de suites exactes courtes de complexes de chaines :
0— cwnv) D@0 oy ko) IR cquvy —o
b (wav)- b Go)xUiv)- L

0— Cny) @) oo BB o) —o
Démonstration. Par définition du complexes de chaines {U, V }-petites, 1'appli-
cation (j1)« + (ja2)« est surjective. L'application ((i1)., —(i2).), qui est ¢ — (¢, —c)
apres identification du complexe des chaines singuliéres d'une partie de X avec un
sous-module du complexe des chaines singuliéres de X, est clairement injective. Le
diagramme commutatif des inclusions ci-dessus induit un diagramme commutatif
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sur les complexes de chaines singuliéres, donc I'image de ((i1)., —(i2).) est contenue
dans le noyau de (j1)« + (j2)x-

Réciproquement, en utilisant des sommes sur les simplexes singuliers de X avec
des familles presques nulles d’éléments de 'anneau des coefficients A, si

E Neo + E meo =10,
o:im o CU oc:im o CV
alors
Z n,o + Z meo  + Z (ng +me)o =0,
oc:imo CU,imo ¢V oc:imo CV,imo ¢U o:im o C(UNV)
donc, comme le module des chaines singuliéres est libre, on a
ny =0 si imo CU,imo¢ V

my =0 siimo CV,imo ¢ U
Ne=—-my si imo C (UNV)

Ceci montre que tout élément du noyau du morphisme (ji). + (j2). appartient a
Pimage du morphisme ((7y)., —(42).), ce qui démontre le résultat. O

Corollaire 5.19 Pour tout espace topologique X, muni d’un recouvrement ouvert
{U,V'}, il existe une suite exacte longue de modules, dite suite exacte de Mayer-
Vietoris de X,

o o (X) <5 B0 Y)Y ) s, (v) P (X

2 H, L (UNV) — ..

telle que, pour tout espace topologique X', muni d’un recouvrement ouvert {U', V'},
pour toute application continue f : X — X' telle que f(U) C U, f(V) Cc V', le
diagramme suivant est commutatif :

@A) @ g gy O goo 6 g oy
l (fluav)= ) ] l (flu)ex(flv )« ) ) 1 £ l (flunv)=
w Hy vy 2 g oy g vy O gy Sl v

Démonstration. Le théoréme 5.2 des rappels d’algebre homologique associe, de
maniére fonctorielle, une suite exacte longue en homologie a toute suite exacte courte
de complexes de chaines. On 'applique a la proposition précédente. Le résultat en
découle, en appliquant le théoréme des petites chaines 5.13, et la commutativité du
diagramme

c.({u, v} — CJ(X)

Remarques. (1) Dans certaines applications, on n’a pas besoin de connaitre ex-
plicitement les morphismes dans les suites exactes de Mayer-Vietoris, leur existence
suffisant. On omettra donc de les désigner nommément, pour simplifier les notations.
Mais par défaut, les morphismes seront ceux indiqués ci-dessus.

(2) Le corollaire ci-dessus reste vrai si U,V sont des sous-espaces de X qui
sont des rétractes par déformation forte, préservant U NV, de voisinages. C’est
par exemple le cas si U,V sont des variétés différentielles & bord dans une variété
différentielle X, ou si X est un CW-complexe et U,V des sous-CW-complexes.

5.3 Quelques calculs et applications de I’homologie

Les applications qui seront présentées ci-dessous utilisent de manicre essentielle
la valeur des groupes d’homologie (singuliere) des sphéres, et la fonctorialité de
I'homologie (singulicre).

Calcul de ’homologie des sphéres

On note encore A I'anneau (commutatif unitaire) des coefficients.
Théoréme 5.20 Pour tous p,n dans N,

AdA si 0=p=n

A si 0=p<n

Hy(S,,A)=¢ 0 si 0<p<n
A si 0<p=n
0 si p>n

Démonstration. Sin =0, alors S, = {—1,+1}, et le résultat est déja connu (voir
le paragraphe avant proposition 5.6 et I'exercice E.52). On suppose donc n > 1.

Sip = 0, alors le résultat est déja connu, car S, est connexe par arcs (proposition
5.6). On suppose donc p > 1.

On montre le résultat par récurrence sur p. Soit N le pole nord de S,,, S le pole sud
de S,, U=S,—{N},V =S, —{S}. Alors U,V sont des ouverts contractiles, donc
ont la méme homologie que le point. L’inclusion S, _; < U NV est une équivalence
d’homotopie (car UNV se rétracte par déformation forte sur S, le long des grands
cercles passant par les poles). Elle induit donc un isomorphisme en homologie.

Pour p = 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a l'espace topologique
S, muni du recouvrement ouvert {U,V} donne une suite exacte

Hy(U) x Hi(V) — Hy(S,) — Ho(UNV) -2 Hy(U) x Ho(V) .
Le module H,(U) x H; (V') est nul, donc H,(S,) s’injecte dans Ho(UNV'). Le module
Hy(U) x Hy(V) est isomorphe & A x A. Sin > 1, alors Hy(UNV) =~ Hy(S,-1) ~ A

et lapplication ¢ s’écrit x +— (x, —z). En particulier, ¢ est injective, donc par
exactitude, H;(S,) = 0.
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Sin=1,alors H(UNV) ~ Hy(Sp) >~ A x A.
L’application ¢ s’écrit (x,y) — (z 4y, —(z + y)),
car les deux composantes connexes par arcs de
U NV, qui forment une base de Hy(U NV), s’en-
voient sur la seule composante connexe par arcs de
U, qui engendre Hy(U), et de méme pour V. En
particulier, le noyau de ¢ est isomorphe a A, donc
par exactitude, H1(S;) = A.

~

R

Pour p > 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a l'espace topologique
S, muni du recouvrement ouvert {U,V'} donne une suite exacte

Hy(U) x Hy(V) — Hy(Sn) — Hypt(UNV) — Hy, 1 (U) x Hy (V)

Les modules aux extrémités étant nuls, on a un isomorphisme H,(S,) ~ H,_(U N
V) =~ H,_1(S,-1). On conclut par récurrence.

Le théoréme du point fixe de Brouwer

On renvoie a U'introduction pour I'énoncé (corollaire 1.2) et la preuve du théo-
réme du point fixe de Brouwer. Les seuls outils utilisés étaient la valeur des groupes
d’homologie des sphéres, calculées ci-dessus (théoreme 5.20), la valeur des groupes
d’homologie des boules (qui découle du corollaire 5.9), et la fonctorialité de ’homo-
logie singuliére.

Homologie et limite inductive

Le premier résultat suivant dit essentiellement que pour calculer les groupes
d’homologies, il suffit de le faire pour les espaces compacts. On rappelle d’abord
quelques notions sur les limites inductives, que 'on prendra garde a ne pas confondre
avec les notions homonymes introduites pour les groupes avant la proposition 4.3.

Un ordre inductif sur un ensemble I est un ordre partiel < tel que
Vijel, 3kel, i<k e j<k.

Par exemple, tout ordre total est inductif. L’exemple le plus utilisé en pratique est
celui de 'ensemble N muni de son ordre usuel.

Une famille inductive dans une catégorie est la donnée, notée (Xj, fi;), d'un
ensemble / muni d’un ordre inductif, d’une famille d’objets (X;);c; et d’une famille
de morphismes (f;; : X; — X;)i<; tels que

(1) Viel, fu=ids,
(2) Vi<ji<k, fu=/fioli

Si X est un ensemble, une famille inductive de parties de X est une famille
inductive dans la catégorie dont les objets sont les parties de X et I'ensemble des
morphismes entre deux parties de X est vide ou réduit a I'inclusion. Plus simplement,
c’est une famille (X;);c; de parties de X, telle que 'ordre sur I défini par I'inclusion
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(¢ < j si et seulement si X; C Xj) est inductif. Par exemple, une suite croissante
de parties de X est une famille inductive de parties de X. Si X est un espace
topologique, une famille inductive de parties (X;);e; dans X sera dite compleéte si
tout compact de X est contenu dans I'un des X;.

Exemples. (1) Toute suite croissante d’ouverts de X, de réunion X, est une famille
inductive compléte de parties de X.

(2) Si X est sépare, la famille de tous les compacts de X est une famille inductive
compléte de parties de X, car la réunion de deux compacts de X est un compact de
X.

(3) Une suite ezhaustive de compacts de X est une suite (K;);e; de compacts

de X tels que K; C K1, et Uy K = X. Par exemple, tout espace localement
compact séparable admet une suite exhaustive de compacts. Toute suite exhaustive
de compacts de X est une famille inductive compléte de parties de X.

Soit A un anneau commutatif unitaire. On rappelle que si (E;);c; est une famille
de modules, alors €, ; E; est le module des sommes presques nulles )., x; avec les
x; dans E;, nuls sauf un nombre fini d’entre eux. On identifie F; a un sous-module
de @,; B par I'application @ — 3, ;@ avec x; = 0si j # i et z; = x.

Soit (Ej, g;;) une famille inductive de modules, on appelle limite inductive de
(Ei, ;) le module quotient

lim (E;, g;5) = (EB E) /F

i€l

avec F' le sous-module de @,.; E; engendré par les éléments de la forme z — g;;(z)
avec i < jet x € E; gri(z) = 0. (Il est facile de vérifier, en utilisant le fait que
Pordre sur I est inductif, que la limite inductive admet aussi la définition suivante.
On considére la relation ~ sur la réunion disjointe [ F;, définie par x ~ y, avec z
dans E; et y dans Ej, s'il existe ¢ > j, k tels que fi;(z) = fir(y). On montre que c’est
une relation d’équivalence, et que si [x] désigne la classe d’équivalence de z, si x est
dans Ej et y est dans Ey, alors la formule A[z] 4+ A[y] = [\ fi;(z) + pfie(y)] pour tout
i > j, k, définit une structure de module sur 'ensemble des classes d’équivalences,
telle que Papplication [z] — z + F' soit un isomorphisme de modules sur la limite
inductive.

Lorsque les morphismes sont sous-entendus, on note aussi lim E; ou lim E; cette
limite inductive. '
Remarque. La limite inductive est solution d’un probléme universel, qu’on laisse
au lecteur le soin de formuler et de vérifier.

Soit X un espace topologique, et (X;);c; une famille inductive de parties de X,
avec fj; : X; — X; linclusion si ¢ < j. Alors (H.(X5), (fij)«) est une famille inductive
de modules et de morphismes de modules. Si f; : X; — X est U'inclusion, alors le
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diagramme

est commutatif, donc induit un diagramme commutatif en homologie. En particu-

lier, le morphisme ¢ = @;c;(fi)« : @H*(Xi) — H,(X) passe au quotient en un
il

morphisme

& lim H,(X;) — H.(X) .

Proposition 5.21 Soit X un espace topologique séparé, (X;)ier une famille induc-
tive complete de parties de X. Alors le morphisme ¢ : lim H,(X;) — H.(X) défini

ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. On appelle support d'une chaine singuliére ¢ = ZZ:1 a;o; d'un
espace topologique Y la réunion des images des simplexes singuliers o; dont le coef-
ficient a; est non nul.

Comme X est séparé, toute chaine singuliére de X est & support dans un compact
de X, donc dans un X;. Donc Iapplication ¢ est surjective.

Soit ¢ = »7,.; ¢; une somme presque nulle de chaines singuliéres ¢; dans X;, qui
est un bord ¢ = 0b dans X. Alors il existe k € I tel que X} contienne le support de
b et les X; avec ¢; non nulle. Donc ¢ est une chaine singuliere dans Xj., qui est un
bord dans Xj. Par conséquent, application ¢ est injective. O

Homologie du complémentaire d’une sphére dans une sphére

On commence par le calcul de ’homologie du complémentaire dans la sphére S,
d’une partie homéomorphe a une boule.

Lemme 5.22 Soit A un sous-espace de S,, homéomorphe a By, avec 0 < k < n.
Alors
A sij=0
H;(S, — AA) = .
5(Sn A) { 0  sinon

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k. Si k = 0, alors A est réduit a
un point, et S, — A est homéomorphe a R, donc le résultat est connu.

Soit & > 1. On suppose le résultat vrai pour k& — 1. Soit A une partie de S,
homéomorphe a By, avec n > k, et f: A — [0, 1]* un homéomorphisme. Soient

I = ({21, 20) € 0,1 : 1 23}7 L= {(21, e 2i) € 0,1 ¢ 1 g%}

et Ax = f~'(I1). En particulier, B = A, N A_ est homéomorphe & B;,_;. Comme
Ay est un compact de S, les sous-espaces S, — A, S, — A_ sont ouverts. Leur
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réunion est S,, — B, leur intersection S, — A. Siiy : S, — A — S,, — AL est I'inclusion,
la suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite exacte

Hyor(Su—B) — Hy(S,—A) 228 (S, — AL ) x Hy(S,—A_) — H;(S,—B)..
Par récurrence, ((i4 )., —(i—).) est injective.

On suppose d’abord j > 0. On suppose par 'absurde qu’il existe un élément
non nul z dans H;(S, — A). Alors (i4).(x) # 0 ou (i_).(z) # 0. On suppose par
exemple que le premier cas est vrai, et on pose A; = A,. Par dichotomies successives,
on construit une suite décroissante A = Ay D A; D Ay D ... de sous-espaces
de S, homéomorphes a By, avec C' = [,y A; homéomorphe a B,_y, et telle que
Papplication H;(S, — A) — H;(S, — Aj) (induite par P'inclusion) envoie = sur un
¢lément non nul xy.

Comme tout compact de S,, — C' est contenu dans un S,, — Ay, pour tout k assez
grand, la suite (S,, — Ay)ren est une suite inductive compléte de parties de S, — C'.
La proposition 5.21 implique que

lim H;(S, — Ax) ~ H;(S, — C) .

En particulier, comme aucun zj n’est nul, I'application H;(S, — A) — H;(S, — C)
(induite par I'inclusion) envoie z sur un élément non nul. Ceci contredit le fait que
par récurrence, H;(S, — C) = 0.

On suppose maintenant j = 0. Il s’agit de montrer que Hy(S,,—A) est isomorphe a
A. On rappelle que Hy(X) est le module libre engendré par les composantes connexes
par arcs de X, et que si Y est un sous-espace de X, alors I'inclusion Y — X induit
I'unique morphisme de modules Hy(Y') — Hy(X) envoyant une composante connexe
par arcs de Y sur la composante connexe par arcs de X la contenant.

On suppose par absurde qu'il existe deux composantes connexes par arcs dis-
tinctes x,y de S, — A. On construit par dichotomie une suite décroissante A = Ay D
Ay D Ay D ... de sous-espaces de S, homéomorphes a By, avec C' = (), A; homéo-
morphe a B;._1, et telle que lapplication Hy(S,, — A) — Hy(S, — Ax) (induite par
Pinclusion) envoie z,y sur deux composantes connexes par arcs distinctes xy, ), de
Sp — Ag. Comme H;(S, — C) ~ lim H;(S, — Ax), les deux composantes connexes
par arcs de S,, — C' contenant z,y respectivement sont distinctes. Ceci contredit le
fait que, par récurrence, Ho(S, — C') = A. O

Proposition 5.23 Soit B un sous-espace de S, homéomorphe a Sy, avec 0 < k <
n — 1. Alors

AGA sij=0etk=n—-1

_J A sij=0ethk<n—1
H;(Sn = B, A) = A sij=n—k—1cetk<n-—1
0 sinon
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur k. Si k = 0, alors B a deux points.
Donc S,, — B a le type d’homotopie de S,,_1, et le résultat est déja connu.

On suppose le résultat vrai pour k. Soit B un sous-espace de S,, homéomorphe
a Spy1, avec 0 < k+1 < n—1. En considérant par exemple les hémisphéres nord et
sud de Sg.1, on écrit B = B, U B_ avec By homéomorphes a By et C = B, N B_
homéomorphe a Si. En particulier, {S, — B;,S,, — B_} est un recouvrement ouvert
de S, — C.

On suppose d’abord j > 0. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite
exacte

Hj1(Sp — By) X Hj(Sp — B-) — Hja(Syn — C) — H(S, — B) —
H;(S, —By) x Hi(S, — B_) .

Par le lemme 5.22, les modules aux deux extrémités sont nuls. Donc H;1(S, —

C) ~ H;(S, — B). Par récurrence, comme k <n — 1, on a
JA sig+l=n—-k-1
Hja(Sn = €) = { 0  sinon

Comme k+1<n—1sij+1=n—Fk—1etj>0,onadonc

Hj(S,,,fB):{ A S%j:n*(kﬁ’l)fl etk+l<n—1
0 sinon
ce qui montre le résultat.
On suppose maintenant j = 0. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite
exacte

H\(S, — By) x Hi(Sy — B-) — Hi(Sp — C) — Hy(S, — B) —
HO(Sn - B+) X HO(Sn - B*) I HO(Sn - C) —0.

On applique 'hypotheése de récurrence et le lemme 5.22. Si k+1 < n—1, alors cette
suite exacte s’écrit

0—0— HyS,—B) = AXxA—A—-0.

Donc Hy(S,, — B) ~ A. Si k+ 1 =mn — 1, alors on a une suite exacte
0—A—HyS,—B) - AxA—A—>0.

Donc Hy(S, — B) ~ A x A, ce qui termine la preuve. O

Comme premiére application, on étudie le cas n = 3,k = 1, c’est a dire le cas
des cercles plongés dans Sz. Une partie K de la sphére Sy est appelée un neud s’il
existe f :S; — S3 un homéomorphisme sur son image tel que f(S;) = K. Deux
noeuds sont dit isomorphes s’il existe un homéomorphisme de S; dans lui-méme qui
envoie I'un sur l'autre. En identifiant Sz avec le compactifié d’Alexandrov de R?,
prendre des projections sur des plans de R?® permet de représenter graphiquement
des noeuds. En voici quelques exemples, on pourra consulter le livre [Rol| et ses
tables pour d’autres exemples.
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D (&

Noeud de trefle Noecud de huit

_

Z

Corollaire 5.24 Si K est un noeud dans Ss, alors H;(S3—K,Z) = {
O

Z sij=0,1
0  sinon

Le fait le plus important est que H;(S3 —
K,7Z) = 7Z. Un générateur de H(S; — K, Z)
est fourni par un lacet v contenu dans le bord
d’un voisinage tubulaire de K, non homotope
a zéro dans ce bord, mais bordant un disque
contenu dans le voisinage tubulaire.

En particulier, on ne peut pas distinguer deux noeuds par 1’homologie de leur
complémentaire : les complémentaires de deux noeuds ont la méme homologie. Mais
le noeud trivial S; C S3 et le noeud de tréfle, par exemple, ne sont pas isomorphes
(voir par exemple [Rol|).

Le théoréme de séparation de Jordan-Brouwer

Théoréme 5.25 (Théoréme de séparation de Jordan-Brouwer) Une partie
de S,, homéomorphe S,y sépare S, en deux composantes connexes, et est la fron-
tiere de chacune d’entre elles.

Démonstration. Soit B une partie de S,, homéomorphe a S, ;. Comme B est
compacte, S,, — B est un ouvert de S,. Donc les composantes connexes de S, — B
sont ses composantes connexes par arcs. Par la proposition 5.23, Hy(S, — B,Z),
qui est le groupe abélien libre engendré par les composantes connexes par arcs de
S, — B, est isomorphe & Z x Z. Donc B sépare S, en deux composantes connexes,
que l'on note C, Cs.

Soit i € {1,2}. Puisque C; U B est fermé, la frontiére C; = C; — C; de C; est
contenue dans B. Il suffit donc de montrer que B C 9C;. Soit © € B, et U un
voisinage quelconque de = dans S,. Par symétrie, il suffit de montrer que U contient
un point de Cy.

Puisque B est homéomorphe & S, 1, il existe une partie A de U N B telle que
z € A et B—A est homéomorphe a B, ;. Par le lemme 5.22, Hy(S,,—(B—A),Z) = Z,
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donc S, — (B — A) est connexe par arcs. Soit € Cy, y € Cy, et y un chemin de
2 & y contenu dans S, — (B — A). Comme C}, Cy sont des composantes connexes
distinctes de S,, — B, le chemin  doit rencontrer A. Le premier point d’intersection
de vy avec A appartient a la frontiére de Cy. Donc U contient un point de C, ce qui
montre le résultat. O

Remarque. Les deux composantes connexes du complémentaire d'un cercle dans le
plan sont homéomorphes a des disques ouverts. Mais ceci n’est pas vrai en dimension
supérieure.

En effet, 'adhérence de la composante connexe bornée du complémentaire dans
R? de la sphére a cornes d’Alexander ci-dessus est homéomorphe & Bs. En particulier,
la sphére a cornes d’Alexander est homéomorphe a S,. Mais son complémentaire dans
Ss n’est pas simplement connexe (en fait, son groupe fondamental n’est pas de type
fini), voir par exemple [Rol, page 80].

Le théoréme d’invariance du domaine de Brouwer

On a déja énoncé et démontré en 'introduction (corollaire 1.1), une premiére ver-
sion du théoréme d’invariance du domaine de Brouwer, a savoir que si n # m, alors
R™ et R™ ne sont pas homéomorphes. Les seuls outils utilisés étaient la valeur des
groupes d’homologie des sphéres (théoréme 5.20), et la fonctorialité de 'homologie
singuliére. On donne ci-dessous la version plus générale.

Théoréme 5.26 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer II) Si

U,V sont des parties de R" homéomorphes, et si U est ouvert dans R", alors V' est
ouvert dans R™.

Démonstration. L’espace R™ est homéomorphe a ouvert de S,,, complémentaire
de n’importe quel point de S,,. Ce théoréme est donc équivalent au théoréme obtenu
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en remplagant R par S,,. Soit y un point de V', et o : U — V un homéomorphisme.
Soit z dans U tel que h(z) = y, et A un voisinage de = homéomorphe a B, et de
frontiére B homéomorphe a S, ;. Soit A’ = f(A) et B’ = f(B). Par le lemme 5.22,
Pespace S, — A’ est connexe. Par le théoréeme 5.25, I'espace S, — B’ admet deux
composantes connexes. Comme S, — B’ = (S, — A)U (A — B') et que S,, — A’ et
A’ — B’ sont connexes et disjoints, ce sont les composantes connexes de S, — B’.
Donc A’ — B’ est ouvert dans S, car dans un espace localement connexe par arcs,
comme lest I'ouvert S, — B’ de S, les composantes connexes sont ouvertes (voir
l'appendice, avant la sous-section A.2). Comme y’' € A’ — B C V, ceci montre que
V' est ouvert. O

Rappelons qu’une variété topologique est un espace topologique (en général sup-
posé métrisable, séparable), dans lequel tout point z admet un voisinage homéo-
morphe a un ouvert de R". Si X est connexe, 'entier n ci-dessus est bien défini, et
est indépendant du point z. Cet entier est appelé la dimension de X.

5.4 Groupe fondamental et homologie : le théoréme d’Hure-
wicz
Dans toute cette partie, 'anneau des coefficients A est I'anneau des entiers Z.
Soit X un espace topologique. On rappelle que, via lidentification de [0, 1] avec

A; par t — (1—t)eg+ter, on identifie un chemin dans X avec un 1-simplexe singulier
de X.

Lemme 5.27 Si «, 3 sont deux chemins composables dans X, alors il existe une
2-chaine singuliére a coefficients entiers ¢ € Co(X,Z) telle que - 3 = a+ [ — Oc.

N . a(1) = 5(0)
A i
/ﬁﬂmmﬂmﬂﬂm '
€ € a(0) B(1)

Démonstration. On pose ¢ : Ay — X l'unique application telle que ¢((1 — s)e; +
sea) = [(s), c((1 = s)eg + sea) = (a - B)(s), c((1 — s)eg + se1) = afs), et ¢ est
constante sur les segments paralléles a [eq, %(eo +e5)]. Il est immediat de vérifier que
¢ est continue, avec Oc = 3 — a - 5+ a. O

Lemme 5.28 Si a, 3 sont deux chemins homotopes dans X, alors il existe une 2-
chaine singuliere a coefficients entiers ¢ € Co(X,Z) telle que o = 3 + e.
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‘o 2 0,0) « (1,0) z

Démonstration. Soit & : [0,1] X [0,1] — X une homotopie (relativement extrémi-
tés) entre v et 5. On note ¢1, ¢ les 2-simplexes singuliers de [0, 1] x [0, 1], qui sont les
uniques applications affines telles que ¢i(eg) = (0,0), ¢1(er) = (1,0), e1(e2) = (1,1)
et ca(eg) = (0,0), ea(er) = (0,1), ea(ez) = (1,1). Pour z € X, on note ¢, : Ay — X le
2-simplexe singulier de X constant en z, dont le bord dc, est (1 —14 1)e, = €, res-
pectivement, avec € le chemin constant en z. On pose alors ¢ = hocy —hocy —cy+¢,,
qui est une 2-chaine singuliere a coefficients entiers. Il est immédiat de vérifier que

de=a— . O

Proposition 5.29 Soit X un espace topologique pointé en x € X. L’application
¢ de Uensemble des lacets en x dans Hi(X,Z), qui ¢ un lacet v associe la classe
d’homologie du 1-simplexe singulier «, passe au quotient en un morphisme de groupes
¢ m (X, ) — Hi(X,Z), appelé morphisme de Hurewicz.

Démonstration. D’abord, tout lacet o est un 1-simplexe singulier qui est un 1-
cycle, car da = (1) — (0) = 0, donc ¢ est bien définie.

L’application 5 passe_au quotient par le lemme 5.28. Elle est compatible avec
les lois de compositions ¢(a - ) = ¢(«) + ¢(3) par le lemme 5.27. Enfin, si @ est
le chemin inverse de «, alors, comme « - @ est homotope au lacet constant en z, et
comme un l-simplexe singulier constant est un bord, il découle des lemmes 5.27 et
5.28 que ¢(a) = —¢(a). Le résultat s’en déduit. O

Avant d’énoncer le théoréeme de Hurewicz, on donne quelques rappels de théorie
des groupes.

Soit G un groupe. Le sous-groupe des commutateurs |G, G (aussi appelé sous-
groupe dérivé) de G est le sous-groupe de G engendré par les commutateurs [z, y| =
ayz~ly~! avec o,y dans G. Par exemple, si G est abélien, alors son sous-groupe des
commutateurs est trivial.

On rappelle que [G, G] est distingué, car a[z,yla™ = [aza™!, aya~']. Le quotient
G/|G, G| sappelle I'abélianisé de G. C’est le “plus grand quotient abélien” de G, au
sens que si H est un groupe abélien, et si f : G — H est un morphisme de groupes,
alors il existe un morphisme de groupes f : G/|G,G] — H tel que le diagramme
suivant commute :

¢ Lo
! /5
G/[G.G]
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Par exemple, 'abélianisé du groupe libre engendré par S est le groupe abélien libre
engendré par S :

Ly, oo, xn)/[L(21y ooy @), L2,y oy @) = 27

Théoréme 5.30 (Théoréme de Hurewicz) Si X est un espace topologique, connexe
par arcs, pointé en x, alors le morphisme de Hurewicz ¢ : m (X, z) — H1(X,Z) est
surjectif, et de noyau le sous-groupe des commutateurs de 7 (X, ).

Le premier groupe d’homologie de X a coefficients entiers s’identifie donc a
I'abélianisé du groupe fondamental de X. En particulier, lorsque (X, z) est abé-
lien, alors Hi(X,Z) est isomorphe & m (X, x). Si X est simplement connexe, alors
Hy(X,Z)=0.

Démonstration. Pour montrer que ¢ est surjective, montrons que tout 1-cycle
singulier ZL n;o; de X est homologue a un lacet. Quitte & dupliquer les o; en
changeant les noms, on peut supposer que n; = +1. Comme —o est homologue &
@, on peut supposer que n; = 1. Si 0; n’est pas un lacet, comme O(Zle o) =0, il
existe j tel que o; et o; sont compossables. Comme o; + 0; est homologue a o; - 0,
et par récurrence, on peut donc supposer que chaque o; est un lacet. Comme X
est connexe par arcs, soit o; un chemin d’origine x et d’extrémité l'origine de o;.
Comme «; - 0; - @; est homologue a o;, on peut supposer que chaque o; est un lacet
en xy. Alors Ele o; est homologue a gy - oy -+ -+ - O

Le sous-groupe des commutateurs de 7 (X, x) est contenu dans ker ¢, car Hy (X, Z)
est abélien. Réciproquement, montrons que, pour tout lacet o homologue a zéro,
I'image de la classe d’homotopie de a dans I'abélianisé de m (X, z) est triviale. Soit
¥ 05 un 2-cycle singulier tel que A(XF n03) = a.

Chaque o; est homotope, donc homologue, a un 2-simplexe singulier dont les trois
sommets sont égaux a x. En effet, on note \; 'homothétie euclidienne de rapport
t et de centre le barycentre de A,. On considére les chemins cg, ¢1, ¢y joignant z a
chaque sommet ;(eg), 0;(e1), 0:(e2) de o;.

Pour s dans [0, 1], on considere alors 'application continue hy de Ay dans X, qui
vaut 0;0 A 1L, sur Awes (Ay), qui vaut ¢;(¢) en (1—¢)e; +tAz (e;) pour j = 0,1,2, et,
2

2 2
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qui sur chaque composante connexe C' de Ay — (/\1455 (A2) UUjg.1,2[€5, A s (e;)], est
constant sur les segments perpendiculaires au coté de A, contenu dans 'adhérence
de C.

On peut donc supposer que les sommets de o; sont égaux a x. Comme ci-dessus,
on peut supposer que n; = £1. Pour j = 0,1,2, soit 0;; la j-éme face de o;, de
sorte que do; = 049 — 041 + 0. Comme o = O(Zl,j(fl)jn,,oij)., il est possible de
regrouper les oy, sauf un, par paires pour lesquels les deux coefficients (—1)7n;
valent +1 et —1. Le o;; restant vaut o. On remarque que chaque o;; est un lacet
en x. On note entre crochets les images des classes d’homotopie de lacets dans le
groupe abélien 7 (X, x)/[m1 (X, ), m (X, z)], et on utilise la notation additive. Alors,
comme les termes s’annulent par paires sauf un, on a [f] = 37, .(=1)'n;[03,]. Or le
lacet 0 - @31 - 02 est homotope & zéro (car il borde ¢;). Donc [f] = >, n;([oi0] —
[oa1] + [032]) = 0.

Exemples. (1) Comme le groupe fondamental du cercle est Z, on retrouve que
Hi(S1,Z) = Z. Comme le groupe fondamental du tore T" = R"/Z" est Z", on a
H(T",Z) =7".

(2) Comme le groupe fondamental de l'espace projectif réel P,(R) est Z/2Z
pour n > 2, on a Hy(P,(R),Z) = Z/2Z. Comme le groupe fondamental de l'espace
projectif complexe P,(C) est trivial pour n > 1, on a H(P,(C),Z) = 0.

(3) Comme le groupe fondamental de I'espace lenticulaire L, , = U,\Saut1 est
Z/pZ pour n,p > 1, on a Hy(L,p, Z) = Z/pZ.

(4) Si X est le bouquet de n cercles, alors son groupe fondamental est isomorphe
au groupe libre de rang n, donc H;(X,Z) est isomorphe a Z". Si X est un graphe,
alors par la proposition 4.13, le groupe H; (X, Z) est un groupe abélien libre, de type
fini si X est fini.

On rappelle la classification des surfaces compactes (voir par exemple |Gral).
Une surface est une variété topologique de dimension 2. On montre que toute surface

admet une unique structure, a homéomorphisme pres, de variété lisse (i.e. de variété

différentielle C*°).
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sphere Sy tore Ty

L
S=1
N R

plan projectif bouteille de Klein surface non orientable de genre g = 8
P, (R) Ky = Py(R)#P5(R)

surface non orientable de genre g =5

SiS, S sont des surfaces connexes, et D, D’ deux disques fermés dans S, S’ respec-
tivement, on appelle somme conneze de S, S’ toute surface obtenue par recollement
S" = (S—=D)1us (S = D) avec f : D — JD’ un homéomorphisme. On montre
qu’a homéomorphisme pres, ceci ne dépend pas des choix de D, D', f, et on note

S = S#S'.

Théoréme 5.31 (Théoréme de classification des surfaces compactes connexes)

Toute surface compacte connexe est homéomorphe a la somme connexe d’un nombre
fini g > 0 de tores ou d’un nombre fini non nul g > 1 de plan projectifs. (Voir
lexercice 77.) O

On convient que la somme connexe d'un ensemble vide de surfaces est la sphere
Sy (car si S est une surface, alors S#S, est difféomorphe a 5).

On appelle g le genre de la surface compacte connexe. L’exercice suivant montre
que le genre d’une surface est un invariant d’homologie (et en particulier est bien
deéfini).

Exercice E.54 Montrer que le groupe fondamental d’une surface ¥, compacte connexe,

qui est somme connexe de g > 0 tores, admet une présentation
(ar, b1, a2,ba, ... ag,by = a1, bi][asz, bs]... [ag, by = 1)

et que Hi(3,,Z) est isomorphe a Z*.
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Montrer que le groupe fondamental d’une surface E’g compacte connexe, qui est
somme connexe de g > 1 plans projectifs, admet une présentation

(ay,a5, ... a4 : dia3...a) =1)

et que H\(X),Z) est isomorphe a 297" x 7./2Z.

En déduire que deux sommes connexes finies de tores sont homéomorphes si et
seulement si elles ont méme nombre de tores, et que deux sommes connexes finies
non nul de plan projectifs sont homéomorphes si et seulement si elles ont le méme
nombre de plans projectifs.

On rappelle que les lacets d'un espaces topologiques sont des 1-cycles. La réso-

lution de l'exercice précédent permet de montrer que 'ensemble des classes d’homo-

logies des lacets oy, (1, ..., ag, B, ci-dessous sur une somme connexe de g tores est
une base du groupe abélien libre Hy(X,,7Z).

¢ B Ba O3

5.5 Autres exercices

Exercice E.55 (1) Soient (C.,0.) et (C},d,) deux complexes de chaines. On note
(fn : €l — Ch—1)nen une suite de morphismes d’anneaux. Quand est-ce que la suite

! 8’"/ n
(Cn@cnt< 0 g/ ) )nEN

est un complexe de chaines? Que peut-on alors dire de son homologie ?

(2) Soit {(aC4, aOs)}aca une famille de complexes de chaines. On définit leur
somme directe de maniére évidente

DC a0.) = (D oCos D aOu)nen -

acA acA acA
Montrer que Ho (P, 4(oChr a0s)) = Bpen Hel ol 00s)).

Exercice E.56 Soient X et Y deux espaces topologiques et f: X — Y une appli-
cation continue.

(1) Si X et Y sont non vides et connexes par arcs, montrer que f, : Hy(X,Z) —
Hy(Y,Z) est un isomorphisme.

(2) Plus généralement, en identifiant Hy(W,Z) avec le groupe abélien libre en-
gendré par l'ensemble des composantes connexes par arcs d'un espace topologique
W, montrer que f, : Hy(X,Z) — Hy(Y,Z) est 'unique morphisme de groupes en-
voyant une composante connexe par arcs C' de X sur l'unique composante connexe
par arcs de Y contenant f(C').
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Exercice E.57 Soit (X, A) une paire d’espaces topologiques. Montrer que l'inclu-
sion A < X induit un isomorphisme sur tous les groupes d’homologie si et seulement
si H,(X,A) =0 pour tout n dans N.

Exercice E.58 Si X est une variété topologique, et si  est un point de X, calculer
Hn(XrX - {‘T})

Exercice E.59 Soit S une surface compacte connexe, somme connexe de g > 0
tores, et privée d’un ensemble fini de points. Calculer H, (S, Z) pour tout n dans N.

Exercice E.60 Pour p,n,m dans N, calculer H,(S, x S,,,Z).

Exercice E.61 Soit X l'espace topologique Sy x Sy privé d'un ensemble fini de
points. Calculer H,,(X,Z) pour tout n dans N.

Exercice E.62 Soit X un espace topologique et x un point de X. On note SX la
suspension de X (voir 'appendice). Montrer que H, (X) est isomorphe a H,11(SX)
pour n > 1, et que H{(SX) est isomorphe au quotient Ho(X)/i.(Ho({z})) (avec
i : {x} — X linclusion).

Exercice E.63 Soient X,Y deux espaces topologiques pointés, tels que le point
base admette un voisinage ouvert qui se rétracte par déformation forte sur ce point.
On note X VY la somme connexe pointée de X et Y. Calculer H,(X VY, Z) pour
tout n dans N en fonction des Hy(X,Z), H,(Y,Z).

Exercice E.64 Pour tout & € N, on note x;, un point fixé quelconque de la sphére

Sk. On note
X = <]_[ Sk> /~

keN
T'espace topologique quotient de I'espace topologique somme disjointe des sphéres

Sk, par la relation d’équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous 7, j € N. Calculer
H,(X,Z) pour tout n dans N.

Exercice E.65 Soient p, q,r, s des entiers tels que ps — rq = 1. L’anneau des coef-
ficients est Z.

a) Si g :S; — S; xS est l'application définie par e — (¢ %) calculer
gx 0 Hi(S1) — Hi(Sy x Sy) pour tout k& dans N.

b) Soit f : S;xS; — S; xS, 'application définie par (e, ") s (/P00 eilad+s0),
Montrer que f est un homéomorphisme, et calculer f. : Hj,(S; X Sy) — Hy(S; X Sy)
pour tout k& dans N.

c) Soient My = M, =By xSy et M = M; Uy M, Pespace topologique recollement
de My et M, le long de f. Calculer Hy(M) pour tout k& dans N.

d) Calculer le groupe fondamental de M.
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Exercice E.66 On note S; = {z € C : |z| = 1} le cercle, et T =S, x S, le tore.
Le groupe a deux ¢léments G = {£1} agit sur T' par

(6 (w,2)) = (v, 29)

avec z, 2/ € Sy et e € G. Onnote S = G\T 'espace topologique quotient et 7 : 7' — S
la projection canonique.

Caleuler Hy(T — {1, ..., x4}, Z), avec x, ..., 2, des points deux a deux distincts
de T.

Exercice E.67 On note 7 : R? — T? = R?/Z* la projection canonique, et A
I’homéomorphisme du tore T? défini par

Aom(u,v) = m(au+ bv, cu + dv)
avec < i Z > une matrice 2-2 a coefficients entiers de déterminant 1.
On considére l'espace topologique quotient
Ma = (T* x [0, 1))/ ~

de T'espace topologique produit T? x [0, 1], par la relation d’équivalence engendrée
par (2,1) ~ (Az,0) pour tout = dans T

(1) Montrer que My est une variété topologique compacte connexe de dimension

(2) Calculer H,(My4,Z) pour tout n dans N.
Avolicati cricue s A— (1P 2 1 501
pplication numérique : A=~ ).( ] ;). g o |

5.6 Indications pour la résolution des exercices
Exercice E.52 Utiliser exercice E.55 (2).
Exercice E.57 Appliquer la suite exacte longue relative pour la paire (X, A).

Exercice E.58 Utiliser le théoréeme d’excision, ainsi quun voisinage U de z dans
X qui est homéomorphe a la boule B,,.

Exercice E.59 On pourra montrer que la surface trouée S a le méme type d’homo-
topie quun bouquet de cercles.

Exercice E.60 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant un point
dans chacun des facteurs.

Exercice E.62 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant les poles
nord et sud de la suspension.
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Exercice E.63 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant le complé-
mentaire dans X VY d’un tel voisinage du point de recollement respectivement dans
X et dans Y.

Exercice E.64 Méthode 1. Comme X a deux composantes connexes par arcs, on
a Hy(X,Z) ~ Z+7Z. On note y;, un point de Sy, différent de x5, pour tout k& € N, et on
note toujours yj, son image dans X par la projection canonique 7 : [[S; — X. On
remarque que la restriction de m & Si est un homéomorphisme sur son image, pour
tout k& € N. Pour calculer H,(X,Z) pour n > 1, on pose U = X — {y, : k # n}
et V' la réunion des images par 7 de S, — {x;} dans X pour k # n. Alors U,V
sont ouverts (car leurs images réciproques par 7 le sont), avec V' somme disjointe
d’espaces contractiles, U se rétractant par déformation forte sur n(S,), et UNV
ayant le type d’homotopie de la somme disjointe de S;_; pour k # n. La suite
exacte de Mayer-Vietoris

H,(UNV) = H,(U) x Hy(V) — Hy(XP) — H, ,(UNV) — H, 1(U) x H, (V)

a sa fleche de gauche nulle, car la composante connexe par arcs de U NV ayant le
type d’homotopie de S,, est homotope a zéro dans U et dans V. Donc, pour n = 1,
on a une suite exacte

0= Z— Hy(X) — P Ho(Si-1) = (Z & Z) & @ Ho(Sk — {zx})
k#n k#n

de fleche de gauche injective, et pour n > 1
0— H,(n(S,)) — H\(X) — 0.
Donc P'inclusion induit un isomorphisme H, (7(S,)) ~ H,(X). D’ou

Hn(X,Z):{§+Z sin=20

sinon

Méthode 2. Dans ce qui suit, ’anneau des coefficients est Z. On note X® le
sous-espace de X image de [[}_; Sk. On vérifie que la topologie faible sur X définie
par la famille des X® coincide avec la topologie quotient de la topologie somme
disjointe. Tout compact de X est donc contenu dans un X® pour p assez grand.
Donc pour tout n dans N, on a

lim H,(XW) = H,(X).

P

On calcule alors H,,(X®) et le morphisme H,(X®~V) — H,(X®) induit par I'in-
clusion, par récurrence sur p. Si p = 0, alors X®) est discret avec deux éléments,

done 1, (x0) = { 45 L0
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On suppose le résultat vrai pour p — 1 > 0. Soit y, un point de S, différent de
T, et y son image dans X@. Soit U = X — {y} et V limage de S, — {z,} dans
X® . Alors U,V sont ouverts, avec V contractile, U se rétractant par déformation
forte sur X~ et U NV ayant le type d’homotopie de Sp-1. La suite exacte de
Mayer-Vietoris

H,(UNV) = H,(U) x Hy(V) = Hy(XP) = H, ,(UNV) = H, 1(U) x H,_1(V)
donne donc une suite exacte
LA —T+Z+7T— Hy(XP) -0

avec floche de gauche (z,y) — (z+y,0, 2 +y), donc Hy(X®) = Z +Z. Pour n > 1
et n # p,p — 1, elle donne aussi une suite exacte

0— Hy(XPV) = H,(X®) - 0.
Pour n = p > 1, on a, par récurrence, une suite exacte
0— H(X?) - Z 17

avec fleche de droite nulle, car UNV est homotope & un point dans U. Pourn =p =1,
on a une suite exacte

0—H(XY) -Z24+Z—-2Z+Z+72

avec fleche de droite (z,y) — (x4, 0, z+y), donc Hy(XM) = Z. Pourn = p—1 > 1,
on a, par récurrence, une suite exacte

Z—7— H, (XP) =0
avec la fleche de gauche nulle, car U NV est homotope a un point dans U. D’ou

| Z+Z sin=0
Hn(X,Z) = { Z sinon

Exercice E.65 a) L’application g. : Ho(S1) — Ho(S; x S1) est U'identité de Z dans
Z. Lapplication g, : Hi(S1) — Hi(S1 x Si1) est  — (px,qr) de Z dans Z x Z.
L’application g. : H,(S1) — Hg(S; x Sp) est I'application nulle pour k& > 2.

b) L’application f. : Ho(S1 X S;) — Ho(S; x Sy) est l'identité de Z dans Z.
L’application f. : Hi(S; x S1) — Hy(S; x Sy) est application linéaire de matrice
< Z Z ) de Z x Z dans Z x Z. L’application f. : Hy(S; X S;) — Ha(S; x Sy) est

l'identité de Z dans Z, et application g. : Hj.(S1) — Hi(S; x S1) est Papplication
nulle pour £ > 3.
c) Utiliser Mayer-Vietoris.
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d) Utiliser van Kampen (et vérifiez que le calcul du H; fait en ¢) est le bon, par
le théoreme de Hurewicz).

Exercice E.66 Si k=0, on a vu en cours que m(T) = Z? et H,(T,Z) = Z*. On
suppose donc que k£ > 1. On renvoie a la solution de I'exercice E.32 pour le calcul
de m (T —{z1, ...,z }).

Par le théoreme de Hurewicz, Hy(T'—{x1, ...,z }, Z) étant Uabélianisé de *;1 Z,
est un groupe abélien libre de rang k£ + 1 :

H(T — {21, ..., 4}, Z) = ZF .

Exercice E.67 (1) Tout d’abord, A est bien défini, car a,b, ¢, d sont entiers, est
continu par passage au quotient d’application continue, et est un homéomorphisme
car son inverse est 'application obtenue en prenant la matrice inverse, qui est aussi
a coeffficients entiers.

L’espace topologique produit X = T? x R est une variété topologique séparée. Le
groupe G = Z agit librement et proprement sur X par (n, (z,t)) — (A"(z),t + n).
Donc le quotient G\ X est un espace topologique séparé, qui est une variété topolo-
gique car cette propriété est invariante par homéomorphisme local surjectif, connexe
car image d’'un connexe par une application continue et compacte car séparée et
image du compact T? x [0, 1] par une application continue.

(2) Pour tout ¢ € R, on note T; (qui est homéomorphe au tore) I'image (compacte)
de T? x {t} par la projection canonique dans G\ X. On a T; = T, pour tout k € Z.
Soit U,V T'ouvert complémentaire de T1 , Ty dans G\ X respectivement. L’inclusion
de T1 dans U et V' induit une equlvalence d’homotopie, donc un isomorphisme en
homologle L’inclusion de la réunion disjointe T1 u Ta dans U NV est aussi une
équivalence d’homotopie. La réunion de U et V th G\X

On utilise dans la suite 'anneau de coefficients Z. Par la suite exacte de Mayer-
Vietoris, on a une suite exacte

H,(U)® H(V) = H(UUV) — H_ (UNV),

donc pour k£ >4, on a H,(G\X) = 0. (Ceci découle aussi du fait que G\ X est une
variété compacte sans bord de dimension 3.)
Toujours par le théoréme de Mayer-Vietoris, on a une suite exacte

H(U) @ Hy(V) — Hy(UUV) 25 Hy(UNV) 25

Hy(U) @ Ho(V) 25 Hy(UU V) 25 H(UNV) 22
H(U)® Hy(V) 25 H(UUV) 25 H(UNV) 2% Hy(U) @ Ho(V) .

Comme H3(U) = H3(V) = 0, application ¢; est injective, et 'application ¢g
est 'application (Z x Z) — (Z x Z) définie par (p,q) — (p + ¢, —(p + q)). Donc
H3(G\X) = Z. (Ceci découle aussi de la dualité de Poincaré en montrant que G\ X
est orientable, car X lest et action de G préserve l'orientation.)
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On note f : Ts — T1 I'homéomorphisme (2,3) = (Az, %) et g : Ty — Ty
I’homéomorphisme (z, i) — (z, i) Alors le diagramme suivant est commutatif, ot
les fleches non indiquées sont les applications induites par les inclusions, et Cy, Cy
sont les composantes connexes de U NV :

H(UNV) P Uy e Hy(V)
I 1 1
Hi(Ch) @ Hq(Cy) id  f.
! ( —id_—g. )
HI(Ti) [S3] Hl(Tg) — HI(T%) 53] Hl(T%)
On remarque que ¢q est I'application (Z x Z) — (Z x Z) définie par (p,q) —
(p+a.—p+q)
Par exactitude de la suite de Mayer-Vietoris, on a une suite exacte

0— im ¢ = ker ¢y — H1(G\X) — im ¢ = ker ¢g=2Z — 0.

[A suivre]
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6 Homologie cellulaire

Le but de ce chapitre est d’introduire, pour la sous-catégorie des CW-complexes
de la catégorie des espaces topologiques, une théorie de ’homologie, qui soit facile
a calculer, tout en donnant le méme résultat que I’homologie singuliére.

6.1 Le complexe de chaines cellulaires
On note A un anneau commutatif unitaire, appelé anneau des coefficients.
Homologie relative du p-squelette par rapport au (p — 1)-squelette.
Lemme 6.1 Pour tous entiers i,p € N,
A sii=p
Hi(By,Sp-1;A) = { 0 sinon

Démonstration. On pose par convention S_; = (). Le résultat découle du calcul
suivant le corollaire 5.11, et du calcul de 'homologie des sphéres 5.20. O

On rappelle que pour tout p dans N, si X est un CW-complexe (voir la partie
4.3), alors X® désigne le p-squelette de X, avec X1 = ().

Théoréme 6.2 Si X est un CW-complexe, avec (e{,)nEAp la famille de ses cellules
ouvertes de dimension p, alors
@ A sii=p

Hl(X(”),X@’l);A) — ach,
0 sinon
Plus précisément, soit u un générateur de H,(B,, S,_1) (qui est libre de rang 1 par
le lemme 6.1). Pour tout « dans 4,, soit g, : B, — €, l'application caractéristique

pour la cellule ouverte e, de X, qui est un morphisme de paires d’espaces topologi-
ques g, : (B,,S,-1) — (X® X@=D). Alors

{(ga)+(u) + a € Ay}
est une base (dite base canonigue) du module H,(X®, X®=1; A), qui est donc libre.

Démonstration. Si p = 0, alors X®) est un espace discret, et X #=1 est vide, donc
le résultat est immédiat. On suppose p > 1.
On considére le diagramme commutatif suivant

(1T B TI80 — (118 ITB-{0h) — (II B II B {0}
acA, acA, acA, acA, acA, acA,

| ga | 1 9a | 9a

X, xED) - — (XPXP — ] .0} — (U eas U (ea— {920}

agA, acAp aEgA,
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Les fleches horizontales de gauche sont des équivalences d’homotopie de paires, donc
induisent un isomorphisme en homologie relative.

Les fleches horizontales de droite induisent des isomorphismes en homologie re-
lative, par le théoréme d’excision (Théoréme 5.15) : en posant successivement (I’en-
semble des indices étant A,)

X=uB, A=1®B,-{0}), U=1S5-

et
X = X(”), A=Xx® _ U {ga(o)}y U= x®-1 ,

on vérifie que U = U C A = A.
Comme la fleche verticale de droite est un homéomorphisme de paires d’espaces
topologiques, on en déduit que

H(X® x> H(]] By, [] Sp-1) = P Hi(By. 1) .

aEAp acAy aEAp

et le résultat découle du lemme 6.1. O

En particulier, si X est un CW-complexe fini, ayant n, cellules ouvertes de
dimension p, alors

Hy(X®, XD ) = { A sii=p
0 sinon

On donne ci-dessous une série de résultats destinés & mieux faire comprendre
le théoréme précédent : le p-squelette d'un CW-complexe, dans lequel on a écrasé
en un point le (p — 1)-squelette, est un bouquet de spheres de dimension p, dont
les groupes homologie se calculent aisément : en dimension non nulle, ce sont les
sommes directes des groupes d’homologie de ces sphéres.

Si X est un espace topologique et si Y est un sous-espace de X, on notera pour
simplifier dans tout ce chapitre X/Y lespace topologique quotient X/(Y') (voir la
partie A.2).

Lemme 6.3 Soit X un CW-complexe, p un élément de N et (eq)aca, la famille
des cellules ouvertes de dimension p de X. Alors X® /X ®=1) est homéomorphe au
bouquet d’une famille de sphéres de dimension p indexée par A.

Plus précisément, Uespace S, = €,/0e, est homéomorphe a une sphere de di-
mension p, que 'on munit du point base de, /de,. Alors Vinclusion [, A, €a = X®
induit par passage au quotient un homéomorphisme

\/ Sy 5 X0 x e

acA,

Démonstration. Ceci découle de la proposition 4.7. O
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Lemme 6.4 Si X est un bouquet de sphéres de dimension p > 1, indexées par
l’ensemble non vide A, alors

A sii=0
acA
0 sinon

(La convention naturelle que le bouquet de sphéres indexées par un ensemble
vide est réduite & un point fait que le résultat reste valable si A est vide.)

Démonstration. Tout compact de X est contenu dans une union finie de sphéres
du bouquet, et @, A est la limite inductive de ses sous-modules de type fini. Donc,
par la proposition 5.21, il suffit de montrer le résultat quand A est fini. On raisonne
par récurrence sur le cardinal de A. Si celui-ci est 1, alors X est une sphére de
dimension p, et le résultat est déja connu. Si Card(A) > 1, on prend U un voisinage
d’une sphére Sy dans le bouquet, se rétractant par déformation forte sur Sy, et
V' le complémentaire d’'un point de Sy différent du point base. Alors U a le type
d’homotopie de la sphére de dimension p, V' le type d’homotopie d'un bouquet ayant
Card(S) — 1 spheéres, et UNV a le type d’homotopie d’un point. La suite exacte de
Mayer-Vietoris, appliquée a 'espace X muni du recouvrement ouvert {U, V'} conclut
alors. O
On note par abus x le singleton {x}.

Lemme 6.5 Si X est un espace topologique et x un point de X, alors linclusion
(X,0) — (X, ) induit un isomorphisme

H,(X)~ H,(X,z)

sin # 0. De plus, Hy(X, z) est le module libre engendré par les composantes connexes
par arcs de X me contenant pas x.

Démonstration. La suite exacte longue d’homologie relative de la paire (X, )
(Théoréme 5.10) donne une suite exacte

H,(x) — H,(X) — H,(X,z) — H,_1(2) .

En utilisant le calcul de I'homologie du point, le résultat en découle. O

Remarque. Voici une autre preuve du théoréme 6.2, pour p > 1.

Comme S,_; C B, est un rétracte par déformation forte de B, — {0}, le (p — 1)-
squelette X =1 est un rétracte par déformation forte d’un voisinage de X #~1 dans
X®) (obtenu par exemple en enlevant un point exactement par cellule ouverte de
dimension p de X).

Par récurrence et l'exercice E.A.96, le p-squelette d’'un CW-complexe est un
espace normal.
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Par la proposition 5.17, on a
Hi(X(p),X(pfl)) ~ Hi(X(m/X(pfl)_X(p%)/X(pfl)) .
Le théoréme 6.2 découle alors des lemmes 6.4 et 6.5.

Le complexe de chaines cellulaires

Soit X un CW-complexe. Pour tout p dans N, on pose
DP(X) = Dp(Xv A) = HP(X(p)-,X(pil))-

On identifiera par la suite D,(X) avec le module libre engendré par les p-cellules
ouvertes de X, par 'unique morphisme de modules libres envoyant (g, ).(u) sur eq,
avec les notations suivant le théoréme 6.2. Comme XV = (), Dy = Hy(X @) est le
module libre engendré par les sommets de X.

On note 0 : D,(X) — D,_1(X) le morphisme composé de

H,(X®, X1y SN 1 (XPY) (1)< H,_y(X®Y, x#-2)

avec § le morphisme de bord de la suite exacte longue de la paire (X®, X®=D) et
gt X — (X® X E1D) Pinclusion.

Lemme 6.6
dod=0.

Démonstration. Par lasuite exacte longue d’homologie relative de la paire (X ®), X #~1)),
la suite )
H,(X®) Gr)s H,(X®, x@-1) BN H, 1 (X®71)

est exacte. Donc 900 = (jp—1)« 090 (jp)e 00 =0. O

Donc (D.(X),d) est un complexe de chaines, appelé le complexe de chaines
cellulaires de X.

Le n-éme groupe d’homologie de ce complexe de chaines, H, (D, (X)), est appelé
le n-éme groupe d’homologie cellulaire de X. (C’est un module sur I'anneau A).

Remarque. Si X est un CW-complexe de dimension finie d, alors son n-éme groupe
d’homologie cellulaire est nul pour n > d. Si X est un CW-complexe fini, alors son
n-éme groupe d’homologie cellulaire est de type fini pour tout n.

Une application f : X — Y entre deux CW-complexes est dite cellulaire si elle
est continue, et si f(X®) c Y® pour tout p € N.

Théoréme 6.7 Soient X, Y deux CW-complezes, et A un sous-CW-complexe de X .
Toute application continue de X dansY, cellulaire sur A, est homotope relativement
a A a une application cellulaire.
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Démonstration. Voir par exemple |[Hat, Theorem 4.8|. ]

Les remarques suivantes découlent en particulier de ce théoréme. Mais leurs
preuves sont plus faciles, et essentiellement contenues dans les preuves des proposi-
tions 4.15 et 4.16.

— Un CW-complexe X est connexe si et seulement si son 1-squelette X l'est.

— Tout chemin dans X entre deux sommets de X est homotope (relativement
extrémités) a un chemin contenu dans X1,

— Toute homotopie dans X (relativement extrémités) entre deux chemins conte-
nus dans XM est homotope (relativement au bord de [0,1] x [0,1]) & une
homotopie (relativement extrémités) contenue dans X entre ces deux che-
mins.

Si X, Y sont deux CW-complexes, toute application cellulaire f : X — Y induit
par restriction, pour tout p dans N, un morphisme de paires f : (X(T’),X(P‘l)) —
(Y@ y®=1). Celui-ci induit en homologie un morphisme de modules f, : D,(X) =
Hy(X® XtDy — g, (v® ye-Y) = D,(Y). Par la fonctorialité de 'opérateur
bord dans la suite exacte longue d’homologie relative, f. est un morphisme de com-
plexes de chaines de (D.(X),0) dans (D.(Y),0).

Ce morphisme de complexes de chaines induit en homologie un morphisme de
modules

pour tout n dans N.

Pour pouvoir expliciter les morphismes de bord du complexe de chaines cellu-
laires, on commence par définir la notion de degré d’'une application d'une sphére
dans elle-méme.

Degré des applications de la sphére

Pour n > 1, soit f : S, — S, une application continue, et f. : H,(S,) —
H,(S,) l'application induite sur le n-éme groupe d’homologie. Comme H,,(S,, A)
est isomorphe & A, si & est un générateur de H,(S,), alors il existe d € A tel que
f.(&) = d&. Cet élément d ne dépend pas du choix du générateur, car tout autre
générateur est de la forme u&, avec u un élément inversible de A, et f.(u) = d(uf).
On appelle d le degré de f (a coefficient dans A), et on le note deg(f).

Remarque. On utilise en général 'anncau des coefficients A = Z, auquel cas le
degré est un entier. Pour n = 1, l'entier deg(f) s'interpréte alors intuitivement
comme le nombre de fois que le cercle source S; s’enroule sur le cercle but Sy, a
homotopie prés.

Remarque. Les propriétés suivantes du degré sont immédiates, et laissées en exer-
cice.
— Si f s’étend continuement en une application continue de B, dans S,,, alors
on a deg(f) = 0. En particulier, le degré d’une application constante est nulle.
— Si f est homotope a g, alors deg(f) = deg(g). En particulier, le degré d’une
application non surjective est nul.
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— Le degré de 'identité est 1.
~ Sif,g:S, — S, sont deux applications continues, alors

deg(f o g) = deg(f) deg(g) -

Proposition 6.8 Pour n > 1, le degré de Uapplication antipodale —id : S, — S,
est (—1)"*L.

Démonstration. On considére d’abord la réflection r : S, — S, définie par
r(zo, 1, ..., xn) = (=20, T1, ..., x,). Pour n = 0, l'application r, : Hy(So) — Ho(So)
est 'application (z,y) — (y, ), car r échange les deux points de Sp, qui forment
une base de Hy(Sy).

Par naturalité de Popérateur bord ¢ de la suite exacte de Mayer-Vietoris associée
au recouvrement de S,, par ses hémisphéres nord U et sud V' (qui sont préservés par
r), on a un diagramme commutatif

H71+1(Sn+1) i’ Hn(Sn)
L7 Lre
Hoi1(Sus1) > Hu(Sa) .

Sin = 0 (voir la preuve du théoréme 5.20), alors d est injective, d’image le noyau
de Tapplication Hy(Sy) — Ho(U) x Ho(V), qui est (x,y) — (v +y, —(z +y)), donc
im0 = {(z,—x) : x € A}. Par conséquent r, : H1(S1) — H1(S;) est —id.

Sin > 0, alors § est un isomorphisme, donc par récurrence, r, : H,(S,) — H,(S,)
est —id. En particulier, le degré de r est —1.

Maintenant, toute rotation de S, est homotope a l'identité. Deux réflections sont
conjuguées par une rotation, donc sont homotopes, donc ont le méme degré. L’ap-
plication antipodale est la composée de n+ 1 réflections (sur chacun des hyperplans
de coordonnées). Ceci montre le résultat.

Calcul des morphismes de bords cellulaires

Soit X un CW-complexe, (€q)aca, la famille des cellules ouvertes de dimension
p de X, pour p dans N. On note g, : B, — X @Y I'application caractéristique et
fa = Gojom, : Sp1 = X (=1 Tapplication d’attachement de la cellule e,. On identifie
S, avec espace quotient B, /S,_; par un homéomorphisme quelconque fixé. On note
a®) . x® X(p)/X(p’l) la projection canonique. Pour tout a dans A,, 'application
go induit par passage au quotient un homéomorphisme g, : S, = B, /S,_1 — €,/de,.
On note S, la sphére e, /e, pointée en de,, /de,, et 7, : \/HGAp Sg — S, Papplication
qui écrase sur le point base les sphéres du bouquet différentes de S,. Enfin, soit
0 VaeAp S, — X® /X =1 Phoméomorphisme obtenu par le lemme 6.3.

Sip > 2, pour tout i dans A, et j dans A,_;, on considére la composition des
applications
LAY X(pfl)/X(pr) L \/ S, 2, S. iﬂ S

B8 j p—1
BEAp—1

S,.; - XV

et on note d; ; son degré.
Sip = 1, pour toute aréte e; de X, et tout sommet e; de X, alors par convention,
d;; vaut 1 si e; est I'extrémité de e;, —1 si e; est I'origine de e;, et 0 sinon.

Remarque. (1) En termes imagés, lorsque A = Z, Pentier d;; mesure le nombre
de fois que le bord de la i-éme cellule de dimension p s’enroule autour de la j-éme
cellule de dimension p — 1 par I'application d’attachement.

(2) Le degré d’une application non surjective est nul. Un compact du (p — 1)-
squelette de X ne contient qu'un nombre fini de centres gz(0) de cellules ouvertes eg
de dimension p—1. L’'image de 'application d’attachement d’une cellule de dimension
p est compacte, car X est séparé. Donc pour i dans A, fixé, seuls un nombre fini de
d; ; sont non nuls lorsque j parcourt A, ;.

Proposition 6.9 Le morphisme de bord 9 : D,(X) = H,(X®), X*~V) - D, (X) =
H, ((X®=D X#P=2)) est le morphisme

0 : 6916147; Ae;, — @jeA,,,l Ae;

€i e Z]‘e/«,,,ldmej'

Démonstration. C’est immédiat si p = 0, car 9 : Do(X) — D_1(X) est applica-
tion nulle. Sip = 1, alors @ : Hi (XM, X©) — Hy(X©) est I'opérateur bord de la
suite exacte longue d’homologie relative, et le résultat découle de la définition des
dij.

On suppose donc p > 1 et on calcule 9 : Dyi1(X) — D,(X). Soient i dans A,
et j dans A,. Le diagramme

Hy(X®+D) X®)) 25 | (X))

T (9)x T (fi)
5
Hyp1(Bps1,Sp) - »(Sp)
est commutatif, par fonctorialité de 'opérateur bord de la suite exacte longue d’ho-
mologie relative. De plus, la fleche horizontale basse est un isomorphisme, car p > 1.
On considere le diagramme commutatif

H,(X®) Ur)s Hy(X®), X#-1) (91) H,(B,,S,1)

! (W(p)>* 1= 1=
HP(X(I))/X(IFI)) - HP(X(I))/X(THl)v *) Hy(By/Sp-1, %)
(mjos=1)e N\ To
(g))«
Hp(Sj) L Hp(Bp/Spfl)

avec * désignant le singleton Z/Z dans l'espace topologique quotient Y/Z pour Z
une partie de Y. Chaque fleche marquée ~ est le morphisme induit par la projection
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canonique (Y,Z) — (Y/Z,*), qui est un isomorphisme par la proposition 5.17.
Chaque fleche marquée ~ est le morphisme induit par l'inclusion U = (U,0) —
(U, ), qui est un isomorphisme car p > 1, par le lemme 6.5.

Enfin, aprés identification de H,(V 45c A Sp) avec le module libre engendré par
les Sg, le morphisme (7)) : H,(V gea, Sp) — Hp(S;) est Iapplication j-¢me coor-
donnée. O

6.2 Homologie cellulaire et homologie singuliére

Le but de cette partie est de montrer que les homologies cellulaires et singuliéres
des CW-complexes coincident, de maniére fonctorielle.

Théoréme 6.10 Pour tout CW-compleze X et tout n dans N, il existe un isomor-
phisme de modules
Ho(Du(X)) — Hy(X)

de sorte que, pour toute application cellulaire [ Y — Z, le diagramme suivant est
commutatif :
Ho(D.(Y)) — Hu(Y)
LS L fs
Hy(D(Z)) — H.(Z)

Démonstration. Etape 1. Si k < p, 'inclusion X®tY) — X induit un isomor-
phisme de modules Hy,(X®+V) — H(X).

Démonstration. Par la suite exacte longue d’homologie relative,
Hypy (X @HHD X0y (X 0y 0 F (X DY s g (X 0D x ()

est une suite exacte. Par le théoréme 6.2, le module de gauche est nul si & < p et

i > 1, et le module de droite est nul si k¥ < p. Donc Hy(X®+D) ~ H; (X ®++D),

Comme tout compact de X est contenu dans X #+%) pour 7 suffisamment grand, la

proposition 5.21 implique que lim Hy (X)) ~ Hi(X). Le résultat en découle. O
k3

Etape 2. Le morphisme de modules j, : H,(X®*V) — H,(X®*D X®=2) induit

par l'inclusion est un isomorphisme.

Démonstration. Comme X = ), il suffit de montrer que le morphisme
H,)(X(”“),X“’l)) N H,,(X“‘*”,X(”)
est un isomorphisme pour i = 0, ..., p — 2. On utilise pour cela le lemme suivant

Lemme 6.11 Si X est un espace topologique et A C B C X, alors les inclusions
i:(B,A) = (X,A) et j: (X,A) — (X, B) induisent une suite exacte de complezes
de chaines

0— Cu(B,A) — C.(X,A) — C.(X,B) — 0
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qui induit une suite exacte longue en homologie
L H(B,A) 2 Hy(X, A) 25 H)(X,B) - Hy_y (B, A) — ..
(appelée suite exacte longue du triplet ).

Démonstration. Par passage au quotient, on a un morphisme surjectif
Cu(X)/C(A) — C(X)/C(B),

dont le noyau est C,(B)/C.(A). Le résultat découle alors des rappels d’algebre ho-
mologique. O
Remarque. Il est immédiat de montrer que la suite exacte longue du triplet est fonc-
torielle, au sens suivant. Soit f : X — X’ une application continue, et A" C B’ deux
parties de X' telles que f(A) C A" et f(B) C B'. Alors f induit trois morphismes
de paires d’espaces topologiques fiz : (B.A) — (B, A), f: (X,A) — (X4,
f:(X,B) — (X', B'). Le triplet ((f|5)«. f«. f.) est un morphisme de suites exactes
courtes de complexes de chaines entre 0 — C(B, A) — C\(X,A) — C.(X,B) — 0
et 0 = Cu(B,A') — C. (X', A') — C.(X', B') — 0. Il donne donc en homologie un
diagramme commutatif

L H)(B,A) — H(X,A) — H,(X,B) - H, (B A) ...

l(ﬁB)* if* if*
LCHJ(BLA) — H(X'A) — Hy(X'.B) - H, (B A ...

On applique maintenant ce lemme au triplet X = X®+) B = X A = x @+,
On a donc une suite exacte
H (X0, XY 2oy f (x| G0y o gy x@y S g (xO) x )
dont les modules aux extrémités sont nuls si p — 1 > 7. Ceci démontre 'étape 2. [
Etape 3. On considére le quadruplet (XD, X® X @=D X @=2) ot le diagramme
HP(X(,,,1)7X(,,,2)) Hp(X("“),X(”’Z)) - Hp(X(”+1)7X(”))
N “/
HP(X@),X@—z))
M / \k*

Hypy (X#D, X)) Hy(X®, X¢-0) 2, (XD, X0-2)



qui est commutatif, par construction de ;1. Les modules en haut a droite et en
haut & gauche sont nuls. La suite exacte du triplet (X®, XD X®=2) implique
que ker 0, = im k, et que £, est injective.

La suite exacte du triplet (XD, X® X@=2) implique que im m, = ker £, et
que /, est surjective.

Comme k, : Hy(X Q5'e (”’2)) — im k, est un isomorphisme, le module im &, se
surjecte par £, o k! sur H,(X®+D X (=),

Par commutativité, on a d,11 = k. o m. et donc im 8,1 = ker £, o k1. Par
conséquent,

H,(D.(X)) = ker 8,/im 8,y = im k, /ker L0k, o~ im {0k, = H,(XPD X@-2)

Par les étapes 1 et 2, ce dernier module est isomorphe a H,(X).
La fonctorialité de I'isomorphisme H,(D,(X)) ~ H,(X) est claire. Le thé¢oréme
6.10 en découle. O

Corollaire 6.12 Si X est un CW-complexe de dimension finie n, alors H;(X) =0
pour i >n. Si X est un CW-complexe fini, et si l'anneau des coefficients A est un
corps, alors H;(X) est de dimension finie pour tout i dans N. Si X est un CW-
compleze fini, et si A =7, alors H;(X) est un groupe abélien de type fini pour tout
i dans N.

Démonstration. Ceci découle de l'isomorphisme entre homologie cellulaire et ho-
mologie singuliére de X, et des résultats de finitude pour I’homologie cellulaire. [

Caractéristique d’Euler des CW-complexes.

Soit X un espace topologique, avec H;(X,R) de dimension finie pour tout ¢
dans N, et nulle si i est assez grand. On appelle caractéristique d’Euler de X la
caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe des chaines singuliéres de X, c’est-a-
dire 'entier

X(X) =" (=1)fdim Hy(X,R) .
keN
On remarque que la caractéristique d’Euler est un invariant topologique et méme

homotopique : si deux espaces topologiques X et Y ont le méme type d’homotopie,
alors x(X) = x(Y).

Corollaire 6.13 Soit X un CW-complexe fini, ayant n; cellules ouvertes de dimen-
sion i, alors
X(X) =D (=1)n; .
ieN

Démonstration. Ceci découle de I'isomorphisme entre homologie cellulaire et ho-
mologie singuliére de X et des rappels d’algebre homologique (proposition 5.3). [

Exemples. (1) Si X est contractile, alors x(X) = 1. En particulier x(B,) = 1.
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2 sin pair

CRCSE R

(3) X(T,) = 0.

(4) La caractéristique d’Euler d’une surface compacte connexe ¥ qui est somme
connexe de g tores (donc de genre g) est 2 — 2g, car ¥ est homéoorphe & un CW-
complexe obtenu par recollement d'une 2-cellule sur un bouquet de 2¢ cercles (ayant
2g arétes et 1 sommet), voir 'exemple (4) de la partie 4.3.

(5) Soit X un graphe connexe fini. Alors la caractéristique d’Euler de X vaut
X(X) = ng —ny avec ng le nombre de sommets de X et ny le nombre d’arétes de X
(voir aussi l'exercice E.43).

6.3 Homologie des espaces projectifs

On rappelle que l'espace projectif réel P,(R) est construit par récurrence avec
Py(R) un point et P, 11 (IR) obtenu par recollement d'une seule cellule de dimension
n+1 sur P,(R) avec pour application d’attachement f,,;; : S, — P,(R) la projection
canonique, qui est un revétement a 2 feuillets.

Donc le complexe de chaines cellulaires de X = P, (R), a coefficients dans I’an-
neau des coefficients A, est :

DyX)=A P Aer e AL D(X)=Ac— 00— ..

En prenant A = R, le calcul de la caractéristique d’Euler de P,(R) est alors
immeédiat :
) | 1 sin pair
X(Pn(R)) = { 0 sinon
On effectue maintenant le calcul des morphismes de bord du complexe de chaines
cellulaires de P, (IR).

Proposition 6.14 Le morphisme 9, : D,(P,(R)) = A — D,_(P,(R)) = A est la
multiplication par 1 + (—1)PFL.

Démonstration. La projection canonique fy1 @ S, — P,(R) induit par passage
au quotient une application continue f;;+1 : S,/Sp-1 — Pu(R)/P,_1(R). L’espace
P,(R)/P,_1(R) s’identifie a la sphére S, et le quotient S,/S,_; s’identifie au bouquet
de deux spheres S, V'S,. L’application pr 1S, VS, — S, est I'application qui vaut
I'identité sur la premiere sphére et Papplication antipodale sur la deuxiéme. Par
la proposition 6.8, le degré de I'application antipodale est (—1)P*!. Le degré de la
composition
Sy 22 B(R) = By(R)/Ppa (R) = S,

est donc 1+ (—1)P*!, car la projection canonique S, — S,/S,-1 =S, V'S, induit
en homologie I'application de H,(S,) = A dans H,(S, VS,) = A x A définie par
z+— (z,).



Comme le p-squelette de P,(R) est P,(R), le résultat découle alors de la propo-
sition 6.9. 0O
Le calcul de ’homologie (cellulaire, donc singuliere) de P, (R) est alors immédiat.
On note Ay le noyau de la multiplication par 2 de A dans A.
Corollaire 6.15 Pour p,n dans N, on a
A si p =0 ou p = n impair
A/2A sip impair avec 1 <p<n-—1
Ay si p pair avec 1 <p<n
0 sinon

H,(Pr(R), A) = 0

sip <
Par exemple, si A = 7Z/2Z, alors H,(P,(R),Z/2Z) = { L2L sip=n

0 sinon
Z si p =0 ou p = n impair
Si A =7, alors H,(P,(R),Z) =< Z/27 sip impair avec 1 <p<n—1

0 sinon

De méme, lespace projectif complexe P, (C) est construit par récurrence avec
Po(C) un point et P,,41(C) obtenu par recollement d’une seule cellule de dimension
2n + 2 sur P, (C) avec pour application d’attachement Sy, 1 — PP, (C) la projection
canonique.

Donc le complexe de chaines cellulaires de X = P, (C), a coefficients dans I’an-
neau des coefficients A, est :

Do(X)=A—0—A—0—... — Dy 1(X)=0—Dpp(X)=A—0<0 ...

En prenant A = R, le calcul de la caractéristique d’Euler de P,(C) est alors
immeédiat :
X(P,(C))=n+1.

Comme les opérateurs bords du complexe de chaines cellulaires de P, (C) sont
nuls, le calcul de I'homologie des espaces projectifs complexes est alors immédiat :

Théoréme 6.16 Pour p,n dans N, on a

A sipparet 0<p<2n

H,(P,(C),A) = { 0 sinon .

6.4 Autres exercices

Exercice E.68 Pour tout £ € N, on note z; un point fixé quelconque de la sphére

Sk. On note
X = <]_[ Sk> m
keN

Pespace topologique quotient de I’espace topologique somme disjointe des sphéres Sy,
par la relation d’équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous 7,j dans N. Calculer
H,(X,Z) pour tout n dans N.
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Exercice E.69 Soit n un entier positif non nul.

a) Montrer que si a : S, — S, est U'application antipodale v — —x, et si f, g :
S, — S, sont deux applications continues telles que f(z) # g(x) pour tout = dans
S,, alors f et a o g sont homotopes.

b) En déduire le théoréme de Borsuk-Ulam : si f : S, — Sa,, est une application
continue, alors il existe un point x de Sy, tel que f(z) = +u.

¢) Montrer qu’il n’existe pas d’application continue f de Sy, dans S,, telle que
z et f(z) sont orthogonaux pour tout 2 dans Sa,.

d) Montrer le théoréme de peignage des spheres : il existe un champ de vecteurs
qui ne s’annule pas sur S, si et seulement si n est impair.

Exercice E.70 a) Montrer que le cercle S; = {z € C : |z] = 1} admet une
structure de CW-complexe X, dont le O-squelette est U, = {eX™ : k=0,... n—
1}.

b) Calculer le complexe de chaines cellulaires de ce CW-complexe.

¢) En déduire, pour tout n dans N, quel est le degré de I'application de S; dans
Sy définie par z +— 2",

Exercice E.71 Soient n, k deux éléments de N avec n > 2.

a) Montrer qu'’il existe une application continue f: S, — S, de degré k.

b) Montrer qu'’il existe un espace topologique simplement connexe X tel que
H,(X,Z) est isomorphe & Z/kZ, et H;(X,Z) =0sii#0,n.

¢) Montrer que pour tout groupe abélien de type fini G, il existe un espace
topologique simplement connexe X tel que H,(X,Z) ~ G, et H;(X,Z) = 0 si
i # 0,n. Un tel espace X est appelé espace de Moore.

Exercice E.72 a) Si X et Y sont des CW-complexes finis, montrer que
X(X X Y) = x(X)x(Y) .

b) Si X est un CW-complexe fini, union de deux sous-complexes A et B, montrer

que
X(X) = x(4) + x(B) = x(AN B) .

¢) Si X est un CW-complexe, et p : X — X un revétement, montrer que X admet
une unique structure de CW-complexe telle que p soit cellulaire et tout relévement
par p d’une cellule ouverte de X est une cellule ouverte de X.

d) Si X est un CW-complexe fini, et p : X — X un revétement a n feuillets,
montrer que

X(X) = nx(X) .
6.5 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.68 Il s’agit bien du méme exercice que I'exercice E.64, mais voici une
autre solution, plus courte, utilisant ’homologie cellulaire.
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Pour k > 1, la sphére S, admet une structure de CW-complexe, ayant un sommet
2, et une cellule de dimension k, avec application d’attachement constante en xy.
Donc X admet une structure de CW-complexe, ayant deux sommets z,y avec = la
classe commune des points xy, et pour tout k& > 1, une cellule de dimension k, avec
application d’attachement constante en x. On vérifie que la topologie faible sur X
définie par la famille des p-squelettes X®) coincide avec la topologie quotient de la
topologie somme disjointe (soit 7 : [[Sy — X la projection canonique; alors U est
un ouvert de X si et seulement si 771(U) est un ouvert de [[Sy, si et seulement si
7 HU) NTTE_y Sk est un ouvert de [[5_, Sy, pour tout p, si et seulement si U N X ®
est un ouvert de X®) pour tout p).

Le complexe de chaines cellulaires de X a coefficients entiers est donc

D2 93
— —

z2+7 &7 z z &
Comme le degré d’une application constante de S,, dans S,, est 0, les morphismes
de bords 0, sont nuls pour k > 1.

Z+7Z sin=0
Donc H,(X,Z) = { 7 sinon

Exercice E.69 a) Utiliser 'image du segment [f(z),a o g(z)] par la rétraction
radiale de B,,;; — {0} sur S,.

b) Par absurde, en considérant les degrés.

c) Utiliser b).

d) Utiliser c).

P
n .

Exercice E.70 a) Les 1-cellules sont ¢ — e
b) 1l s’agit de

AZ/"Z P AZ/"Z — 0 «— 0 ...

($i+1 - xz‘)zeZ/nZ — (»’Ci)ieZ/nz
¢) L’application z — 2" est cellulaire du cercle X,, dans le cercle Xj.

Exercice E.71 a) Utiliser le cas n = 1 démontré dans U'exercice ci-dessus, et utiliser
les suspensions : si f : S, — S, est une application continue, alors Sf : SS, ~
Sni1 — SS,, > S, 41 est encore continue (voir 'appendice pour les notations).

b) Considérer I'espace X obtenu par recollement de B,,,; sur S,, par une appli-
cation f: IB,1 =S, — S, continue de degré k.

c) Utiliser le théoréme de structure des groupes abéliens de type fini, et considérer
un espace somme connexe pointée (voir exercice E.63).

7 Cohomologie singuliére et cellulaire

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, on entendra module sur
lanneau A. Soit M un module fixé, appelé module des coefficients. Les cas A =
M =7Zet A= M =k avec k un corps sont particuliérement importants.

7.1 Le foncteur Hom et les complexes de cochaines

Si N est un module, on note Hom (N, M) (ou Homy (N, M)) le module des mor-
phismes de modules de N dans M. Le module Hom(N, A) est appelé le dual de N. Si
f: N — N’ est un morphisme de modules, on note *f : Hom (N’, M) — Hom (N, M)
le morphisme de modules ’f : ¢ — ¢ o f. On vérifie que “id = id, et *(fog) = ‘go f.
On a donc défini un foncteur (contravariant) de la catégorie des modules dans elle-
méme, noté Hom (-, M).

Si N, N’ sont des modules, on a une bijection de I'ensemble des applications
bilinéaires de N x N' dans M dans I’ensemble des morphismes de modules de N dans
Hom (N’, M), qui a une application bilinéaire ¢ associe le morphisme de modules
(dit induit par ¢) z +— {y — é(z,y)}.

On remarque aussi que

Hom(@ Ny M) ~ HHom(Na, M) .

Proposition 7.1 Si C L0 50" s 0 est une suite eacte de modules,

t t,
alors Hom (C, M) <L Hom (€', M) <& Hom (C”, M) «— 0 est une suite exacte de
modules.
Si f est injective et si C" est un module libre, alors 'f est surjectif

Remarque. On résume cette proposition en disant que le foncteur Hom (-, M) est
exact a droite. Remarquer que par exemple, avec A = M = Z, la suite 0 — Z 2,
Z — ZJ2Z — 0 est exacte, mais que le morphisme Hom (Z,Z) — Hom (Z,Z)
avec f+— {z +— f(2x)} n'est pas surjective.

Démonstration. Si ¢’ est dans ker ‘g, alors ¢’(g(2')) = 0 pour tout z’ dans C'.
Donc si g est surjective, alors ‘g est injective.

Sigo f=0,alors ‘go f =0, donc im g est contenu dans ker 'f. Réciproque-
ment, si ¢ est dans ker 'f, alors ¢/(f(x)) = 0 pour tout z dans C'. Donc, si ker g est
contenu dans im f, alors ¢’ est nulle sur ker g. On définit le morphisme de modules
" C" — M par '(z) = (y) si g(y) = x (ce qui est possible car g est surjective et
ne dépend pas des choix car ¢ s’annule sur ker g). Alors ‘g(¢”) = ¢, ce qui montre
que ker 'f est contenu dans im ‘g.

Si C" est libre, en considérant une base de C”, on construit un morphisme de
modules h : C” — C’ tel que goh = id. On montre alors facilement par exactitude
que " est la somme directe de h(C”) et de f(C'). Si f est injective, pour tout ¢ dans
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Hom (C, M), on définit ¢ : C" — M par ¢(f(z)) = ¢(x) pour tout = dans C' et ¢
s’annule sur h(C”). Alors 'f(c’) = ¢, donc *f est surjective. O

Soit C' = (Cy, dp)pen un complexe de chaines. On note Hom (C, M) (ou Homy (C, M)
quand on veut préciser anneau de base) le complexe de cochaines (CP, 0P)pen, avec
C? = Hom (C,, M) et O = 9,.y. La vérification que 6?*' o 9 = 0 pour tout p
dans N est immédiate. Si (f, : C), — D,),en est un morphisme de complexes de
chaines, alors (f* = 'f, : Hom(D,, M) — Hom(C), M)),en est un morphisme de
complexes de cochaines. On a donc défini un foncteur (contravariant) de la catégorie
des complexes de chaines dans la catégorie des complexes de chaines, encore noté
Hom (-, M).

La cohomologie du complexe de cochaines Hom (C, M) est notée

H*(C, M) .

Exemples. (1) Si (X,Y) est une paire d’espaces topologiques, et C.(X,Y;A)
est le complexe de chaines singuliéres relatives a coefficients dans A, alors le com-
plexe de cochaines C*(X,Y) = C*(X,Y; M) = Hom (C.(X,Y; A), M) est appelé le
complexe de cochaines singulicres relatives a coefficients dans A. L’opérateur bord
9:C"(X) — C"(X) est donné par

n+1 n+1
dc(o) = c(90) =Y (=1)'c(i0) = Y _(=1)'e(0) (eor.tenss))
i=1 i=1

pour toute cochaine singuliére ¢ dans C"(X) et tout (n + 1)-simplexe singulier o :
A, 11 — X (avec les notations de la proposition 5.7).
Le module n-éme groupe de cohomologie de C*(X,Y") est noté

HY(X,Y) = H'(X,Y; M),

et appelé le n-éme groupe de cohomologie singuliere relative de (X,Y') a coefficients
dans M. Pour Y = (), ce module est noté H"(X) = H"(X, M), et appelé le n-éme
groupe de cohomologie singuliére de X a coefficients dans M.

(2) Soit X un CW-complexe, et D, (X, A) le complexe de chaines cellulaires de
X a coefficients dans A (voir la partie 6.1). Le module n-éme groupe de cohomo-
logie du complexe de cochaines Hom (D.(X, A), M) est appelé le n-éme groupe de
cohomologie cellulaire de X a coefficients dans M. On le note D*(X) = D*(X, M).

Proposition 7.2 Si C' est un complexe de chaines, alors

HYC, M) x H,(C,A) — M
([e]; [2]) —c(z)

est une application bilinéaire (appelée produit de Kronecker).
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Démonstration. Pour toutes cochaines ¢, ¢’ et toutes chaines o, 0’, on a, en utilisant
le fait que le bord et le cobord sont duaux,

(c+0)(o+dd") = c(z) + ¢(90) + dc(o’) + (9 0 Do) .

En particulier, si ¢ est un cocycle, et o un cycle, alors (¢ + d¢)(o + do’) = ¢(=).
Donc le produit de Kronecker est bien défini. Il est immédiat qu’il est bilinéaire. O

Exercice E.73 Si A = M = Z, montrer que le produit de Kronecker induit une
application

0: H"(C,Z) — Hom (H,(C,Z),Z)

qui est surjective.

Proposition 7.3 On suppose que A = M = k est un corps. On note E' = Hom(E, k)
l’espace vectoriel dual d’un espace vectoriel E sur k.

Si C' est un complexe de chaines d’espaces vectoriels de dimension finie, alors
Uapplication 0 : H*(C, k) — H,(C, k)" induite par le produit de Kronecker est un
isomorphisme. En particulier, H"(C, k) et H,(C,k) sont isomorphes.

Démonstration. On rappelle que (E/F) = {f € ' : fijp = 0} si F est un
sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E.

Si ¢ est une n-cochaine et 0,11 une (n+1)-chaine, alors 9"¢"(0,,41) = " (On410n+1)-
Donc I'espace vectoriel des cocycles Z™ est le sous-espace vectoriel de C™ = C, des
formes linéaires s’annulant sur l'espace vectoriel des bords B,. D’aprés le rappel,
Z* = (C,/B,)". Comme les espaces sont de dimension finie, on a donc (Z*)' = C./B..
Donc

(H*Y =(2*/B*Y ={f € (Z*) : fod* =0} ={x € C./B. : d.x =0} = Z./B, = H. .

Comme un espace vectoriel de dimension finie et son dual sont isomorphes, le résultat
en découle. O

Corollaire 7.4 Si X est un CW-compleze fini, et k un corps, alors on a un isomor-
phisme naturel entre le n-éme groupe de cohomologie cellulaire et le dual du n-éme
groupe d’homologie cellulaire de X a coefficients dans k :

H'(D.(X),k) = Hy(D.(X), k) = Hy(D.(X),}) . O

7.2 Propriétés de la cohomologie

Les propriétés suivantes de la cohomologie singuliére et cellulaire sont analogues
a celles de '’homologie singuliére et cellulaire. Elles se démontrent en appliquant le
foncteur Hom( ., M) aux divers complexes de chaines singulicres et cellulaires (qui
sont des modules libres), et en utilisant la proposition 7.1. Le détail des preuves est
laissé en exercice (c’est un excellent exercice de révision!), voir aussi [Hat].
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Fonctorialité de la cohomologie

Un morphisme de paires d’espaces topologiques f : (X,Y) — (X', Y’) induit
un morphisme de complexes de chaines f, : C.(X,Y) — C.(X",Y’). Le morphisme
de complexes de cochaines 'f, : C*(X’,Y’) — C*(X,Y) induit en cohomologie un
morphisme de modules f* : H*(X'",Y') — H*(X,Y). On a clairement id* = id et
(fog)*=g*o f* Donc H*(.,.; M) est un foncteur contravariant de la catégorie
des paires d’espaces topologiques dans la catégorie des modules.

De méme, H*(., M) est un foncteur contravariant de la catégorie des espaces
topologiques dans la catégorie des modules, ainsi que H*(D*(.), M).

Cohomologie du point et en degré 0

La cohomologie de I'espace réduit & un point se calcule facilement :

M sin=0
H"({z}, M) = { 0 sinon

Si (X4)aea est la famille des composantes connexes par arcs d’un espace topolo-
gique X, alors

(x) = [ #"(X.)

Ceci découle d'une propriété du foncteur Hom rappelé au début de cette partie 7.1.

Si X est un espace topologique connexe par arcs, alors

HO(X, M) = Hom(Hy(X, M), M) = M .

Invariance homotopique

Si f,g : X — Y sont deux applications continues entre deux espaces topolo-
giques, qui sont homotopes, alors f. = ¢g. : H"(Y) — H"(X) pour tout n. Donc
deux espaces topologiques ayant méme type d’homotopie ont leurs groupes de coho-
mologie singuliére isomorphes. En particulier, si X est un espace contractile, alors
M sin=0
0 sinon

H™(X, M) = {

Suite exacte longue relative de cohomologie
Soit (X,Y) une paire d’espaces topologiques. Sii: Y — X et j: (X,0) — (X,Y)
sont les inclusions, alors
0 C*(Y) & C*(X) <= C*(X,Y) «— 0
est, par la proposition 7.1 appliquée a la suite exacte courte analogue en homologie,
une suite exacte courte de complexes de cochaines.
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Donc, pour toute paire d’espaces topologiques (X,Y), il existe pour tout n dans
N un morphisme de modules

§: HM(X,Y) — H™(Y)

tels que

1. pour tout morphisme de paires f: (X,Y) — (X', Y’), on a
Sof.=fod,

2.s1i:Y - Xetj: X =(X,0)— (X,Y) sont les inclusions, alors la suite de
modules et de morphismes de modules

Ce— HMUX,Y) S HYY) S HYX) L HMXLY) S HNY) e— L
est exacte.

Excision

Soit X un espace topologique, A un sous-espace de X, et U C A avec U C ;1
L’inclusion des paires d’espaces topologiques (X — U, A —U) — (X, A) induit un
isomorphisme (dit d’ezcision) en cohomologie : pour tout n dans N,

H(X,A)~ H"X —U,A-U).

Suite exacte de Mayer-Vietoris

Soit X un espace topologique, U, V' deux ouverts de X recouvrant X, et

vnv % U
iy | L
Voo X

le diagramme commutatif des inclusions. Il existe une suite exacte longue de modules,
dite suite exacte de Mayer-Vietoris de X,

((i1) )

22D gy s gy P g

L HYX) S HNUN V)

S HNUNV) —

qui est naturel pour les applications continues, au sens que pour tout espace topolo-
gique X', muni d’un recouvrement ouvert {U’, V'}, pour toute application continue
f:X — X' telle que f(U) Cc U, f(V) C V', le diagramme suivant est commutatif

((31)%,—(32) %) )
PR}

L HYWUNYV) HYU) x Hh(v) V0 gy O ey
l (f\umv)* ) ) l (f\u)*x(f\v)* ) ) l f+ l (f\unv)*
L Hr Ay W) gy gy OO s
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Théoréme de Hurewicz

Si X est un espace topologique connexe par arcs et z un point base de X, si
A = M = 7Z, alors application

HY(X,Z) — Hom(m (X, z),Z)
[c] = o] =@}

avec @ le 1-cycle singulier identifié au lacet a, avec [a] la classe d’homotopie du lacet
a, et avec [ la classe de cohomologie du 1-cocycle ¢. Par le théoreme de Hurewicz
en homologie, on a donc

HY(X,Z) ~ Hom(H,(X,7Z),7) ~ Hom(m (X, z),Z) .

7.3 Autres exercices

Exercice E.74 Soit X une variété topologique séparée de dimension d, et x1, ..., Ty
des points deux a deux distincts de X. Calculer H"(X, X — {a1,...,2}; Z) pour
tout n dans N.

7.4 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.7T4 Dans ce qui suit, le module des coefficients est Z. Comme X est
une variété topologique séparée de dimension d, il existe Uy, ..., Uy des voisinages
ouverts deux a deux disjoints de xy, ..., 2, qui sont homéomorphes a la boule ouverte
de dimension d. On pose A = X —{x1,..., x5} et U = X—Uf:1 U;. Alors U est fermé,
A ouvert, et U C A. Pour tout n dans N, par le théoréme d’excision, H"(X, A) ~
HY(X —U,A=U) = H"(U_ U, UL, Ui — {:}) = @ H"(U,, U; — {}). Par
invariance homotopique de la cohomologie relative,

HWA&—W&:HWﬁE—@M:HWMm—sz{%:&:d

par un résultat du cours. Donc

ZF sin=d
0  sinon

H%KX—hh”mD={
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A Annexe : rappels de topologie générale

Les références pour cet appendice sont [Bou, Dug, Dix, Pau2|. On suppose
connues, essentiellement pour des exemples, les notions d’espaces vectoriels nor-
més et d’espaces métriques. Les preuves qui ne sont pas données ci-dessous sont les
meémes que dans le cas particulier des espaces métriques, ou sont laissées en exercice.

A.1 Généralités

Un espace topologique est un ensemble X muni d'un ensemble & de parties de
X tel que

1. toute intersection finie d’éléments de & appartient a @,

2. toute union d’éléments de & appartient a @'

Par abus, on note souvent X le couple (X, &). Par convention, une intersection
vide de parties d'un ensemble F est égal a E, et une union vide de parties de E
est égale a la partie vide. Donc () et X appartiennent & . Les éléments de &' sont
appelés les ouverts de X, et @ une topologie sur 'ensemble X. Les complémentaires
des ouverts s’appellent les fermés. Toute union finie de fermés est fermée, toute
intersection de fermés est fermée, () et X sont fermés. Etant donné un ensemble de
parties d'un ensemble F, stable par intersections et par unions finies, I'ensemble des
complémentaires de ces parties est une topologie sur E.

Une bijection f : X — Y entre deux espaces topologiques est un homéomor-
phisme si 'image réciproque par f de la topologie de Y est la topologie de X. Deux
espaces topologiques X, Y sont homéomorphes sl existe un homéomorphisme de X
dans Y. « Etre homéomorphe a » est une relation d’équivalence sur tout ensemble
d’espaces topologiques. Une propriété P sur les espaces topologiques est dite inva-
riante par homéomorphismes si tout espace topologique homéomorphe & un espace
topologique ayant la propriété P admet aussi la propriété P.

Exemple 1 : Si X est un ensemble, alors & = {0, X'} est une topologie sur X,
dite topologie grossiére. L'espace (X, O) est alors dit grossier. L’ensemble &2(X) de
toutes les parties de X est une topologie sur X, appelée topologie discréte. L'espace
topologique (X, 2(X)) est alors dit discret. « Etre grossier » et « étre discret » sont
des propriétés invariantes par homéomorphismes.

Exemple 2 : Si (X, d) est un espace métrique, en notant B(x, ) la boule ouverte
de centre z € X et de rayon r > 0, alors 'ensemble des parties U de X telles que

VaeeU Ir>0, Blx,r)cU
est une topologie sur X, appelée topologie induite par la distance. Sauf mention
contraire, tout espace métrique sera muni de la topologie induite par sa distance.
Exemple 3 : Soit k un corps commutatif, et A, (k) = k™. Un fermé de Zariski de
A, (k) est une partie de la forme
F={xek" :Viel P(x)=0},
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o (P)ies est une famille de polynomes sur k". L’ensemble des fermés de Zariski
est Uensemble des fermés d’une unique topologie sur A,,(k), appelée la topologie de
Zariski.

Démonstration. L’ensemble vide est un fermé de Zariski, car ¢’est ’ensemble des
zéros du polynome constant 1. Si F, F” sont des fermés de Zariski, ensembles des zéros
communs des familles de polynomes (P,);cr, (Q;)jes respectivement, alors FUF” est
I'ensemble des zéros communs de la famille de polynomes (P;Q;) i j)erx., donc est
un fermé de Zariski. Si F, pour j € .J, est un fermé de Zariski, ensemble des zéros
communs de la famille de polynomes (P j)ics;, alors (. ; Fj est 'ensemble des zéros
communs de la famille des polynomes P ; pour j € J et i € [}, donc est un fermé
de Zariski. O

Remarque. En fait, par le théoréme du Nullstellensatz de Hilbert (voir par exemple
[Per]), tout fermé de Zariski de A, (k) est 'ensemble des zéros communs d’une famille
finie de polynomes.

Topologie engendrée, prébase et base d’ouverts

Soit X un ensemble. Pour toute partie 3 de &2(X), il existe une unique topologie
la plus petite (pour I'inclusion) contenant 3. C’est 'ensemble & des unions d’inter-
sections finies d’éléments de X. C’est l'intersection de toutes les topologies contenant
3. On dit que & est la topologie engendrée par X, et que 3 est une prébase de 0.

Démonstration. Il est clair que toute topologie contenant 3 contient ¢. Il suffit
donc de montrer que ¢ est une topologie. Ceci découle de la distributivité

<UAi> n (U Bj> = |J “inB).O

i€l JEJ el jet

Une base d’ouverts d'un espace topologique (X, &) est une partie £ de O telle
que tout ouvert de X est union d’éléments de %B. Par exemple, 1'ensemble des in-
tersections finies d’éléments d’une prébase est une base d’ouverts. Si (X, d) est un

1

espace métrique, alors { B(z, 47) : = € X,n € N} est une base d’ouverts.

Proposition A.1 (Critére pour qu’une prébase soit une base) Soit X un
ensemble. Soit B une partie de P(X) telle que |J B = X et

(x) YUVeRB YaoeUNV, IWeHB, zeWcCcUNV.

Alors l’ensemble € des unions d’éléments de B est la topologie engendrée par 4.
En particulier, 2 est une base d’ouverts de sa topologie engendrée.

Démonstration. Il suffit de montrer que &' w
est une topologie. Comme X € & et par la <7
formule de distributivité ci-dessus, il suffit de

montrer que U'intersection de deux éléments @

de A est union d’éléments de A. Ceci découle
de la condition (). O
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Si f: X — Y est un homéomorphisme, si & est une prébase, respectivement
une base d’ouverts dans X, alors f(%) est une prébase, respectivement une base
d’ouverts dans Y.

Exemple. Soient +00, —0co deux ensembles distincts n’appartenant pas a R. L’en-
semble des parties de RU{-+00, —co} de la forme Jz— 1, 2+ L[ ou {—00} U |—o0, —n]
ou |n, +oo[ U{+oo} avec v € R et n € N — {0} est une base d’ouverts pour une
topologie sur R U {+00, —0o}. Cet ensemble muni de cette topologie est noté R.
L’inclusion R — R est un homéomorphisme sur son image (celle-ci étant munie de
la topologie induite, voir section A.2), et R est dense dans R (voir ci-dessous la

définition de partie dense).

Voisinages, systémes fondamentaux de voisinages

Soit X un espace topologique. Un wvoisinage d'une partie A de X est une partie
de X contenant un ouvert contenant A. On appelle voisinage d'un point x de X un
voisinage de {z}.

Une partie A de X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de
ses points, car elle est alors égale a la réunion des ouverts qu’elle contient.

Si ¥ (z) est 'ensemble des voisinages de z, alors

— toute partie de X contenant un élément de #(z) appartient & ¥ (z);

— toute intersection finie d’éléments de ¥ (x) appartient a #/(z).

Un systéme fondamental de voisinages d'un point & d'un espace topologique X
est une partie & de ¥(x) telle que tout voisinage de x contienne un élément de
. Pour toute suite de réels strictement positifs (r,),en tendant vers 0, si (X, d)
est un espace métrique, alors {B(z,r,) : n € N} est un systéme fondamental de
voisinages de = € X.

Si f: X — Y est un homéomorphisme et x € X, alors f(¥(x)) = ¥ (f(x)), et
I'image par f d’un systéme fondamental de voisinages de x est un systéme fonda-
mental de voisinages de f(z).

Intérieur, adhérence, frontiére

Soit X un espace topologique et A une partie de X. L’intérieur de A est I'en-

semble, noté ;1, des points de A dont A est un voisinage. L’adhérence de A est
I'ensemble, noté A, des points de X dont tout voisinage rencontre A. La fronticre de
A est I'ensemble, noté dA, des points de X adhérents a A et & son complémentaire.
Une partie de X est dense dans X si son adhérence est X, et nulle part dense si
Pintérieur de son adhérence est vide.

Si A, B sont des parties de X, alors

— A est ouvert si et seulement si A = ;1

~ Aest fermé si et seulement si A = A.

~AnB = ANnB, AUB = AUB.
~AUB Cc AUB, 4ANnB c 4ANB.
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X-4=X_A4 X-4=X_A4

— L’intérieur de A est la réunion des ouverts contenus dans A, c’est le plus grand

ouvert contenu dans A.

o

— L’adhérence de A est U'intersection des fermés contenant A, c¢’est le plus petit

fermé contenant A.

si f: X — Y est un homéomorphisme, alors f( ;1)

F(0A) = a(f(A)).
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o
—

FA), f(A) =

f

(4),

Séparation

Un espace topologique est séparé si deux points distincts de X admettent des voi-
sinages disjoints. “Etre séparé” est invariant par homéomorphisme. Dans un espace
séparé, les singletons sont fermés. Un espace discret est séparé. Un espace grossier
est séparé si et seulement s’il ne contient qu’au plus un point.

Un espace topologique est métrisable si sa topologie est induite par une distance.
“Ftre métrisable” est invariant par homéomorphisme. Tout espace topologique mé-
trisable est séparé.

Démonstration. Soit d une distance sur un en-

semble X, et x,y deux points de X. Si z # vy,

alors 1 = d(z,y) > 0. Si B(z,r) N B(y,r) est

non vide, soit z un de ses points. Alors d(z,y) <

d(z,z) +d(z,y) < d(z,y), impossible. O

Exercice E.A.75 Soient 0_,0, deux ensembles dis-

tincts, n'appartenant pas a [0,1]. On note X l’ensemble

{04,y U{0-}U]0,1]. On note B(z) = {Joa — Lo+ 06X

Anjo1] : n e N-—{0}} pour z # 0r et I ——
B(0+) = {{0:}U]0,2[ - n € N—{0}}. Montrer que ;| O 1
B =U,ex B(u) est une base d’ouverts d'une topologie

non séparée sur X .

Exercice E.A.76 Montrer que la topologie de Zariski sur A"(R) n’est pas séparée
pour n > 0. Montrer que tout owvert de Zariski non vide de A™(R) est un ouvert
dense de R™ pour la topologie usuelle de R™.

Continuité

Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application. Si zg € X,
on dit que f est continue en xq si, pour tout voisinage V de f(xq) dans Y, il existe
un voisinage U de zy dans X tel que f(U) C V.

Soit % un systéme fondamental de voisinages de g, et ¥ un systéme fondamen-
tal de voisinages de f(xg). Alors f est continue en zq si et seulement si pour tout
Ve, ilexiste Ue€ % tel que f(U) C V.

En particulier, si la topologie de X est induite par une distance d et si celle de
Y est induite par une distance d’, alors f est continue en zy € X si et seulement si

Ve>0, 3n>0, dzz)<n = d(f(z),f(z)) <e

Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout ouvert O de Y, f~1(O) est un ouvert de X ;
2. pour tout fermé F de Y, f~1(F) est un fermé de X ;
3. pour tout x € X, f est continue en z;

4. pour tout A C X, f(A) C f(A).
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On dit que f est continue si elle vérifie I'une de ses conditions. Si X est discret, alors
f est continue. Si Y est grossier, alors f est continue. Si f: X - Y etg:Y — Z
sont deux applications continues, alors go f : X — Z est continue. Une bijection
f:X — Y est un homéomorphisme si et seulement si f et f~! sont continues.

Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application. On dit
que f est ouverte si 'image par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y. On dit
que f est fermée si 'image par f de tout fermé de X est un fermé de Y.

Connexité

Un espace topologique X est connexe si I'une des propriétés équivalentes sui-
vantes est vérifiée :

1. Les seules parties ouvertes et fermées de X sont (), X.

2. Il n’existe pas de partition de X en deux ouverts non vides.

3. Il n’existe pas de partition de X en deux fermés non vides.

4. Toute application continue de X a valeurs dans un espace discret est constante.
5

. Toute application continue de X a valeurs dans l'espace discret {0,1} est
constante.

Par exemple, les convexes de R™ sont connexes. Une composante connexe d'un
espace topologique X est un sous-espace connexe maximal (pour l'inclusion) de X.
Un espace topologique X est localement conneze si tout point de X a un systéme
fondamental de voisinages connexes.

L’image d'un espace connexe par une application continue est connexe. Pour
toute partie connexe C' d'un espace topologique X, si C ¢ D C C, alors D est
connexe. Si A est une partie connexe non vide de X, la réunion de tous les sous-
espaces de X connexes contenant A est la composante connexe de X contenant A.
Une composante connexe est fermée, et deux composantes connexes sont disjointes.
Dans un espace localement connexe, les composantes connexes sont ouvertes et fer-
mdées.

Un espace topologique X est connexe par arcs si pour tous z,y dans X, il existe
une application continue f : [0,1] — X telle que f(0) =, f(1) = y. Par exemple,
les convexes de R™ sont connexes par arcs. Une composante connexe par arcs d'un
espace topologique X est un sous-espace connexe par arcs maximal de X. Un espace
topologique X est localement connexe par arcs si tout point de X a un systéme
fondamental de voisinages connexes par arcs.

Un espace connexe par arcs est connexe. L’image d'un espace connexe par arcs
par une application continue est connexe par arcs. Si un espace topologique X
est réunion d’une famille (4;);e; de sous-espaces connexes par arcs dont U'intersec-
tion (V,c; Ai est non vide, alors X est connexe par arcs. Dans un espace locale-
ment connexe par arcs, les composantes connexes par arcs sont ouvertes. Un espace
connexe et localement connexe par arcs est connexe par arcs. Dans un espace loca-
lement connexe par arcs, les composantes connexes et les composantes connexes par
arcs coincident.
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Par exemple, 'adhérence dans R? du graphe de la fonction x + sin % définie sur
10, 4+00[, est connexe, mais ni connexe par arcs, ni localement connexe (voir dessin
juste avant la section A.4).

A.2 Constructions de topologies

Comparaison de topologies

Soit X un ensemble. Une topologie &) sur X est moins fine qu'une topologie 0y
sur X si 0) est contenue dans Oy, et plus fine si O contient 0.

La topologie grossiére est la topologie la moins fine sur X, et la topologie discréte
est la topologie la plus fine sur X. La topologie usuelle sur R™ (i.e. celle induite par
la distance euclidienne) est plus fine que la topologie de Zariski sur A,(R) = R™.
En effet, un fermé de Zariski de R™ est I'intersection des ensembles des zéros d'une
famille d’applications polynomiales, donc continues.

Exercice E.A.77 Soit X un ensemble, et 91, T deux topologies sur X. Montrer
que les assertions suivantes sont équivalentes :
- 9 est plus fine que Ty ;
tout fermé pour Jy est fermé pour 7 ;
Uapplication identique (X, 71) — (X, Z) est continue;
pour tout x de X, tout voisinage de x pour Fy est voisinage de x pour .

Topologie initiale

Soient X un ensemble et (Y;);e; une famille d’espaces topologiques. Pour tout
i€ 1, s0it f; : X — Y; une application. La topologie initiale sur X définie par (f;)ics
est la topologie engendrée par {f;*(U;) : i € I, U; ouvert de Y;}. C’est la topologie
sur X la moins fine rendant continue les applications f; pour ¢ € I. Si Z est un espa-
ce topologique et g : Z — X est une application, alors ¢ est continue si et seulement
si chacune des f; 0 g est continue. Si %; est une base d’ouverts de Y; pour tout i € I,
alors I'ensemble des intersections finies d'éléments de {f,(U;) : i € I, U; € %}
est une base d’ouverts de X. Siz € X et ¥; est un systéme fondamental de voisinages
de f;(z) dans Y; pour tout ¢ € I, alors 'ensemble des intersections finies d’éléments
de {f7'(V}) : i €1, V; € ¥} est un systéme fondamental de voisinages de x dans
X.

Exemple : Topologie faible. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel réel normeé. La
topologie sur E induite par la distance induite par la norme est appelée la topologie
forte, et une application continue de F, muni de la topologie forte, dans un espace
topologique est dite fortement continue. Le dual topologique E* de E est l'espace
vectoriel des formes linéaires fortement continues sur E. La topologie initiale sur £
définie par la famille (£)gep- est appelée la topologie faible sur E.

Exercice E.A.78 a) Pour (E,|| ||) comme ci-dessus, montrer les assertions sui-
vantes :
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- Sixg € E, alors 'ensemble des parties de la forme
Vetrtn(@o) ={z € E : Vi=1.n, |li(x)—li(xo)| < €}

lorsque € > 0, n € N et ly,...,0, € E*, est un systéme fondamental de voisi-
nages de xo dans E pour la topologie faible ;

— les ouverts pour la topologie faible sont les unions d’intersections finies de
parties de la forme (=1(O) avec O intervalle ouvert de R et ( € E* ;

— la topologie faible sur E est la topologie la moins fine rendant continue les
formes linéaires fortement continues ;

— la topologie forte sur E est plus fine que la topologie faible ;

~ si £ est de dimension finie, alors la topologie forte et la topologie faible coin-
cident.

b) On considére l'espace de Hilbert

) = (2= (e € B - Jfalls = (302) " < oo}

muni du produit scalaire (v,y) = Y oy Tnyn. Montrer que la topologie forte est
strictement plus fine que la topologie vague.

Sous-espace topologique

Soient X un espace topologique, A une partie de X et i : A — X l'inclusion. La
topologie initiale sur A définie par i est appelée la topologie induite sur A. L’ensemble
A muni de cette topologie est appelé un sous-espace topologique de X (ou sous-espace
par abus). Sauf mention contraire, toute partie d’un espace topologique sera munie
de la topologie induite.

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies initiales, ou sont lais-
sées en exercice.

— Une partie U de A est ouverte dans A si et seulement s'il existe un ouvert U’

de X tel que U =U"NA.

— Une partie F' de A est fermée dans A si et seulement s’il existe un fermé F”’

de X tel que F = F'NA.

— L’inclusion i est continue, et la topologie induite sur A est la moins fine rendant

continue 7.
— Les voisinages d'un point = de A sont les traces dans A des voisinages de x
dans X.

— Tout ouvert de A est un ouvert de X si et seulement si A est ouvert dans X.

— Tout fermé de A est un fermé de X si et seulement si A est fermé dans X.

- SiA C B C X, alors’adhérence de A dans B est la trace dans B de I'adhérence

de A dans X.

Tout sous-espace d’un espace topologique séparé est séparé.

173

Exercice E.A.79 Soient X un espace topologique et A C X. On dit que x € A est
un point isolé de A s’il existe un voisinage V de x dans X tel que VN A = {z}.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
~ le sous-espace A est discret;
tout point de A est isolé.

Exercice E.A.80 Soient X un espace topologique et (A;)ier une famille de parties
de X. On suppose vérifiée au moins l'une des deuz conditions suivantes :

(A)ier est un recouvrement (voir définition en section A.4) de X ;

— (Ay)ier est un recouvrement fermé de X localement fini (i.e. pour tout x dans
X, il existe un voisinage V de x tel que {i € I : VN A; # 0} est fini).
Montrer qu’une partie B de X est fermée (resp. ouverte) si et seulement si A; N B

est fermé (resp. ouvert) dans A;.

Topologie produit

Soient (X;);er une famille d’espaces topologiques et

X = HXL = {(Ii)iel € (UXl)l Vi€ I, z; € Xl}
il il
Pensemble produit, muni de ses projections canoniques pr; : X — X; avec pri(x) =
x; st @ = (2;)ier. La topologie initiale sur X définie par (pr;)ie; est appelée la
topologie produit sur X. Sauf mention contraire, ’ensemble produit d’une famille
d’espaces topologiques sera muni de la topologie produit.
Un ouvert élémentaire de X est une partie de X de la forme

Viwyyer ={@)iecr € X 1 Vjed, z €U} =o' (U))
jeJ

pour .J une partie finie de I et U; un ouvert de X; pour tout j dans J. Par exemple,
sin € N={0} et X = X x X5 X ... x X,,, alors un ouvert élémentaire de X est une
partie de la forme U; x Uy % ... x U,, avec U; un ouvert de X;.
Les propriétés suivantes découlent des propriétés des topologies initiales, ou sont
laissées en exercice :
e Les projections pr; sont continues, et la topologie produit est la topologie la
moins fine rendant continue les projections pr;.
e [’ensemble des ouverts élémentaires de X est une base de la topologie produit
de X.
e Sia=(a)ics € X, si ¥ est un systéme fondamental de voisinages de a; dans
X, pour tout 7 dans I, alors I’ensemble des parties de X de la forme

{(#)icreX :Vjed zeV}= ﬂpr;l(\/j)
jes
lorsque J est une partie finie de I et V; € 7} pour j € J, est un systéme
fondamental de voisinages de a dans X pour la topologie produit.
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e Soit Y un espace topologique et f : Y — X une application. On note f; =
prio f la i-éme composante de f, de sorte que f(x) = (fi(2))ier. Alors f est
continue en x si et seulement si f; 1 Y — X; est continue en = pour tout i dans
I. De méme, f est continue si et seulement si f; : Y — X; est continue pour
tout ¢ dans I.

e (Associativité de la topologie produit) Si I = J,c4 Lo est une partition de 7,
et si Y, = [L,c; X;, alors application canonique

ITv 11

acA i€l

i€l

définie par (Ya)aea — (@i)ier St Yo = (%i)ier,, est un homéomorphisme.
(Commutativité de la topologie produit) Si o : I — I est une bijection, alors
Vapplication [[,c; X — [[,c; Xo@), définie par (:)icr — (Z4(;))icr, est un
homéomorphisme.

e Si A; est une partie de X;, alors

o Si A; est une partie de Xj, alors [[,.; A; est fermé dans X si et seulement si
A; est fermé dans X; pour tout ¢ dans I.

Remarque. En particulier, si X, Y, Z sont des espaces topologiques, alors les appli-
cations (X xY)x Z — X x (Y x Z) avec ((x,y),2) — (z,(y,2)), et X xY =Y x X
avec (z,y) — (y,x), sont des homéomorphismes. Attention il existe des ouverts dans
R x R qui ne sont pas des ouverts élémentaires (i.e. pas produits de deux ouverts).
La derniére propriété est fausse pour les ouverts : [0, 1[N n’est pas ouvert dans [0, 1]™.

Proposition A.2 Un produit d’espaces topologiques séparés est séparé. Si un pro-
duit d’espaces topologiques non vides est séparé, alors chacun des facteurs est séparé.

Démonstration. Soit X = [],.; X; un espace topologique produit. Si x = (z;)icr #
y = (Yi)ier, alors il existe au moins un j dans I tel que z; # y;. Si les X; sont
séparés, il existe deux ouverts disjoints U,V dans X; avec x; € U et y; € V. Alors
pry L), prj’l(V) sont deux ouverts (élémentaires) de X, disjoints, et contenant
respectivement z,y. Donc X est séparé.

Réciproquement, si X est séparé et si les X; sont non vides, on choisit a; dans
X; pour tout ¢ dans I. Soit j dans /. L’application ¢ : X; — X avec x +— (;);cs ot
zj = x et x; = a; pour tout 7 # j, est un homéomorphisme sur son image. En effet,
elle est injective, et continue car pr; o ¢ est continue pour tout i. Sa réciproque est
la restriction a I'image de ¢ de la j-éme projection, donc est continue. O

Exercice E.A.81 On définit par récurrence une suite de fermés C,, de [0,1], en
posant Cy = [0, 1], en supposant que C,, est la réunion disjointe de 2" intervalles
de longueur L et en construisant Che1 en divisant chaque composante de C,, en
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trois intervalles de longueurs égales, et en enlevant l'intérieur de celui du milieu.
L'ensemble triadique de Cantor C' est défini par C' = [,y Cn. On munit 'en-
semble {0,1} de la topologie discréte et {0,1}Y de la topologie produit. Montrer que
Uapplication

¢ {0,1}" — C

oo

25!,"1‘
(Ti)ien Zgiﬂ
i=0

est un homéomorphisme. Montrer que C™ et C' sont homéomorphes.

Exercice E.A.82 Montrer que le produit d’une famille d’espaces topologiques connexes

(resp. connexes et localement connexes, connexes par arcs, connezes et localement
connezxes par arcs) est connexe (resp. localement connexe, connexe par arcs, loca-
lement connexe par arcs). Montrer que le produit d’une famille finie d’espaces to-
pologiques localement connexes (resp. localement connexes par arcs) est localement
connexe (resp. localement connexe par arcs).

Topologie finale

Soit X un ensemble, (Y;);c; une famille d’espaces topologiques et pour tout i € I,
soit fi : Y; — X une application. La topologie finale sur X définie par (fi)ies est
la topologie dont les ouverts sont les parties O de X telles que pour tout i dans
I, le sous-ensemble f;*(O) soit un ouvert de Y;. C’est la topologie sur X la plus
fine rendant continue toutes les applications f;. Si Z est un espace topologique et
g : X — Z est une application, alors g est continue si et seulement si chacune des
g o f; est continue.

Exemple : Topologie somme disjointe. Soit (X;);c; une famille d’espaces topo-
logiques. On rappelle qu'un ensemble X muni d’applications f; : X; — X est une
somme disjointe des X; si pour tout ensemble Y muni d’applications g; : X; — Y, il
existe une unique application ¢ : X — Y telle que le diagramme suivant commute
pour tout 7 :

x, L

aN 1o
Y.

L'ensemble {(z,7) € (U;c; Xi) x I : = € X}, muni de f; : X; — X avec fi(z) =
(z,1), convient. Il est unique modulo bijection faisant commuter les diagrammes ci-
dessus. On identifie € X; avec son image par f;. On note X = [[,_; X;, muni des
inclusions X; — X.

La topologie finale sur X définie par (f;);es est appelée la topologie somme dis-
jointe. Sauf mention contraire, un ensemble somme disjointe sera muni de la topo-
logie somme disjointe.

iel

Exemple : Topologie faible. Soit X un ensemble et (X;);c; une famille de parties
de X. On suppose chaque X; munie d’une topologie, et on note f; : X; — X
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Pinclusion. La topologie finale sur X définie par (f;):cr est appelée la topologie faible
définie par (X;);es. Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies finales :
une partie F' de X est fermée si et seulement si F'N X, est fermée dans X; pour tout
i dans I; une partie O de X est ouverte si et seulement si O N X; est ouverte dans
X pour tout ¢ dans I ; pour tout espace topologique Y, une application f: X — Y
est continue si et seulement si sa restriction fix, : X; — Y a Xj est continue pour
tout ¢ dans I.

Par exemple, si X = R?, et (X;);c; est la famille des droites vectorielles de R?,
munies de leur topologie usuelle, alors la topologie faible définie par (X;);c; est plus
fine que la topologie usuelle sur R?.

Exercice E.A.83 Soit X un espace topologique. Montrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
o X est discret;
e la topologie de X est la topologie faible définie par la famille des singletons (un
singleton possede une et une seule topologie) ;
o la bijection canonique [[,. {2} — X est un homéomorphisme.

Exercice E.A.84 Soit X un ensemble, muni de la topologie faible définie par une
famille (X;);e; de parties de X munies chacune d’une topologie. Montrer que si,
pour tous i,j dans I, les topologies induites sur X; N X; par celles de X; et de X
coincident, et si X; N X est fermé dans X; et dans X, alors
e [a topologie de X; coincide avec la topologie induite sur X; par la topologie de
X
o X est fermé dans X.

Topologie quotient

Soit X un ensemble et Z C X x X une relation d’équivalence sur X. On note
Y = X /2% 'ensemble des classes d’équivalences de Z et

7 X =X/ A=Y

la projection canonique, qui & x € X associe sa classe d’équivalence Z(z), que I'on
notera souvent [z] s'il n’y a pas d’ambiguité. On rappelle la propriété universelle des
quotients : pour tout ensemble Z et pour toute application f : X — Z constante sur
chaque classe d’équivalence de Z, il existe une et une seule application f' : X/%Z — Z
telle que le diagramme

x Lz
L Sy
X/%

commute.

Si X est un espace topologique, la topologie finale sur Y définie par 7 est appelée
la topologie quotient. Sauf mention contraire, tout ensemble quotient sera muni de
la topologie quotient.

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies finales :
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une partie U de Y est ouverte si et seulement si 77! (U) est ouvert dans X ;
une partie F' de Y est fermée si et seulement si 71(F) est fermé dans X ;

la projection canonique 7 est continue, et la topologie quotient est la topologie
la plus fine sur Y rendant continue 7 ;

e pour tout espace topologique Z, une application f : Y — Z est continue si et
seulement si fom: X — Z est continue.

Si A est une partie de X, le saturé de A par Z est ZA = |
7 1 (w(A)); la partie A est saturée si A = ZA.

X(a) =

acA

Remarque. (1) Si A est ouvert (resp. fermeé) et saturé dans X, alors w(A) U'est dans
Y. En général, I'hypothése “saturée” ne peut étre omise.

(2) L’image réciproque par la projection canonique est une bijection entre les
parties de X/Z et les parties saturées de X, qui préserve les opérations booléennes
usuelles.

Proposition A.3 L’espace topologique quotient Y est séparé si et seulement si pour
tous x,y dans X n’appartenant pas a la méme classe d’équivalence, il existe deux
ouverts U,V saturés disjoints contenant x,y respectivement.

Démonstration. On suppose la condition vérifiée. Soient 2/, vy’ dans Y avec o’ # y/'.
Soient z,y dans X avec w(z) = 2/, 7(y) = y'. Solent U,V comme ci-dessus. Alors
7 (U),n(V) sont des ouverts (car leurs préimages par 7 sont U, V', qui sont ouverts),
disjoints et contenant z’,y" respectivement. Donc Y est séparé.

Réciproquement, si Y est séparé, si x,y € X ne sont pas équivalents, alors
2’ = 7w(z) # w(y) = y. Soient U’', V' deux ouverts disjoints de Y contenant z’,y’
respectivement. Alors U = 771(U’) et V = 7~ }(V') conviennent. O

Le quotient d'un espace séparé n’est pas toujours séparé. Regarder si un quotient
est séparé ou non doit devenir un réflexe.

Exemple. Soient n € N — {0} et Z la relation d’équivalence sur R définie par
TRy —yclL.

On note T" ou R"/Z" I'espace quotient R"/Z, que l'on appelle tore de dimension n.
Soit 7 : R" — T la projection canonique. On identifie R? avec C par (v, y) — z+iy.
L’application

¢ . R‘Il - (S] )’VL

(t17~-~7tn) — (627rit1’“_’627ritn)
est continue, surjective, et induit par passage au quotient une bijection
5 . T . v (Sl)n .
tyy et (et Pty
[( 1, > bn ERARE)
Cette bijection est continue, car ¢ o = ¢ l'est. L'espace quotient T" est séparé par

Iexercice E.A.85. Il découle de la remarque suivant le théoréme A.21 que ¢ est un
homéomorphisme.
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Exercice E.A.85 Soient X un espace topologique et Z une relation d’équivalence
sur X.
o Montrer que si X/Z est séparé, alors Z# C X x X est fermé.
e Montrer que si X' est un espace topologique séparé, si f : X — X' est une
application continue et si x By < f(x) = f(y), alors X/ est séparé.

Exercice E.A.86 Soient X un espace topologique et Z une relation d’équivalence

sur X . Montrer que si l'une des classes d’équivalence de Z est dense, et si Card(X /%) >

2, alors la topologie quotient sur X/ n’est pas séparée. Montrer que si toutes les
classes d’équivalence sont denses, alors la topologie quotient sur X /% est la topologie
grossiére.

Exercice E.A.87 Soient X un espace topologique et Z une relation d’équivalence
sur X. On note 7 : X — X/% la projection canonique. Soit A une partie de X
et Ba = AN (A x A) la relation d’équivalence induite sur A. On a une inclusion
continue évidente AJRs — X|%. Montrer que sous 'une des conditions suivantes,
la topologie quotient de A/ coincide avec la topologie induite par celle de X/ % :

e tout ouvert saturé de A est la trace sur A d’un ouvert saturé de X ;

e A est ouvert et w est ouverte;

e A est fermé et w est fermée;

o ma:A— X/Z est fermée.
Que se passe-t-il si X =R, e Ry < v —y €L, et A=[0,1] ou [0,1] ¢

Soient X un ensemble, et ~ C X x X une relation sur X (on note souvent
z ~ y au lieu de (z,y) € ~). On appelle relation d’équivalence engendrée par ~
I'intersection de toutes les relations d’équivalence contenant ~. C’est la plus petite
(pour linclusion) relation d’équivalence contenant ~. On montre facilement que
c’est la relation d’équivalence Z définie par « Z y si et seulement s'il existe n € N
et zg, xy, ..., v, dans X tels que xg = x, 2, =y et pour tout i = 1,...,n

Tjp~x; ou x; ~Tj—p OUu Xj = X1 .

Exemple. Soient 1, [ deux copies de l'intervalle [0, 1]. 0 [11%1
Soit Z la relation d’équivalence sur la somme disjointe 0 IQH 1
1,11 15 engendrée par la relation ¢t € I; ~ t € [, pour .
t > 0. Alors (I11115)/2 (muni de la topologie quotient

. L . P 0, X
de la topologie somme disjointe) n’est pas séparé (et est ] }
homéomorphe a l'espace de l'exercice E.A.75). 0. X 0 1

Exercice E.A.88 Soient 7 : R? — T? = R?/Z? la projection canonique, et o €
R U {c0}.
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1. Soit D une droite de pente a dans R>. Montrer que
sia € QU {oo}, alors m(D) est homéomorphe a un
cercle. Montrer que si « ¢ QU {oo}, alors m(D) est
dense dans T? et mp : D — w(D) est une bijection
continue. Est-ce que mp est un homéomorphisme sur
son image ¢

RQ

2. Soit ~ la relation sur T? définie par o' ~ y' si et
seulement s’il existe une droite D de pente o dans R?
et x,y dans D tels que m(x) = o', 7(y) = y'. Montrer *”
que ~ est une relation d’équivalence, et que l’espace
quotient T?/ ~ est séparé si et seulement si o € Q.

Si v € Q, montrer que 'espace quotient T?/ ~ est
homéomorphe a un cercle. Si o ¢ Q, montrer que la
topologie de T?/ ~ est la topologie grossiére.

Exemple (1). Soit X un espace topologique. Le cone sur X est I’espace topologique
quotient

CX = (X x|[0,1))/2
ot Z est la relation d’équivalence engendrée par (z,1) ~ (2/, 1) pour tous z, z’ dans

X.

X

On vérifie que = — [(z,0)] est un homéomorphisme sur son image, permettant
d’identifier X avec une partie de CX, et que si f : X — Y est une application
continue, alors I'application C'f : CX — CY avec [(z,t)] — [(f(z),t)] est continue.
L’image de X x {1} dans C'X est réduite a un point, appelé¢ sommet du cone. Si
f:X —=Yetg:Y — Zsont des applications continues, alors C'(go f) = (Cg)o(Cf)
et C(ldx) = id(}x.
Exemple (2). Soit X un espace topologique. La suspension de X est l'espace
topologique quotient
SX = (X x [-1,1))/%

avec Z la relation d’équivalence engendrée par (z,1) ~ (2/,1) et (z,—1) ~ (2, —1)
pour tous z,2’ dans X.

1

SX




On vérifie que x — [(z,0)] est un homéomorphisme sur son image, permettant
d’identifier X avec une partie de SX, et que si f : X — Y est une application
continue, alors lapplication Sf : SX — SY avec [(z,t)] — [(f(z),t)] est continue. Si
f:X —=Yetg:Y — Zsont des applications continues, alors S(go f) = (Sg)o(Sf)
et S(ld)() = idsx.

Exemple (3). Soient X un espace topologique et A une partie de X. L’écrasement

de A dans X, noté X/(A), est Pespace topologique quotient X/% avec Z la relation
d’équivalence engendrée par x ~ 2’ pour tous x,z’ dans A.

X
| X/(4)

On vérifie que si A est ouvert ou fermé, alors la restriction & X — A de la projection
canonique 7 : X — X/(A) est un homéomorphisme sur son image. Par exemple,
CX/(X) et SX sont homéomorphes.

Exemple (4). Si (X;,2;)icr est une famille d’espaces topologiques pointés, la
somme pointée de cette famille est 'espace topologique quotient

V(X = (HX)/?

ol Z est la relation d’équivalence engendrée par x; ~ w; pour tous i,j dans 1.
L’inclusion X; — [],c; X; induit un homéomorphisme sur son image, de X; dans
Vier(Xi, ;). On identifie X; avec son image par cet homéomorphisme. On appelle
bouquet de sphéres de dimension n (ou bouquez‘ de cercles si n = 1) une somme
pointée de copies de la sphére de dimension n (pointée en (1,0, .

6.0

bouquet de 4 sphéres bouquet de 5 cercles

Exemple (5). Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X et f :
A — Y une application continue. Le recollement de X sur Y par f est 'espace
topologique quotient
XUpY =(XuY)/#
avec Z la relation d’équivalence engendrée par x ~ f(z) pour tout z dans A.
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AW,

/

aay

On vérifie que si A est fermé (resp. ouvert), et 7: X [1Y — X U Y est la projection
canonique, alors Ty : Y — X U ;Y est un homéomorphisme sur son image, qui est
fermée (resp. ouverte). On vérifie que si A est non vide, et si X,V sont connexes
(resp. connexes par arcs), alors X U ;Y aussi. Siu: X — Z et v:Y — Z sont deux
application continues, telles que u(x) = v(f(z)) pour tout = dans A, il existe une
unique application continue w : X U ;Y — Z telle que womx = u et womy = v.
Si Y est réduit & un point *, alors f est l'application constante de A dans Y, et
Pinclusion de X dans X 11 {*} induit un homéomorphisme

X/(A) = X Uy {5}
Exercice E.A.89 Vérifier les affirmations des ezemples ci-dessus.

Exercice E.A.90 Pour tout i € Sy, soit R; une copie de [0, +oco[. Sur la somme
disjointe X = [,.¢, Ri, on note Z la relation d’équivalence engendrée par 0 € R; ~
0 € R; pour tous i,j dans Sy. Montrer que Uespace topologique quotient X/ % est
homéomorphe a l'ensemble R* muni de la topologie faible définie par la famille des
rayons vectoriels de R?.

A.3 Limites et valeurs d’adhérence

Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partic de X, a € Aet f: B =Y
une application avec A C B C X.

Limites

On dit que f(z) admet une limite quand x tend vers a dans A il existe £ € Y
tel que pour tout voisinage V' de ¢, il existe un voisinage U de a tel que

fUNA) cCV.

On note alors f(z) — (ou lim Af(a“) = (. Lorsque A est sous-entendu,

r—a,r€A T—a,r€
par exemple quand A vaut X ou le domaine de définition de f, on dit aussi que f
admet pour limite ¢ en a, et on note lim f = ¢.

Exemple.
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lim  f(2)

T—T0, T>TO

][':0’ ':0 i 3{ lim f(x) (limite & droite)
SiX=RetA={ 20 "™ onnotealors ¢ ={ “
[zo — a, o lim  f(2)

]-To - Ot,-To[ Z?m’l*ﬁm( ite
lim f(z) (limite & gauche)

-y

Exemple. Si X =R, si A est une partie non majorée de R, et si a = 400, on note
(sielle existe)  lim  f(z) oulim f la limite de f(x) quand x tend vers +o00 dans
T—+00,TEA +00

A. De méme pour —oo. Bien str,

(=lmf < VVe¥(l), IRER Ve>R (reA= fl)€V).

Si X =R, si A=Netsia=+oo, une application f : A — Y est une suite (2,)nen
a valeurs dans Y, et on note ¢ = lim Tn OU Ty — ( si f admet ¢ pour limite en
o0 n—-—+oo

+00. Bien sir,

(:limxn — VVe¥{), INeN, Vn>N, z,eV.

La définition suivante dit que I'on ne change pas la définition d’une limite en de-
mandant & U et V' de rester dans des systémes fondamentaux de voisinages prescrits
de a, (.

Proposition A.4 Soit %, W wun systéme fondamental de voisinages de a,l dans
X, Y respectivement. Alors

fz) — ( = YV'ew, AU ew fUNA)CV.

r—a,r€A
Démonstration. Si 'assertion de gauche est vérifice, pour tout V' dans #/, il
existe U dans #/(a) tel que f(U N A) C V'. Soit U’ dans % tel que U’ C U. Alors
f(U'NA) C V', ce qui montre lassertion de droite.
Réciproquement, si I'assertion de droite est vérifiée, pour tout V' dans #(¢), soit
V' dans # tel que V' C V, et soit U’ dans % tel que f(U' N A) C V. Alors
U € ¥ (a) et f(U'NA)CV, ce qui montre 'assertion de gauche. O

Exemple. Si X,Y sont des espaces métriques, alors

fle) — ( <= Ve>0, 36>0, Ve eA dx(z,a) <o = dy(f(x),l) <e.

r—a, rEA

On peut caractériser la continuité par les limites. Soient X,Y deux espaces to-
pologiques, f: X — Y une application et xy € X. Alors f est continue en zy si et
seulement si lim f existe et vaut f(zo).

z0
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Propriétés des limites

Une limite n’est pas toujours unique. Si Y est I'espace topologique construit dans
Pexercice E.A.75, alors la suite z,, = ,1—, converge a la fois vers 0, et 0_. Pour les
espaces séparés (par exemple métrisables), ce probléme n’arrive pas :

Proposition A.5 Si Y est séparé, si f(x) admet une limite quand x tend vers a
dans A, alors cette limite est unique.

Démonstration. Si £, ¢ sont deux limites distinctes, alors soient V, V' deux voi-
sinages disjoints de (, ¢’ respectivement. Par définition d’une limite, il existe U, U’
voisinages de a tels que f(UNA) C Vet f(U'NA) C V. Comme UNU" est un
voisinage de a et puisque a est adhérent & A, 'ensemble U N U’ N A est non vide.
Donc f(UNU'NA) est non vide. Comme f(UNU'NA) C VNV’ lensemble VNV’
est non vide, contradiction. O

Proposition A.6 Si f(x) admet pour limite { quand x tend vers a dans A, alors

€ f(A).

Démonstration. Pour tout voisinage V' de ¢, soit U un voisinage de a tel que
f(UNA) CV.Comme a € A, 'ensemble U N A est non vide, donc f(A) NV, qui
contient f(U N A), est aussi non vide. ]

Proposition A.7 (Composition des limites) Soient X,Y, Z trois espaces topo-

logiques, A une partie de X, B une partie de Y, f : A —Y et g: B — Z deux

applications avec f(A) C B, eta € A. Si f(x) — betsigly) — £, alors
r—a,z€A y—b,yeB

goflx) — L

r—a,r€EA

Démonstration. On remarque d’abord que, par la proposition précédente, b €
f(A) C B. Soit W un voisinage de £. Il existe un voisinage V de b tel que g(VNB) C
W. 1l existe un voisinage U de a tel que f(U NA) C V. Donc

go f(UNA)Cg(VNf(A)cCg(VNB)CW.
O

Corollaire A.8 Soient X,Y, Z trois espaces topologiques, xg € X, yo €Y, f: X —

Y et g:Y — Z deux applications. Si f(x) — yo et si g est continue en yo, alors
a—zo

goflw) — ¢ ]

T—xo

Exercice E.A.91 Soient (X;)ies une_famille d’espaces topologiques, Y un espace
topologique, A une partie de Y et a € A.
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(1) Soit X un ensemble muni de la topologie initiale définie par une famille d’ap-
plications (f; : X — Xi)ier. Soit f : B — X une application avec A C B C X.
Montrer que f(x) — ( si et seulement st fio f(x) —  fi(£) pour tout

r—a,z€A r—a,z€A
i dans I.
(2) Soient X = [[;c; X, muni de ses projections canoniques pr; : (T;)ier = s,

et Y — X une application, de i-éme composante f;. En déduire que

f(x) — (€i)ier si et seulement si fi(x) — {; pour tout i dans
r—a, € z—a, €
1.

Valeurs d’adhérence

On dit que ¢ € Y est valeur d’adhérence de f(x) quand z tend vers a dans A (ou

de f en asi A est sous-entendu) si pour tout voisinage V' de ¢, pour tout voisinage
U de a, 'ensemble f(U N A) NV est non vide.
Remarque. Si 7,7 sont deux systémes fondamentaux de voisinages de a, ¢ dans
X, Y respectivement, alors il est immédiat que £ € Y est valeur d’adhérence de f en
a si et seulement si pour tout V € #, pour tout U € %, 'ensemble f(UNA)NV est
non vide. Par exemple, si X, Y sont deux espaces métriques, alors £ € Y est valeur
d’adhérence de f en a si et seulement si

Ve>0, V6>0, 3z A dx(a,z)<detdy(f(z),l)<e
Exemple. Si (z,,)nen est une suite dans X, si z € X, alors x est valeur d’adhérence
de (2,)nen sl et seulement si
VVe¥(x), VNeN, 3n>N z,eV.

En particulier, toute limite d’une sous-suite est valeur d’adhérence de (z,,)pen. S1 X
est un espace métrique (il suffit que tout point de X admette un systéme fondamental
dénombrable de voisinages), alors z est valeur d’adhérence de la suite si et seulement
si ¢ est limite d’une sous-suite.

Proposition A.9 1. L’ensemble des valeurs d’adhérence de [ en a est

() f(#nA).

UeY (a)

2. Si f admet pour limite { en a, alors { est une valeur d’adhérence de f en a.
Si de plus Y est séparé, cette valeur d’adhérence est unique.

Démonstration. (1) Soit £ € Y. Alors

te (| F@NA)«<=VUeYV(a), Le[UNA) =
Ue¥ (a)
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VU € ¥ (a), YV V() fIUNANV # 0 <= ( est valeur d’adhérence de f en a.

(2) On suppose que f(z) . £. Soient V' un voisinage de ¢ et U un voisinage
Tr—a, T

de a. Alors il existe U’ voisinage de a tel que f(U'NA) C V. Comme UNU’ est un
voisinage de a € A, Pensemble U MU’ N A est non vide. Donc

FUNANVD fUNUNANV =fUNUNA)#D.

Si (" est une valeur d’adhérence de f en a, distincte de £, soient V, V' deux voisinages
disjoints de ¢, ¢’ respectivement. Soit U un voisinage de a tel que f(UNA) C V.
Alors f(UNA)NV’ est vide, ce qui contredit le fait que ¢’ est une valeur d’adhérence
de fen a. O
Exemple. Si (2,,),en est une suite dans X, alors Uensemble des valeurs d’adhérence
de (2,)nen est

ﬂ {z, : n>N}.

NeN

Si X est séparé et si limz,, = z, alors x est 'unique valeur d’adhérence de (z,,)nen-

Exemple. Si X = R, A =]0,+00],a =0 € A4 1
et f: A — R est application z +— sin%, alors
I'ensemble des valeurs d’adhérence de f en 0 est
[=1,1].

A.4 Compacité

Espace compact

Si X est un ensemble, une famille (A;);c; de parties de X est un recouvrement
de X (ou recouvre X) si |J;c; Ai = X. Un sous-recouvrement est une sous-famille
(Aj)jes (avec J C I) qui recouvre encore X. Si X est un espace topologique, un
recouvrement (A;);e; est dit ouvert ou fermé si les A; le sont.

Définition A.10 Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et si tout
recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini.

Voir par exemple |Pau2| pour des conditions équivalentes dans le cas des es-
paces métrisables, dont la plus importante est : “toute suite admet une sous-suite
convergente”.

Exemple. Un espace discret est compact si et seulement s’il est fini, car la famille

de ses singletons est un recouvrement ouvert.

Par passage au complémentaire, il est immédiat qu’'un espace topologique séparé
X est compact si et seulement si toute famille de fermés de X d’intersection vide
admet une sous-famille finie d’intersection vide.
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Soient X un espace topologique et A une partie de X. Comme les ouverts du
sous-espace topologique A sont les traces sur A des ouverts de X, les assertions
suivantes sont équivalentes :

e le sous-espace topologique A est compact.

e le sous-espace topologique A est séparé, et tout recouvrement de A par des

ouverts de X admet un sous-recouvrement fini.
On dit alors que A est une partie compacte de X.

Proposition A.11 (1) Si X est un espace topologique séparé, si A est une partie
compacte de X, alors A est fermée dans X .

(2) Un sous-espace fermé d’un espace compact est compact.

Démonstration. (1) On montre que X — A est ouvert. Soit x € X — A. Comme
X est séparé, pour tout y dans A, il existe Uy, V,, deux ouverts disjoints avec = € U,
et y € V,. En particulier, (V,)yeca est un recouvrement de A par des ouverts de X.
Par compacité de A, il existe yi,...,y, dans A tels que A C V,, U... UV, . Alors
U =, Uy, est un ouvert de X, tel que UNA =0 et € U. Donc X — A est
ouvert.

(2) On a déja démontré qu’'un sous-espace d’un espace séparé est séparé. Soit A un
fermé d’un espace compact X. Soit (F});e; une famille de fermés de A, d’intersection
vide. Puisque A est fermé, F; est aussi fermé dans X, donc par compacité de X, il
existe une sous-famille finie d’intersection vide. O

Exercice E.A.92 Soit X un espace topologique séparé. Montrer que deux compacts
disjoints de X ont des voisinages disjoints.

Compacité et valeurs d’adhérence

Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partic de X, a € Aet f: B =Y
une application avec A C B C X.

Proposition A.12 Si Y est compact, alors f admet au moins une valeur d’adhé-
rence en a. De plus, si f admet une unique valeur d’adhérence ( en a, alors [ admet
{ pour limite en a.

Démonstration. Par la proposition A.9, I'ensemble des valeurs d’adhérence est

Nver( f(UNA). Sicet ensemble est vide, par compacité de X, comme les f(U N A)

sont fermeés, il existe des voisinages Uy, ..., U, de a tels que f(U; N A)N...Nf(U, N A) =
(. Comme

FUIN..AU,NA) CFUNAN..OFUNA) CFONA)N..0FT,NA),

on adonc Uy N..NU, NA= (. Comme U, N ... N U, est un voisinage de a, ceci
contredit le fait que a € A.
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Si £ est 'unique valeur d’adhérence, soit V' un voisinage ouvert de ¢. Alors (Y —
V)NNyeya F(UNA) est vide, et les Y =V, f(U N A) sont fermés. Par compacité,
il existe donc des voisinages Uy, ..., U, de a tels que (Y — V)N f(UNA)N..N
fU,NA) =0.SiU =U; N..NU, qui est un voisinage de A, alors f(UN A) C
fUiNA)N..Nf(U,NA) CV.Donc fadmet ¢ pour limite en a. O

Corollaire A.13 Dans un espace topologique compact, toute suite admet au moins
une valeur d’adhérence. Si elle est unique, alors la suite converge vers elle. O

Compacité et produits

Soit £ un ensemble muni d'une relation d’ordre (particlle) <. Un élément x de
E est dit mazimal si
Vye EF <y = y=u.

Si FC E, un élément x de E est un majorant de F' si
Vye F y=<ua.
Une partie F' de E est totalement ordonnée si
Ve,ye F' x<y ou y=<ux.

L’ensemble £ muni de < est dit inductif si toute partie totalement ordonnée admet
un majorant.

Théoréme A.14 (Théoréme de Zorn) Tout ensemble ordonné inductif non vide
possede un €lément maximal. O

Ce théoréme est admis (voir par exemple [Kri|), il est équivalent a Iaxiome du
choix.

Lemme A.15 Soit X un espace topologique. Un mauvais recouvrement de X est
un recouvrement n’admettant pas de sous-recouvrement fini. Soit </ une prébase
d’ouverts de X. Si X admet un mauvais recouvrement ouvert, alors il admet un
mauvais recouvrement par des éléments de <7 .

Démonstration. Soit .# 'ensemble supposé non vide des mauvais recouvrements
ouverts de X, partiellement ordonné par I'inclusion. Montrons qu’il est inductif. Soit
(%4)aca une famille totalement ordonnée d’éléments de .#. Soit % = g Ua-
Alors % est un majorant des U,. C’est un mauvais recouvrement ouvert de X,
sinon il contiendrait un sous-recouvrement fini {Vi,..,V,};siV; € %, etsi g € A
vérifie %,, C U3z pour tout i, alors %3 aurait un sous-recouvrement ouvert fini,
contradiction.

Par le théoréme de Zorn, soit %* un élément maximal de .#. En particulier,
pour tout ouvert V ¢ %*, le recouvrement % * U {V} n’est pas mauvais, donc il
existe Uy, ..., U, dans Z* tels que {V, Uy, ..., U, } recouvre X.

188



Lemme A.16 Pour tous owverts V,V' de X, siV ¢ U* et V' ¢ %*, alorsVNV' ¢
U

Démonstration. Soient Uy, ...,U,, U{,..., U, dans Z* tels que {V,Uy,...,U,} et
{V',U{,...,U.,} recouvrent X. Alors {V NV", Uy,...,Uy,, U}, ...,U.,} recouvre X, et
comme %* est mauvais, VNV' ¢ %*. O

Lemme A.17 Pour tous ouwverts V,V' de X, siV ¢ %* et V. C V', alors V' ¢ %*.

Démonstration. Si {V,U;,...,U,} recouvre X, alors {V',Uy,...,U,} recouvre X
aussi. O

Montrons maintenant que &/ N %* recouvre X. Soit xy dans X. Comme %*
recouvre X, il existe U € %* tel que zy € U. Comme &/ est une prébase, il existe
Vi, ..., V, dans o tels que xg € ViN...NV,, C U. Par les lemmes précédents, il existe
i tel que V; € Z*. Donc zg € V; € o/ N%*. Enfin, comme % * est mauvais, & N % *
Test aussi. O

Théoréme A.18 (Théoréme de Tychonov) Tout produit d’espaces compacts est
compact.

Démonstration. On a déja vu qu'un produit d’espaces séparés est séparé (propo-
sition A.2). Soit X = [[,c; X; un produit d’espaces compacts. Par les propriétés
de la topologie produit, & = {prj’l(V) : j € I,V ouvert de X;} est une pré-
base d’ouverts de X. Si X n’est pas compact, par le lemme technique A.15, il
existe un mauvais recouvrement % de X par des éléments de «. Pour j € I,
soit &/ I'ensemble des ouverts V de X; tels que pry'(V) € %. Si 7 recouvre
X, par compacité de Xj, il existe Vi,...,V, dans &/ recouvrant X;. Mais alors
pri' (V) U Upr (V) = pry (X)) = X, ce qui contredit le fait que % est mau-
vais. Soit donc z; dans X tel que z; ¢ Jo7. On pose © = (z;);e;. Comme %
recouvre X, il existe j € I et V ouvert de X; tel que = € p’rj’l(V) € 7. Ceci
contredit le fait que x; ¢ |J 7. O

Espaces localement compacts

Un espace topologique est localement compact s'il est séparé et si tout point
admet un voisinage compact.

Exemples.

1. Tout espace discret est localement compact.

2. Tout espace compact est localement compact.

3. (Théoréme de Riesz) Un espace vectoriel normé est localement compact si et
seulement §'il est de dimension finie. En particulier, R est localement compact
(mais pas compact).

4. Un sous-espace fermé d’un espace localement compact est localement compact.

5. Un produit fini d’espaces localement compacts est localement compact.
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6. L’espace R n’est pas localement compact, car si V est un voisinage compact
de 2 = (7;)ien € RY, alors V' contient un voisinage élémentaire Jzg — €, 7 +
e[ . x ]z, — 6,2, + € XR x R X R x ... Alors pr,,11(V) = R qui est non
compact, ce qui contredit la continuité de pr, ;.

Proposition A.19 Dans un espace localement compact X, tout point admet un
systeme fondamental de voisinages compacts.

Démonstration. Soient z € X et F un voisinage compact de z. Pour tout ouvert
U avec x € U C F, il suffit de montrer qu’il existe un voisinage W de x fermé,
contenu dans U, donc compact.

Comme X est séparé, si y # z, soient V et V' des voisinages de = et y respecti-
vement tels que V NV’ = (). Alors y ¢ V, donc ﬂvy,mv = {z}. Par conséquent,
(X-0U)n nVE'V(z) V = {). Par compacité de F, il existe des voisinages Vi, ..., V, de
x tels que (X —U)NViN...NV,NF = (. Alors W = V;N...0V,,N F est un voisinage
fermé de x contenu dans U. O

Corollaire A.20 Tout ouvert d’un espace localement compact est localement com-
pact. En particulier, si X est localement compact et v € X, alors X — {x} est un
espace localement compact. O

Exercice E.A.93 (Compactifié d’Alexandrov) Soit X un espace localement
compact, oo un ensemble n’appartenant pas a X et X = X U {oo}.

1. Montrer que l’ensemble des parties de X de la forme U, avec U ouvert de X,
ou (X — K)U{oo}, avec K compact de X, est une topologie sur X . (L’espace
X, muni de cette topologie, est appelé le compactific d’Alexandrov de X et oo
son point a l'infini.)

2. Montrer que la topologie induite sur X par celle de X estla topologie usuelle
de X.

3. Montrer que X est compact.

4. (Unicité) Si'Y est un espace topologique compact et si ¢ : X — Y est un ho-
méomorphisme sur son image, tel que $(X) =Y —{y}, montrer que g : X —Y
définie par x — ¢(x) siz € X et oo — y, est un homéomorphisme.

v

. (Fonctorialité) Montrer que si Y est un espace localement compact, et si f :
X — Y est un homéomorphisme, alors 'application f : X — Y définie par
fix = f et f(oo) = oo est un homéomorphisme.

6. (Extension) Montrer que siY est un espace localement compact, et si f : X —
Y est une application continue propre (voir ci-dessous), alors Uapplication
f: X =Y définie par fix = f et f(co) = 0o est continue.

7. Montrer que si X est compact, alors X est homéomorphe a X 11{co}, muni

de la topologie somme disjointe.
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8. Montrer que le compactifié d’Alexan-
drov de R™ est homéomorphe aS,,. (On
regarde R™ contenu dans R"™' comme
Uhyperplan des n premiéres coordon-
nées. Si N est le pole nord de S, on
utilisera la propriété 4 d’unicité, en
montrant que la projection stéréogra-
phique ™ : S, — {N} — R", qui a z /R"
associe le point d’intersection avec R™
de la droite passant par N et x, est un
homéomorphisme.)

Compacité et continuité

Théoréme A.21 Soien t X un espace compact, Y un espace séparé et f: X —Y
une application continue. Alors

(1) Uespace f(X) est compact ;

(2) si [ est bijective, alors [ est un homéomorphisme.

Démonstration. (1) D’abord, f(X) est séparé car Y l'est. Pour tout recouvrement
ouvert (U;)ies de f(X), la famille (f~'(U;))ier est un recouvrement ouvert de X,
donc admet un sous-recouvrement fini (f~'(U;))jes. D'ou f(X) C U, U;. Par
conséquent, f(X) est compact.

(2) 1l suffit de montrer que f~! est continue, c’est-a-dire que f est fermée. Si I/
est un fermé de X, alors F est compact dans X, donc f(F) est compact dans Y par
(1), donc fermé dans Y car Y est séparé. O

Du résultat précédent, il découle que Papplication ¢ : T" = R*/Z" — (S;)",
avec [(t1, ..., t,)] — (€2, ... e?™)  qui est continue, bijective, de but séparé, de
source compacte (car séparée par lexercice E.A.85 et image du compact [0, 1]" par
la projection canonique 7 : R" — R™/Z™ qui est continue), est un homéomorphisme.

Soient X, Y deux espaces topologiques séparés, et f : X — Y une application.
On dit que f est propre si f est fermée et si I'image réciproque par f de tout
point de Y est un compact de X. La condition que f est fermé est, dans la pratique,
difficile a vérifier. Lorsque les espaces sont localement compacts, on utilisera presque
exclusivement la caractérisation suivante : une application continue entre espaces to-
pologiques localement compacts est propre si et seulement si 'image réciproque de
tout compact est compact.

Proposition A.22 Si f est propre, alors l'image réciproque par f de tout compact

de Y est un compact de X. S1Y est localement compact, et si l'image réciproque par
f de tout compact de'Y est un compact de X, alors [ est propre.
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Démonstration. Si f est propre, soit K un compact de Y et (F;);e; une famille de
fermés de f~!(K), d’intersection vide. On suppose par 'absurde que C;; = () ey ) #
() pour toute partie finie J de I. Alors f(C) est un fermé de Y, donc de K. Pour
toute famille finie (.J,) de parties finies de I, on a

Nrc =1 N B)#0.

JjeUJa

Comme K est compact, il existe au moins un point y dans l'intersection des en-
sembles f(C';) pour toutes les parties finies J dans /. Pour toute partie finie J dans
I, on a donc

Ao E=7"wnCr#0.

JjeJ

Puisque f~(y) est compact, on a donc f~'(y) N(;c; Fi # 0, ce qui contredit le fait
que la famille (F});c; est d’intersection vide.

Réciproquement, on suppose que Y est localement compact, et que 'image réci-
proque par f de tout compact de Y est un compact de X. Alors le singleton {y} est
compact dans Y, donc f~!(y) est compact. Soit ' un fermé de X et y € f(F). Soit
W un voisinage compact de y. Soit (V;);e; un systéme fondamental de voisinages
compacts de y contenus dans W. Le fermé F; = f~1(V;) N F de X est contenu dans
le compact f~H(W) N F. L’intersection (jes Fj est non vide pour toute partie finie
J de I, car ﬂjEJ V; est un voisinage de y. Par compacité de f=H(W) N F, il existe
donc un point = dans (., Fi. Donc f(z) € (,c; Vi = {y}. D’ou f(z) =y et [ est
fermeée. O

Exemple. Soient E, F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, et f :
E — F une application continue. Alors f est propre si et seulement si pour toute

suite (2;);eny dans E telle que ||z;]| — 4 oo, on a || f(z;)|| — + oco. Ceci découle
i—00 i—00

du fait que les compacts de E, I sont leurs fermés bornés.

Proposition A.23 Soient X,Y deux espaces séparés, et f : X — Y une application
continue. Si f est bijective et propre, alors [ est un homéomorphisme.

Démonstration. Si f est propre, elle est fermée, donc f~1 est continue. (Voici
aussi, lorsque X, Y sont localement compacts, ce qui est le cas dans la plupart des
applications, une preuve utilisant la caractérisation des applications propres entre
espaces topologiques localement compacts. Il suffit de montrer que f~' est continue
en tout point y de Y. Soit V un voisinage compact de y. Alors U = f~1(V) est
un voisinage de f~'(y) car f est continue, qui est compact car f est propre. Donc
flv : U — V est une bijection continue entre espaces compacts, donc un homéomor-
phisme. Comme U,V sont des voisinages de z,y respectivement, ceci implique que
f~1 est continue en y.) O

Topologie compacte-ouverte
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Soient X, Y deux espaces topologiques, avec X localement compact. On note
¢ (X,Y) Pensemble des applications continues de X dans Y. On appelle topologie
compacte-ouverte sur €(X,Y) la topologie engendrée par les parties de la forme

OK,U)={fe?€¢(X,)Y) : f(K)CU}

pour K compact de X et U ouvert de Y. Sauf mention contraire, 'ensemble ¢'(X,Y’)
sera muni de cette topologie. (Il n’y a pas besoin que X soit localement compact pour
définir cette topologie, mais ’hypothése de locale compacité sur X implique qu'il y
a suffisamment de compacts dans X pour que cette topologie soit intéressante.)

Exercice E.A.94 Soient X,Y deux espaces topologiques, avec X localement com-
pact.
1. Montrer que Uapplication d’évaluation € (X,Y) x X —Y avec (f,z) — f(x)
est continue.

2. Si Z est un espace topologique, montrer que ’application

CZxXY) — CZ,EX.Y))
o= {zeforae flza)

est une bijection.

3. Montrer que la topologie compacte-ouverte sur € (X,Y) est la seule topologie
sur cet ensemble telle que pour tout espace topologique Z, Uapplication € (Z x
X,Y) = €(Z,¢(X,Y)) ci-dessus soit une bijection.

4. Montrer que si'Y est séparé, alors € (X,Y) Uest aussi.

A.5 Exercices récapitulatifs

Exercice E.A.95 o Montrer qu’un espace topologique X est séparé si et seule-
ment si la diagonale A = {(z,y) € X x X : x =y} de X x X est fermée.
o Montrer que si f,g : X — Y sont deux applications continues et si Y est
séparé, alors {x € X : f(x) = g(x)} est fermé dans X.
o Montrer que si f,g : X — Y sont deux applications continues et si Y est
séparé, et si f et g coincident sur une partie dense de X, alors f = g.

Exercice E.A.96 Un espace topologique X est dit normal s’il est séparé et si pour
tous lesfermés disjoints F et F’ de X, il existe des ouverts disjoints U et U’ de X
tels que F C U et F' CU'.
e Montrer qu'un espace topologique compact est normal.
e Montrer que si F' est un fermé de X et U un ouvert de X contenant F, alors
il existe un ouvert V' de X tel que

FcVvcVcU.
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e Soit X un espace topologique normal, ~ une relation d’équivalence telle que la
projection canonique 7 : X — X/~ soit fermée. Montrer que X/~ est normal
(donc séparé).

e Soit X un espace topologique compact, ~ une relation d’équivalence telle que
la projection canonique 7 : X — X/~ soit fermée. Montrer que X/~ est
compact.

e Montrer que l'espace topologique somme disjointe d’'une famille d’espaces to-
pologiques normaux est normal.

e Soit X un espace topologique compact, ~ une relation d’équivalence fermée
(en tant que partie de X x X). Montrer que X/~ est compact.

e Soient X,Y deux espaces topologiques normaux, A un fermé de X et f: A —
Y une application continue. Montrer que X Uy Y est normal (donc séparé). En
déduire que X/(A) est normal. Si X,Y sont compacts, montrer que X Uy Y’
est compact.

e Montrer que si X est un espace topologique séparé (respectivement normal),
alors son cone C'X et sa suspension SX sont aussi séparés (respectivement
normal).

Exercice E.A.97 Pour n dans N, on note || - || la norme euclidienne standard sur

R™ (telle que ||(z1, ..., 2,)|] = /a? + ...+ 22 ). Soit B, = { € R" : [Jz]| < 1} la

boule unité (fermée) de R et S, = {z € R"™ : ||z|| = 1} la sphere de dimension
n. On identifie C" avec R?" par (21, ..., z,) — (Re 21, ..., Re z,,Im 21, ..., Im z,). On
identifie R™ avec un sous-espace de R"*! par (x1,...,x,) — (21, ..., 2, 0).

e Sur R"™! — {0}, on considére la relation d’équivalence x ~; Az pour tout
x dans R™™ — {0} et A\ dans R — {0}. Sur S,, on considére la relation d’é-
quivalence x ~y £ pour tout x dans S,. Sur B,, on considére la relation
d’équivalence ~3 engendrée par © ~ —x pour tout z dans S, ; = JIB,.
Montrer que linclusion S, < R"*' — {0} et I'application B, — S, définie
par (21, ..., Tn) = (Z1, .., Tny /1 — Y1) 27) induisent des homéomorphismes
Sp/~o— (R — {0})/~; et B, /~3— S,/~s. Montrer que ces espaces sont
compacts. L’espace quotient (R™™' — {0})/ ~y est appelé I'espace projectif
réel de dimension n et noté P, (R) (ou RP,). On note [z1,...,2,11] la classe
d’équivalence de (21, ..., Zpi1)-

e Sur C"*! — {0}, on considére la relation d’équivalence x ~; Az pour tout =
dans C"*! — {0} et A dans C — {0}. Sur Sy,41, on considére la relation d’é-
quivalence z ~y Az pour tout z dans Ss, 41 et A € S;. Montrer que I'inclusion
Sons1 = C™ — {0} induit un homéomorphisme Sy, 11 /~2— (C"*1—{0})/~1.
Montrer que ces espaces sont compacts. L'espace quotient (C"*! — {0})/ ~;
est appelé Iespace projectif compleze de dimension n et noté P, (C) (ou CP,).
On note [z1, ..., 2,11] la classe d’équivalence de (2, ..., z41).

e Montrer que P;(R) est homéomorphe au compactifié d’Alexandrov de R (donc
a S;), par lapplication [z,y] — x/y si y # 0, et [z,0] — oo. Montrer que
P;(C) est homéomorphe au compactifiéc d’Alexandrov de C (donc a S,), par
Papplication [w, z] — w/z si z # 0, et [w,0] — oo.
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o Sif:S,1 — Pyi(R) (ces deux espaces sont vides si n = 0) est la projection
canonique (21, ..., &y,) — [z1, ..., ], montrer que l'application

38 Bn H]P)H—IOR) i ]P)H(R)

(@1, 2y) €EBy = [0, e, 20, /1= D 27 | € Pu(R)

(21, 0] €EPpt(R) = 21,0, 3, 0] € Py(R)
induit un homéomorphisme
B, Uy P 1 (R) — P, (R).

e De méme, montrer que si f : Sy, 1 — P,,_1(C) désigne la projection canonique
(21, .y 20) — [21, v, 20), alors Papplication

¢ By 11P,1(C) — Po(C)

(21, 20) €Bon = (21,020, /1 — 2y 22 ] € Pu(C)

[21, s 20] €EPu1(C) = [21,.0,20,0] € P,(C)
induit un homéomorphisme
]an Uf Pn—l ((C) hd IP’n((C)

Exercice E.A.98 Soit GG un sous-groupe (additif) de R. On considére la relation
d’équivalence ~ sur R définie par z ~ y si z —y € G. Quelle est la topologie quotient
sur R/~ 7

Exercice E.A.99 On munit {0,1} de la topologie discréte et X = {0,1}" de la
topologie produit. On appelle sous-suite finie consécutive de (z;);en € X toute suite
finie de la forme (zy, Tpi1, Tpy2, ... , Trre) avec k, £ € N. Soit M un ensemble de suites
finies de 0 et de 1. Montrer que le sous-espace des ¢léments de X, dont aucune sous-
suite finie consécutive n’est dans M, est compact.

Exercice E.A.100 Un espace topologique est séparable s'il admet une partie dé-
nombrable dense.
e Montrer qu'un espace métrisable compact est séparable.
e Si X est un espace séparable, montrer que tout ouvert de X" est union dé-
nombrable d’ouverts élémentaires.
e Si X est un espace topologique, est-ce que tout ouvert de X est union dé-
nombrable d’ouverts élémentaires ?

Exercice E.A.101 Un espace topologique est dit totalement discontinu si tout
point admet un systéme fondamental de voisinages a la fois ouverts et fermés. Mon-
trer que tout espace topologique métrisable, compact, totalement discontinu, sans
point isolé, non vide est homéomorphe a P'espace triadique de Cantor (voir exercice
E.A.81). Montrer que tout espace topologique métrisable, compact, sans point isolé,
non vide contient un sous-espace homéomorphe a l'espace triadique de Cantor.

Exercice E.A.102 Soit F un ensemble, si {0, 1} est muni de la topologie discréte,
montrer que {0, 1}¥ est un espace compact totalement discontinu sans point isolé.
Montrer que {0, 1} est séparable si et seulement si F est fini ou dénombrable.
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abélianisé, 135
action
continue, 30
libre, 33
propre, 32

proprement discontinue, 32

adhérence, 168
Alexandrov, 190
anneau

des coeflicients, 109
application

antipodale, 151, 158

caractéristique, 77, 78

cellulaire, 78, 149
continue, 171
en un point, 170

d’attachement, 77, 78

fermée, 171
graphe, 32
ouverte, 171
propre, 191
arbre, 83
aréte, 78
ouverte, 78
automorphisme
de revétements, 27
autorphisme, 107

base, 24, 26
base canonique, 146
base d’ouverts, 167
B, 194
B,(X,A), 111
bord, 10, 102, 110
singulier, 111
boule unité, 194
bouquet
de cercles, 181
de spheéres, 77, 181
bouteille de Klein, 79

Cantor, 176

caractéristique d’Euler, 84, 155
caractéristique d’Euler-Poincaré, 105

catégorie, 106

cellule, 76-78
ouverte, 76-78
chaine, 10
singuliére, 109
chemin, 15
composé, 15
constant, 15
extrémité d'un, 15
inverse, 15
origine d’un, 15
chemins
composables; 15
homotopes, 15
classe d’homologie, 10
cobord, 106
cocycle, 106
codimension, 8
cohomologie
cellulaire, 161
singuliére, 161
relative, 161

compactifié d’Alexandrov, 190

complexe

de cochaines, 106

de chaines, 102

cellulaires, 149
singuliéres, 111

2-complexe de Cayley, 87
complexe de chaines

U -petites, 118
composante connexe, 171

par arcs, 171
composition, 107

des chemins, 15
concaténation, 15
cone, 180
conjecture

de Poincaré, 12
connectivité, 84
connexe, 171
contractile, 13

localement, 14
CP,, 194
Cp(X,Y;A), 116
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critére
pour base d’ouverts, 167
CW-complexe, 78
fini, 78
¢ (X,Y), 193
cycle, 10, 102
singulier, 111

décomposition polaire, 30
décomposition cellulaire, 77
décomposition cellulaire, 78
degré, 24, 150

dense, 168

dimension, 78, 134

dual, 160

dual topologique, 172

écrasement, 181
engendrer, 66
ensemble triadique de Cantor, 176
équivalence d’homotopie, 14
espace
des bords, 102
des cobords, 106
des cocycles, 106
des cycles, 102
espace topologique
paracompact, 25
espace de Moore, 158
espace des orbites, 31
espace lenticulaire, 34
espace projectif
complexe, 194
réel, 194
espace topologique, 166
compact, 186
connexe, 171
par arcs, 171
discret, 166
grossier, 166
homéomorphes, 166
localement
compact, 189
connexe, 171
connexe par arcs, 171
métrisable, 170
normal, 193

séparable, 195

semilocalement simplement connexe, 50

séparé, 170

totalement discontinu, 195
espace total, 26
espace vectoriel topologique, 13
excision, 11, 164

face, 109
famille inductive, 69
famille inductive, 127
de parties, 127
compléte, 128
fermé, 166
de Zariski, 166
fermée, 171
fibré vectoriel, 24
fibré vectoriel
isomorphes, 25
fibré vectoriel
trivial, 25
fibre, 24, 26
fibré
localement trivial, 26
foncteur
contravariant, 108
covariant, 107
forme normale, 72
fortement continue, 172
fronticére, 168

genre, 138

graphe, 78

groupe
de Galois, 49
de Poincaré, 17
de présentation finie, 68
de type fini, 68
discret, 29
fondamental, 17
libre, 66, 67
linéaire, 29
orthogonal, 30
spécial linéaire, 29, 30
spécial orthogonal, 30
spécial unitaire, 29
topologique, 29
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unitaire, 29
G, 33

H,(X,A), 111
H,(X,Y;A), 116
Hom (-, M), 160
homéomorphisme, 166
homéomorphisme local, 27
homologie, 102
cellulaire, 149
singuliére, 111
relative, 116
homologue a zéro, 12
homotope, 17
homotope a zéro, 12
homotopie, 13, 15, 103
de morphisme de paires, 115
relative, 13, 15

immersion, 28
inductif, 188
intérieur, 168
invariante par homéomorphismes, 166
isole, 174
isomorphe, 25, 107
isomorphisme, 107
de revétements, 26
de groupes topologiques, 29

lacet, 17
lemme

des cing, 108
limite, 182

a droite, 183

a gauche, 183

en 400, 183

en —oo, 183
limite inductive, 69, 128
localement

contractile, 14
localement compact, 189
longueur d’un mot, 67

majorant, 188
maximal, 188
métrisable, 170
moins fine, 172
morphisme, 107

canonique, 67
composé, 102, 104
de revétements, 26, 42
composé, 26, 42
identité, 26, 42
de bord, 102, 110
de cobord, 106
de complexes
de chaines, 102
de cochaines, 106
de groupes topologiques, 29
de Hurewicz, 135
de paires, 115
de suites exactes

de complexes de chaines, 103

identité, 102, 104

mot, 67

réduit, 68, 72

noeud, 131

nombre de Betti, 105
normal, 193
normalisateur, 46
nulle part dense, 168

objet, 107
opérateur

de subdivision, 118

orbite, 31

ordre de connexion, 8
ordre inductif, 127
ouvert, 166

¢élémentaire, 174

ouverte, 171

paire

d’espaces topologiques, 115

paracompact, 25
partie compacte, 187
partie génératrice, 66
peigne, 22

mX, 39

m (X, z), 17

plus fine, 172

P,(C), 194

P,(R), 194

point & I'infini, 190
point base, 17
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prébase, 167
présentation de groupe, 68
produit
amalgamé, 71
de Kronecker, 161
libre, 71
projection stéréographique, 191
propre, 191
propriété universelle, 66, 69
p-simplexe
singulier, 109
standard, 109

R, 168
rang
d’un fibré vectoriel, 24
d’un groupe libre, 67
recollement, 181
de cellules, 76
recouvrement, 186
fermé, 186
localement fini, 174
mauvais, 188
ouvert, 186
relation d’équivalence engendrée, 179
relevé, 35
relévement, 35
rétracte, 14
fort par déformation, 14
par déformation, 14
rétraction, 14
forte par déformation, 14
par déformation, 14
revétement, 26
an feuillets, 28

associé, 53
connexe, 53
fini, 28

galoisien, 49
image réciproque, 42
trivial, 27
universel, 49
Riesz, 189
RP,, 194
ruban de Mdbius, 22

séparable, 195

saturé, 178
section, 35
semilocalement simplement connexe, 50
séparé, 170
simplement connexe, 12, 14
Sn, 194
somme
amalgamée, 70, 71
disjointe, 176
pointée, 181
presque nulle, 128
sommet, 78, 180
sous-espace topologique, 173
sous-groupe
dérive, 135
des commutateurs, 135
distingué
engendré par, 66
engendré par, 66
sous-recouvrement, 186
sous-CW-complexe, 78
sous-variété
topologique, 8
sphere, 194
spheére & cornes d’Alexander, 133
squelette, 78
stabilisateur, 33
submersion, 28
suite exhaustive
de compacts, 128
suite exacte, 101
de complexes de chaines, 103
longue
d’homologie, 104
d’homologie singuli¢re relative, 117

de cohomologie singuliére relative, 164

de Mayer-Vietoris, 125, 164
du triplet, 154
suspension, 180
systéme fondamental de voisinages, 168

théoréme
d’invariance du domaine, 6
de Riesz, 189
de Schreier, 86
de Borsuk-Ulam, 158
de Brouwer
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d’invariance du domaine II, 133
d’invariance du domaine I, 6
du point fixe, 6
de Hurewicz, 136
de Jordan-Brouwer, 132
de peignage des sphéres, 158
de Tychonov, 189
de van Kampen, 74
de Zorn, 188
des petites chaines, 118
d’excision, 121
du point fixe, 6
théorie
de I'homologie, 10
T", 178
topologie, 166
compacte-ouverte, 193
de Zariski, 167
discréte, 166
engendrée, 167

topologique, 8
a bord, 9
voisinage
d’un point, 168
d’une partie, 168
distingué, 24, 26

Z,(X, A), 111
Zorn, 188

faible (d’un espace vectoriel topologique),

172

faible (définie par une famille de sous-

espaces), 177

finale, 176

forte, 172

grossiére, 166

induite, 173

induite par une distance, 166

initiale, 172

moins fine, 172

plus fine, 172

produit, 174

quotient, 177

somme disjointe, 176
tore, 178
totalement discontinu, 195
totalement ordonnée, 188
trivial, 25
trivialisation locale, 26
Tychonov, 189
type d’homotopie, 14

de paires, 115

¥ (x), 168
valeur d’adhérence, 185
variété
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