
FIMFA ENS Ulm Lundi 24 novembre 2008 Durée : 2 heuresCorrigé de l'examen partiel(et de quelques questions auxquelles vous avez éhappé !)Exerie I (1) a) Pour tout k ∈ Z, omme P 7→ P (k) est une forme linéaire sur l'espaevetoriel réel R[X], sa valeur absolue est une semi-norme.b) La famille de semi-normes (
||·||k

)
k∈Z

est dénombrable et séparante, ar un polyn�menon nul n'a qu'un nombre �ni de raines. Don par un résultat du ours, l'espae vetoriel
R[X] muni de la topologie T1 est un espae vetoriel topologique, métrisable par exemplepar la distane

d(P,Q) =
∑

k∈Z

2−|k| min{1, ||P − Q||k} .Le sous-ensemble Q[X] des polyn�mes à oe�ients rationnels est dénombrable, et densedans et espae topologique, ar pour tous P =
∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X], N ∈ Z et ǫ > 0, il existe

Q =
∑n

i=0 biX
i ∈ Q[X] tel que pour tout k ∈ Z ∩ [−N,N ], nous ayons ||P − Q||k < ǫ :il su�t de prendre, pour tout i ∈ N ∩ [0, n], un bi dans Q tel que |ai − bi| < ǫ

(n+1)Nn .[Une autre manière d'énoner ela est que pour tout P =
∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X], et tout

i ∈ N ∩ [0, n], en hoisissant (ai,p)p∈N une suite de rationnels onvergeant vers ai, eten posant Qp =
∑n

i=0 ai,pX
i ∈ Q[X], nous avons, pour tout k ∈ Z (quelonque, �xé),

||P − Qp||k = |P (k) − Qp(k)| qui tend vers 0 quand p tend vers +∞, et don la suite
(Qp)p∈N qui onverge vers P dans T1 ℄. Don (R[X],T1) est séparable.Si Pn =

∑n
i=0

Xi

i! , alors l'appliation x 7→ Pn(x) de R dans R onverge simplement (etmême uniformément sur les ompats) vers l'appliation x 7→ ex. Don pour tout k ∈ N,la suite (
Pn(k)

)
k∈N

est de Cauhy dans R, don pour tout ǫ > 0, il existe N ∈ N tel que si
n,m ≥ N , alors ||Pn − Pm||k = |Pn(k)− Pm(k)| < ǫ. Don la suite (Pn)k∈N est de Cauhydans (R[X], d1). Mais elle ne onverge pas dans et espae, ar si elle onvergeait vers unpolyn�me P , alors par ontinuité pour T1 de l'évaluation en un élément k ∈ Z, e polyn�me
P prendrait en k la valeur ek = limn→+∞ Pn(k) pour tout k ∈ Z, e qui n'est pas possible(par exemple pare que P (k) est équivalent, quand k → +∞, à ckm, où m ∈ N est le degréde P (qui n'est pas le polyn�me nul) et où c 6= 0 son oe�ient dominant, et don n'estpas équivalent à ek).) Puisque |P (k) − P0(k)| = ||P − P0||k pour tous k ∈ Z et P,P0 ∈ R[X], l'appliationd'évaluation en un élément k ∈ Z est ontinue [ette appliation étant linéaire, et R[X]et R des espaes vetoriels topologiques, on pouvait se ontenter de véri�er la ontinuitéen P0 = 0, mais 'est aussi long de justi�er orretement que de prendre P0 quelonque℄.L'appliation P 7→

(
P (0), P (1), . . . , P (n)

) est ontinue ar haune de ses omposantesl'est, par les propriétés de la topologie produit.d) L'appliation de Rn[X] dans Rn+1 dé�nie par P 7→
(
P (0), P (1), . . . , P (n)

) estlinéaire, injetive entre espaes vetoriels réels de même dimension �nie, don est un iso-morphisme linéaire, ontinu par ) et par restrition d'appliation ontinue. Sa réiproqueest l'appliation (utilisant les polyn�mes d'interpolation de Lagrange)
(a0, a1, . . . , an) 7→

n∑

i=0

ai

∏
1≤j≤n, j 6=i(X − j)

∏
1≤j≤n, j 6=i(i − j)

,1



qui est ontinue par les propriétés des topologies �nales, ar pour tout k ∈ Z, l'appliationde Rn+1 dans R dé�nie par
(a0, a1, . . . , an) 7→

n∑

i=0

ai

∏
1≤j≤n, j 6=i(k − j)

∏
1≤j≤n, j 6=i(i − j)est ontinue. La topologie induite par T1 sur Rn[X] est don la topologie usuelle d'unespae vetoriel réel de dimension �nie. Par le théorème de Riesz, elle-i est loalementompate.e) L'appliation φ de R[X] dans Rn+1 dé�nie par P 7→

(
P (0), P (1), . . . , P (n)

) estlinéaire, surjetive, et ontinue par l'assertion ). Deux polyn�mes ont la même image par
Ψ si et seulement si leur di�érene admet 0, 1, . . . , n pour raines, don, elles-i étant deuxà deux distintes, si et seulement si leur di�érene est divisible par Qn. Don φ passe auquotient en une appliation φ : R[X]/QnR[X] → Rn+1 linéaire bijetive ontinue entre desespaes vetoriels de même dimension n + 1. Son inverse est la omposée de l'appliationde Rn+1 dans Rn[X] inverse de elle onsidéré en ), don ontinue, de l'inlusion de
Rn[X] dans R[X], ontinue par dé�nition de la topologie de sous-espae topologique, etde la projetion anonique R[X] → R[X]/QnR[X], ontinue par dé�nition de la topologiequotient. Don φ est un homéomorphisme.f) Montrons que l'ensemble M des mon�mes est (séquentiellement) fermé. Soit Pn =
(anXmn)n∈N une suite dans M onvergeant vers un polyn�me P pour T1. Par ontinuitéde l'évaluation en 1, la suite (an = Pn(1))n∈N onverge vers P (1). Si la suite (mn)n∈Nest onstante, égale à N , notons Q = P (1)XN . Alors pour tout k ∈ Z, par ontinuitéde l'évaluation en k, nous avons Q(k) = limn→+∞ Pn(k) = P (k), don P et Q ayant unein�nité de raines en ommun, oïnident, et P = Q ∈ M . Sinon, quitte à extraire, nouspouvons supposer que la suite (mn)n∈N onverge vers +∞. Si P = 0, alors P ∈ M . Sinon,il existerait k ∈ Z tel que P (k) 6= 0. Mais alors, par ontinuité des évaluations en k et
k +1, la suite des (

k+1
k

)mn = Pn(k+1)
Pn(k) onvergerait (vers P (k+1)

P (k) ), e qui n'est pas possible.g) Pour montrer que l'appliation de R[X]×R[X] dans R[X] dé�nie par (P,Q) 7→ PQest ontinue, il su�t de montrer, par les propriétés des topologies initiales, que pour tout
R ∈ R[X] et tout k ∈ Z, l'appliation f : R[X] × R[X] → R dé�nie par f(P,Q) =
||PQ − R||k est ontinue en tout point (P0, Q0). Comme ∣∣ |PQ − R||k − |P0Q0 − R||k

∣∣ ≤
|P (k)Q(k) − P0(k)Q0(k)|, ei déoule de la ontinuité de l'appliation d'évaluation en ket du produit dans R.Si Q ∈ R[X] prend des valeurs entières sur Z, alors l'appliation de R[X] dans R[X]dé�nie par P 7→ P ◦ Q est ontinue, ar pour tout k ∈ Z, l'appliation d'évaluation en
Q(k) ∈ Z est ontinue.Réiproquement, si Q ∈ R[X] et k0 ∈ Z sont tels que Q(k0) n'appartienne pas à Z,alors en notant Pn le polyn�me d'interpolation de Lagrange de degré 2n + 1 valant 0 entout point de Z∩ [−n,+n] et 1 en Q(k0), alors (Pn)n∈N tend vers 0 pour T1 (ar, pour tout
k ∈ Z, Pn(k) vaut 0 si n est assez grand, don onverge vers 0). Mais la suite (Pn ◦Q)n∈Nne onverge pas vers 0◦Q = 0, ar Pn ◦Q(k0) = 1 pour tout n. Don l'appliation de R[X]dans R[X] dé�nie par P 7→ P ◦ Q n'est pas ontinue.(2) a) Soit Pn = Xn. Pour tout i ∈ N, si n est assez grand (n > i), alors ai(P ) = 0.Don par les propriétés de la topologie produit, la suite (Pn)n∈N onverge vers le polyn�me2



nul pour la topologie T2. Mais Pn(1) = 1 ne onverge pas vers 0 quand n tend vers l'in�ni,don par ontinuité de l'évaluation en 1 pour la topologie T1, la suite (Pn)n∈N ne onvergepas vers le polyn�me nul pour la topologie T1.b) Soit Pn =
∏n

i=−n(X − i). Pour tout k ∈ Z, si n est assez grand (n > |k|), alors
||Pn||k = |Pn(k)| = 0. Don par dé�nition de la topologie T1, la suite (Pn)n∈N onvergevers le polyn�me nul pour T1. Mais a1(Pn) = (−1)n(n!)2 ne onverge pas vers 0 quand ntend vers l'in�ni, don par ontinuité des projetions pour la topologie produit, la suite
(Pn)n∈N ne onverge pas vers le polyn�me nul pour la topologie T2.) Si A est l'ensemble des P ∈ R[X] tels que |ai(P )| ≤ i pour tout i ∈ N, alors Φ(A) estontenu dans ∏

i∈N
[−i, i]. Comme ∏

i∈N
[−i, i] est ompat par le théorème de Tyhonov,don fermé ar RN est séparé, l'adhérene de Φ(A) est ontenue dans ∏

i∈N
[−i, i]. Commetout fermé d'un ompat est ompat, le résultat s'en déduit.[En fait, on peut montrer, même si 'est inutile, que Φ(A) =

∏
i∈N

[−i, i]. En e�et,pour tout (ai)i∈N dans RN, l'image par l'appliation Φ de la suite de polyn�mes (Pn =∑n
i=0 aiX

i)n∈N onverge vers (ai)i∈N, ar pour tout i ∈ N, si n est assez grand (n ≥ i),alors ai(P ) = ai℄.d) Comme les oe�ients de PQ et de P ◦ Q sont des polyn�mes en les oe�ients de
P et de Q, et par les propriétés des topologies produits, les appliations de multipliationet de omposition de deux polyn�mes sont ontinues pour T2.Exerie II (1) Soit F un sous-groupe fermé de RN . Soit F1 un sous-espae vetoriel de
RN , ontenu dans F , de dimension maximale (éventuellement nulle). En partiulier, F1est isomorphe (en tant que groupe topologique additif) à Rq, pour un q ∈ N. Soit F2l'intersetion de F et de l'orthogonal de F1 (pour le produit salaire usuel sur RN ). Alors
F2 est un sous-groupe de F , et F est isomorphe (en tant que groupe topologique) au groupeproduit F1 × F2, par l'appliation, où π : RN → F1 est la projetion orthogonale (qui estlinéaire), dé�nie par x 7→ (π(x), x − π(x)).Montrons que F2 est disret. Sinon, il existe une suite (xn)n∈N dans F2 tendant vers 0.Quitte à extraire, (

xn/||xn||
)
n∈N

onverge vers un veteur v non nul, et la droite vetorielle
D passant par v est ontenue dans l'adhérene de F (haun des points de D étant limitede multiples entiers de xn). Don F1 + D serait un sous-espae vetoriel de RN , ontenudans F , de dimension stritement supérieure à elle de F1, ontradition.Montrons que le groupe F2 est isomorphe à Zp ave p ∈ N ∩ [0, N − q], e qui onlut.Si F = F1, le résultat est lair. Si F 6= F1, soit e1 un élément non nul de norme minimaledans F2 (qui existe, ar l'intersetion d'un ompat de Rn et d'une partie disrète de Rnest �nie). Construisons par réurrene sur i ∈ N − {0}, tant que 'est possible, un veteur
ei, tel que e1, . . . , ei soient linéairement indépendants et que Ze1 + · · · + Zei soit ontenudans F2 (don en partiulier i est au plus la dimension de l'orthogonal de F1, 'est-à-dire
N − q). Supposons e1, . . . , ei onstruits. Soit Vi le sous-espae vetoriel de RN engendrépar e1, . . . , ei.Si F2 n'est pas ontenu dans Vi, soit ei+1 un élément de F2, n'appartenant pas à Vi, telque

||ei+1|| = min
x∈F2−Vi

min
v∈Vi

||x + v|| .Cei existe, ar l'appliation f : x 7→ d(v, Vi) = minv∈Vi
||x − v|| est ontinue, stritementpositive en dehors de Vi qui est fermé, et sa borne inférieure sur F2−Vi est à herher dansune partie �nie de F2 − Vi, par disrétude de F2 et par invariane par Ze1 + · · · + Zei de

F2 − Vi. Alors ei+1 onvient. 3



Si F2 est ontenu dans Vi, montrons que F2 = Ze1 + · · · + Zei, e qui termine laréurrene, et montre le résultat. Sinon, soit x ∈ F2 tel que x /∈ Ze1 + · · · + Zei. Alors,quitte à enlever à x un élément de Ze1 + · · · + Zei, il existe λ1, . . . , λi ∈ R tels que
x = λ1e1 + · · · + λkek et λk 6= 0, |λk| ≤

1
2 . Mais alors x ∈ F2 − Vk−1 (en posant paronvention V0 = {0}), et minv∈Vk−1

||x+v|| ≤ ||λkek|| < ||ek||, e qui ontredit la propriétéde minimalité de ek.(2) Notons que δ est bien dé�nie, ar pour ǫ > 1, Vǫ(Bǫ) = RN (et en partiulier
δ ≤ 1). L'appliation δ : X×X → R est lairement positive ou nulle, nulle sur la diagonaleet symétrique. Elle s'annule seulement sur la diagonale : si δ(F,F ′) = 0, alors pour tout
x ∈ F , pour tout ǫ > 0 su�samment petit, d(x, F ′) ≤ ǫ, don x ∈ F ′ puisque F ′ est fermé,et F ⊂ F ′ ; d'où, par symétrie, si δ(F,F ′) = 0, alors F = F ′.Soient A,B des parties de RN et ǫ, η > 0 ; remarquons que

Vǫ(A) = {x ∈ RN : ∃ y ∈ A, d(x, y) < ǫ} ,don Vǫ(Vη(A)) ⊂ Vǫ+η(A), par inégalité triangulaire dans RN [si x ∈ Vǫ(Vη(A)), alorsil existe y ∈ Vη(A) tel que d(x, y) < ǫ, don il existe z ∈ A tel que d(y, z) < ǫ, d'où
d(x, z) < ǫ+η et x ∈ Vǫ+η(A)℄ ; de plus, si ǫ ≤ η et A ⊂ A′, alors Bǫ ⊂ Bη et Vǫ(A) ⊂ Vη(B) ;en�n, Vǫ(A ∪ B) = Vǫ(A) ∪ Vǫ(B).Montrons que δ véri�e l'inégalité triangulaire. Soient F,F ′, F ′′ ∈ X et ǫ, η > 0 tels que
F ⊂ Vǫ(F

′ ∪ Bǫ), F ′ ⊂ Vǫ(F ∪ Bǫ), F ′ ⊂ Vη(F
′′ ∪ Bη) et F ′′ ⊂ Vη(F

′ ∪ Bη). Don
F ⊂ Vǫ(F

′ ∪ Bǫ) = Vǫ(F
′) ∪ Vǫ(Bǫ) ⊂ Vǫ(Vη(F

′′ ∪ Bη) ∪ Vǫ(Bǫ)

⊂ Vǫ+η(F
′′) ∪ Vǫ+η(Bη) ∪ Vǫ(Bǫ) ⊂ Vǫ+η(F

′′ ∪ Bǫ+η) .De manière symétrique, F ′′ ⊂ Vǫ+η(F ∪Bǫ+η). Don δ(F,F ′′) ≤ ǫ+η. En prenant la borneinférieure sur tous les tels ǫ et η, nous avons don bien
δ(F,F ′′) ≤ δ(F,F ′) + δ(F ′, F ′′) .(3) Supposons tout d'abord que (Fi)i∈N onverge vers F pour la distane δ.a) Soit x ∈ F . Par dé�nition de la distane δ, pour tout p ∈ N, il existe Np ∈ N telque pour tout i ≥ Np, il existe xi,p ∈ Fi tel que d(x, xi,p) < 1

p+1 . Nous pouvons supposerque la suite (Np)p∈N est stritement roissante, et nous posons alors xi = 0 si i < N0, et
xi = xi,p si Np ≤ i < Np+1. Alors lairement xi ∈ Fi et xi →i→+∞ x.b) Soit (ik)k∈N une suite stritement roissante dans N, soit xik un élément de Fik pourtout k ∈ N. Supposons que xik onverge vers un élément x de RN quand k → +∞. Enpartiulier, la suite (xik)k∈N reste bornée, don pour tout ǫ > 0, pour k assez grand, ilexiste par dé�nition de δ un point xk,ǫ dans F tel que d(xik , xk,ǫ) ≤ ǫ. Don x est limitede points de F . Mais omme F est fermé, ei implique que x ∈ F .Maintenant, supposons que les assertions a) et b) soient véri�ées, et montrons que
(Fi)i∈N onverge vers F pour la distane δ.Fixons ǫ > 0. Puisque K = F ∩ B(0, 1

ǫ
) est fermé dans un ompat, don est ompatet métrisable, il existe une suite �nie (xj)1≤j≤m dans K telle que pour tout x dans K,nous ayons d(x, xj) < ǫ

2 . Par l'assertion a), pour tout j ∈ N ∩ [1,m], il existe une suite
(xi,j)i∈N telle que xi,j ∈ Fi et xi,j →i→∞ xj . Par �nitude de m, il existe N ′ ∈ N tel quepour tout i ≥ N ′, pour tout j ∈ N ∩ [1,m], nous ayons d(xi,j , xj) ≤

ǫ
2 . Don par inégalitétriangulaire, K ⊂ Vǫ(Fi), et don, pour tout i ≥ N , nous avons F ⊂ Vǫ(Fi ∪ Bǫ).4



Montrons par l'absurde qu'il existe aussi N ′′ ∈ N tel que pour tout i ≥ N ′′, nous avons
Fi ⊂ Vǫ(F ∪Bǫ), e qui onlut. Sinon, pour tout n ∈ N, il existe in ≥ n et xin ∈ Fin tel que
xin /∈ Vǫ(F ∪ Bǫ). Nous pouvons supposer que la suite (in)n∈N est stritement roissante.En partiulier, la suite (xin)n∈N reste dans le ompat B(0, 1

ǫ
), don onverge quitte àextraire vers x ∈ RN . Mais d(xin , F ) ≥ ǫ, et don par passage à la limite, d(x, F ) ≥ ǫ > 0,et x n'appartient pas à F , e qui ontredit l'assertion b).(4) Puisque tout est métrisable, nous pouvons utiliser des suites pour montrer la onti-nuité. Soit don (gi, Fi) une suite onvergeant vers (g, F ) dans G × X. Montrons que giFionverge vers gF en utilisant la question 3).Pour tout y ∈ gF , posons x = g−1y ∈ F . Alors puisque Fi onverge vers F et par a),il existe xi dans Fi onvergeant vers x. Posons yi = gixi ∈ giFi. Alors par ontinuité del'ation de GLN (R) sur RN , nous avons yi = gixi → gx = y, e qui montre a).Soit yik un élément de gikFik pour tout k ∈ N, onvergeant vers y ∈ RN . Posons

xik = g−1
ik

yik ∈ Fik , qui onverge vers x = g−1y par ontinuité de l'inverse et de l'ationde GLN (R) sur RN . Puisque Fi onverge vers F et par b), nous avons x ∈ F , et don
y = gx ∈ gF , e qui montre b).(5) Si N = 2, le groupe SO(2), ompat, homéomorphe à un erle, agit transitivementsur le sous-espae Z de X formé des sous-groupes isomorphes à R, ar e sont les droitesvetorielles de R2. Le noyau de l'ation est {±Id}. L'appliation orbitale SO(2) → Z dé�niepar g 7→ g(R × {0}), ontinue, surjetive, induit par passage au quotient une appliation
SO(2)/{±Id}, ontinue, bijetive, de soure ompate (ar {±Id} est un sous-groupe ferméde SO(2), don SO(2)/{±Id} est séparé et image d'un ompat par une appliation on-tinue) et de but séparé, don est un homéomorphisme. De plus, l'appliation de R dans
SO(2) qui à θ ∈ R assoie la rotation d'angle θ, induit un homéomorphisme de R/πZ dans
SO(2)/{±Id}. Don Z est homéomorphe à un erle.(6) Rappelons que par le théorème de Bolzano-Weierstrass, pour tout ǫ > 0, tout espaemétrique ompat X admet une partie A �nie ǫ-dense (i.e. telle que tout point de X soità distane au plus ǫ d'un point de A). Comme X est un espae métrique, montrons que detoute suite (Fi)i∈N dans X, on peut extraire une sous-suite onvergente.Nous pouvons supposer que Fi est non nul, don in�ni, pour tout i. Pour tous i, k ∈ N,soit Ki,k une partie �nie 1

k+1 -dense de Fi ∩ B(0, k). Nous pouvons supposer que Ki,k ⊂
Ki,k+1. Numérotons (xi,j)j∈N les éléments de ⋃

k∈N
Ki,k, de manière à e que les éléments de

Ki,k+1 − Ki,k soient de numéro supérieurs à eux de Ki,k. Ainsi, pour tout j ∈ N, la suite
(xi,j)i∈N reste dans un ompat de RN , don onverge quitte à extraire. Par extrationdiagonale, nous pouvons supposer que pour tout j ∈ N, la suite (xi,j)i∈N onverge vers
xj ∈ RN . Notons F l'adhérene de {xj : j ∈ N}. Alors F est un fermé de RN . De plus,pour tout y ∈ F , il existe yi ∈ Fi tel que yi onverge vers y. Et si yin ∈ Fin onverge vers
y, alors les yin restent dans un ompat, don sont prohes d'éléments xin,j ave j borné,don y appartient à F (qui est fermé). En�n, si y, z ∈ F , alors soient yi, zi ∈ Fi tels que yionverge vers y et zi onverge vers z. Alors yi−zi ∈ Fi onverge vers y−z, don y−z ∈ F ,et F est un sous-groupe. Par 3), la suite (Fi)i∈N onverge don vers F dans X.(7) Soit Y l'ensemble des sous-groupes fermés de RN isomorphes à ZN . La preuve de(1) montre de plus qu'un élément de Y est disret, et engendré (omme groupe abélien)par des veteurs (e1, . . . , eN ) linéairement indépendants. Considérons l'appliation orbitale
Θ̃ : G → Y dé�nie par g 7→ g(ZN ). Cette appliation est ontinue, surjetive par e qui5



préède, et passe au quotient en une appliation ontinue Θ : G/GLN (Z) → X qui estbijetive, ar le stabilisateur de ZN sous l'ation de G est exatement GLN (Z). Si F est unélément de Y , engendré (omme groupe abélien) par des veteurs (e1, . . . , eN ) linéairementindépendants, et si F ′ ∈ Y est su�samment prohe de F pour la distane δ, alors en prenantdes veteurs e′1, . . . , e
′
N de F ′ prohes de e1, . . . , eN , la suite (e′1, . . . , e

′
N ) sera linéairementindépendante, et engendre F ′, e qui montre que Y est ouvert. La matrie de passage de labase vetorielle (e1, . . . , eN ) à la base vetorielle (e′1, . . . , e

′
N ) est don prohe de l'identité.Don par ontinuité de la projetion anonique G → G/GLN (Z), ela montre la ontinuitéde la réiproque de Θ.
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