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1 Introduction

Le but de cet exposé de maitrise est de démontrer un théoreme di a
Roth, traitant des approximations rationnelles de nombres réels. Le premier
résultat a ce sujet a été obtenu séparément par Dirichlet et Legendre :

Théoréme (Dirichlet, Legendre). Soit o un nombre réel irrationnel. L’in-
équation

1

s

q q

a une infinité de solutions rationnelles % distinctes.

En 1844, le mathématicien Liouville a formulé un théoreme limitant la
précision des approximations rationnelles :

Théoréme (Liouville). Soit a un nombre irrationnel, algébrique de degré
d. Il existe une constante c telle que pour tout rationnel %, on ait
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La question naturelle que ’on se pose a la lecture de ces théorémes est
« quelle est la précision limite que I'on peut atteindre ? ». Il a fallu attendre

1955 pour que Roth y apporte une réponse :

Théoréme (Roth). Soit a € R, algébrique et irrationnel. Alors pour tout
e > 0, il n'existe qu’un nombre fini de solutions a l’inéquation

p
‘q_ﬂgq“@

Ce théoreme a valu & Roth la médaille Fields en 1958, et fournit un bon
critére de transcendance des nombres réels.

La preuve suit un schéma de preuve trés analogue a celle du théoreme
de Liouville. Elle utilise des outils provenant de domaines aussi variés que
I’algebre linéaire, tel le lemme de Siegel, ou la théorie des équations diffé-
rentielles, en particulier des résultats sur les déterminants wronskiens.

Pour conclure, nous énoncerons un théoreme dii a Siegel et portant sur
le nombre de points entiers d’une variété algébrique. La démonstration de
ce théoreme utilise le théoreme des sous-espaces de Schmidt, qui généralise
le théoréme de Roth. Il est a noter qu’il existe également une démonstration
utilisant uniquement le lemme de Roth.



2 Le théoréme de Liouville

Théoréme 1 (Liouville). Soit o € R, irrationnel et algébrique de degré d

sur Q. Alors il existe une constante c (a) telle que pour tout nombre rationnel

P
q’

c(a
]p - a‘ > o)
q q
Démonstration. La démonstration se fait en 4 étapes :
1. Choisir un polynoéme irréductible f € Z [X] qui annule a.. Ce polynéme
est unique si on impose que ses coefficients soient premiers entre eux
et que le coefficient dominant soit positif.

2. Montrer que f (%) # 0.

3. En déduire que ‘f (%)‘ > q%-
<

4. Montrer que ‘f (%)’ b () ’% - a‘ si |p/g—al <1.

Etape 1 : immédiate. Notons que f est de degré d.

Etape 2 : si f annule p/q, f est divisible par X — p/q, et alors soit f
n’est pas irréductible, soit f est de degré 1 et o n’est pas irrationnel.

Etape 3 : le nombre ¢ f (%) est entier puisque f est de degré d, et il est
non nul d’apres ce qui précede. Puisque 1 est le plus petit entier positif, on
obtient immédiatement la minoration souhaitée.

Etape 4 : écrivons le développement en série de Taylor de f au voisinage
de a :

d
FX)=fla)+) ai(X —a).
i=1
Or f (a) =0, ce qui permet d’écrire
d .
IF (X)) <X —al Y Jail [X = o
i=1

Puisque |p/q — a| < 1, on a une majoration

0 sl

On obtient bien la majoration cherchée avec b (a) = Y%, |ay).
On peut alors conclure :

’i - “‘ - é«)f (5) S qdbl<a> ~ - 2lb<a>'

On obtient alors la constante ¢ (a) = min (1, %) . O




3 Le théoréme de Roth

Théoréme 2 (Roth). Soit a € R, algébrique et irrationnel. Alors pour tout
€ > 0, il n'existe qu’un nombre fini de solutions a l’inéquation
i<z

q

ol < .
q2+s

3.1 Schéma de la démonstration

Les étapes principales de la preuve sont au nombre de quatre, comme
pour le théoréme de Liouville :

1. Soit € > 0 et m approximations rationnelles p1/q1,...,pm/qm telles
que pour tout 1,
Di ‘ 1
— —a| < .
qi q12+e

On prend f € Z[Xy,..., X tel que f(a,...,a) = 0, et vérifiant
d’autres « bonnes propriétés ».

2. On montre que sous ces conditions, f (p1/qi,...,Pm/qm) # 0.
3. On en déduit une minoration de |f (p1/q1, .-, Pm/Gm)|-

4. On trouve une majoration de |f (p1/q1, .- -, Pm/qm)| qui entre en contra-
diction avec la minoration précédente, pour m assez grand.

Soit f € Z[X1,...,X;n], qui annule (,...,«). On note (di,...,dy)
son multi-degré. On cherche des conditions suffisamment fortes pour que les
étapes suivantes de la preuve soient réalisables. En particulier, il faut que le
polyndéme dépende suffisamment de a pour que la preuve ait un sens. Ainsi,
on cherche a éviter des polynémes comme X; — X9 ou 4X; — 2Xo — 2X}
qui annuleraient tous les m-uplets de la forme (z,...,z). Un moyen simple
pour écarter ces problemes est d’imposer di > do > - -+ > dy,.

De plus, pour obtenir une majoration assez efficace, la simple notion de
degré ne suffirait pas. Il faut introduire 'indice.

Définition 1 (Indice d’un polynéme). Soit f € C[Xy,..., X,,] non nul, de

multi-degré (dy,...,dn), et (aq,...,ay) € C™. Ecrivons le développement

en série de Taylor de f au voisinage de (a1,...,an) :

FX o X)) =3 b (X —ar) o (X — )™ ot I = (i, ..y i) -
>0

On pose alors :

m

ind (f, 1, ..., am,d1,...,dm) = min Z% 1 I1>0etbr#£05,
j=1"
appelé indice de f relativement a (aq,...,am,d1,...,dp).



Pour obtenir une bonne majoration a 1’étape 4, on aura besoin d’un

indice t,, de f en («,...,a) élevé, et d'une relation entre les ¢; et d;. On
impose d; ~ ﬁ pour un grand entier A. Soit q ~ qfi.

Des lors, si on note My = (X1 — al)il (X — am)i’”, oul = (i1,...,0m),
on a

p1 Pm 1 1
= .. )< ... .
’MI <€J1’ ’ qm>‘ - q§2+€)11 q(2+s)zm

1 1
< q§d1(2+5))z’1/d1 o q%m(zﬂ))im/dm
< 1
< 1
- q(2+€)tm '

Définition 2 (Hauteur d’un polynéme). La décomposition de f en série de
Taylor s’écrit

f= > biM.

0<I<d

On définit la hauteur de f par

H(f) = sup(|br]).

Soit N le nombre total de monémes M; avec un coefficient by non nul
(N <TIL, (d; 4+ 1)), on a la majoration

’f(lqji,...,];:)‘gNH(f)m. (1)

D’autre part, si on suppose 'étape 2 réalisée, de méme que pour le théo-
reme de Liouville, la minoration obtenue a I’étape 3 sera

P1 p 1 1
‘f<,-~,m>‘2mdiﬁm- (2)
q1 dm i=19; q
Pour obtenir une contradiction, on veut donc
by > —
m 2 + 67

et il faudra s’assurer que les valeurs de N et H(f) ne sont pas trop impor-
tantes.

On va donc commencer par construire un polynoéme f tel que H(f) soit
suffisamment petit pour qu’il suffise de fixer I'indice t,,.



3.2 Etape 1 : construction du polynéme

On remarque que pour démontrer le théoreme de Roth, on peut se limiter
au cas des entiers algébriques. En effet, soit o un nombre algébrique de degré
d sur Q. On note Q = a9 X%+ --- + ag € Z[X] son polyndéme minimal sur
Q. On consideére alors § = apa. On a Q(«) = 0, soit :

0=aj'Qa)
=R(B) ot R= X"+ a1 X" + asaoX*% + - + aga) * € Z[X], unitaire.
Donc f est un entier algébrique. Si on suppose le théoreme de Roth vrai pour

les entiers algébriques, on sait qu’il n’existe qu'un nombre fini de solutions
a l'inéquation :

P 1
Soit un rationnel p/q solution de

P 1

& - s q2+<€
Le rationnel agflp/ q vérifie

ag_lp 3 ag_l

q q2+a :

Soit ¢’ = log, <a§1). On a :
Vq’ > q, q/a—a > qa—s _ ag—I’

donc pour tout rationnel p’/q" solution de

P’ 1 /
? —a < W avec ¢ > q,
le rationnel ad~'p' /¢’ vérifie
d—1 d—1
A P T
q/ q/2+5 q/2+5

Cette équation n’a qu’un nombre fini de solutions par hypothese, donc il
n’existe aussi qu'un nombre fini de solutions rationnelles a
Pel=7

q

— q2+5

On suppose donc dorénavant que « est un entier algébrique, irrationnel
donc de degré d > 2.



3.2.1 Le lemme d’indice

Lemme 3 (Lemme d’indice). Soient n un réel positif et m un entier tels
que
3’ m/16 5 94,

Soient (di,...,dy) des entiers positifs.

Alors il existe un polynome P € Z[X1, ..., Xn] tel que :
— Le multi-degré de P est plus petit que (dy,...,dny).
— L’ndice de P en (c,...,a) vérifie

ind(P,o, ...« dy, ... dpy) >

SE

(1—mn).
— 1l existe une constante B ne dépendant que de a telle que
|P| < Bd1+---+dm

ot |P| est le mazimum des valeurs absolues des coefficients de P.

3.2.2 Résultats préliminaires

La démonstration utilise le lemme de Siegel, un outil d’algebre linéaire
permettant de borner les solutions d’un systeme d’équations linéaires.

Lemme 4 (Lemme de Siegel). Soit un systéeme de M équations a N incon-
nues (M < N) :

a X1 + -+ anXy = 0

api1X1 + -+ + auynXy = 0

Supposons que a; j € 7 et |a; ;| < A pour tous i,j. Alors il existe une solution
(z1,...,2N) du systéme telle que pour tout j,

25| < 1+ (NA)N- .

Démonstration. Pour un k—uplet x = (x1,...,x), on note |x| = sup |z;|.
Pour tout nombre réel a, on note a™ = max(a,0) et a= = max(—a,0),
de sorte que a = at —a” et |a] =at +a".
Soit L; la forme linéaire définie par

N
Li(x) =Y aijx;,
j=1
pour tout i € {1,...,M}. On note aussi

N N
Lf =S aly L = Yar, et ILi = L +1r-
i=1 j=1

7



On va démontrer le lemme de Siegel a ’aide du théoréme des tiroirs. Soit
Bunentierett € ZV.Si0 <t < B (c’est-a-diresiV1 <i < M,0< t; < B),
on a

—L; B < Li(t) < L} B.

Le nombre de vecteurs & coordonnées entieres dans le pavé [T, [—L;B , LfB}
vaut

M M
[T@B+L;B+1) =[] (LB +1),
=1 =1

alors que le nombre de vecteurs a coordonnées entieres satisfaisant 1’hypo-
these initiale 0 <t < B est (B + 1)V
Si on peut trouver B tel que

M
B+ 1) > [[ (1L B+1),
=1

le principe des tiroirs fournira deux vecteurs distincts t1 et to tels que pour
tout ¢, L;(t1) = L;(t2), et donc le vecteur t = t; — ty sera une solution du
systeme, avec [t| < B.

Il reste a vérifier que la majoration proposée dans I’énoncé du lemme
fournit bien un B suffisamment grand pour appliquer le théoreme des tiroirs.

On pose B = [(NA) NIYM}. Alors
M
B+1>(NA)~N-M

soit
B+ =B+1)MB+1D)VM > (B+1DMNAHM

On a les inégalités 1 < NA et |L;| < NA, soit :

M
(B+ DN > (B+1)(N H]L\BJrl

~.
—_

O

On utilisera également le lemme suivant qui permet de borner les coef-
ficients d’une décomposition dans une base.

Lemme 5. Soit a un entier algébrique de degré d sur Q et soit
QX)) =X+ XU 4. 4 ag € Z[X]
son polynome minimal. On note

QI = supfla;| [ 1 <@ < d},



et on rappelle que pour tout I > 0, on peut écrire la décomposition de o
dans la base (1,...,a971) :

d
ol = Z a,(gl)adfk.
k=1
On peut choisir les coefficients pour étre des entiers vérifiant [’inégalité
l l
o] < (@1 +1)".

Démonstration. On raisonne par récurrence sur [. Le résultat est clair pour
0 <1 < d. Sile lemme est vrai pour o, alors :

1y ol
d

(01

_ ) _d—k
= k «

a
k=1

_ a(ll)ad 4 zd: algl)ad—k
k=2
d d
= agl) Z —apadF 4 Z a,(f)ad_k car Q(a) =0
k=1 k=2

=2 (_agl)ak + a,(fll) a®* avec la convention afﬁrl =0.
k=1

On en déduit
(+1 D @

a; =700+ 0.

On a alors :
I+1 ! !
o] < Jai"a, o[} (Jail + 1)
< (|Q| + ' (|Q| + 1) par hypothése de récurrence
< QI+ 1"

+ al@l‘ < max {‘agl)

)

3.2.3 Démonstration du lemme d’indice

On revient a présent a la preuve du lemme 3. On écrit

dy dm

P(Xioo X)) = 3 o 30 Do X X,
Jj1=0 Jm=0

ot 'on veut déterminer les coefficients pj, .. ;.. Le nombre de ces coefficients

est
N=(d+1) - (dn+1).



Pour tout m—uplet (i1,...,%,), on note

1r--tm 21!"‘Zm!3Xil'--8X}ﬁ”

Explicitement, on a :

di
J1 J i —i
Pil,. i Z Z pjl’ jm ( > . ( m> X.]l i1 e X:rjnm ’lm‘

1
j1=0 Jm=0 m

Soit K = Q(«), on sait que [K : Q] = d. En particulier, pour tout [ > 0, on

peut écrire la décomposition de o! dans la base (1,...,a% 1) :
d l
= Z agj)ad_k. (3)
k=1
Calculons la valeur de P;, ;. en (a,...,q) :

Piy,.. ,im (a,---,a)

Z Z Pji,...jm ( ) <‘]m> 1=t tim—im

1
]1 0 ]'m*o m

Z Zp]h Jm(-)“'( )Zd: (J1—t1++Jm— zm)ad k

]1 0 ]m*o
ol Dorh oM G R G ot
k=1 \j1=0 Im=0 m

Si on veut P, ;.. (a,...,a) = 0, toutes les parentheses doivent valoir 0,
c’est-a-dire que les pj, ., doivent satisfaire les d équations linéaires :

Z Z <1> ' (Z )al(cjl g i = 0. (4)

Jj1=0 Jm=0

La condition sur 'indice impose que P, ;. (c,...,a) = 0 pour tous les
m—uplets (i1,...,i,) tels que

11 T, m

— .. — < —(1 - .

g Tty < 2( n)

10



Soit I ’ensemble des tels m—uplets.

#I= > 1
(81,-eestm )EL
E el )
(ini)el 2\ 2 2 dy dm
>0
>1
n nm 11 im
< B B "
Z Zexp[2< 2 d dm)]
7,1 =0 ’Lm—O
1 im
con( )3 ()]
< >’Ll =0 tm=0 dl dm

S L (S (2 6-2)))

Pour |t| <1, ona el <14t+t2 ce qui permet de majorer les sommes :
dh . dh N 2 y 2
n (1 1 n (1 z) i (1 z>
AL < 144z = A
ZeXp<2(2 dh)>_2<+2(2 o) " 1\2"
=0 =0
2 2\ 2 ;2
n.n t n
1 Sy 2T
<+ +16> <2+4>dh+4d,2l]

%

=(dp+1) <1+ + )

(dp 4+ 1)(2dp, + 1) n-
6dp, 4

2 2
_ "o,
= (dn+1) ( 48 24dh>

2
< (dp, +1) <1+7176> car dj, > 1.

Si on reprend le premier calcul, on obtient :

2 m
I <ex _77m> (d 1 (1 77))
# P( 1 hl;Il (dp+1) [ 1+ T
n”*m\ 1 "
() (2)

= (d1+1)-- (dm+1)exp< 16m>.

=N

11



Cela signifie que les coefficients pj, . ;. doivent satisfaire M équations li-
néaires, ou

2 N
M < dN exp (_37] m) <

16 < 5 par hypothese sur m. (5)
On cherche a présent a majorer les coefficients de ces équations afin
d’appliquer le lemme de Siegel.
Pour ce faire, on applique le lemme 5 a la décomposition (3) : les coeffi-
cients du systéme (4) sont entiers, et on peut les majorer par

(]1> <]m> (J1—i14+jm—im)
. “ .. . a/k
11 im

car () est le cardinal de I'ensemble des parties a b éléments de {1,...,a},
et 2% est le cardinal de 'ensemble des parties de {1,...,a}, ce qui implique
() < 2% On en déduit

(]1> <]m> (J1—i14+jm—im)
B DY . a/k
21 Tm

On peut a présent appliquer le lemme de Siegel au systéme (4) : d’apres
Péquation (5), on a M < N, et on vient d’obtenir une bonne majoration
des coefficients. On obtient un polynéme P vérifiant les deux premieres
conditions, et dont les coefficients pj, . ;. sont majorés par :

< 9dr+-+im (|Q| + 1)j1+-"+jm ’

< (2]Q + 2t Hm

M
P < (N (21Q]+ 2yt -+ ) T7
< N (2]Q| +2)BT T car M < %N

= (dr+1) - (dm + 1) (2]Q| + 2)H
< ohittdm (21Q| 4 2) NI car vt > 1,2 > (£ + 1)
< B(a)® 7 Fdm par exemple pour B(a) = 4|Q| + 4.

Ceci termine la preuve du lemme 3. ]

3.3 Etape 2 : le lemme de Roth

Montrer qu’on peut choisir le polynéme f de maniére a ne pas s’annuler

en (p—l .. p—m) est ’étape centrale de la preuve du théoreme de Roth, et

a1’ gm
c’est aussi le passage le plus difficile. Pour y parvenir, on utilise le lemme

de Roth, qui permet sous de bonnes hypotheéses de majorer 'indice de f

relativement & (m’ ey p—’").
q1 qm

12



3.3.1 Résultats préliminaires sur les wronskiens

Avant d’énoncer et de démontrer le lemme de Roth, rappelons quelques
résultats sur les déterminants wronskiens qui seront utiles par la suite.

Définition 3 (Wronskien). Soient fi,..., fi des fonctions k£ — 1 fois déri-
vables a valeurs réelles. Le wronskien de fi,..., fir est la fonction

et (£°)

Un résultat classique de la théorie des équations différentielles affirme que
si f1,..., fr sont des fractions rationnelles, elles sont linéairement indépen-
dantes sur R si et seulement si leur wronskien n’est pas identiquement nul.
Ce résultat se généralise pour les fonctions de plusieurs variables.

1<i,j<k

Définition 4 (Wronskien généralisé). Soient @1, ..., ¢k des fractions ration-
nelles en X1, ..., X;,. On appelle wronskien généralisé des y; toute fonction
de la forme det (A (¢5)),<; j<p» 00 A; est un opérateur différentiel d’ordre
inférieur & ¢ — 1.

Lemme 6. Soient 1, ..., i des fractions rationnelles en Xy, ..., Xp,. Alors
©1, .-, Pk sont linéairement indépendantes sur R si et seulement s’il existe
un wronskien généralisé qui ne soit pas identiquement nul.

Démonstration. Le sens réciproque est immédiat, tout wronskien généralisé
d’une famille liée de fractions rationnelles est nul, car on retrouve la relation
de liaison dans les colonnes de la matrice qui définit le wronskien.

Pour le sens direct, on procede par récurrence sur k. Si k = 1, 'opérateur
Ay est nécessairement multiple de l'identité, et le wronskien généralisé qui
vaut 1 n’est pas identiquement nul par hypothese.

On suppose a présent que pour k > 2, ¢1, ..., @ sont k fractions ration-
nelles & coefficients réels linéairement indépendantes. Soit ® une fraction
rationnelle & coefficients réels. On pose pour 1 <i <k :

;i =i

Les regles usuelles de dérivation montrent que tout wronskien généralisé
des ¢; est une combinaison linéaire de wronskiens généralisés des ¢;, dont
les coefficients s’expriment a ’aide de ® et de ses dérivées partielles. Pour
montrer qu’il existe un wronskien généralisé des ¢; non nul, il suffit donc d’en
trouver un pour les ;. En prenant ® = cpfl, on se ramene au cas ol @1 = 1.
Le sous-espace vectoriel £ de R (X7, ..., X,,) engendré par ¢1, ..., ok est de
dimension k. Comme ¢; et (g sont linéairement indépendantes, @2 n’est pas
constante, donc quitte a renommer les X;, on peut supposer que g}'g # 0.
Soit F' le sous-espace de E des fractions rationnelles ¢ = c1p1 + ... + crpr
telles que :

Op

13



On pose t = dimF. Comme p; € F et po ¢ F,ona l <t < k— 1.
Soit %1, ...,%, une base de E telle que 1, ...,1; forment une base de F'.
Par hypothese de récurrence, il existe des opérateurs différentiels A7, ..., Ay

d’ordres respectivement inférieurs a 0,...,t — 1 tels que :

Wl = det ((A’?wﬂ')lgi,jgt) 75 0.

Par ailleurs, le sous-espace engendré par ¥:i1,...,%; et F ont une inter-
section nulle. On en déduit donc que pour tous réels ¢i41, ..., cr non tous
nuls : 9

— (c +...+¢c 0.

ax, (Ctr1941 KVk) #
Les fractions rationnelles Bg)’gl,...,g—;@; sont donc linéairement indépen-
dantes. Par hypothese de récurrence, il existe des opérateurs différentiels
A}, q,..., A} d’ordres respectivement inférieurs a 0,...,k —t — 1 tels que :

oY
Wy = det <Af]) 0.
? < 0X1 t<i,j<k> #

On définit les opérateurs A; pour 1 < i < k par :

A9 sit<i<k

Ai:{A;‘ sil<i<t
10X

Chaque A; est d’ordre inférieur a i — 1. On trouve :

Aty ALY
det (AZQ/JJ) = ( 0 I A* ;{;ﬂj ) = W1W2 750

10X
puis
det (AZQOJ) =det P - det (Aﬂ/J]) 75 0
ou P désigne la matrice de passage de la base de E 1,...,¥; a la base
Olye ey Pk L]

3.3.2 Le lemme de Roth

Lemme 7 (Lemme de Roth). On suppose que § <
entier positif. On pose :

1
13, €t que m est un

mel

= 0)=24-27"( —
w=w(m,?d) (12>
On suppose que dy, . .., dy, vérifient :

Vh € {1,...,m—1}wdh Zthrl-

14



Soient 2 ...,pq—m des rationnels avec py, et qn premiers entre euzr vérifiant
m
les conditions :

Vh e {1,...,m}qzh > ¢ et gp > 2™,

On suppose que f(Xi,...,X;) est un polynome a coefficients entiers
de degré inférieur a dp par rapport a Xp pour 1 < h < m, de hauteur :
d
I <df ™. . .
(On rappelle que si f = Do P(in,ig) X X, o définit |f| = sup ]p(i17,,.7im)\.)
b1 Pm

Sous ces hypothéses, lindice de f en (q—l, e E) est inférieur a 9.

3.3.3 Démonstration du lemme de Roth

On raisonne par récurrence sur m. Sim =1 :
f se met sous la forme :

l
D1 !
£ = (X =) M0 = (@X ) RIX)
ou M et R sont des polynomes a coefficients rationnels. Comme f et (1 X — p1)
sont a coefficients entiers, R est aussi a coeflicients entiers par le lemme de
Gauss. Le coefficient dominant de f est donc divisible par qll, donc :

d _ _od
g <If] < ¥ =@

On en déduit que dil < 9, et comme l'indice de f relativement & (%; dl) est
d%? on obtient le résultat pour m = 1.

On suppose a présent le résultat vrai pour les polynémes a m — 1 va-
riables.

On décompose f sous la forme :
k
F(X1 X)) =) i (X1, Xone1) ¥ (Xo)
j=1

ou les ¢1,..., 0k et ¥1,...,1, sont des polynémes a coefficients rationnels.
On prend une telle décomposition avec £ minimal. On a donc : k < d,,, + 1.
Les polynémes o1, ..., @ sont alors linéairement indépendants sur @, donc
sur R car ils sont a coefficients rationnels. On pose pour 1 <14,j < k :

U (X )—det( L0 (x ))
(i— 1) oxit \<ii<k

Comme les v; sont linéairement indépendants, U n’est pas identiquement
nulle. De plus, d’apres le lemme 6, pour tout 1 < i < k, il existe un opérateur
différentiel . )

, 1 811+~-~+'mel

i 9X X

(2
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d’ordre
H+...+im 1 <t—1<k-1<d,,

tel que

V(X1,..., Xpo1) = det (A;(pj>1<ij<k £0

On pose :

W (Xy.....X,) =d Lo
(X1, Xpm) = det G-Tiaxi? if

L 1 9!
= det Aior) | o ¥r
’ (;( ZSO)<(J_1)!3X%11¢ >>1§i,j§k
=V (X1, X)) U (Xm) #0.

Les coefficients de la matrice sont de la forme f;, . ;. ,.j—1, qui sont des po-
lyndmes a coefficients entiers. W est donc un polynéme a coefficients entiers.
La preuve consiste alors a majorer 'indice de W grace au lemme suivant,
puis en ’exprimant en fonction de l'indice de f, a déduire la majoration
cherchée de I'indice de f.

Lemme 8. L’indice © de W relativement d (%, e f]’—:; dq,..., dm) vérifie :
k6?2
0< —.
-6

Démonstration. Les polynémes U et V ne sont pas nécessairement a coeffi-
cients entiers, mais il existe une factorisation :

W (X, .., X)) =V (Xq,..., Xm-1) U (X1n)

avec U* et V* & coefficients entiers. On estime alors les hauteurs de U™* et
V*. On a déja montré lors de la preuve du lemme 3 que :

[ ity =] < 20 | f] < it g,

Le nombre de termes dans f; ;. _ 1) est inférieur a 2t Fdm ot e
nombre de termes du développement du déterminant de W est

k! < kPl < gdm < odm
On en déduit que :

W] < 2ldm (2d1+-..+dm2d1+-.-+quc1ud1)k < (23md1qc1ud1)k

car dy > ... > dp,. Par hypothése, ¢¢ > 23" donc |[W| < q%w‘hk.
On obtient :
|U*| < q%wdﬂf < qTZrcLudmk ot ’V*’ < qfwdﬂc'

16



On applique alors I’hypothese de récurrence du lemme de Roth au polynégne
V(X1,...,X;m-1) a m — 1 variables, de degré kdj, au plus en X}, avec % a
la place de §. Le calcul précédent montre que V* vérifie bien

w m—l,ﬁ kdq 52
|V*|§q1( 12) carw(m—l,) = 2w (m,0).

12
L’indice de V* relativement & (2,..., 2n=t-kdy ... kd,,_1) est donc
@’ gm—1)? peres
e < k62 Toas 1 N
inférieur a % L’indice de V* vu comme un polynoéme en X7, ..., X,,, rela-
. N . . 7’ . N 2 A
tivement & (%, A 5—’"; kdq, ... ,kdm) est aussi inférieur & %. De méme, en
m

appliquant cette fois-ci le cas m = 1 du lemme de Roth a U* de degré infé-

rieur & kd,, avec ‘1% a la place de ¢, et w (1, %) > 2w (m, d), 'indice de U*,

vu comme polynéme en X7, ..., X,,, relativement & (%, . Z—:; di,... ,dm>
62

est inférieur a {5.
Comme W = U*V*, on en déduit que :

k62
0< —.
- 6
Ceci conclut donc la preuve du lemme 8. O
On note # l'indice de f relativement a (%, ce %;dl’ - ,dm>. On re-
marque que :
. . 11 1 7 —1
d(fi,. 5. _ —1)>0—-——...— -
1 (f 1.eetm—1 (] )) - dl dm—l dm
S0_ 1+ ...+ tm_1 _]—1
o dm—l dm
dm j—1
>0-— -
a dmfl dm
j—1
>0 —w———
= w d,
2 j-1

>0— — — 1 ——.

- 24 dm
Chaque composante de la colonne j du déterminant qui définit W est de la
forme f;, ;,._,(j—1)- Le développement de ce déterminant est une somme de
produits de k éléments, un de chaque colonne. On en déduit que



D’ou : -

— 1 k6% k6% k6% k62
- < — < — - .
iégma:r(@ dm,0> <O+ 7 = + 2 < 1

Il y a alors deux cas possibles :
1.5i60 > kd—:nl, I'inégalité ci-dessus devient :

. 2
;k<0+0—k1) <k5—

dm 4’
soit " 52
-1
0 0— —— —.
" < dm ) <32
Or L1
6———=>0
A
donc
52 5
0 < — .
< 5 <
2. Si 6 < 5L, Tinégalité devient alors :
[0dm] . 2
i ko
Y (R P
i=0 < dm 4
d’ou : 152
1
=0 ([0d] + 1 —
S0 (0dm] +1) <
et 152
1
—0%d, < —.
2 < 4
Or
k<dm,+1<2d,,
donc ! 1
~0%d,, < =0%dpm,
2 < 2 ’
d’ou
0 < 6.
Dans les deux cas, I'indice 6 de f relativement a (%, ol 2—2; di,...

est inférieur a §. Ceci conclut donc la preuve du lemme de Roth.
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3.4 Conclusion

On rappelle que « est un entier algébrique irrationnel de degré d. Soit n
un réel positif. Soit m un entier assez grand pour que

e3(n/2)2m/16 > 2d

et 1
. mn
< —,— .
i <12 16 >
Soient p1/q1, - .., Pm/qm m approximations rationnelles distinctes de «, soit
. A

A un grand entier et pour tout ¢, d; ~ oo (@)

Soit

q= e ~ qgi pour tout 3.

Le lemme 3 appliqué a /2 et (di, ..., d,,) fournit un polynéme f annu-

lant (e, ..., «), de multidegré inférieur a (dy, ..., d,,) et vérifiant
1—n/2
ind (f,c, ... a,dp,. .. dm) > 7”(2"/)

et

|f| < Bd1+~-~+dm

pour un B réel, ne dépendant que de a.
Le calcul des polynoémes dérivés effectué lors de la démonstration du
lemme d’indice montre que

H(f) < CNBdh++dm | 5|

ou C' est une constante ne dépendant que de a.
On choisit A assez grand pour que les hypotheéses du lemme de Roth

(lemme 7) soient vérifiées, cela prouve que l'indice de f en (%, e g—m)

m
est inférieur a §. Par définition de l'indice, il existe m entiers (i1,...,%n)
vérifiant

<

L <6,
J

ua 7

=9

tels que si on pose

1 girt+im p
il i OXT - OXi

D:

D f sera un polynoéme a coeflicients entiers vérifiant

Df(pl,...,pm>7é0.
q1 dm
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L’opérateur D réduit l'indice de f en (q,...,a) d'une constante ¢y < 6,
et il augmente les coefficients de f d’un facteur ¢;. Soit (df,...,d},) le mul-
tidegré de D f. On a donc

H(DJ) < CNey B2h+-+n)

et

ind (Df, ... o d,,....d,) > 771(1;77/2)_&

On rappelle les résultats montrés en introduction

’f(pl,... pm)‘<NH(f) !

q1 dm W
et 1 1
D1 Pm
‘f <q1’m’q>’ Z o a S
m =14 q
On en déduit
q" 2 2(d1++dm) "
1< NH(Df)m < N7 BZ% " (2 (3(1-3)-9)

<CN20 B2t +dm) T+ IE — B8 4 (24€)d

5m7]£ me

< O N2y B2t +dm) Sy e

Le méme raisonnement que lors de la preuve du lemme 3 montre qu’on a

c1 < 9dit+dm

Quitte a choisir A assez grand, on peut supposer que

di++dm 16
B 1++ < qmn/ ,

et
2d1+-~+dm < qmn/16’
soit
C1 S qmn/16,
ainsi que
m
N =[] (di +1) < g™,
=1
et
C < qmn/16.
On a donc

1 < ¢ H0+2 55+ 5 +2 g+ 25— B e
< g fmne

mne

<gmTErE
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On obtient la contradiction voulue pourvu que 7 soit choisi tel que

€
2+¢

n <

Cela conclut la preuve du théoréme de Roth.

4 Le théoréme de Siegel

On donne maintenant une application de ce résultat & I’étude des points
entiers d'une courbe algébrique. La preuve se base sur le théoreme des sous-
espaces de Schmidt, sous une forme due a Schlikewei et qui généralise le
théoreme de Roth.

4.1 Le théoreme des sous-espaces

Théoréme 9 (Schmidt). Soient Ly,..., Ly, m formes linéaires a m va-
riables d coefficients réels algébriques, linéairement indépendantes. Alors
pour tout € > 0, les points x = (x1,...,Zm) € Z™ qui vérifient ’inégalité

1Ly (%), s L () | < [Ix]|7° (6)
sont contenus dans un nombre fini de sous-espaces vectoriels propres de Q™.

On retrouve le théoréeme de Roth en prenant m = 2, L; (z,y) = = et
Ly (z,y) = az —y.

Pour montrer le théoreme de Siegel, on a besoin d’une reformulation
plus générale de ce théoréme. On introduit pour cela la notion de valeurs
absolues p-adique, ou p est un idéal premier d’'une extension algébrique K

de Q.

Définition 5 (Valeur absolue). Soit K un corps, une valeur absolue sur K
est une application v : K — RT vérifiant pour tous z,y € K :
—v(r)=0&2=0,
- v(@+y) <v(x)+v(y),
—v(z-y) = v(@)v(y).
Définition 6 (Valeur absolue p-adique). Soit p un nombre premier. On

définit la valuation p-adique v, () d’un rationnel r par I'unique écriture de

r sous la forme

r= pvp(T)g‘ (7)

ou p, q et s sont des entiers premiers entre eux et ¢ > 0. On définit sur Q la
valeur absolue p-adique | - |, par

Il = p_vp(r)- (8)

en utilisant les mémes notations que ci-dessus.

21



On se place a présent dans une extension finie K de Q. On note Ok
I’anneau des entiers algébriques dans K. Soit p un idéal premier de Ok.
On admet que l'on peut définir de maniere analogue une valeur absolue
p-adique sur K, et qu'une telle valeur absolue p-adique sur K prolonge une
valeur absolue p-adique sur Q. On définit également les valeurs absolues
infinies sur K qui sont les valeurs absolues induites de la norme usuelle sur
C par les morphismes de corps : K — C.

On rappelle la définition du complété d’un espace métrique :

Définition 7 (Complété d’un espace métrique). Soit X un espace métrique,
il existe un espace métrique X complet et une injection i : X — X isomé-
trique d’image dense. L’espace X est unique & isométrie prés et est appelé
complété de X.

On normalise les valeurs absolues sur K ainsi :

Définition 8 (Valeur absolue normalisée). Soit v une valeur absolue p-adique
sur K. On note p le nombre premier tel que v induise sur Q la valeur ab-
solue p-adique. On note Q, le complété de Q pour la topologie induite par
la valeur absolue p-adique et K, le complété de K pour la topologie induite
par v. On pose alors d = [K : Q] et d, = [K, : Qp]. On définit la valeur
absolue v' normalisée de v par |x|, = |x\;d“/d.

Si v est une valeur absolue infinie, on normalise v de méme, en posant
d, = 1 si v est induite par un morphisme a image réelle, et d,, = 2 sinon.

On ne considere par la suite que des valeurs absolues normalisées, égale-
ment désignées de fagon générale par v. On note Mg ’ensemble des valeurs
absolues sur K.

On a alors la formule dite du produit :

vee K, [ |alo=1.
vEME

Définition 9 (Hauteur d’un point). Soit z = (x1,...,zy) € K™. On pose

ou ||z||, = max |x1|,,..., |Tm],-

Définition 10 (Anneau des entiers). Soit S un ensemble fini de valeurs
absolues sur K contenant les valeurs absolues infinies. On définit 1’anneau
Og des S-entiers de K, c’est-a-dire 'ensemble des éléments o € K tels que
|a], < 1 pour toute valeur absolue v ¢ S.

On peut a présent formuler le théoréme des sous-espaces de Schlickewei :
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Théoréme 10 (Schlickewei). Pour tout v € S, soient Ly ,y,..., Ly, m
formes linéaires a m variables d coefficients algébriques linéairement indé-
pendantes. Alors pour tout e > 0, les points x = (x1, ..., %) € OF vérifiant
linégalité :
m
1T 2o () o < H ()5 (9)
veS i=1

sont contenus dans un nombre fini de sous-espaces vectoriels propres de K™.

4.2 Le théoréme de Siegel

On donne quelques définitions et propriétés sur les variétés algébriques
qui sont nécessaires pour énoncer le théoreme de Siegel et donner sa dé-
monstration. L’existence des objets ainsi que les propriétés sont admises.

Définition 11 (Variété algébrique affine). Soit K un corps. Une variété
algébrique affine sur K est définie par un idéal de K[X7,..., X,].

Dans la suite, on ne considére que le cas ou n = 2 et ou l'idéal est
engendré par un polynéme non constant. On parle alors de courbe algébrique
plane.

On considére une courbe C' définie par un polynéme P (z,y) a coefficients
rationnels irréductible sur Q. Si L est une extension algébrique de Q, on note
C (L) 'ensemble des points (z,y) de A% (L) tels que P (z,y) = 0.

Définition 12 (Fonctions et fractions réguliéres). On désigne par
K[C] = Klz,y]/ (P)
Panneau des fonctions réguliéres sur C et K (C') son corps des fractions.

Définition 13 (Courbe projective). On note C la courbe projective définie
par le polynéme homogene P associé & P. Si L est une extension algébrique
de Q, on note C (L) les points de P2 (L) de coordonnées homogenes [z : y : 2|
tels que P (z,y,2) = 0.

L’espace affine A? (@) s'injecte dans l'espace projectif via ’application

(z,y) — [z :y: 1], ce qui permet de voir C(Q) comme une partie de C(Q).
Dans la suite, on suppose également que la courbe C' est lisse :

Définition 14 (Lissité). La courbe algébrique projective C, définie par le
polynéme P(x,y, z) est dite lisse si et seulement si en tout point de C(Q),
I'un des polynémes %—I;, %—1; ou %—1: est non nul.

On introduit a présent des notions nécessaires pour énoncer le théoreme
de Riemann-Roch, qui joue un role déterminant dans la preuve du théoréme
de Siegel.
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Définition 15 (Ordre d’une fraction réguliére en un point). Soit y € K (C)
une fraction réguliére et Q un point de C' (@) On définit I'ordre ordg y de
y en ) de sorte que si Q) est zéro de y, sa multiplicité est ordg y, si Q est
pole de y, son ordre comme pole est —ordg y ( ordg y est alors négatif ), et
sinon, ordg y est nul.

Définition 16 (Diviseur a l'infini et diviseur asssocié & une fraction).
On pose

C(Q\C(Q) ={Qu, ..}

I'ensemble des zéros de P & l'infini comptés avec multiplicité. Quitte & rem-
placer K par une extension, on peut supposer que les points @1, ..., Q) sont
a coordonnées dans K. On définit alors le diviseur a l’infini

D:Q1++Qr

Pour tout élément y de K (C), on définit le diviseur (y) de y comme la
somme des zéros et des poles de y comptés avec leur ordre.

Définition 17 (Parametre local). Soit Q un zéro de P, vu comme point
de 'espace projectif. Un parameétre local pour C' (courbe algébrique lisse) au
voisinage de () est une fraction réguliére dont () est un zéro d’ordre 1.

Soit n un entier naturel. On définit le sous-espace vectoriel de K (C')
L=L(nD)={yeK()|(y)+nD >0},

ou (y) +nD > 0 signifie que tous les termes apparaissant dans la somme
formelle sont affectés d’un coefficient positif.
On peut a présent énoncer le théoréeme de Riemann-Roch :

Théoréme 11 (Riemann-Roch). Pour de grandes valeurs de n, la dimen-
sionl de L(nD) estl =mnr —0O (1) ~nr.

On peut a présent énoncer le théoreme de Siegel.

Théoréme 12 (Siegel). On suppose que r = |C (@) \C (Q) | > 3. Alors C
n’a qu’un nombre fini de points dans A% (Og).

4.3 Démonstration du théoréme de Siegel

On suit la preuve de Corvaja et Zannier.

On considére un entier naturel n. D’apres le théoreme de Riemann-Roch,
L est de dimension finie [ ~ nr. Soit y1, ...,y une base de L. Chaque y; est
le quotient de deux fonctions régulieres premieres entre elles. La fonction du
dénominateur n’a alors aucun zéro dans C, elle est donc constante. Les y;
sont donc des fonctions réguliéres que I'on peut supposer a coeflicients dans
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Og quitte a les multiplier par une constante. On obtient donc que pour tout
point M S-entier de C' (K), y; (M) € Og.

On suppose a présent par ’absurde qu’il existe une suite infinie Pj, P, . ..
de points S-entiers distincts. Comme C' est une courbe projective, ’ensemble
C (K,) est un fermé de I’espace projectif, donc il est compact pour la to-
pologie v-adique pour tout v. Quitte a extraire, on peut donc supposer que
la suite (P;); converge pour la topologie v-adique pour tout v dans S et on
note @, la limite correspondante. On désigne alors par S’ I’ensemble des
valeurs absolues v dans S telles que Q, € C (@) \ C (@) et S” Pensemble

des v telles que Q, € C (Q), de sorte que S = S5"US".

On estime |y; (P;)| pour v dans S et ¢ = 1,2,... Pour v dans S”,
comme la suite (), reste dans un compact de C' pour la topologie v-adique,
(ly; (P5) ), est bornée. Pour v dans S’, on fixe un parametre local ¢, de I'es-
pace projectif au voisinage de @,. Lorsque ¢ tend vers 'infini, on obtient
donc que

[y (P) o < [t (P) [0

Ainsi, en posant y = (y1,...,%), on trouve :

Ity (P) [9799Y sive s
1 sives”

ly (P, < {
Comme les y; (P;) sont dans Og, on obtient

H(y () =T ly@)ll, < [T ltw () 54" (10)
veES ves’

Une fois ces calculs préliminaires achevés, on peut attaquer le coeur de la
preuve de Corvaja-Zannier. Soit v € S’. Pour tout & > 1, on considere le
sous-espace vectoriel W, de £ défini par

Wi ={peL]|ordg,po>k—n—1}.

OnaV=W; DW;D-- et dim(Wy/Wgs1) <1 car chaque augmentation
de I'ordre d’annulation impose au plus une condition linéaire supplémentaire.
Donc en particulier, pour tout k, dim Wy > I — k + 1. On a Wy # {0},
on en choisit une base que 'on complete successivement en des bases de
Wy_1,...,Wi. On note wy, ..., w; la famille obtenue. Par construction, on
a pour tout k > 1, w, € Wy, soit :

ordg,wy > k —n — 1,

l l

I(l—2n-1
ZordvakZZk—n—lz(z).
k=1 k=1
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Puisque pour n grand, [ ~ rn et v > 3, on peut choisir n assez grand pour
que

I(l—2n—-1
a=tZ22h
2
En exprimant les vecteurs w; comme combinaison linéaire des y;, on obtient
[ formes linéaires indépendantes L;,,..., L1, en y sur k. Pour v € S”, on

pose pour tout 1 < k <1, Ly, = yi.
On cherche & présent a borner |Ly,(y(F;))|, pour tout k et v. Pour
ve S’ ona
| Lo (v ()1, = luk(P2)], < 1,

et pour v € 5/, on a
|Lio(y(P2))], = lwi(Pi)], < ’tv(Pi)’zrdvak '
On obtient donc
l 1
_,ordg,w 4
TT TT Loy (P, < T 1to(PYR " < TT Ita(P)I2.
veshe ves! veS’!

D’apres 1’équation (10), on a

l
_A
II II 1Zko(y(P))], < H(y(F:)) "™
veS k=1
En posant ¢ = —%, on peut appliquer le théoreme de sous-espace a nos
formes linéaires Ly, ,. On obtient qu’il existe un nombre fini de fonctions
non nulles uq,...,u; dans L telles que chaque P; soit zéro d'un u;. On
en déduit qu’il n’existe qu'un nombre fini de P; distincts, ce qui contredit
I’hypothese. O
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