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En combien de parts peut-on couper une tarte en n coups de couteau ? On se propose

de montrer que le nombre maximum de parts est 1 +n + (g) et que le meilleur moyen
d’y arriver est de couper de maniére aléatoire. On démontre en fait ces résultats dans un
cadre plus général en considérant des arrangements d’hyperplans d’espaces de dimension
quelconque. Pour arriver a des résultats de nature topologique (comptage du nombre de
“parts”), on introduira des outils de nature combinatoire (fonction de Mobius, polynome
caractéristique et polynéme de Poincaré). Notamment, on verra comment des techniques
de changement de corps de base permettent de ramener le calcul du nombre de “parts”
a des problémes de dénombrement sur les corps finis.
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1 Définitions et premiéres propriétés

1.1 Arrangements d’hyperplans d’un espace affine

Définition 1.1 Soit K un corps et V un K-espace affine de dimension l. Un arrange-
ment d’hyperplans de V est un ensemble fini A d’hyperplans affines de V.

On adoptera la notation ®; pour larrangement qui ne contient aucun hyperplan
appelé arrangement vide. Soit V* le dual de V, et soit S(V*) son algebre symétrique. Une
base de V' étant fixée, on peut identifier S(V*) a lalgébre de polynomes K[zq, ..., z,].
Tout hyperplan affine H de V est le noyau d'un polynome de degré 1, défini & une
constante multiplicative non nulle prés. On note alors ap un tel polynome, sans se
préoccuper de la constante en question. On a alors H = ker(ay).

Définition 1.2 Soit A un arrangement d’hyperplans. Le produit Q = [[ycq0on est
appelé polynéme de définition de A.

Définition 1.3 On dit que A est central si (Ve g H # 0. Dans ce cas on pose T(A) =
Mrea M-

Quitte a effectuer une translation, on pourra toujours supposer que le centre d’un
arrangement central contient 0, Iorigine de K'.

F1G. 1 — L’arrangement défini par Q(A) = zy(x — y) est central.

1.2 Le semi-treillis L(.A)

Définition 1.4 Soit A un arrangement d’hyperplans et soit L = L(A) Uensemble des
intersections non vides d’éléments de A, appelées plats. On définit sur L un ordre partiel
< par Uinclusion inverse :

X<Y<sXDY.

Définition 1.5 Le rang d’un élément X de L est défini par r(X) = codim(X). Soient
X,Y € L, on définit alors X N\Y =({Z € LIXUY C Z}. Si XNY # 0, alors on pose
XVvYy=XnY.



L(A) est alors un semi-treillis, ¢’est-a-dire que pour toute paire d’éléments X,Y € L,
il existe un plus grand élément parmi les éléments inférieurs a X et Y (cet élément est
X AY). Dans le cas ou arrangement est central, alors L(.A) est un treillis, ¢’est-a-dire
qu’il posséde en plus la propriété que pour toute paire d’éléments X,Y € L, il existe un
plus petit élément parmi les éléments supérieurs & X et a Y (c’est alors X VY = XNY).

Lemme 1.6 Soit A un arrangement d’hyperplans et L = L(A). Alors pour tout X € L
toutes les suites de longueurs mazimales V = Xo < X7 < ... < X, = X ont la méme
longueur.

DEMONSTRATION: Si X = (.3 H, alors en retirant un hyperplan & B, on obtient un
élément dont la dimension est supérieure ou égale & dim(X) 4 1. Donc nécessairement
dans une chaine maximale il ne peut pas y avoir de saut de dimension, donc elles ont
toutes méme longueur. 0

Lemme 1.7 Tous les éléments mazimaux de L(A) ont la méme dimension.

DEMONSTRATION: Si A est central, alors il n'y a qu'un seul élément maximal. On
considére donc un arrangement non central, dont les éléments maximaux sont donc de
rang au plus égal & [ — 1. Supposons qu’il existe deux éléments X et ¥V maximaux,
de rangs respectifs p et ¢ avec p < ¢. On peut alors trouver deux ensembles A et B
d’hyperplans de A, de cardinaux respectifs p et ¢ tels que X = (e s Het Y =y M.
On considére alors les sous-espaces vectoriels A* et B* du dual V* engendrés par les
formes linéaires correspondantes. On a dim(A*) = p et dim(B*) = ¢. Donc il existe un
hyperplan H dans B tel que la forme linéaire associée ne soit pas dans A*. Alors X N'H
est un plat de A contenu dans X et différent de X, ce qui contredit la maximalité de
X. D

Définition 1.8 On définit alors le rang de A, r(A) comme étant égal au rang d’un
élément mazimal de L(A).

zy =0

F1G. 2 — Le treillis de l'arrangement xy(x —y + 1)

1.3 Sous-arrangements, arrangements restreint et délété

Définition 1.9 Soit A un arrangement d’hyperplans. Si B C A, B est appelé un sous-
arrangement de A. Pour X € L(A) on définit un sous-arrangement Ax de A par :

Ax ={H e A X CH}
et un arrangement AX de Uespace affine X par :
AY¥ = {XNH|H e A\ Ax et X N'H # 0}.

On appelle AX Uarrangement restreint de A o X.



En particulier lorsque X est un hyperplan H élément de A, on a la définition sui-
vante :

Définition 1.10 Soit A un arrangement d’hyperplans et soit H € A. L’arrangement
délété de A respectivement o H est Uarrangement A" = A\ {H} et Uarrangement
restreint de A respectivement a H est larrangement A" = AM™. On appelle alors
(A, A", A”) un triplet de délétion-restriction.

Définition 1.11 Soit V un R-espace affine et soit A un arrangement d’hyperplans de
V. Les composantes connexes de V' \ | Jyc 4 H sont appelées chambres de A.

Dans la suite on s’attachera en particulier a calculer le nombres de chambres.

Remarque 1.12

Lorsque K = C, V \ [UycaH n’a qu'une composante connexe. En effet si I'espace
vectoriel associé a V est de dimension [ sur C, on peut le considérer comme un R-espace
vectoriel de dimension 2I. Les hyperplans de A sont alors de dimension 2/ — 2 sur R.

Remarque 1.13

Dans le cas d’un espace vectoriel réel, les hyperplans sont les noyaux d’éléments 1, 1o, ..., I,
de degré 1 de S(V*). Une chambre C est alors caractérisée par un élément de {+, —}",
ou les signes correspondent aux signes de [y, ..., [, sur C.

2 Le polyndéme de Poincaré

On associe dans cette partie un polynéme a chaque arrangement, construit par des
méthodes combinatoires a partir du semi-treillis d’intersection.

2.1 La fonction de Mo6bius

2.1.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

Définition 2.1 Soit (E,<) un ensemble partiellement ordonné tel que VXY € E,
(X,Y] ={Z € E|X <Z <Y} soit fini. On définit la fonction de Mdbius p = ug :
E x E — Z de la maniére suivante :

n(X, X) =1 siX ek,
Y wX,2)=0 siX,Y,ZeEetX<Y,
X<Z<Y
wX,Y)=0 sinon.

Le calcul des valeurs de la fonction de Mébius se fait donc de maniére récursive, et la
fonction est uniquement définie par ces relations, c’est-a-dire que si v vérifie les mémes
relations, alors p = v.

Dans le cas ou (E, <) = (N,]|) on retrouve alors la fonction de Mobius de la théorie des
nombres qui est alors pu(z) = un(1, ).

Dans le cas ou F est le semi-treillis d'un arrangement, on peut également décrire la
fonction de Mobius de la maniére suivante :

Lemme 2.2 Soit A un arrangement. Pour X,Y € L(A), avec X <Y, posons S(X,Y)
l'ensemble des sous-arrangements centraux B C A tels que Ax C B et T(B) =Y. Alors

pEY) = 3 (-1
BeS(X,Y)



DEMONSTRATION:  Soit v(X,Y) =3 pcgixy) (—1)/B\Ax|,

Remarquons que
|J S(X,2)={BCAlAx CBC Ay}
X<Z<Y
et de plus, cette union est disjointe. D’ou

Z v(X,Z)= Z (—1)‘B\Ax|:Z(_1)\CI

X<Z<Y Ax CBCAy C

ou la derniére somme a lieu sur tous les sous-ensembles C de Ay \ Ax. Si X =Y, alors
Ax \ Ay = 0 et la somme vaut 1, sinon la somme vaut 0. Donc on a bien y = v. O

2.1.2 Formules d’inversion de M&6bius

Commencons d’abord par un petit lemme :

Lemme 2.3 Soit (F,<) un ensemble partiellement ordonné fini et u = pg. Alors
X, X)=1 si X € E,
Y wZY)=0 siX,YeEetX<Y.
X<Z<Y

DEMONSTRATION: Notons F = {X1,X»,...,X,} de telle sorte que X; < X; =i < 5.
Soit A la matrice r x r de coefficient (7,7) égal a pu(X;, X;). Soit B la matrice r x r
telle que le coefficient (4,7) vaille 1 si X; < X et 0 sinon. A et B sont toutes deux
triangulaires supérieures et d’apreés la définition de la fonction de Mébius, on a AB = I,.,
d’ou BA = I, ce qui prouve le résultat. 0

Proposition 2.4 (Formules d’inversion de Md&bius) Soient f, g deux fonctions dé-
finies sur E a valeur dans un groupe abélien. Alors

o) = S FX) e f(V) = 3 ulX,Y)g(X),

X<y X<Y
g(X) =Y f(V) & F(X) =D u(X,YV)g(Y).
X<Y X<y

DEMONSTRATION: L’argument est le méme pour les quatre implications, on fait la
preuve pour la seconde équivalence. Pour le sens direct,

doulX.2)9(2) = Y wX.2) Y fY)

X<z X<z ZY
= DY) ). wXx,2)
X<y X<Z<Y
= f(X).

Pour l'implication réciproque, on utilise le lemme 2.3

Sz = >0 > w2, Y)g(Y)

X<z X<ZZ<Y
= D g() > wzY)
X<Y X<ZLY
= g(X).



2.1.3 La fonction u(X)

Comme on I’a fait pour les entiers, on définit pour les arrangements une fonction de
Mobius & une seule variable.

Lemme 2.5 Soit A un arrangement et soit L = L(A). SiY € L et Y #V, alors pour

tout Z € L on a
> wv,x)=o.
XeLlXvy=2

DEMONSTRATION: Remarquons d’abord que X VY = Z implique que X < Z,Y < 7
et r(Z) > r(Y). On raisonne alors par récurrence sur r(Z). Si Z =Y, alors la somme
en question est ) vy =0car Y # V. 5i Z > Y, alors

Z p(V,X) = Z (V. X) — Z w(V, X)

XVYy=2 XVY<z XVy<Z
SIS ED S (D WL
X<z W<X \XVY=W
Le premier terme vaut (0 par définition, et le second est nul par récurrence. 0

Le théoréme suivant donne une propriété importante des signes des fonctions de
Mobius des semi-treillis d’arrangements.

Théoréme 2.6 Si X <Y, alors u(X,Y) # 0 et signe(u(X,Y)) = (—1)") %)

DEMONSTRATION: Puisque la fonction de Mébius du segment [X, Y] est la restriction
de pa, on a u(X,Y) = u(T((Ay)¥X)). 1l suffit donc de prouver I’assertion pour un
arrangement central A pour lequel il faut prouver que u(7T'(A)) # 0 et que signe(u(A)) =
(—1)r(’4). On raisonne alors par récurrence sur le rang de A. Le résultat est évident si

r(A) = 0. Supposons que r(A) > 1. Choisissons H € A et appliquons le lemme 2.5 avec
Y =H et Z=T(A). On obtient

0 = puTA)+ Y u(X)

XeM

= w(T(A)+ > u(T(Ax))

XeM

ou M est 'ensemble de tous les X € L tels que X #T(A) et XVH =T(A).SiX e M
alors,

r(A) )
)+ (X AH)
(H)

r
1.

|
<

XVH
XVH
r(X)

(
r(
(
(X)

IA A IA

+
T +

Ainsi, r(X) = r(A) — 1 et donc r(Ax) = r(A) — 1. Par récurrence, u(Ax) # 0 et
signe(u(Ax)) = (=1)"Ax) = (=1)"~1 Le résultat est immeédiat puisque pu(A) =
=2 xem MAx).



Définition 2.7 Pour X € L, on pose u(X) = p(V, X).

Alors d’apres les propriétés de la fonction de Mobius déja démontrées, ona y y oy p(Y) =

0, et u(X) est du signe de (—1)T(X). La figure 3 donne un exemple des valeurs de la
fonction de Mobius d'un arrangement.

F1G. 3 — Le semi-treillis de 'arrangement zy(x — y + 1)

Remarquons que la fonction de Mdbius vaut toujours —1 sur les éléments de rang 1,
c’est-a-dire les hyperplans.

2.2 Le polyndéme de Poincaré et le polynéme caractéristique
2.2.1 Définition

Définition 2.8 Soit A un arrangement, on définit le polyndme caractéristique de
A par
(A = Y uCopme),

XeL

Définition 2.9 Soit A un arrangement et soit L = L(A), on définit le polynéme de
Poincaré de A par

m(A ) = (A~ = D u() (=),
XeL

Remarquons que le polynome caractéristique est unitaire de degré [, et que les deux
polynoémes sont & coefficients entiers. Dans la suite on utilisera indifféremment 1’'un ou
Pautre de ces polynomes, en fonction de celui qui est le plus facile & utiliser.

Exemples 2.10
Le polynome de Poincaré de 'arrangement vide est m(¢;,t) = 1. Le polynome caracté-
ristique de 'arrangement de la figure 3 est x(A,t) = t> — 3t + 3.

2.2.2 Le théoréme de délétion-restriction

Le polynome de Poincaré a la propriété de bien se comporter par le procédé de
délétion-restriction. Commencons par un lemme préliminaire :

Lemme 2.11 Soit A un arrangement. Alors

(A1) = 3 (~1)Bl(-p)®

BCA

ot la somme porte sur tous les sous-arrangements centrauz B C A.



DEMONSTRATION: Soit S(X) = S(V, X), alors d’aprés le lemme 2.2

(A8 = 3 uX)(y® = ST S ()l ey

XelL XeL \BeS(X)

Si B € S(X), alors T'(B) = X, donc r(B) = r(X). Le résultat en découle car tout
sous-arrangement central de A est dans un seul S(X). 0

Théoréme 2.12 Soit (A, A", A”) un triplet de délétion-restriction. Alors
(A, t) = (A t) +tn(A”t).

DEMONSTRATION: Soit H = Ho 'hyperplan distingué (c’est a dire tel que A" = A\
{H}). On utilise le lemme 2.11, et on sépare la somme sur B en deux sommes R’ et R’
ou la premiére porte sur les B ne contenant pas H et la seconde sur ceux contenant H.
Le méme lemme appliqué & A’ donne R’ = w(A’,t). Pour R”, comme H € B, Ay C B.
Donc si T(B) =Y, alors B € S(H,Y). Posons alors L"” = L(A”). Alors

R’ = Z (_1)\3\(_1:)7’(3)

HeBCA

= Z Z (—1)Bl(—)r™)

YeL" BES(H,Y)

oYY (B gy )

YeL"” BeES(H,Y)

D NIUASICHRE

YEL//
= tr(A",1).
La derniére égalité vient du fait que p” est la restriction de p a L”, donc p”(Y) =
W' (H,Y) et que v satisfait 7(Y) = r"(YV) + 1. m

Ce résultat est vraiment fondamental lorsqu’il s’agit de prouver des formules sur les
arrangements puisqu’il permet un raisonnement par récurrence. Cette récurrence se fait
a la fois sur le nombre d’hyperplans et sur la dimension. En effet, A’ posséde toujours un
hyperplan de moins que A et A” est un arrangement dont la dimension est strictement
inférieure a celle de A.

3 Comptage des chambres des arrangements réels

Dans cette section on considérera le cas ou K = R et A est un arrangement d’hy-
perplans d’un R-espace affine V.

3.1 Nombre total de chambres

Le calcul du nombre de chambres d’'un arrangement réel A est immédiat par la
méthode de délétion-restriction et s’obtient directement a partir du théoréme suivant :

Théoréme 3.1 (Zaslavsky, 1975) Soit A un arrangement réel d’hyperplans. Le nombre
de chambres de A, noté c(A), est donné par la formule :

c(A) =7(A,1).



D’aprés la formule de délétion-restriction 2.12 vérifiée par le polynoéme de Poincaré,
pour obtenir le théoréme par une récurrence basée sur la méthode de délétion-restriction,
il suffit de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2 Soit A un arrangement réel d’hyperplans et soit H € A un hyperplan.
Alors on a :

c(A) = c(A") + c(A").

DEMONSTRATION:  On note C(A) l'ensemble des chambres de A. Soit P l'ensemble
des chambres de C(A’) qui intersectent H et soit @ = C(A) \ P. On a clairement
IC(A")| = |P|] + |Q|. Or H divise les chambres de P en deux chambres de A, sans
modifier celles de @, d’ou |C(A)| = 2|P| + |Q|. D’autre part, on a une bijection entre P
et C(A”) donnée par C'+— C N'H, d’ou |C(A”)| = |P|. D’ou le résultat chercheé. m

Remarque 3.3

Par définition du polyndme caractéristique et d’aprés le lemme sur le signe de p, on
a donc c(A) = Y yop u(X) (=)&) = Sy, |p(X)|. Connaissant le semi-treillis il
est alors tres facile de compter les chambres. Remarquons également que le nombre de
chambres est aussi égal a (—1)4™(V)y (A4, —1).

3.2 Comptage des chambres bornées

Dans cette partie, on se propose de démontrer une formule donnant le nombre de
chambres bornées d’un arrangement réel en fonction du polynéme de Poincaré.

La preuve originale du théoréme suivant a été faite par Thomas Zaslavsky dans [5],
et c’est & cette occasion qu’il a introduit le procédé de délétion-restriction. Toutefois
sa preuve est trés longue et peu éclairante. On se propose ici de le prouver avec une
hypotheése de plus qui simplifie notablement la démonstration, sans restreindre beaucoup
la généralité. Dans la littérature, cette hypothése est souvent omise, conduisant & des
énoncés faux, et méme avec cette hypothése nous n’avons rencontré aucune preuve
“géomeétrique”.

Définition 3.4 Soit A un arrangement réel. On note c,(A) le nombre de chambres
bornées de V' \ Upea H-

On s’intéresse ici aux arrangements qui possédent au moins une chambre bornée,
qui vérifient la propriété suivante :

Lemme 3.5 Si A posséde une chambre bornée, alors il existe dans L(A) un plat qui est
un point.

DEMONSTRATION: Supposons au contraire que A n’a pas de plat qui soit un point.
En particulier, un systéme formé de vecteurs normaux aux hyperplans de A n’est pas
générateur. Soit alors v un vecteur non nul orthogonal & l’espace vectoriel engendré par
un tel systéme de vecteurs normaux. Pour toute chambre C' et tout z € C on a alors
pour tout A € R, x + Av € C, donc C n’est pas bornée. 0

On part alors de 'hypothése que A posséde un plat qui est un point. Afin de procéder
comme précédemment par la méthode de délétion-restriction, il est nécessaire de montrer
que cette condition passe aux arrangements restreint et délété, ce que montre le lemme
suivant :



Lemme 3.6 Si A n’est pas central et posséde un plat qui est un point, alors il existe
H € A tel que les arrangements A’ et A" relatifs a H possédent chacun un plat qui est
un point.

DEMONSTRATION: Soit A un arrangement non central possédant un plat qui est un
point. Comme A n’est pas central, nécessairement, il existe H € A ne passant pas
par ce point. On effectue la délétion-restriction par rapport & un tel H. Clairement,
Parrangement délété A’ posséde un plat qui est un point. Montrons qu’il est en de méme
pour arrangement restreint A”. Comme A’ a un plat qui est un point, un systéme («;)
de formes linéaires associées a des hyperplans de A’ forme une base du dual V*. On
peut alors extraire de (a;) une base de H*, ce qui prouve que A” admet un plat qui est
un point. 0

Montrons alors comment on obtient le nombre de chambres bornées de A a partir
du nombre de chambres bornées de A" et de A” :

Proposition 3.7 Soit A un arrangement contenant un plat qui soit un point x, et
tel qu’il existe un hyperplan H € A tel que H ne passe pas par x. Alors si A est
Uarrangement délété et A" Darrangement restreint par rapport a H on a

cp(A) = Cb(.A/) + Cb(A//).

DEMONSTRATION: On partitionne l’ensemble des chambres de A’ en P, Q, R, S définis
de la maniére suivante :

— P est I’ensemble des chambres bornées de A’ qui ne rencontrent pas H

— @ est 'ensemble des chambres bornées de A’ qui rencontrent H

— R est I'ensemble des chambres non bornées de A’ qui rencontrent H

— S est 'ensemble des chambres non bornées de A’ qui ne rencontrent pas H

Alors il est évident que chaque chambre de P est aussi une chambre bornée de A,
et que chaque chambre de @ est coupée par H en deux chambres bornées de A. On
s’intéresse alors aux chambres de R dont la trace sur H est une chambre bornée de A”.
On veut montrer qu’'une telle chambre est coupée par H en deux chambres de A, dont
I'une est bornée (donc nécessairement l'autre ne l'est pas).

Comme {z} est un plat, il existe [ hyperplans H;, ..., H; tels que ﬂizl H; = {x}. Quitte
a translater, on suppose que x = 0 et on choisit pour coordonnées des formes linéaires
définissant les hyperplans {Hi,...,H,} telles que que la chambre de A’ soit incluse
dans z; > 0,7 = 1,...,1 et qu'une équation de H soit ) , \jz; = a avec a < 0. On
s’intéresse alors & la chambre C de A du co6té de 0, c’est a dire définie par les équations

z;>01=1,...,1
Zi AT > a
l]($) :aj,j = 1,...,p
O les I; sont les formes linéaires définissant les autres hyperplans de A.
La chambre induite sur 'arrangement restreint est alors définie par les équations

2 >0,i=1,...,1
Zi)\ixi:a
li(x) =aj,7=1,...,p

De plus on sait par hypothése que cette chambre est bornée. Ceci signifie donc que tous
les \; sont strictement négatifs, car a < 0. Donc nécessairement, la chambre C de A est

10



bornée.

Nous venons donc de démontrer qu’une chambre non bornée de I’arrangement déleté
coupée par H induit une chambre bornée de A si et seulement si sa trace sur H est bornée
(en fait on vient seulement de prouver le sens réciproque, mais le sens direct est évident).
Nous avons donc maintenant tous les outils pour compter le nombre de chambres bornées
de A. L’ensemble R est partitionné en R’ et R” qui correspondent aux chambres dont
la trace sur H est respectivement bornée et non bornée. On a ¢,(A) = |P| +2|Q| + |R/|.
Or il est facile de voir que |Q| + |R'| = ¢p(A”). On en déduit

a(A) = [P +1QI+ (A"
= a(A) + cp(A”)

La preuve du résultat par récurrence nécessite enfin un dernier lemme :

Lemme 3.8 Si A est central, on a :
er(A) = (=)' (4, -1) = 0.

DEMONSTRATION: On a d’une part en considérant le treillis de A qui comprend comme
unique élément maximal {0} que

(A, -1) = > pX)=0.

X<{0}

D’autre part, un arrangement central n’a pas de chambres bornées. 0

Théoréme 3.9 Soit A un arrangement réel d’hyperplans admettant un plat qui est un
point. Alors on a :

ep(A) = (=1)"Wr(A4, -1).

DEMONSTRATION: On démontre la formule par récurrence sur n + [ pour tout arran-
gement réel A de dimension [ et de cardinal n, possédant un plat qui est un point.

Sil=0cet A= ¢y est vide alors A posséde une unique chambre bornée (voir la
définition) donc vérifie la formule.

Sil > 1etn =1, nécessairement A est central, car il posséde un plat qui est un point.
11 vérifie donc la formule d’apreés le lemme 3.8. Soit A un arrangement réel d’hyperlans
de dimension [ et de cardinal n possédant un plat qui est point.

Si A est central, la formule est donnée par le lemme 3.8. Sinon, on peut appliquer
le lemme 3.6, qui donne un hyperplan H par rapport auquel les arrangements délété
A’ et restreint A" possédent respectivement un plat qui est un point. Par hypothese de
récurrence, on a :

ap(A) = (1) x (A, -1)
Cb(.A”) _ (_1)T’(A//)7T(Al/7_1)

Mais d’aprés la proposition 3.7, par délétion-restriction on a aussi :

cp(A) = Cb(.A,) + Cb(.A”)
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et on sait que les rangs respectifs vérifient :
r(A)=1rA)=letr(A)=1-1.

D’ou :

() = (~1/(r(A, 1) - 7(A", 1))
= (~1)'n(A,-1)

d’aprés la formule de délétion-restriction pour le polynéme de Poincareé.
L’arrangement A vérifie donc la formule et, par récurrence, on a finalement la formule
pour tout arrangement d’hyperlans réel. 0

Remarque 3.10

Le lemme 3.5 nous dit que s’il y a des chambres bornées, alors il y a un point qui est
un plat, et donc d’apres le théoréme précédent, on sait alors compter le nombre de
chambres bornées. Toutefois, dans le cas général, la non nullité de 7(A, —1) ne signifie
pas forcément qu’il y a des chambres bornées, comme en témoigne ’exemple de la
figure 4. L’arrangement en question ne posséde pas de chambres bornées, et pourtant

m(A,—-1) =1
S
i §
|

:\
I
I
I
I
I
I
I
I
I

FiG. 4 — Un arrangement de l’espace sans chambres bornées

Remarque 3.11
Lorsque la formule s’applique, le nombre de chambres bornées s’écrit aussi ¢p(A) =
| > xer #(z)], donc 1a aussi, ce nombre est facile a calculer si on connait le semi-treillis.

Remarque 3.12

Si on considére ’espace vectoriel W engendré par les normales aux hyperplans, alors
on appelle chambre relativement bornée une chambre dont l'intersection avec W est
bornée. La formule prouvée par Zaslavsky dit que le nombre de chambres relativement
bornées est donné par | Y o, #(X)|. Dans le cas ot il y a un plat qui est un point, alors
W =V et les chambres bornées sont exactement les chambres relativement bornées.
Par exemple, dans le cas de arrangement de la figure 4, il y a une seule chambre
relativement bornée.

3.3 Un joli exemple

Donnons un exemple d’utilisation des formules de comptage avec un arrangement a
3 dimensions. Considérons ’arrangement de la figure 5.

Cet arrangement posséde alors 21 chambres et une chambre bornée. En regardant le
treillis, on vérifie que m(A, 1) = " v [W(X)| = 21 et que |[7(A, =1)| = | X xep u(X)| =
1, donc les formules de comptage des chambres sont bien vérifiées.

12



yz(y—z—1)(y+x—1)(z—3) et son

FiG. 5 — L’arrangement défini sur R3 par Q(A)

semi-treillis d’intersection
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4 Les arrangements génériques

Parmi tous les arrangements réels, il existe une famille d’arrangements qui possedent
certaines propriétés dont celle de maximiser le nombre de chambres une fois que 'on
s’est fixé une dimension et un nombre d’hyperplans.

Définition 4.1 On dit d’un arrangement A = {Hy, ..., H,} an hyperplans d’un espace
a | dimensions qu’il est générique s’il vérifie VB C A :

— si #B < 1, alors codim((ycp H) = #B,

~ st #B > 1, alors (yegH = 0.

Exemple 4.2
En dimension 2, cela revient & demander que deux droites quelconques ne soient pas
paralléles et que pour tout choix de trois droites elles ne soient pas concourantes.

FiG. 6 — Un arrangement générique du plan et un non générique

4.1 Expression du semi-treillis et calcul du nombre de chambres

Pour un arrangement générique, il est assez facile de voir a quoi ressemble le semi-
treillis d’intersection, et d’en calculer la fonction de Mobius.

Au rang k < [ le semi-treillis posséde (Z) éléments, ou n est le nombre d’hyperplans.
En effet, les intersections de k hyperplans sont toutes de codimension k et sont deux a
deux distinctes, elles sont donc toutes dans L(A). De plus, chacun de ces éléments X
est inclus dans exactement (’Z) plats de rang i (donc il leur est supérieur dans L(.A)), et
ceux-ci correspondent aux intersections de ¢ des k hyperplans contenant X. Connaissant
la structure de L, on peut calculer la fonction de Mobius :

Proposition 4.3 Soit A un arrangement générique, alors la fonction de Mdbius est
donnée par :

DEMONSTRATION: On raisonne par récurrence sur le rang. La propriété est évidente
pour r(X) = 0 et méme pour 7(X) = 1.

Supposons que pour tous les éléments de rang inférieur strictement a k, on ait pu(X) =
(—1)T(X ) et soit X un élément de rang k. Alors par définition de la fonction de Mébius
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on a

Donc VX € L(A), u(X) = (—1)"%). 0

Ainsi, on peut exprimer le polynéme de Poincaré d’un arrangement

m(A) = Y )=t

XeL

N (7) 0o

k=0

min(n,l) n\
CE 0y

k=0

On en déduit également le nombre de chambres qui est donc égal a Zzlzi%(ml) (Z) De
plus, on remarque qu’un arrangement générique possede des chambres bornées dés que
n > [, car la somme 22:0(—1)]“(2) n’est alors pas nulle, et qu’il y a un plat qui est un

point (considérer I'intersection de | hyperplans).

4.2 Maximisation du nombre de chambres

On montre dans cette partie que les arrangements génériques sont ceux qui maxi-
misent le nombre de chambres, et qu’en “perturbant un peu” un arrangement quelconque,
on obtient un arrangement générique.

On se fixe deux entiers [ et n correspondant respectivement a la dimension de ’espace
et au nombre d’hyperplans. Comme un hyperplan peut étre défini par une équation a
[+ 1 coefficients de la forme a2 + - - - + a;z; = b, on définit une application de R(+D?
(ou encore de 'ensemble des matrices (I + 1) x n) dans I'ensemble des arrangements
de dimension [ et & n hyperplans. Cette application n’est évidemment pas injective (en
permutant les lignes ou en les multipliant par un coefficient non nul, on obtient toujours
le méme arrangement), mais elle est surjective. Si A € RUHD" on note A Parrangement
correspondant.

Lemme 4.4 Soient = et y deuz points de R' qui ne soient pas dans la méme chambre
(du complémentaire) de l’arrangement correspondant a A. Alors il existe un voisinage
U de A dans RUTD™ tel que pour tout arrangement B de U, x et y ne soient pas dans
la méme chambre de B.

DEMONSTRATION: Si x et y ne sont pas dans la méme chambre de A, alors il existe
un hyperplan H de A séparant x et y. On peut supposer que cet hyperplan est défini
par la premiére ligne de A, par I’équation : a1x1 + - -+ 4+ anx, = b. Quitte & permuter
x et y, on peut aussi supposer que » .a;x; > b et Y .a;y; < b. Il existe alors dans
REFD yn voisinage ouvert V de (aq,...,a,,b) tel que ces équations restent vérifiées,
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c’est-a-dire tels que z et y soient toujours séparés par un hyperplan. On prend alors
U=V x REDE=D " quj est bien un ouvert de RUTD™ qui convient. m

Proposition 4.5 Soit A € RV Alors il existe un voisinage U de A tel que pour
tout B dans U, B posséde au moins autant de chambres que A. Autrement dit, le nombre
de chambres ne peut qu’augmenter localement.

DEMONSTRATION: Dans chaque chambre de A, on choisit un point, et on note en-
semble de ces points {z1,...,z,}. Pour toute paire de points {z;,z;} on applique le
lemme précédent pour obtenir un voisinage U; ; de A dont tous les arrangement sé-
parent z; et ;. On considére alors V' = (| U; ; qui est un voisinage de A, et dont tous
les arrangements séparent deux a deux tous les x;, c’est & dire dont tout arrangement
posséde au moins r chambres. 0

Proposition 4.6 Soit A un arrangement non générique, alors il existe un arrangement
B possédant strictement plus de chambres que A.

DEMONSTRATION: Soit un arrangement A4 non générique. Deux cas se présentent :
soit il existe B C A tel que codim((\ycgH) < #B, soit il existe B C A tel que
codim((yep M) > #B.

Dans le premier cas, on considére alors une intersection de p hyperplans, de codi-
mension p — 1 avec p minimal. On choisit les coordonnées de telle sorte que les p — 1
premiéres coordonnées correspondent aux p — 1 premiers hyperplans. Soit alors H le
dernier hyperplan et ). A\;z; = 0 une équation de H. Soit U un voisinage de A comme
dans la proposition précédente. On peut alors prendre e suffisamment petit pour que
I'arrangement B obtenu en remplagant H par I'hyperlan défini par ), \jz; = € soit
dans U. Il posséde alors au moins autant de chambres, et en posséde en fait strictement
plus. En effet, considérons un point = qui vérifie 0 < Y. \jz; < e. Alors, si {z1,...,2,}
sont les points choisis dans chaque chambre de A pour la construction de U, ils sont du
méme coté de H avant sa translation et aprés. Plus rigoureusement, si I'un de ces points
vérifiait Y, Ajxz; > 0 alors il vérifie ), A\jz; > . Donc z n’est pas dans une chambre de
B contenant un des z;. Ce qui prouve bien que B posséde strictement plus de chambres
que A (voir figure 7).

Dans le cas ot il existe B C A tel que codim((\ycgH) > #B, il existe un plat qui
n’est pas un point et qui est strictement paralléle & un hyperplan H de B. On peut alors
modifier suffisamment peu I’équation de H de maniére a ce que 'hyperplan obtenu soit
dans le voisinage U défini par la proposition précédente, et intersecte le plat en question.
L’arrangement obtenu comprend alors strictement plus de chambres que ’arrangement

A, -

Il est maintenant facile de prouver que les arrangements génériques maximisent le
nombre de chambres. En effet, supposons qu’il existe un arrangement non générique A
qui posséde plus de chambres qu'un générique. Alors on peut lui appliquer le théoréme
précédent pour obtenir un arrangement A7 qui posséde strictement plus de chambres.
A1 n’est donc pas générique. On peut continuer de maniére & obtenir un arrangement Ao
possédant strictement plus de chambres, et par récurrence, on peut construire une suite
d’arrangements (A )nen dont le nombre de chambres tend vers l'infini. Or, le nombre
de chambres d’un arrangement a n hyperplans est trivialement majoré par 2", d’ott une
contradiction.
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Fia. 7 — Création de chambres supplémentaires dans le cas d’arrangements non géné-
riques

4.3 Densité des arrangement génériques

On va voir dans cette partie que les arrangements génériques sont denses en un
certain sens, & savoir qu’ils forment un ouvert de Zariski dans ’espace de tous les
arrangements.

Pour cela, étudions a quelles conditions I’arrangement 4 associé & une matrice A de
taille n x (I + 1) est générique.

Déja, l'intersection de p hyperplans doit étre de dimension [ — p pour p < [. Clest
a dire que quels que soient les vecteurs-lignes (deux & deux distincts) A;,...,4;,, la
matrice p X (I + 1) qu’ils forment doit étre de rang | — (I — p) = p. Cette condition se
lit sur les mineurs de la matrice A, et les matrices vérifiant ceci forment bien un ouvert
de Zariski.

Ensuite, si I’on considére l'intersection de p hyperplans avec p > [, elle doit étre vide.
Cela revient a dire que le systéme d’équations suivant ne posséde pas de solutions :

;1171 + 0+ QT = Qiqi4

Qip1Tp + -+ G 1T1 = Gjpl41

Pour que ce systéme n’ait pas de solutions, il faut et il suffit que

Aiyl+1 iy 1 Qi1
¢ Vect : s
Qipl+1 Qipl @il
(A1,...,4;) est de rang au plus [. C’est exactement [, ce que l'on voit en consi-

dérant les | premiéres lignes et ce que nous avons dit précédemment. On veut donc
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rg (Ay,..., A;, Ajp1) = 1+ 1. Ainsi, il faut et il suffit que 'un des déterminants bordants

Qi1 oo - Qg Qgpl41
Qi1 --- 0 Al Gl
Al - - A4l Qg4

soit non nul pour k > [. L’ensemble des matrices vérifiant cette condition forme encore
bien un ouvert de Zariski, donc I’ensemble des matrices correspondant aux arrangements
génériques forme bien un ouvert de Zariski de R?(+1),

En particulier, puisque les fermés de Zariski de R¥ sont de mesure de Lebesgue nulle,
la probabilité pour qu'un arrangement aléatoire ne soit pas générique est nulle.

5 Arrangements d’hyperplans sur des corps finis

A coté des arrangements réels, il est aussi intéressant d’étudier les arrangements
d’hyperplans de V', espace affine sur un corps K fini. Nous verrons d’ailleurs que cette
étude peut étre complémentaire a I’étude précédente, dans le cas ol les arrangements
réels, définis par des équations a coefficients dans 7Z, peuvent étre réduits modulo un
nombre premier q.

5.1 Le résultat fondamental

Remarquons tout d’abord qu'un arrangement d’hyperplans de R™ défini par des
équations a coefficients dans Z (on parle d’arrangement défini sur les entiers) définit un
arrangement de Iy, pour tout nombre premier q. L’étude des arrangements des hyper-
plans définis sur Z s’appuie alors sur le théoréme fondamental suivant, qui permettra
de résoudre des probléemes particuliers au cas par cas, comme nous le verrons dans un
exemple par la suite.

Théoréme 5.1 Soit A un arrangement d’hyperplans de R™ défini sur les entiers, soit
X (A, t) son polynéme caractéristique et soit g un nombre premier assez grand. Alors

X(A,q) = #F;\ ([ H)

HeA

Autrement dit, x(A,q) est le nombre d’éléments du cube [0,q — 1]™ qui ne satisfont pas
modulo q les équations des hyperplans de A.

DEMONSTRATION: Soit X € L(A), et soit dim X la dimension de X comme sous-espace
affine de R"™. Alors dim X est aussi la dimension de X comme sous-espace affine de I,
pour g premier assez grand, et on a alors #X = ¢ X En effet, la technique du pivot
de Gauss s’applique de la méme maniére dans les deux cas, pour peu que g ne divise
pas les coefficients qui apparaissent dans le calcul (ce qui est assuré pour g assez grand),
d’ou l'égalité des dimensions. On construit alors deux fonctions f et g de L(A) dans Z
par :

f(X)=#X
g X)=#X\ J v
Y>X
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On a alors f(X) = ¢@™X et d’autre part f(X) = >y>x 9(Y), d’ot d’apres la formule
d’inversion de Mobius :

#F\ J H)=9(V)= D wV.X)f(X)= > u(V,X)g"™* =x(A q).

HeA XeL(A) XeL(A)

O

Comme ceci est valable pour une infinité de nombres premiers, si on arrive & exprimer
#(F; \ Upeq H), alors on connait le polynome caractéristique de I'arrangement réel de
départ.

Remarque 5.2
On remarque une certaine analogie entre le comptage des chambres des arrangements
réels et le comptage des points pour les arrangements sur les corps finis.

5.2 Un exemple : calcul du polynéme caractéristique de I’arrangement
de Shi

On reprend dans cette partie un exemple d’Athanasiadis [1| qui permet d’illustrer le
théoreme précédent et ’analogie entre le comptage des chambres réelles et le comptage
de points sur Fy.On considére 'arrangement de Shi, noté S, qui est défini (dans R")
par les hyperplans d’équations :

ri—x;=0,1pour 1 <i<j<n

et on cherche a calculer son polynéme caractéristique.

Pour des nombres premiers ¢ assez grands, on a vu que x(S,, ¢) donne le nombre de
n-uplets (r1,...,2,) € Fy qui vérifient les conditions z; —x; # 0 et x; —x; # 1. On voit
un tel n-uplet comme une application de {1,...,n} dans F,, qui envoie ¢ sur sa classe
x; modulo g. On voit alors les éléments de F, comme des cases étiquetées cycliquement
par les classes modulo ¢. La case du haut a pour étiquette la classe nulle, puis la case
suivante dans le sens positif est étiquetée par la classe de 1, etc. Les n-uplets de [F, sont
alors des placements des entiers 1,...,n dans les g cases et x(S,,q) donne le nombre
de placements vérifiant les conditions données précédemment : la condition x; —x; # 0
signifie que 7 et j ne peuvent se trouver dans une méme case, et la condition x; —x; # 1
signifie que ¢ ne peut étre placé dans la case suivant immédiatement celle de j. Cela
signifie que des entiers occupant des cases consécutives doivent étre rangés par ordre
croissant (quand on les lit dans le sens positif du cercle). Pour compter le nombre de
placements, donné par x(S,,q), plagons g — n cases (les cases vides) sur un cercle. Il y
a alors (¢ —n)" ! facons de placer les n éléments de {1,...,n} entre les cases, et une
seule facon de les ranger ensuite par ordre croissant. Ici on a considéré qu’il n’y avait
qu'une fagon de placer le premier élément, par symétrie cyclique de 'arrangement des
q — n cases. Pour obtenir x(S,,q) il suffit donc de multiplier par q.

Théoréme 5.3 Le polynéme caractéristique de l’arrangement S, est

n—1

X(Sn>q) = q(q —n)

On en déduit alors le nombre de chambres de 'arrangement de Shi qui est égal a
(n+ 1)1,
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6 Quelques mots de la cohomologie des arrangements

On évoquera ici rapidement et sans démonstrations quelques résultats sur la coho-
mologie de de Rham du complémentaire d’un arrangement, et son lien avec le polyndéme
de Poincaré et le polyndme caractéristique.

6.1 Quelques rappels de cohomologie

Définition 6.1 Soit M une variété de dimension n, Z*(M) l’ensemble des formes dif-
férentielles fermées et B*(M) l'ensemble des formes différentielles exactes. On définit
alors l’algébre de cohomologie de de Rham par

H*(M) = 2*(M)/B*(M) = @ H'(M)
=0

Définition 6.2 On appelle p-iéme nombre de Betti et on note B, (M) le nombre dim(HP(M)).

En particulier, By(M) est le nombre de composantes connexes de M. On définit alors
le polynéme de Poincaré¢ de M par m(M,t) = > o Bp(M)tF, et la caractéristique
d’Euler-Poincaré par x(M) = n(M,—1) =3 ~,(=1)PB,(M).

6.2 Le cas des corps finis

On a vu que dans le cas d’'un arrangement .4 défini sur les entiers, on avait pour ¢
premier suffisamment grand x(A, q) = #(Fy — Uyeca ™).

On peut aussi considérer le complémentaire de I'arrangement dans Fy', qui est alors
une variété discréte (i.e. de dimension 0). Sa caractéristique d’Euler-Poincaré est alors
égale & son cardinal, donc pour ¢ suffisamment grand, elle est donné par x(A,q), le
polynéme caractéristique évalué en q.

6.3 Les arrangements réels

On considére cette fois-ci un arrangement d’hyperplans de R™. Le complémentaire de
I’arrangement est un ouvert de R", donc est muni d’une structure naturelle de variété de
dimension n. Chacune des composantes connexes est convexe donc contractile et posséde
donc la cohomologie d’un point, donc en fait, la caractéristique d’Euler-Poincaré est
égale au nombre de chambres, et elle est donc reliée au polynome caractéristique par
XR" =UpeaH) = x(A —1).

Si on considére la cohomologie & support compact, alors cette fois seules inter-
viennent les chambres bornées car seul H? est non nul et qu’une forme constante a
support compact sur un ouvert non borné est nulle. Donc la caractéristique d’Euler-
Poincaré est 1a encore reliée au polyndéme caractéristique, via la formule de comptage
des chambres bornées.

6.4 Les arrangements complexes

On considére dans cette partie des arrangements d’hyperplans d’un espace vectoriel
complexe. Dans ce cas, comme il a déja été fait mention précédemment, le complé-
mentaire ne posséde qu’une seule composante connexe, les informations intéressantes
proviennent donc plutét de la connaissance de la cohomologie du complémentaire.

Un résultat fondamental est alors que 'algébre de cohomologie est engendrée par les

<Cf‘—;[> ol les ar sont les polyndmes de définition des hyperplans. On montre ensuite que
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le polyndéme de Poincaré de ’arrangement correspond alors au polynéme de Poincaré
de cohomologie du complémentaire. Ce résultat est vraiment important car il permet de
calculer un objet de nature topologique (le polynéme de Poincaré cohomologique) par
des méthodes purement combinatoires. Au passage ceci nous dit pourquoi le polynéme
de Poincaré s’appelle ainsi...
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