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1 Introduction

Inventé en 1925, le modele d’Ising traduit le comportement d’atomes possédant un spin qui
peut prendre deux valeurs, +1 ou —1. Toutes les configurations, c¢’est-a-dire toutes les facons
de choisir les valeurs des spins, sont possibles, mais ne sont pas également probables : chaque
configuration survient avec une probabilité proportionnelle & e™#7 H étant I’énergie associée
a la configuration, et § l'inverse de la température de I’ensemble. Il existe en effet entre les
atomes proches des interactions qui rendent plus probables les configurations dans lesquelles
les spins de ces atomes ont tous la méme valeur, mais elles sont d’autant plus faibles que la
température du milieu est élevée. Ainsi, a basse température, les spins des différents atomes
prennent presque tous la méme valeur, tandis qu’a haute température, ils se conduisent comme
des variables aléatoires indépendantes. Le passage d’un état a ’autre, qui s’accompagne d’une
discontinuité de certaines fonctions associées au probleme, est appelé une transition de phase
et un des intéréts du modele d’Ising est de permettre son étude.

En outre, il existe de nombreuses applications du modele d’Ising, qui dépassent le cadre de
la physique. Par exemple, certains problemes d’optimisation consistent, s’ils sont exprimés
convenablement, en la recherche du minimum d’une fonction, qui n’est autre que I’énergie dans
un certain modele d’Ising. Or, les configurations pour lesquelles le minimum de ’énergie est
atteint ne sont autres que les configurations dont la probabilité d’étre observées ne tend pas
vers 0 lorsque la température devient nulle. Une bonne connaissance du modele d’Ising et la
possibilité d’effectuer des simulations numériques s’avereraient donc tres utiles dans plusieurs
domaines.

Malheureusement, s’il est possible d’effectuer des calculs exacts pour des atomes formant un
réseau cubique en dimensions 1 et 2, il devient nécessaire de recourir a des approximations des la
dimension 3. De plus, il est difficile d’obtenir des résultats numériques a ’aide d’un ordinateur,
dans la mesure ou le nombre de configurations croit exponentiellement en le nombre d’atomes.
Il faut donc recourir a des modeles simplifiés. En particulier, on peut étudier des “modeles de
champ moyen”, comme le modele de Curie-Weiss, ou les interactions réelles sont remplacées
par des interactions moyennes.

Nous nous intéresserons dans ce texte aux modeles d’Ising sur des graphes, dans lesquels on
considere que deux atomes sont proches s’ils sont placés sur des noeuds du graphe reliés par
une aréte. Plus précisément, nous considérerons des graphes qui sont localement des arbres.
En effet, il est possible de calculer rapidement de maniere exacte certaines quantités dans un
modele d’Ising sur un arbre, et nous verrons dans quelle mesure il est possible d’approximer



une loi d’Ising sur un graphe par une loi d’Ising sur un arbre convenable. Ce probleme a été
étudié par Dembo et Montanari dans [1] et une grande partie de notre rapport sera consacrée
a la présentation des résultats de leur article.

L’étude théorique des graphes aléatoires que nous allons réaliser sera centrée sur le comporte-
ment a la limite thermodynamique, c’est-a-dire pour des graphes dont la taille tend vers 'infini.
Pour relier ces propriétés limites a celle des graphes de grande taille, mais finis, nous avons
mené des simulations numériques informatiques, en nous concentrant sur les deux problemes
suivants : la transition de percolation pour illustrer la structure des graphes aléatoires étudiés
et la simulation du modele d’Ising par une chaine de Markov avec calcul de la magnétisation.
Nous présenterons au cours du rapport les résultats de ces simulations, et une partie du code
en C utilisé est disponible dans ’annexe.

Nous définirons d’abord rigoureusement le modele d’Ising et montrerons brievement son intérét
dans I’étude des transitions de phase, en donnant quelques résultats précis pour le modele de
Curie-Weiss. Nous nous intéresserons ensuite a la possibilité d’approximer les marginales d'un
modele d’Ising sur un graphe par celles d'un modele d’'Ising sur un arbre, ce qui constitue la
premiére moitié des résultats de [1]. Dans une troisiéme partie, nous présenterons rapidement
la méthode de Monte-Carlo, qui représente un autre moyen d’évaluer numériquement ces mar-
ginales. Apres cela, nous expliquerons sans les démontrer entierement les résultats constituant
la deuxieme moitié de [1], qui donnent une formule exacte pour calculer I’énergie libre par par-
ticule dans des modeles d’Ising sur une suite de graphes dont le nombre de sommets tend vers
I'infini, lorsque la suite a la propriété de “converger localement vers un arbre aléatoire”. Enfin,
nous consacrerons une section a l’explication de nos simulations numériques.

Nous remercions MM. Lelarge et Semerjian de nous avoir proposé ce sujet et de nous avoir
aidés comme ils 'ont fait.
Un grand merci également a Héloise pour son précieux soutien moral.

2 Présentation du probleme et définitions

2.1 Graphes : définitions

Nous regroupons dans ce paragraphe la plupart des définitions relatives aux graphes que nous
utiliserons. La lecture n’en est pas indispensable pour la suite de cette section.

Comme nous ’avons vu, nous étudierons des modeles d’Ising associés a des graphes. Il convient
donc de donner quelques définitions relatives aux graphes.

Un graphe G est un couple (V) E), ou V est un ensemble d’entiers positifs, qu’on nomme les
sommets du graphe, et ou E est un ensemble de couples d’éléments distincts de V', qu'on
appelle les arétes de G. On notera (i, j) l'aréte de G entre les sommets i et j.

Si ¢ est un entier, il pourra nous arriver d’écrire “i € G” plutot que “¢ € V7 pour traduire le
fait que ¢ est un sommet du graphe G.

Si i est un sommet de GG, on notera Ji ’ensemble des voisins de i, c’est-a-dire ’ensemble des
j tels que (i,j) € F



On dira que G’ = (V', E’) est un sous-graphe de G si V' C V et E' C E. Dans ce cas, on
appellera frontiere de G’ dans G 'ensemble {i € V' |35 € V' \ V' tq (i, j) € E}.

Si i et j sont des sommets de G, on peut définir la distance de i a j dans G par d(i,j) =
min{n € N|Jig, ..., i, tq ip = 7,4, = j,Vk < n(ix_1,ix) € E}, qui peut éventuellement valoir
+00. Si ¢ est un sommet de G et ¢ un entier positif, on notera B ;(t) (boule de centre i de
rayon t) le graphe dont les sommets sont les j € V' tels que d(i,j) < ¢, et dont les arétes sont
les (i,7) € E telles que i et j sont des sommets de B ;(1).

L’objet de notre travail est d’étudier dans quelle mesure on peut approximer des quantités
définies en fonction de graphes par des quantités définies en fonction de graphes particuliers,
les arbres. Passons donc aux définitions concernant les arbres.

Un arbre T est un graphe (V, E) tel que tous les couples de sommets de T soient reliés par un
unique chemin d’arétes, c’est-a-dire : V(i,5) € V*3ig, ..., 1 tq ig = 1,1, = J, Vk < nlig_1,ix) €
E.

A partir de maintenant, méme si nous ne le précisons pas a nouveau, tous les graphes que nous
considérerons seront finis, a ’exception éventuellement des arbres, qui pourront étre infinis mais
dont tous les sommets auront nécessairement un nombre de voisins fini.

Pour tout arbre T' = (V, E'), nous noterons |T| = Card V.

La plupart du temps, nous distinguerons un sommet * de T' qu’on appellera racine de I'arbre.
On note A I'ensemble des arbres munis d’une racine.

A partir de cette racine, nous pouvons transformer notre arbre en arbre généalogique : si i est
un sommet de V différent de la racine *, on appelle son parent 'unique sommet p tel qu’il
existe g, ..., i, tels que ig = %, i,_1 = p, i, = i et (ix_1,ix) € E pour tout k < n. D’apres la
définition d’un arbre, tout sommet (autre que la racine) a un et un seul parent.

Si ¢ est un sommet de 7', ses enfants sont les sommets de T dont i est le parent. On notera
généralement A; le nombre d’ enfants du sommet ¢ et on appellera degré maximal de T
I'entier (éventuellement infini) max{A;|i € V'}.

Si T et T sont des arbres, on dira que 17" est un sous-arbre de T si 7”7 est un sous-graphe
de T'. De plus, si G est un sous-graphe de ’arbre T et si ¢ est un sommet de G, on appelle
sous-arbre maximal contenant ¢ de GG le plus grand sous-arbre de T dont ¢ est un sommet qui
soit un sous-graphe de G (on dit que 7" = (V’, E’) est “plus grand” que 7" = (V" E") lorsque
V" C Vet E” C E'). On vérifie facilement que le sous-arbre maximal existe et est unique.

Si T est un arbre ayant une racine * et [ un entier positif ou nul, on notera 7'() le sous-arbre
de T constitué des | premieres générations de T. Plus précisément, T'(0) = {{x},0} et, pour
tout k € N, T'(k + 1) est Iarbre dont les sommets sont les sommets de 7'(k) et les enfants dans
T des sommets de T'(k), et dont les arétes sont les arétes de T qui relient deux sommets de
T'(k). On notera OT'(I + 1) 'ensemble des sommets appartenant a 7'(I + 1) mais pas a T'(1).
On dira que deux arbres T7 = (Vi, Ey) et Ty = (Va, E3), de racines respectives #; et xg, sont
égaux (et on le notera 77 &~ T3) s’il existe une bijection f : Vi — V5 telle que f(*1) = 3 et
(1,7) € By < (f(i), f(j)) € Es. Soit F: A — A telle que F(T) ~ T pour tout T' € A et, pour
tous 17 et Ty tels que Ty ~ Ty, F(T)) = F(T5). Soit, pour tout T' € A, fr la bijection entre les
sommets de F'(T) et ceux de T



Terminons ce paragraphe par quelques définitions concernant les arbres aléatoires.

On dira que T est un arbre aléatoire si T' est une variable aléatoire a images dans A.

Si T est un arbre aléatoire, A un arbre et r un entier positif ou nul tels que P(T'(r) =~ A) > 0,
on définit I'espérance sachant que T'(r) &~ A par : pour toute fonction g : A/ ~— R,

E(g(T)(T(r) = A))
E(I(T(r) = A))

(ou I(T'(r) =~ A) vaut 1 si T'(r) =~ A et 0 sinon)
On peut alors définir Ep(,y, I'espérance par rapport a T(r) par Ep,) = Ep,1¢), soit
'espérance conditionnelle par rapport a T'(r). Pour toute g, Er(y(g(7)) est donc une variable
aléatoire réelle. On remarquera que, pour toute fonction g bornée, E(Ery(g(T))) = E(g(T)).
Nous nous intéresserons plus particulierement aux arbres aléatoires conditionnellement indépendants.
Soit T' € A. On dit qu’il est conditionnellement indépendant si, pour tout r € N*, les arbres
constitués des descendants d'un sommet de 9T'(r) sont indépendants conditionnellement a 7'(r).
Soyons plus précis. Si ¢ est un sommet de 7', on note T; le sous-arbre de T constitué de i et de
tous ses descendants. On dit que T est conditionnellement indépendant si, pour tout r € N*,
pour tout A € A tel que P(F(T'(r)) = A) > 0, en notant iy, ..., i, les sommets de dA(r), pour
toutes fonctions g1, ..., g, : A — R :

Erra(9(T)) =

Erra (g1 (TfT(r)(il) )---Gn (TfT(in))) =Erp4 (91 (TfT(r) (h)))"'ET,T,A (9n (Tf:r(r) (%)))

Soit A > 0. Si T € A, on dit que T" a un nombre moyen d’enfants borné par A si, pour
tout € N, pour tout A € A tel que P(F(T(r)) = A) > 0, pour tout sommet i de OA(r) :

ET,T,A(AfT(T)(’L')) S A

(A, désignant pour tout j le nombre d’enfants du sommet j)

2.2 Le modele d’Ising

Si N est un entier strictement positif, on appelle configuration du modele d’Ising a N par-
ticules un N-uplet (oq,...,0n) ou les o; valent +1 ou —1. On appelle alors o; le spin de la
particule 7.

On définit ’énergie d’'une configuration oy, ..., o par la formule suivante :

H(O’l,...,O'N):—ﬁ Z JZ‘,]‘O'Z‘O'J‘

1<i<j<N

ou 3 et les J; ; sont des constantes, avec 3 > 0.
On définit enfin une mesure de probabilité p sur 'ensemble C des configurations par :

67H(0'1,...,JN)
01y, ON) =
/’L( 1y -2 N) ZN
ou sy = > e H(o1-0N) et appelé la fonction de partition.

(0'1,...,G'N)€C



Nous nous intéresserons ici au cas particulier des modeles d’Ising sur des graphes : pour un
graphe G = (V, ), dont 'ensemble V' des sommets est I’ensemble {1, ..., N}, on prendra J; ; = 1
si les entiers ¢ et j sont reliés par une aréte et J; ; = 0 sinon. On aura alors :

H(oq,...,on) = =0 Z 0,0

(i,9)€E

Le modele d’'Ising possede plusieurs interprétations physiques.
Considérons par exemple un modele d’Ising sur un graphe cu-
bique de dimension d. Il s’agit alors d’une modélisation du com-
portement de N atomes répartis sur un réseau cristallin cubique
(de dimension d), comme sur la figure 1. Le spin o; représente le
moment magnétique du i-eme atome (c’est-a-dire un vecteur ca-
ractérisant I'interaction de la particule avec le champ magnétique
extérieur, qui peut avoir deux orientations opposées : vers le haut,
ce qui correspond au cas o; = 1, ou vers le bas, ce qui corres-
pond au cas 0; = —1). Les moments magnétiques voisins inter-
agissent entre eux, et I’énergie du systeme est d’autant plus basse
qu'un grand nombre de paires d’atomes voisins ont leurs moments
magnétiques respectifs alignés. D’apres les lois de la physique sta-
tistique, la probabilité d’observer une certaine configuration de
moments magnétiques est donnée par la mesure de probabilité y définie précédemment, ou (3
est 'inverse de la température du réseau cristallin.

Comme nous ’avons dit dans l'introduction, I’étude du modele d’Ising dépasse en fait le cadre
de la physique, puisqu’il en existe des applications a des sujets comme la théorie de I'information
ou certains problemes d’optimisation.

F1Gg. 1 — Réseau cristallin a
deux dimensions

2.3 Les transitions de phase

Un des intéréts du modele d’Ising est de permettre I’étude des transitions de phase de certains
systemes physiques. Par exemple, dans le cas d’'un matériau constitué d’atomes munis d’un
moment magnétique, on peut observer expérimentalement une transition de phase entre les
états ferromagnétique et paramagnétique : a basse température, c¢’est-a-dire quand la constante
£ du modele d’Ising est tres grande, les configurations ou les spins sont tous identiques sont
beaucoup plus probables que les autres configurations, et les moments magnétiques des atomes
du matériau ont tendance a avoir tous la méme orientation. On dit alors que le matériau a
un comportement ferromagnétique. A haute température, en revanche, c’est-a-dire quand [
est tres proche de 0, toutes les configurations ont approximativement la méme probabilité et
les moments magnétiques des atomes se comportent presque comme s’ils étaient indépendants.
On dit que le matériau a un comportement paramagnétique. Le passage d’un état a 'autre
constitue une transition de phase.

Pour étudier les transitions de phase dans le modele d’Ising, il est nécessaire d’introduire une



grandeur supplémentaire, l'aimantation :

1
m(0'17 "'7UN> - N Zai

Nous nous intéresserons plus précisément a I’aimantation moyenne (c’est-a-dire a la moyenne de
I'aimantation sur toutes les configurations, pondérée par les probabilités des configurations) :

_ —H(01,...,0N)
m)y = — m(oy,...,on) €
< > ZN Z ( 1y N)
(01,0 N)E{~1,+1}
Malheureusement, les configurations (oy, ...,0n) et (=01, ..., —oy) ont la méme probabilité, et

I’aimantation moyenne est toujours nulle. Pour que ’étude de cette grandeur soit intéressante,
il faut donc briser la symétrie entre les configurations en introduisant un terme supplémentaire
dans ’énergie associée a une configuration. Dans la suite du paragraphe, nous utiliserons alors
la définition suivante de ’énergie, pour un graphe G dont ’ensemble des sommets est V' =
{1,..., N} et dont I’ensemble des arétes est noté £ :

N
H(O’l, ...,O'N) = —ﬁ Z 0,05 — BZO’Z
(1,J)eE 1=1
(ou B est un réel)
Dans le cadre de I’étude d'un matériau constitué d’atomes possédant un moment magnétique, la
modification de 'expression de 1’énergie que nous venons d’introduire correspond a ’ajout d’un
champ magnétique externe au matériau, selon la direction duquel les spins auront tendance a
s’aligner. Lorsque le comportement du matériau est ferromagnétique, la limite de I'aimantation
moyenne quand B tend vers 0 en restant positif est strictement positive. En revanche, lorque
le comportement est paramagnétique, cette limite est nulle.

Etudions a titre d’exemple le cas particulier du modele de Curie-Weiss, dans lequel il est possible
d’effectuer des calculs exacts, comme dans [9] et [3]. Le modele de Curie-Weiss est la restriction
du modele d’Ising au cas des graphes complets (c’est-a-dire des graphes ou il existe une aréte
entre chaque paire de sommets), ot 'on modifie 1égerement I’expression de I’énergie, en ajoutant

un facteur &, ce qui donne alors :

N
5 N

H(O’l, ...,O'N) == —N Z 0,05 — BZUz
=1

1<i<j<n
L’invariance de H par permutation des o; permet de simplifier le calcul des différentes quantités
du probleme. On peut alors démontrer le résultat suivant :

Théoreme 2.3.1 Sion fixe § > 0 et B > 0, l'atmantation moyenne du modele de Curie- Weiss
correspondant a ces constantes 3 et B, a N particules, qu’on note (m)y admet une limite, me
lorsque N tend vers +o0o. Cette limite est l'unique solution sur [0;1] de l’équation :

Moo = tanh(fme, + B)



La démonstration de ce théoreme se trouve dans l’annexe (section 7.1).

Nous nous intéresserons toujours aux limites des différentes quantités lorsque la taille du systeme
(ici N) tend vers l'infini car, lorsque la taille du systéme est finie, toutes les grandeurs que nous
aurons définies seront des fonctions infiniment dérivables de (3 et B (puisqu’elle s’exprimeront,
comme (m), en fonction de sommes finies d’applications infiniment dérivables). Pour pouvoir
étudier les discontinuités qui caractérisent les transitions de phase, il nous sera donc nécessaire
de considérer les limites en +oo.

La figure 2 représente les variations de m.,

. Moo B=15B=0,4 en fonction de 3, a B constant, pour différentes
[ — valeurs (‘ie B. Nm}s‘ pouvons observer sur
le graphique (et vérifier par le calcul) que,
0.75 lorsque B tend vers 0 par valeur supérieure,
I’aimantation limite mq, est nulle si § <

0.5 1 et strictement positive si # > 1. Un matériau
constitué de particules munies de moments
0,25 magnétiques dont 1’énergie serait définie
comme dans le modele de Curie-Weiss se-
. ) rait paramagnétique pour § < 1 et ferro-
0 s Y e "y y iy g magnétique pour 8 > 1. Il y a donc une

transition de phase en g = 1.

En 1925, le physicien Ernst Ising étudia
dans sa these le cas du modele d’Ising sur
un graphe cubique unidimensionnel (c’est-
a~dire sur une simple chaine), dans lequel il n’existe pas de transition de phase. En 1944,
Lars Onsager réussit, par un calcul exact de 'aimantation limite, a montrer I’existence d’une
transition de phase pour un graphe cubique a deux dimensions et a calculer la température de
la transition de phase. On ne sait pas, pour l'instant, effectuer ce calcul en trois dimensions.

Fic. 2 — Aimantation en fonction de [, pour
différentes valeurs de B

Remarque : Le modele de Curie-Weiss est un modele d’approximation de champ moyen :
I’énergie par spin est définie comme la moyenne des énergies diies a l'interaction avec tous les
autres spins. C’est ce qui justifie la présence du % dans 'expression de I’énergie : il ne s’agit pas
d’une somme d’interactions avec toutes les autres particules mais d’une moyenne d’interactions.
Pour un systeme physique de particules munies de moments magnétiques, cela correspondrait
a faire 'approximation que, pour une particule donnée, la moyenne du moment magnétique de
ses voisines est a peu pres la méme que la moyenne du moment magnétique de ’ensemble des
particules du systeme, et donc que I'énergie résultant de son interaction avec ses voisines peut
s’exprimer comme une moyenne d’énergies d’interaction avec toutes les particules du matériau.

2.4 L’énergie libre

Evoquons maintenant 1’énergie libre. Il s’agit d’'une quantité utile en physique, en particulier
car elle permet de calculer le travail pouvant étre fourni par un systeme thermodynamique. Elle
est définie de la facon suivante :



F=logZ

(ou Z est la fonction de partition du modele d’Ising considéré)
En fait, on la définit d’habitude plutot par F' = IO%Z , mais nous prendrons F' = log Z pour plus
de simplicité.

Dans le cas du modele de Curie-Weiss, que nous avons étudié au paragraphe précédent, on peut
montrer que, lorsque N tend vers +oo, 1’énergie libre par particule Fy = ]lv log Zn converge
vers :

inf
nf ()
(avee ¢(x) = 2822 +22(B — ) —axlnz — (1 —2)In(l —2) + £ — B)
Cette affirmation constitue le théoreme 7.1.4 du paragraphe 7.1 de I'annexe, auquel on pourra
se référer pour la démonstration.

Il est difficile, de fagcon générale, de montrer que 1’énergie libre par particule converge, lorsqu’on
considere des modeles d’Ising sur une suite de graphes dont la taille tend vers l'infini, et de
calculer la limite (si elle existe). En outre, le calcul numérique (méme approximatif) de 1’énergie
libre d'un systeme est difficile, et le but de la section 5 sera justement de donner une méthode
de calcul de la limite a I'infini de cette énergie, pour une suite de graphes vérifiant certaines
hypotheses.

3 Calcul approché des marginales par envoi de messages

Calculer de fagon exacte une loi d’Ising sur un graphe est difficile, puisqu’il faut effectuer une
somme sur l’ensemble des configurations du graphe, dont le cardinal évolue exponentiellement
en la taille du graphe. En revanche, il est possible d’effectuer ce calcul rapidement sur un arbre
fini, ce qui fournit une méthode pour calculer de fagcon approximative les marginales d’une loi
d’Ising sur un graphe a la présentation et a la justification de laquelle cette partie est consacrée.

3.1 Notations et définitions

Soit G = (V, E) un graphe. Soit §# un réel positif ou nul. Soit {B;};cy) un ensemble de réels
positifs indexés par les éléments de V.

Soit C = {—1;+1}V l'ensemble des configurations sur I'ensemble V. Soit p la mesure (de
probabilité) sur C telle que :

o H({o:})
ZN

ou H({o;}) =—0 > 0i0; — > Bjo; est I'énergie de la configuration {o;}
(iJ)€E i€V

N({Ui}z’ev) =



et Zy = 5. e HU%D gt la fonction de partition.
({oih)eC

On appellera p la mesure (ou loi) d’Ising associée au graphe G, a la température
inverse [ et au champ magnétique {B;}.

On parlera parfois, lorsque B sera un réel positif, du champ magnétique B pour désigner le
champ magnétique {B;} avec B; = B pour tout i.

Si U est un sous-ensemble de V', on peut définir py, la marginale de p sur U : uy est la
mesure de probabilité sur {—1; +1}Y telle que :

po({oitier)) = n({{oi} € C tq oy =0} Vj € U})

Pour toute fonction f : C' — R, on notera (f), la moyenne de f pour la mesure d’'Ising y,
c’est-a-dire :

(Hu= D flohu{o})

{0’1‘}60

Si 1 et po sont deux mesures de probabilité sur un ensemble E, on peut définir leur distance
en variation totale || — pof|lvr = 33 [ ({i}) — pa({i})|.
i€k

Nous considérerons parfois des modeles d’Ising sur des arbres aléatoires. Il est donc nécessaire
de savoir définir un champ magnétique sur un arbre aléatoire.

On dira que {B;}en) est un champ magnétique si, pour tout i, B; est une fonction de A
dans R*, et si la propriété suivante est vérifiée :

pour tout r € N, pour tous T3, T» € A tels que T1(r) ~ T(r), pour tout sommet i de T3(r),
Bi(Th) = By, (5116 (T2)-

Cette propriété traduit 'idée que, B; représentant le champ magnétique au sommet i, si deux
arbres ont leur r premieres générations égales, alors les deux ensembles de champs magnétiques
sur les sommets de ces r premieres générations sont égaux.

Pour alléger les notations, nous parlerons d'un arbre aléatoire 7" muni d’un champ magnétique
{B;} et nous noterons B; au lieu de B;(T).

3.2 Inégalités classiques a propos du modele d’Ising sur des graphes

Nous admettrons dans la suite de ce texte les deux résultats suivants, qui nous permettront de
comparer des lois d’'Ising définis a partir de parametres différents.

L’inégalité de Griffiths est démontrée dans [7]. On trouvera dans [5] une démonstration de
I'inégalité GHS (Griffiths-Hurst-Sherman) a I’aide de I'inégalité FKG (Fortuin-Kasteleyn-Ginibre),
qui est, quant a elle, démontrée dans [2].

Théoréme 3.2.1 (Inégalité de Griffiths) Soient G = (V, E) et G' = (V, E') deuz graphes sur
le méme ensemble de sommets. Soient 3 et 3" des constantes positives; soient {B;}ev) et
{B}uev) des ensembles de réels positifs. On note p (resp. ') la mesure d’Ising associée au



graphe G (resp. G') avec température inverse 3 (resp. 3') et champ magnétique {B;}ucv) (resp.
{Bi}uevy). Si ECE', 3 < et B; < Bj pour touti € V', alors pour tout U C V :

0< <H0i>u < <H0i>u’

icU 1eU

Dans le cas on U = {i} est un singleton, la deuxiéme partie de 'inégalité peut s’interpréter
physiquement de la fagon suivante : si on augmente le champ magnétique (qui tend a aligner les
spins vers le haut), si on diminue la température (qui réduit 'agitation moléculaire et favorise
donc l'alignement dans le méme sens des spins), ou si on augmente le nombre d’interactions
entre les particules (qui favorisent également ’alignement des spins), alors le spin de la particule
1 est plus fréquemment orientée vers le haut.

Théoréme 3.2.2 (Inégalité GHS) Soient G = (V, E) un graphe et 5 un réel positif. Pour
tout B = {B;}ucv) un ensemble de réels positifs, soit pp la mesure d’Ising associée au graphe
G avec température inverse 3 et champ magnétique B. St j est un élément de V', on note
m;(B) = (o), La fonction m; : RY — R est deuz fois dérivable et, pour tous k et | dans V :

0*m;(B) <0
0B,0B, —

3.3 Le modele d’Ising sur les arbres

Alors qu’il est difficile d’étudier des lois d’Ising sur des graphes quelconques, on peut obtenir
des résultats exacts si les graphes sont des arbres. Notre but est de comprendre dans quelle
mesure il est possible d’approximer une loi d’Ising sur un graphe par une loi d’Ising sur un
arbre soigneusement choisi. Il nous faut donc tout d’abord obtenir quelques résultats a propos
des lois d’Ising sur des arbres; c’est 1’'objet de cette sous-partie.

Le lemme suivant nous sera souvent utile, dans la mesure ou il permet de ramener 1’étude de
la marginale sur un sous-arbre d’une loi d’Ising sur un arbre a 1’étude directe d’'une loi d’Ising
sur le sous-arbre.

Lemme 3.3.1 Soient T = (V, E) un arbre fini et U = (V' E') un sous-arbre de T'. On note OU
la frontiére de U dans T'. Soit p la mesure d’Ising associée a T, pour une température inverse
B et un champ magnétique {B;}ucvy. Pour tout i € OU, on note T; = (V;, E;) le sous-arbre
mazximal contenant le sommet i du graphe (V, E\ E') et u; la mesure d’Ising associée a T; avec
température inverse 3 et champ magnétique {B;}jev,).

Soit py la marginale de p sur V'. La mesure uy est la mesure d’Ising associée a U, pour la
température inverse (3 et le champ magnétique {B]}evr), avec :

B! = atanh({(0;),,) > B; sii € 0U
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La démonstration de ce lemme se fait par le calcul (on la trouvera dans [1]). Elle permet
d’aboutir a I'égalité suivante, qui est intéressante car elle permet, par récurrence, de calculer
exactement les aimantations moyennes dans des modeles d’Ising sur des arbres, et sur laquelle
repose la définition des h; du théoreme 5.2.1 :

Si on note, pour tout i € AU, ki, ..., ka, les enfants de 7 dans T; (avec racine en i) et T}, I'arbre
constitué de k; et de tous ses descendants dans T;, on a :

Ay
B = atanh({0;),,) = Bi + Y _atanh(tanh(3) (O, Jur, )
j=1 '
(on fiy, désigne la mesure d’Ising pour I'arbre T}, associée a la température inverse (3
et au champ magnétique {B;})

Deux lois particulieres, qui sont définies ci-dessous, joueront un grand role dans nos démonstrations,
puisque lorsque nous voudrons étudier une loi d’Ising, nous la comparerons généralement a ces
deux lois “de référence”.

Soient T' = (V, E) un arbre et [ un entier strictement positif ; soient 3 une constante positive et
{Bi}(ev) un champ magnétique. La loi d’'Ising associée a T'(I) = (V}, F;) avec conditions au
bord libres, pour la température inverse 3 et le champ magnétique {B;} est définie par :

Ml’o({Uz’}(iGVz)) Z“) exp (0 Z 005 + ZB ;)

(i,5)EE; i€V

(ot Z0 est la constante de normalisation adaptée)
On définit de méme la loi d’Ising associée a T'(l) = (V}, E;) avec conditions au bord positives,
pour la température inverse 3 et le champ magnétique {B;} :

it ({oitaen) = Zl+ exp (B Y 00+ Y Bioy)I(o; = 1Vi € OT(1))

< 4. eE‘l eV

(o1 Zb* est la constante de normalisation adaptée, et ou I désigne la fonction qui vaut 1

si la condition qui suit est vérifiée, et 0 sinon)
La loi d’Ising avec conditions au bord libres est en
fait simplement la loi d’Ising sur le graphe T'(1), as-
sociée a la restriction aux sommets de 7(/) du champ
magnétique défini sur tous les sommets de T'. La loi
d’Ising avec conditions au bord positives représente
la limite de la loi d’Ising sur le graphe T(I) lors-
qu’on fait tendre vers +o0o le champ magnétique ap-
pliqué aux sommets de 9T'(1). Il nous arrivera parfois pyq. 3 Comparaison des modeles
de parler de champ magnétique ayant une (ou plu- d’Ising avec conditions au bord libres (a
sieurs) composante(s) égales a +o0o au lieu de parler gauche) et positives (& droite)
de la limite lorsqu’on fait tendre cette (ou ces) com-
posante(s) vers +00.
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Nous verrons par la suite que lorsque nous aurons a considérer un modele d’Ising sur une partie
de T contenant 7'(l), nous pourrons généralement encadrer sa marginale sur 7'(/) par les deux
lois que nous venons de définir. En utilisant le théoreme suivant, qui nous permettra d’évaluer
la différence entre ces deux lois, nous pourrons alors majorer la différence entre la loi que nous
souhaiterons étudier et les lois avec conditions au bord respectivement libres et positives.

Théoréeme 3.3.2 Soit A > 0. Soient 0 < Bpin < Bmax €t Bmax > 0. Il existe A et \ dépendant
de Bmax, Bmin, Bmax €t A, et C dépendant de [pax €t Bmax tels que, pour tous r,l € N avec
I > r et pour tout arbre aléatoire T conditionnellement indépendant avec un nombre moyen
d’enfants borné par A, muni d’un champ magnétique {B;} vérifiant que B; < Bpax pour tout
i €T(l—1) et B; > Buyin pour tout i € T(l), alors :

L L, —A(l—r r
EHMT—(’;) _MT[ZT)HVT < Ae Al )]E(C|T( )|>

ot /Llﬁr) et ,LLZYZO(T) sont les marginales sur T'(r) des mesures d’Ising associées a T(l), pour une
température inverse 3 < Pmax quelconque et le champ magnétique { B;} avec conditions au bord
respectivement positives et libres.

Démonstration :
Soit Gnae = B > 0 une température inverse fixée pour toute la démonstration.

Pour tout s € N et pour tout B. > 0, on note 7, gp_ l'ensemble des arbres aléatoires T
conditionnellement indépendants, ayant un nombre moyen d’enfants borné par A, munis d’une
température inverse 5 < fax €t d'un champ magnétique {B;} de telle facon que B; > B pour
tout i € T(s) et B; < Byax pour tout i € T'(s — 1).

Premiere partie :
Dans cette partie, nous montrerons comment nous ramener au cas ou r = 0.

Soient r et [ des entiers, avec [ > r et soit T' un arbre aléatoire muni d’un champ magnétique
{B;} appartenant a 7, g, ,. .

Pour tout r > 0, on notera T'(r) = (V,, E,).

Pour tout i € 9T (r ), on note 7! le sous-arbre de 7' constitué de i et de tous ses descendants.
On note v;" (resp. 1) la marginale sur {i} de la loi d’Ising sur T}(I — r) avec la température
inverse (3 et le champ magnétique {B;} restreint a 7], pour des conditions au bord positives
(resp. libres).

Le principe est d’exprimer uff(r) et ,ulT’[zr) en fonction des v et des 1/, ce qui nous permettra de

transformer l'inégalité sur || MT ") Nif(zr)HVT en une inégalité sur les ||v;" — 12|y r.
On montre par le calcul que, pour tout {o;};cv. :

NT(T)<{ oi}) = {UZ H v (o)

j€OT (1)

et :

i o) = T4 T wtia)

j€OT(r)
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ou f({oi}) =exp(B >, oioj+ > Bioi)

(i,J)EE, i€Vr_1
et ot Z* et ZY sont les constantes de normalisation adaptées.

On pOSe fmin — ef(ﬁmax+Bmax)‘T("')| et fmax — e(ﬁmax‘f’Bmax”T(r)"

Pour tout {O_i}iEVM fmin S f({az}) S fmax'
On peut déduire de ces remarques I'inégalité suivante :

4f2
l7 l,O max
ity = bt llve < =g (Z Iy = o llvr)

mln 1€0T(r

(pour plus de précisions, on pourra se référer au paragraphe 7.2.1, dans 'annexe)
Si on pose ¢ = et PmaxtBmax) on g

ity = pitllvr < 47O (S it = Pl )
i€dT(r)
11 suffit donc de montrer I'existence de A’ et X ne dépendant que de Opnax;, Bmins Bmax €t A tels
que, pour tous [ et 7, si T € Tj p,,., pour tout i € OT(r), Erpy(||v;" — 10||vr) < Ale =),
ce qui revient a effectuer la preuve dans le cas ou r = 0 (en prenant comme arbre aléatoire
T! , qui est conditionnellement indépendant avec nombre moyen d’enfants borné par A, et en
remplagant [ par [ —r).
En effet, on aurait alors, pour tout 7' € 7, g

s> Pmin °

- T)(||Né/7“—(~_r) . NZJL?T)HVT) S 4A/6—>\(l—r)c|T(r)| X |8T(7‘)|
< 4A'6—A(l—r)CIT(r)I|T(r>| < 4A/6—A(l—r)(ec)\T(r)l

(puisque [T(r)] < eT0))
Et donc :

I, A i
(H”T(r) 'LLT?T)HVT) < Ae M )E(CIT( )|)
(si on pose C' =ecet A=4A")

Deuxieme partie :

Dans cette partie, nous désignerons toujours par * la racine des arbres que nous considérerons.
Si T est un arbre aléatoire, n un entier positif et {B;} un champ magnétique sur T'(n) (ou,

/o n,+ n,0

plus généralement, sur un sous-arbre de 7' contenant T'(n)), on notera myp, \ (resp. myp,)
I’aimantation moyenne a la racine , ¢’est-a-dire la moyenne de o, dans le modele d’Ising associé
a larbre T'(n) avec température inverse 3 et champ magnétique {B;}, avec conditions au bord
positives (resp. libres). Rappelons qu’il s’agit d’un réel appartenant a Uintervalle [0; 1].

Montrons qu’il existe A’ et A ne dépendant que de Bmaxs Bmin, Bmax €t A tels que, pour tout
entier [ € N* et pour tout 7' € 7; p_, . muni d'un champ magnétique {B;} :

min

1
1,0 _ 1 I+
2E||u{ ,u{ }||VT<A6

]E|mT{B}
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Introduisons la notion de corrélation : si ¢ et j sont deux sommets d’un arbre 7', on appelle
corrélation de i et j sur 7" avec champ magnétique {By} le réel (0;;0;)rp, défini de
la maniere suivante :

(03 03) 1481} = (0105) s = (Oi)ur (O3 e
(ur désignant la loi d’Ising sur T" avec température inverse [3
et champ magnétique {By})

La notion de corrélation nous sera utile dans la mesure ou, si 7" est un élément de 7; p_ pour un

certain [ € N et un certain B. > 0, les deux quantités mlT’T{B ) mT (B €t 8; (045 00) 1), {B:}
S
sont fortement liées :
D’une part,
I+
My gy — mT{B} < Z 04 0i)T(1),{Bi}

1€dT (1)

D’autre part, si on note B; = By pour k n’appartenant pas a 07'(l) et B, = By — % sinon,
on a:

2 I+ 1,0
Z <O'*;O'i>T(l),{Bi} < B—(mT (B} —my, {B/}>
icaT (D) min

Pour la démonstration de ces inégalités, on pourra se référer au paragraphe 7.2.2 de 'annexe.

D’apres la premiere de ces deux inégalités, il suffit de démontrer qu’il existe A’ et A dépendant
de Bmax, Bmin, Bmax €t A tels que, pour tout [ et pour tout 7' € 7,

E ( Z (00070 1By) < Ale™M

i€dT ()

min °

Les deux lemmes suivants vont nous permettre d’effectuer cette démonstration :

Lemme 3.3.3 Il existe une fonction ¢ : R — R* (croissante en chacune de ses deuz va-
riables) telle que, pour tout arbre aléatoire T' muni d’un champ magnétique {B;} et tout k > 0,
la propriété suivante soit vraie :

Si s est un sommet de T (k) et si (i, ) est une aréte de T'(k) se trouvant sur le chemin reliant
la racine x et le sommet s (avec © plus proche de * que de s), et si on note t Uentier tel que i
appartient a OT(t), alors :

(05 05) 100,18,y < (B, Bi){0w; 00) (1), 18,3 (053 Os)T! (k-t-1),{B:}

(ou T est le sous-arbre de T' constitué de j et de tous ses descendants, avec racine en j)

Lemme 3.3.4 Pour tout B. > 0, il existe (Yp_n)men) une suite de réels ne dépendant que de
B, et de [Bmax, convergeant vers 0, telle que, pour tout | € N* et pour tout T' € T p_ :

|mT{B} mT{B }| < VB
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Pour les démonstrations, on pourra se référer aux paragraphes 7.2.3 et 7.2.4.
Notons S; = sup E( > (0.00)70),(B:1)-
T€T B, i€dT()
L+ 1,0

Comme 82()(0*,02> OB} < ﬁ(mT{Bg} mT{B,}) < Bmm’ S < Bim < 400 pour tout
i€dT(l
leN.

Soient [; et [y deux entiers strictement positifs. Montrons que Sy, 11, < Ac(Bmax, Bmax) St Stp—1-
Soit T' € 7, g, ., quelconque, muni d'un champ magnétique {B;}.

Pour tout ¢ € 9T(l; + [3), on note j; le sommet de J7'(l;) qui se trouve sur le chemin reliant %
a4, et j; lenfant de j; qui se trouve sur ce méme chemin. On note, pour tout sommet j de T,
T]{ le sous-arbre de T' constitué de j et de tous ses descendants, avec racine en j.

€T (11+12) 1€0T(11+12)
(d’apres le lemme 3.3.3)
< Z C(ﬁmaxa Bmax)<0*; O-ji>T(l1),{Bi}<o-ji; 0i>T3{_(12—1)1{Bi}
1€0T (l1+12) Z
(puisque ¢ est croissante)

- C(ﬁmax; Bmax) Z (<U*7 O'y>T(l1),{Bi}

y€aT(I1)

X Z Z 02702 L(l2—1),{B; })

€T (Iy—1)
8yﬂBT(l1 +1)

Donc :

Erq;+1)( Z (04 00) T +12) {B:}) < ¢(Bmaxs Bmax) Z ((04; 0y)T011), B}

1€0T (Li+l2) yedT'(l1)

X Z Er+1)( Z <Uz$<7i>:fz(12_1),{3i}))

i€dT; (I2—1)
AynAT (11 +1)

C(/Bmaxa Bmax) Z (<U*7 O-y>T(l1),{Bi} X Z 512,1)

y€0T'(I1) z
dyNAT(11+1)

= C(ﬁmaxa Bmax>Sl2—1 Z (<0*7 0y>T(l1),{B¢} X Ay)

yedT (1)

(ot A, désigne le nombre d’enfants de y)

(En effet, Erg+1)( 20 (025005 0-1)45,)) < Sio-1, Puisque, si T(Iy + 1) est fixé
i€dT: (I2—1)

et si z € 0T (I + 1), I'arbre aléatoire T, appartient a 7;,_1 5, -)
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Or, comme Ep¢,)(A,) <A, ona:

E( Z <O'*, O-i>T(l1+lz),{Bi}) < C(ﬁmax; Bmax)SlgflAE< Z <J*7 O'y>T(l1),{Bi})
1€0T(l1+12) yedT(l1)

S Ac(ﬁmaxa Bmax)slg—lsll

Cetté inégalité étant vraie pour tout 7' € 7, le résultat annoncé est démontré :

Sl1+l2 S Ac(ﬁmaxv Bmax)sll Slg—l

Cette inégalité nous suffit pour établir la décroissance exponentielle de S, ce qui est le résultat
voulu.
Soit (VB ,,)men) la suite de réels dont le lemme 3.3.4 affirme l'existence.

pin,

On a vu que, pour tout [ € N et tout T € 7, p muni d’'un champ magnétique {B;},

Yo (o oTw By < ﬁ(mlﬁw;} — mf‘;?{Bl/_}), ou { B!} est défini comme précédemment. On a

€T (1)
donc :

min ’

2 l l
E( Y (oioiransy) < E(g—mi ) —mis)))

i€dT (1)
< 2
—= . fan;inJ
min
Donc, pour tout I, € N*, 5, 1 < BLWBmin L1 €t
min 2
lim 552_1 =0

lg—~+00

1

Soit alors Ly un entier strictement positif tel que Sr,_1 < R B

On a alors :

Si

2
Pour tout [ € N, on note | = kLo+7r, ou r est le reste de [ dans la division par L,. Par récurrence
sur k :

Sl1+L2 S

2 1

Bmin 2k

(puisqu’on a vu que S; < BL_ pour tout [ € N)

T

S < <

S

Commekzﬁ—l,ona:

4 1 1=l
SZS%WZAG

i I _4 _ In2
§51 on pose A = Bpin et )\ )
Le théoreme est donc démontré.
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Corollaire 3.3.5 Soit A > 0. Soient 0 < Bpin < Buax €t Bmax > 0. Soient r,l € N, avec
I > r. Soit Ty = (V,E) un arbre (non aléatoire) de degré mazimal inférieur ou égal a A et
{Bi}ev) un ensemble de constantes positives. Il existe A et X dépendant uniquement de Brax,
Binin, Bmax et A, et C dépendant uniquement de Bmax €t Bmax tels que, si B; < Bnax pour tout
i € To(l —1) et B; > B pour tout i € To(l), alors, pour tout f < Pax -

I, s )
H’uT(r /‘T(ET)HVT < Ae M oIT)]

Démonstration :
11 suffit d’appliquer le théoreme précédent pour un arbre aléatoire T' égal a Tjy avec probabilité
1.

3.4 Approximation des marginales

L’objet de cette derniere sous-partie est I’énoncé et la démonstration des deux résultats princi-
paux, qui fournissent un moyen de calculer de fagon approximative les marginales des lois d’Ising
sur un graphe, par un procédé qui, si le graphe s’avere étre un arbre, donne des résultats exacts.

Soit G = (V, E) un graphe. Si on a choisi une température inverse 3 et un champ magnétique

B, alors pour toute aréte (i, j) de G, pour tout [ € N, on peut définir de la fagon suivante une
mesure de probabilité 1/@ - sur l'ensemble {—1;+1} :
On fixe des valeurs 1n1tlales VZQJ

On définit par récurrence, pour tout [ € N, pour tout o; € {—1;+1} :

v o) = P ] DD el (1)

Z—*j ledi\j oy
e{-1;+1}
ou ZZ(_))J est la constante de normalisation
(D)
(c’est-a-dire un réel choisi de fagon a ce que I/HJ ({ 1}) + v ({+1}) =1)

On appellera v,

Z_,J le message envoyé par ¢ a j au temps [.

Z_,]({—i-l}) Z_)J({ 1}), on dira que les messages ont été initialisés positivement.

Théoreme 3.4.1 Soient 5 >0, B > 0 et A € N. [l existe A et X des réels positifs tels que, pour
tout graphe G = (V, E) de degré mazimal A, il existe un ensemble de mesures de probabilité sur
{=1L+1}, {vi;}igier) qui est un point fize de équation (1) vérifiant que, pour toute série
de messages tnitialisés positivement :

sup ||y, = villvr < Ae™

(i,J)€E

pour tout t € N
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hipi® ey @) ;g
atanhiwy +1) = (-1
anhfpg (+1) — e (—1))

-'\'.i'm:'l-l’-”,ll: +1] rrll A4t=1)) l i h... ) — o, )
1 2 ﬁ:lmll-_l'._" 1) =1l I;;l L;-.'.;:u'.-lf IJ:".!: ) i
e —

+o0 +oo 00 4ng

\Va

Fi1G. 5 — A gauche, le graphe G, puis les arbres associés a Viﬁg avec le champ magnétique

correspondant a chaque sommet pour des initialisations respectivement quelconque, uniforme
(1/7(,0_13(—1—1) = 1) et totale (I/7€0_)>5(+1) =1)

Démonstration :

Soit pour toute la démonstration G = (V, E) un graphe de degré maximal A et (i, j) une aréte
fixée de ce graphe.

Introduisons la notion d’arbre de calcul. L’arbre de calcul du graphe G est I'arbre obtenu en
“dépliant” G, ainsi que le montre la figure 4. Chaque sommet de I'arbre de calcul est le sosie
d’un sommet k& du graphe G et il est relié par une aréte a un sosie de chaque sommet voisin de
k dans le graphe G.

Les messages peuvent s’interpréter comme la marginale a la racine d'une loi d’Ising sur une
portion de 'arbre de calcul : soit [ un entier. Soit 1" ’arbre de calcul associé a G ayant pour
racine un sosie ¢* du sommet ¢ et privé du sosie du sommet j issu de la racine ainsi que de tous
les descendants de celui-ci (voir figure 5). On note T'(1) = (V*, E*). Pour tout k € V*, on pose :

By, = B si k n’appartient pas a 97(1)
By, = atanh(ur(o_),s(—i—l) - T(O_),S(—l)) si k appartient a 07'(1)
(ou r est le sommet de G dont k est le sosie
et s le sommet de G dont le parent de k est le sosie)
& s v o oai i owe  Avec ces définitions, 1/2-(2]. est la marginale sur {i*} de
la loi d'Ising associée a I'arbre T'(1), & la température
inverse (3 et au champ magnétique { By }. La démonstration
peut s’effectuer par récurrence sur /.
On remarque qu’on a By = 0 pour tout k € 97T'(I)

si V£95(+1) = 1 pour tous r et s et By = 400 si

(0) —
FIG. 4 — A gauche, le graphe G et & vr2s(+1) = 1 pour tous r et s.

droite, I’arbre de calcul associé

On note {yﬁll‘;} (resp. {l/ﬁllj}) les séries de messages obtenues avec les conditions initiales
yﬁo_)w(—{—l) = 1 (resp. I/T(O_)>S(—|—1) =1). Si {Vﬁlls} est une série de messages avec initialisation

positive, alors pour tout [ :
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vO0(+1) < v (1) < 0 (+1)

1—] 1—)
En effet, d’apres l'inégalité de Griffiths (3.2.1) pour G = G’ = T(l) et U = {i*}, puisque
0< atanh(y,go_),s(—i-l) I/,g_)>s( 1)) < 400 pour tous r et s, on a :
1),0 D), ! ! 1)
R R e A C VR R R R R G

Z*)’] 1—) 1—) Z*{]

donc, en utilisant I'égalité v, ;(—1) = 1 — v;_;(+1), on en déduit :

1),0 l
v ) <ol (+) < 007

11 suffit maintenant d’étudier la convergence des suites (Vﬂf (+1)); et ( z(lj (+1));. Nous mon-

trerons notamment que ces deux suites sont adjacentes. Dans ce but, nous les comparerons aux
lois d’Ising sur T'(l) avec conditions au bord libres et positives.

Nous avons vu que VZ(:_]) était la marginale d’un modele d’Ising sur 7'(l + 1) avec un champ
magnétique valant B en tous les sommets qui appartiennent aussi a 7'(1). D’apres le lemme 3.3.1,
il s’agit donc aussi de la marginale d’'un modele d’Ising sur 7'(I) avec un champ magnétique
valant B en tous les sommets qui appartiennent a T'(I — 1) et ayant des composantes plus

grandes que B (donc plus grandes que 0) en tous les sommets de 0T'(().
D’apres I'inégalité de Griffiths on en déduit comme précédemment que :
1),0 1,0 1+1),0
v23 (D) < iy (1) < v 50

(on ul{’io*} est la marginale sur {i*} de la loi d’Ising associée a (3 et B avec conditions
au bord libres sur T'(1))
(donc la premiere suite est croissante)
On a, de la méme fagon :
v () 2 P ()

(donc la deuxieme suite est décroissante)

On a de plus MF{ })(—i-l) l(l] (+1).

Nous avons donc obtenu les inégalités suivantes :

iy (F1) < w000 < S0 () <0 (h1) = ) (1)
Comme le degré maximal de T est borné par le degré maximal de G, soit A, d’apres le corollaire
(3.3.5) du théoreme 3.3.2 (pour r = 0, Buin = Bz = B et fBnae = (), il existe A et A
dépendant seulement de (3, B et A tels que :

T<Ae

gty (F1) = gy (P = gy = wigiy

Donc | le]l) (+1) — Z(Z_TJI) (+1)] < Ae=M et il existe A dépendant seulement de 3, B et A tel
que :

7 (1) — w00 (1)) < AeN
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Les deux suites (V-(l)’(-)(—l—l))t et (v O+ (4+1)); sont donc adjacentes et convergent vers la méme

1—] Z—)]
limite v .. De plus, 'inégalité précédente nous permet de majorer la vitesse de convergence :

e
10, = v e = 2, (+1) — i, (+1)] < [ (11) — v (+1)] < Ae™

ce qui est le résultat voulu.
Par passage a la limite, on montre que v* est bien un point fixe de (1).

O

D’apres le théoreme précédent, les messages, qu'on peut facilement calculer par récurrence,
convergent exponentiellement vers une certaine limite. Lorsque le graphe est un arbre fini, on
voit, grace a l'interprétation que nous avons donné des messages, que cette limite est I’ensemble
des marginales du modele d’Ising sur I'arbre fini. Le théoreme suivant nous montre que, méme
lorsque le graphe n’est pas un arbre, la limite peut constituer une bonne approximation de cet
ensemble.

Théoréme 3.4.2 Soit A € N. Soient G = (V, E) un graphe de degré mazimal A, B et B des
réels positifs. Soient r € N* et i* € V. Soient U = (Viy, Ey) = Bg+(r) et OU sa frontiére dans
G. Pour tout i € OU, fizons j; un élément de Vi wvoisin de i. On définit une mesure vy sur
I’ensemble des configurations de U :

vo({oi}uew)) = —eXp Z oi0; + B Z o H vi;,(0i)

(i,j)€EU ieU\OU  i€dU

(ou {v;_;} est 'ensemble de mesures dont le théoréme 3.4.1 indique l’existence)
Soient p la mesure d’Ising associée au graphe G avec température inverse 3 et champ magnétique
B et puy sa marginale sur U. 1l existe ¢ et \ des constantes positives ne dépendant que de 3, B
et A telles que, pour toutt € N, si Bg+(t) est un arbre :

I = vullvr < exp(c™ = A(t — 1))

Démonstration :
Quels que soient ¢ et \ positifs,

|l —vullvr <1 <exp(c™™ = A(t — 7))
si t < r. Il suffit donc de considérer le cas ou t > r.

Le principe de la démonstration sera de montrer que v est une loi
d’Ising sur un certain graphe pour un champ magnétique conve-
nable, d’“encadrer” vy et puy par deux lois d’Ising “de référence”
dont on pourra majorer la distance de 1'une a 'autre grace au
FI1G. 6 — Le graphe G théoreme 3.3.2 et d’en déduire une majoration de ||uy — vyl|vr.

Soit T" I’arbre de calcul associé au graphe G ayant pour racine un sosie de ¢*. Puisque Bg «(t)
est un arbre, 7"(t) = Bg+(t). et T'(r) = Bg+(t). On note T'=T"(t 4+ 1) (voir figure 7).
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Pour tout k € 9T(r), on note T}, le sous-arbre de T’ constitué du sommet k et de tous ses
descendants.
Puisque {v}

“_;} est un point fixe de I'équation (1), si on note {V(l) } la série de messages ayant

i—]
(0) *

comme conditions initiales v;; = v} _;, alors pour toute aréte (i,j) de G et pour tout [ € N,

1—]
alors Vi(l_),j Cette égalité est vraie en particulier pour [ = ¢t — r + 1. Comme on I'a vu

au début de la démonstration du théoreme 3.4.1, v;_; est donc la marginale sur {k} de la

= 1/;;]-.
loi d’'Ising sur T}, associée & la température inverse 3, avec un champ magnétique dont toutes
les composantes valent B, sauf celles correspondant a des sommets qui ne sont pas dans 7'(¥)
(qu’on note alors B,, comme sur la figure 7).

On vérifie alors que vy est la marginale sur 7'(r) de la loi
d’Ising sur 7', pour un champ magnétique dont toutes les
composantes valent B, sauf celles associées aux sommets s
de T(t + 1) qui valent B,.

D’apres le lemme 3.3.1, vy est la marginale sur T'(r) de la
loi d’Ising sur T'(t) associée a la température inverse [ et
a un certain champ magnétique { B} erw)) qui est tel que
B! = B si i est un sommet de T'(t — 1) et B} > B si i n’est
pas un sommet de T'(t — 1).

Fig. 7 - L’arbre T
Introduisons maintenant les deux lois “de

référence” qui nous permettront d’enca-
drer vy et uy :

- put est la loi d’'Ising associée au graphe
G, a la température inverse ( et au champ
magnétique dont les composantes corres-
pondant aux sommets de Bg ;- (t) valent
B et les autres composantes valent 400
et uf; est sa marginale sur U

- 1i° est la loi d’Ising associée au graphe
G privé de toutes les arétes qui n’appar-
tiennent pas a Bg ;- (t), pour une températures
inverse 3 et un champ magnétique B et u;
est sa marginale sur U

La figure 8 résume les interprétations des
quatre lois étudiées (v, pu, p1fr et pd).

D’aprés D'inégalité de Griffiths (3.2.1), on  FI1G. 8 — Les modeles d’Ising correspondant aux lois
a les deux inégalités suivantes, pour tout HU (1), vur (2), ugr (3) et pgr (4)

F C VU :
<Hai>u0U < <H0i>uu < <Hal>u$

i€l el i€l
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<H0i>ug < <H<7¢>uu < <H‘7i>u$

1€l el i€l

Utilisons ces inégalités pour majorer ||uy — vyllyr en fonction de |[uf; — pgs|[vr -
Pour toute configuration {o;} € {—1;+1}"7, on a :

(o] = o;Vie Vi) =27 T 1+ oi0)) =273~ (T[0! [ o)

eV FCVy i€eF el
donc :
(I(0] = 0 Vi))y — (0] = 00 Vi) | = 27191 ([ [or(] Toidur — (L L)oo
FCVy i€F  i€F i€F
<27 (] Joidu — ([ ool
FCU i€eF i€F
< 2||/LJ15 - M?]HVT
(puisque :

1§ § Careq § COPRIES | COWAS] | Gt

=1 > w{e) — o) ([ Joo) |
{oite{-1+1}'V ek

< > w{ed) — o)l
{oiye{-1;+1}"v

=2/l = 1°llvr

pour tout F C V)

> luwel}) —vo({al})

{ojye{-1;+1}1VI
= Y. (o= 0¥, — (I(0f = 0, ¥i))u,|
{oite{-L+1}YI

< 20|ufs = pgrlvr

N |

||uo — vullve =

DN | —

Il faut maintenant majorer ||uf; — pd||vr en utilisant le théoréme 3.3.2. Malheureusement, les
lois puf; et ud; ne vérifient pas tout a fait les hypotheses de ce théoreéme, et il nous faut alors
introduire une autre loi, i, qui est la loi d’Ising associée au graphe T'(t), a la température
inverse [ et au champ B pour des conditions au bord positives. En remarquant (a ’aide du
lemme 3.3.1) que 7 est la marginale sur U de la loi d’Ising associée au graphe 7'(t) muni d'un

22



champ magnétique convenable pour des conditions au bord libres et en utilisant le fait que
ludr = mgllve < lpg = Agllve + |G — pillvr, on trouve :

s — 1 llvr < Ale XVl

pour des constantes A’, A et C' ne dépendant que de 3, B et A.
On a donc :
o — vollve < A'(2C)Y exp(=A(t — 7))

et comme |U| < A" + 1, il existe une constante D ne dépendant que de 3, B et A telle que :
e = vollvr < exp(D + I(2C)A) exp(=A(t — 7))
Il existe donc ¢ et A ne dépendant que de 3, B et A telles que :

Iy = voll < exp(c™! = A(t — 1))

4 Meéthode de Monte-Carlo

Le but de cette courte section est de présenter rapidement une autre méthode, beaucoup plus
générale, qui permet de calculer approximativement certaines quantités (en particulier les mar-
ginales sur un petit sous-graphe) relatives a des lois d’Ising : la méthode de Monte-Carlo.

Le contenu de ces sections s’inspire de [8] et [4].

4.1 Convergence d’une chaine de Markov

Soient E un ensemble fini et @ une fonction de transition sur E. Soit (X,,)nen) une chaine de
Markov a images dans F et de fonction de transition Q.

Rappelons les définitions suivantes :

Si (z,y) € E?, sin €N, on dit que x et y sont reliés par un chemin de longueur n s’il existe
20, ... , 2n des éléments de F tels que zg = x, z, = y et, pour tout ¢ € {1,...,n}, Q(z;_1, z) > 0.
La chaine de Markov (X,) est dite irréductible si, pour tout (z,y) € E?, il existe n tel que x
et y sont reliés par un chemin de longueur n.

Elle est dite apériodique si, pour tout (z,y) € E?, il existe ng € N tel que, pour tout n > ny,
x et y sont reliés par un chemin de longueur n.

On dit qu'une mesure de probabilité sur F est stationnaire pour () si, pour tout x € E' :

pa) = py)Qy, )

yer

Rappelons également le théoréme suivant, dont on trouvera la démonstration dans [6].
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Théoreme 4.1.1 Si (X,,)(nen est irréductible et apériodique, alors il existe une unique mesure
de probabilité p sur E stationnaire pour Q).
De plus, pour tout x € E, lim P(X,, = z) = p(z).

Enfin, pour toute fonction g : E — R, lim 13" g(X;) = > p(z)f(z) presque sirement.
oo =1 z€E

4.2 Application au modele d’Ising

Soit p une loi d’Ising. Supposons que 1'on veuille simuler une variable aléatoire de loi p. C’est a
priori difficile, dans la mesure ou 'espace d’états (1’ensemble des configurations C) a un cardinal
variant exponentiellement en la taille du graphe considéré, et ou le calcul exact de u elle-méme
est difficile, puisque p dépend de la fonction de partition, qui est une somme sur I’ensemble des
configurations.

D’apres le paragraphe 4.1, si on trouve (), une fonction de transition sur C pour laquelle u
est stationnaire, et si on est capable de simuler facilement le comportement d’une variable
aléatoire de méme loi que X,,, pour n assez grand, alors, a condition que (X,,) soit irréductible
et apériodique, on aura une approximation du comportement d’une variable de loi .

On supposera que ’ensemble des sommets du graphe sur lequel on a défini une loi d’'Ising est

'ensemble {1,..., N'}. Notons, pour toute configuration o et pour tout i € {1,..., N}, 0@ la
(0 _ (0

configuration telle que o, —o; et o)’ = o pour tout j # i.

Un choix naturel pour () consiste a prendre, pour tout o € C :

o—H (@)

Q(O’,O'(Z)) = %m pour tout 1€ {1, ,N}

e
N
1 —H(o)
Q(U7 U) - N; ewae(i))JrefH(a)

Q(o,0') =0si o’ # @ pour tout i et si 0’ # o

Soit (X,,) une chaine de Markov associée a cette fonction de transition. On peut vérifier qu’elle

est bien irréductible et apériodique. De plus, u est stationnaire pour (). D’apres le théoreme

4.1.1, pour tout o € C, lim P(X,, = o) = pu(o), donc, pour n assez grand, X,, sera (approxi-
n—oo

mativement) une variable aléatoire de loi .
Le calcul pratique d’une réalisation de X, est assez simple. On choisit tout d’abord X, d’une
fagon quelconque, puis, pour tout k, si on a déterminé une réalisation o de X}, on détermine

une réalisation de Xy, ainsi : Uentier ¢ ayant été choisi aléatoirement (avec équiprobabilité sur

. R aer s e H@®) i
{1,..., N}, on choisit & comme réalisation de X, avec probabilité e (Camwes (el o avec

o—H(e®)
efH(a(i))JrefH(o') :

probabilité

Cet algorithme est dit du bain thermique (ou dynamique de Glauber), car le calcul d’une
réalisation modélise le comportement physique de particules soumises a ’agitation thermique.

Un autre choix pour () serait de prendre, pour tout o € C :
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Q(o, o) =L si HioW) < H(o) (Vi€ {1,..,N})
Qo, o) = Lel@)-H0ED) i [(a®) > H(o)

Qo.0) =1 - 3Qa.a)

=1

Q(o,0") =05si o’ # o™ pour tout i et si 0’ # o

Dans le cas d'un modele d’Ising sur un graphe, une chaine de Markov correspondant a cette fonc-
tion de transition est bien irréductible et apériodique. De plus, on remarque que Q (o, o’ )u(o) =
Q(o’', o)u(o’) pour toutes configurations o et o/, ce qui permet de montrer la stationnarité de
1.
Il s’agit de l'algorithme de Métropolis. Comme, pour tout k, la probabilité P(Xy,1 # Xj) est
plus grande avec ce choix de fonction de transition que dans ’algorithme du bain thermique,
on peut espérer une convergence plus rapide de la loi de X,, vers la loi pu.

5 Calcul de I’énergie libre par particule

Dans la section 3, nous avons présenté des méthodes permettant de calculer rapidement de
fagon approximative les marginales de modeles d’Ising sur des graphes. Malheureusement, ces
méthodes ne permettent pas d’évaluer I’énergie libre du modele. Le but de cette section est de
remédier a ce manque en expliquant comment calculer I'énergie libre : le principe est de définir
par récurrence une suite de variables aléatoires qui converge et dont on peut caractériser la
limite comme unique point fixe d'une certaine équation. L’énergie libre par particule s’exprime
(de fagon exacte) en fonction de cette limite.

Apres un paragraphe de définitions, nous définirons la suite de variables aléatoires, montre-
rons qu’elle converge et caractériserons la limite. Enfin, dans un troisieme paragraphe, nous
donnerons la fonction de cette limite qui permet de calculer 1’énergie libre par particule et la
justifierons partiellement.

5.1 Notations et définitions

— too
Soit P une mesure de probabilité sur N, d’espérance finie. On notera P = > iP({i}) cette
i=0
espérance. Soit p la mesure de probabilité sur N telle que :

o((}) = LAY

L kPR

On suppose que p est également d’espérance finie.

On étudiera des graphes qui sont localement des arbres. Il nous faut donc définir des arbres
aléatoires auxquels nous pourrons comparer nos graphes.

On note Tp, un arbre aléatoire construit ainsi : on relie la racine x & A, enfants, A, étant
une variable aléatoire de loi P, puis, a chaque étape, on relie chaque enfant ¢ créé a 'étape
précédente a A; — 1 nouveaux sommets, A; étant une variable aléatoire de loi p.
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On note 7T, un arbre aléatoire défini de la maniere suivante : pour tout ¢t > 0, T,(¢t + 1) est
obtenu en reliant par des arétes chaque sommet i de 9T'(t) a A; — 1 nouveaux sommets, les A;
étant des variables aléatoires indépendantes de loi p.

Nous aurons besoin pour les démonstrations de définir un arbre supplémentaire, que nous
noterons T Il s’agit de l'arbre obtenu en reliant par une aréte les racines de deux arbres
aléatoires 1ndependants T et T, de méme loi que T),. Lorsqu’on parlera du sommet racine de
T il s’agira de la racine de 77, mais il nous arrivera aussi de parler de ’aréte racine de T , qui
sera alors l'aréte reliant les racines de T et T5. On adaptera, si les circonstances l’exigent, les
définitions du paragraphe 2.1 aux arbres dont la racine est une aréte et non pas un sommet.

Définissons maintenant plus précisément les graphes “qui sont localement des arbres”.
On dit qu’une suite de graphes (G, = (V;,, Ey))nen+) converge localement vers Tp, si, pour
tout n € N*, |V,,] = n et si, pour tout ¢t € N et pour tout A € A :

lim P(Bg, :,(t) € Aet Bg, ., (t) = A) =P(Tp,(t) =~ A)
n—oo
(ol i,, est un sommet de G,, tiré aléatoirement avec équiprobabilité entre les sommets)
Remarquons que, si (G,) converge localement vers Tp,, alors, pour tout ¢t € N :
lim P(Bg,, ,(t) ¢ A) =0
n—oo
Remarque : La définition de Tp, peut sembler compliquée, mais elle se justifie par le fait que,
si (Gy,) est une suite de graphes dont les nombres de voisins de chaque sommet sont choisis
indépendemment (le plus indépendemment possible) de fagon aléatoire selon la loi P, telle

que, pour tout t, P(Bg, s, (t) € A) — 0, ce qui est vrai pour beaucoup des suites de graphes
auxquelles on est en pratique amené a s’intéresser, alors (G,,) converge localement vers Tp,.

On dit qu'une suite de graphes (G, = (Vy, Ey))men) est uniformément éparse s’il existe
(€(1))qeny une suite de réels positifs convergeant vers 0 telle que, pour tout n :

D ICIENES

ZGVn
(ou 0@ désigne toujours ’ensemble des voisins de 7)
Pour toute cette partie, on fixe Gy > 0 et B > 0.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. On dira que X est inférieure en loi a Y, et on
notera X <Y, s’il existe X (resp. Y) de méme loi que X (resp. V) telles que X <Y presque
stirement.

Cette propriété est équivalente a la suivante : pour toute fonction f : R — R continue, croissante
et bornée, E(f(X)) <E(f(Y)).

On dira qu’une suite de variables aléatoires (Xn)(neN) est croissante en loi si X,, < X,,,; pour
tout n.
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5.2 Définition et existence de la fonction limite

Théoreme 5.2.1 On définit par récurrence une suite de variables aléatoires réelles (hy)eny.

Soit K une variable aléatoire entiére de distribution p. On note (a, b) = atanh(tanh(a) tanh(b)).
Pour tout t, les h,gl), h§2) ... désigneront des variables aléatoires indépendantes (et indépendantes
de K ) de méme distribution que hy. On pose :

ho =B
K-1 )
heer = B+ &(Bo, i) (2)
=1

(pour tout t € N)
La suite (hy) est croissante en loi et converge en loi vers une variable aléatoire h*, qui est
l'unique point fize de l’équation (2) a images dans R* (a égalité en loi prés).

Démonstration :

Montrons tout d’abord la croissance en loi et la convergence.

Pour tout ¢ > 0, on note m"° (resp. m"") Paimantation moyenne a la racine de 7, dans le
modele d’Ising sur 7),(t) associé a la température inverse [, et au champ magnétique B, avec
conditions au bord libres (resp. positives).

Les variables h; et atanh(m®?) sont de méme loi. La démonstration de cette affirmation se fait
par récurrence sur t : pour t = 0, c’est clair. Si c¢’est vrai pour ¢, montrons-le pour ¢t + 1. On
note iy, iz, ..., ta, les enfants de la racine de 7}, et mﬁf I’aimantation moyenne du sommet i
dans un modele d’Ising sur les ¢ premieres générations du sous-arbre de 7}, constitué de ¢, et

de tous ses descendants. On a vu a la suite du lemme 3.3.1 que :

A
atanh(m'*%) = B + Z &(Bo, atanh(mf;co))
k=1
Le sous-arbre de T, constitué de 7, et de tous ses descendants est de méme loi que 7}, donc,
par hypothese de récurrence, les atanh(mf;co) sont des variables aléatoires de méme distribution
que h;. De plus, elles sont indépendantes, puisque les sous-arbres issus des enfants de la racine
le sont. Comme A, est une variable aléatoire de méme distribution que K — 1, atanh(m!*!?)

et hyyr1 sont de méme loi.

Or, d’apres I'inégalité de Griffiths et le lemme 3.3.1, pour tout ¢t € N, m!*50 > m»® Donc
atanh(m!™19) > atanh(m!?), et atanh(m**1°) est de méme loi que hyy1, tandis que atanh(m®*°)
est de méme loi que h; : hy < hyyq. La suite (h;) est donc croissante en loi.

Comme f(ﬂo,atanh(mﬁf)) < atanh(tanh(5y)) = By pour tous t et k, atanh(m'?) < B + GyA.
pour tout t. Comme (atanh(m®?)) est croissante, elle converge presque stirement dans ]0; 400
Elle converge alors presque strement (donc en loi) vers une limite h*. La suite (h;) converge
donc également en loi vers cette limite.
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Montrons maintenant que h* est un point fixe de I’équation (2), c’est-a-dire montrons que h* et
K—1

H =B+ £(By, ") sont de méme loi, les h*(®) étant des variables aléatoires indépendantes
i=1

de méme loi que h*.

Soit f : R — R une fonction continue et bornée quelconque. Montrons que E(f(h*)) = E(f(H)).

Nous admettrons pour cela le résultat suivant : si £ > 0 et si, pour tout n € N, ynl), e yq(lk) sont

des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, telles que (yq(zl))(neN) converge en loi

vers une variable Y, alors, si Y7, ..., Y, sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi
(1) (k) :

que Y, (yn’,...,yn ) converge en loi vers (Y7,...,Y,).

On a:

E(f(H)) = E(lim f(H)I(K < n)) = lm E(f(H)I(K < n))

(par convergence dominée, puisque || f(H)I(K < n)||co < |[f]]o0)
De méme, E(f(h*)) = lm E(f(h*)I(K < n)).

Or, pour tout k£ > 1, puisque (h,) converge en loi vers h* :

B( (LK = K)) = B(K = B)(B + Y €(00.h)
= i E(I(K = B)f(B + 3 €0, h)

(puisque, comme nous I'avons admis,

(h,(ll), - hﬁ{“)) converge en loi vers (H, ..., H®))
= JLHSOE@(K = k) f(hnt1))

= E(I(K = k)f(h"))

Done E(f(H)L(K < m)) = SSE(FHIE = £)) = E(f(h)IK <)), ot E(/(H)) = E(f ("))
Les variables H et h* sont donc de méme loi et A* est bien un point fixe de (2).

Montrons enfin I'unicité du point fixe. Soit H un point fixe; montrons que H et h* sont de
meéeme loi.
Pour tout ¢t € N, atanh(m'®) < H =< atanh(m®™"). En effet, c’est vrai pour ¢t = 0 : puisque

K-1
atanh(m®*) = +oo, H < atanh(m®*), et comme H est égale en loi & B+ > &(8y, HY) > B
=1

(les H étant des variables indépendantes de méme loi que H), H > B = atanh(m®°) presque

strement. Comme & est une fonction croissante en chacune de ses variables, si la double inégalité
est vraie pour t, elle I'est également pour ¢ + 1. Par récurrence, elle est donc vraie pour tout
teN.

De méme qu’on a montré que (m*°) convergeait presque siirement en croissant vers une variable

m®0, (mhT) est une suite décroissante convergeant presque stirement vers une variable aléatoire
00,+
moT.
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Puisque, par passage a la limite, atanh(m>%) < H < atanh(m®>"), il existe H de méme loi que
H telle que atanh(m>?) < H < atanh(m®>). D’apres le théoreme 3.3.2, tlim]E|mt’0 —mbt| =0.

Par convergence dominée, E[m®°—m>*| = 0, et alors E|m®° —tanh(H)| < E[m>0—m*| =
0. Donc H et atanh(m®°) sont égales presque strement, et H (donc H) est de méme loi que
atanh(m*>?) = h*.
On a bien 'unicité.

O

La démonstration du théoreme précédent nous permet également d’obtenir un résultat utile :

Remarque 5.2.2 Pour tout t > 0, on note m*® (resp. m**) Uaimantation moyenne a la
racine de T, dans le modéle d’Ising sur T,(t) associé a la température inverse By et au champ
magnétique B, avec conditions au bord libres (resp. positives).

Les suites (atanh(m"?))qen) et (atanh(m®1))eny convergent en loi vers la variable aléatoire h*
définie au théoréme 5.2.1.

Démonstration :

On a vu au début de la démonstration du théoreme 5.2.1 que la suite croissante (atanh(m'))
convergeait en loi vers h*.

On montre de la méme fagon que (atanh(m®™*)) est une suite décroissante convergeant siirement
(donc en loi) vers une variable aléatoire h*. Toujours de la méme facon que dans la démonstration
du théoreme 5.2.1, on peut montrer que h* est un point fixe de 'équation (2), et comme on a
vu que ce point fixe était unique, h* et h* sont de méme loi. La suite (atanh(m®T)) converge
donc également en loi vers h*.

O

5.3 Calcul de I’énergie libre par particule

Pour tout graphe G' = (V, E), pour toute (i,j) € E et pour tout ¢ € N on note Bg (; ;) (t) le
sous-graphe de G constitué de I'ensemble des sommets de G qui sont a une distance inférieure
ou égale a t de 7 ou de j et des arétes qui relient deux de ces sommets. S’il s’agit d’'un arbre,
on prendra l'aréte (i, j) pour racine.

La dérivée de I'énergie libre peut facilement s’encadrer par des sommes de quantités définies a
partir des propriétés locales du graphe. Le lemme suivant nous donne un moyen de calculer de
telles sommes.

Lemme 5.3.1 Soit (G,)men) une suite uniformément éparse de graphes convergeant localement
vers Tp,. Soit t € N*. Soit H : A/ =~— R bornée. Alors, si on note G,, = (V,, E,) pour tout
n:

1 _
Jim ~ > H(Be, i) (1) = FEH(T,(?)))
(1,J) EEn
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Remarque :

Avant de présenter une démonstration rigoureuse de ce résultat, donnons-en une idée générale :
en utilisant la convergence locale de (G,,) vers Tp,, on montre que, si (i, j) est une aréte tirée
au hasard dans E,, Bg, (. (t) se comporte “a4 peu pres” comme T ,(t), et donc :

lim 2 S H(Be, (1) = EH(T,(0)

n—oo
" (i,j)EBn

Comme % est le nombre moyen de voisins d’'un sommet de G,, et comme ce nombre tend vers
P, puisque, pour n grand, Bg, (1) est & peu pres de méme loi que Tp (1) (si on tire i au hasard
dans V,,), on obtient 1'égalité voulue.

Démonstration :
1

Commencons par interpréter - > H(Bg, (i (t)) comme une espérance.
(i,7)EER
Pour tout n € N, on note 7,, une variable aléatoire a images dans V,, telle que, pour tout z € V,,,

P(i, = 1) = Vin Pour tout sommet ¢ de G, tel que A; > 0, on note j,; une variable aléatoire

indépendante de i,, & images dans 01, telle que, pour tout j € 0i, P(j,;, = j) = A%_.

— Z (B, i) ( t))Z% > ) H(Be,.up(1)

(i,j) EEn i€V jEDi

tq A;>0
26 H(BGn <ZJ>( ))
A Jje

ZEVn
tq A;>0

_ L N AE(H(Ba, 0 (1)

1

Utilisons maintenant I’hypothese selon laquelle (G,)nen) converge localement vers Tp,, pour
montrer que I'espérance obtenue a la ligne précédente converge vers I'espérance d’une fonction
de I'arbre aléatoire Tp,. Pour tout | € N* on peut écrire, si F' est la fonction définie au
paragraphe 2.1 :

E(Ai, H(BG, (injn) (0)L(A:, 1)) = E(Ai, H(BG, (injnim) () Ba,,i. (t+ 1) & AL(A;, <1))
+ > E(A, H(Ba, (i) (E)I(A;, < 1)

AeA

]I(B(;n ln( ) S A et F(Bc;n ln) A))

30



Or, quand n tend vers 400 :

E(Ai, H(Bay (insjni) () Béin (t +1) & A4, < 1))
<I[|H||P(Bg,,(t +1) & A) — 0

Pour tout A € A, JLHC}OP(BG"”'"@ +1)e Aet F(Bg,,(t+1)) =A) =P(F(Tp,(t+1)) =A).
On note * la racine de Tp, et jr. un des enfants de * (choisi aléatoirement, de fagon uniforme,
indépendemment de toutes les variables aléatoires déja définies). De méme, pour tout A € A,
on note %4 la racine de A et ja . un des enfants de *4 (choisi aléatoirement, de fagon uniforme,
indépendemment de toutes les variables aléatoires déja définies).

On a alors, pour tout A € A :

E(Ai, H(Ba, (in gy O)(A;, <DI(Bg, ., (t+1) € Aet F(Bg,, (t+1)) = A))
=E(A, H(Ba,(saja) ()UAs, <DI(Bag,q,(t+1) € Aet F(Bg,;,(t+1)) = A))

=E(A H(Basa,ja (0))L(A, < 1) x E(I(Bg,,(t + 1) € Aet F(Bg,;,(t+1)) =A))
(les deux fonctions étant 1ndependantes)

= E(A H(Ba,sajan (0)UA, <1) x E(I(F(Tpy(t +1)) = A))

=E(AH (Bry,, s,jr..) 0)) LA S DIF(Tp,(t + 1)) = A))

Pour tout ¢, il existe un ensemble fini B C A tel que P(F(Tp,(t + 1)) € B) < gy, et comme
> P(Bg,u.(t+1) € Aet F(Bg,,(t+1)) = A) = P(F(Tp,(t + 1) ¢ B)
AgB

il existe N tel que Vn > N :

> (AL H(Ba, (i gy (D) I(A:, < DI(Bg, i, (t+1) € Aet F(Bg,,(t+1)) = A)| <e
AgB

On en déduit :

E(Ai, H (B (i, jn,in) (LA, < 1))

— Y E(AH(Bry, (o jr,0 ()AL < DIF(Tp,(t +1)) = A))
AcA
=E(AH (Bry, a7 () A < 1))

Comme E(A;, H(Ba, (injn.,) ), > 1) < |[H||E(A;,I(A;, > 1)) — 0 uniformément en

n quand [ — 400, puisque (G,) est uniformément éparse, on a :

E(Ai, H(Bay fin,jnin) (1)) = E(AH (Bry (s jir ) (1))

Exprimons maintenant E(A,H (Br,,, (jr.)(t))) en fonction de E(H(T,(1))).
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Remarquons que, étant donnée la fagon dont on construit les différents arbres aléatoires, pour
tout k € N*, la loi de By, («jr.) (t) sachant que A, = k est la méme que la loi de T',(t) sachant
que Az = k, ot ¥ désigne le sommet racine de T,. Autrement dit, pour tout A € A :

B(F(Bry, 00 () = Act A = k) P(F(T,(1) = A ct &g = k)

P(A, = k) B P(As = k)
ZiP({i}) -
. P(A.=k) _ P({k}) _ =L
Donc, puisque P(A=h) — p(ED) — % &

P _
B(F By e (1) = A et A, = k) = ZB(F(T,(1)) = A et Az = k)

Nous déduisons de la derniere inégalité que, pour tout £ € N* :

E(H<BTP,p7<*7jT,*> (t))H(A* - k)) =

On a enfin :

E(AH(Bry, (e, (1)) = Y E(R(A, = k)H(Brp,,e51.) ()

En combinant tous les résultats obtenus :

1

z] YEE,

Voila finalement le théoreme qui permet le calcul de ’énergie libre.

Théoreme 5.3.2 Soit (Gy)men)y une suite uniformément éparse de graphes convergeant loca-
lement vers Tp,.

On note KV, h® ... des variables aléatoires indépendantes de méme distribution que h*, dont
nous avons €tabli ’existence au théoréme 5.2.1. Soit L une variable aléatoire entiére, indépendante
des h', de loi P. On définit :
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o(Bo, B) = Plog(coshﬁo)—EE(log(l—i-tanh(ﬁo)tanh(h ) tanh(h(?)))

L L

+E(log(e”] [ (1 + tanh(8o) tanh(h)) + e PT [ (1 — tanh(s) tanh(h"))))

=1 =1

Alors :

lim - log(Z,) = 6(5. B)

n—oo

(ou, pour tout n, Z, désigne la fonction de partition associée a la loi d’Ising sur G,
pour la température inverse By et le champ magnétique B)

Démonstration :
On note G,, = (V,,, E,,) pour tout n € N.

Premiere partie :
Nous commencerons par montrer qu’il suffit d’étudier les dérivées par rapport a ( des quantités
considérées pour parvenir au résultat.

Sify=0:
é(Po, B) = log(2 cosh(B))
Zy = Z exp BZ% (2 cosh(B))"
{o:}€ 1€Vn
{-L+1}"
donc :

% log(Z,) = log(2 cosh(B))

et on a bien 'égalité.
I est également vrai que :

d(+log(Z,, 1
T =0 3 e

(t,§) €EERn

(ou py, est la loi d’Ising sur G, pour la température inverse ﬁ et le champ magnétique B)

M| < |E”| < &2 il suffit, pour démontrer le

résultat, de montrer qu’elle converge simplement, lorsque n — +oo, vers %;B).

Comme cette dérivée est bornée, puisque |

On trouve, par un calcul partiellement détaillé dans le paragraphe 7.3 de I’annexe :

9¢(8,B) P
T = gE(<Uz‘Uj>

(o1t py) p2 (4,7) est la loi d’Ising sur le graphe ({i, j}, {(i,)}), ¢ ayant le champ

Hy, (1) (2) (Z}j))

33



magnétique (aléatoire) h() et j le champ magnétique h(?))

I1 suffit donc de montrer que, pour tout 5 > 0 :

.1 P
lim — 3" {0:03)u8) = B0 )00 0 00)

(1,4) EEn

Deuxieme partie :
Soit [/ > 0 fixé.

Dans cette deuxieéme partie, nous calculerons lim £ 3" (005),,(3). Afin de pouvoir utiliser

T i) EER
I'hypothese de la convergence locale de (G,), a travers le lemme 5.3.1, il nous faut tout d’abord

exprimer (ou, en fait, encadrer) £ > (0;0;),,.(s en fonction d’'une moyenne de quantités

(i,j)EEnR
locales (c’est-a-dire ne dépendant que des Bg, (; ;) (t)). Pour réaliser I’encadrement, nous utili-
serons & nouveau les deux lois “de référence” de la section 3.

Pour tout n € N*, pour tout sous-graphe S = (Vs, Es) de G,,, on note ,LL[T)L’S (resp. ,LL:;S> la loi
d’Ising sur S associée a la température inverse 5 et au champ magnétique B, avec conditions
sur la frontiere S de S dans G libres (resp. positives).

Comme /1)) g est la marginale sur S de la loi d’Ising sur le graphe G, = (V,,, Es), associée a la
température inverse (5 et au champ magnétique B, et comme Fg C E,, d’apres 'inégalité de
Griffiths (3.2.1), pour tous sommets distincts ¢ et j de Vg, <O-iaj>ll9,,75 < {0i0j) un(p) (OU pn(B)
désigne toujours la loi d’'Ising sur G,, associée aux constantes (3 et B).

De meéme, uiS étant la marginale sur S de la loi d’Ising sur le graphe G, associée a la
température inverse 3 et au champ magnétique qui vaut B sur Vg \ 95 et +oo sinon, d’apres
'inégalité de Griffiths, <Ji0j>uis > (0505) un(8)-

Donc, pour tout t > 0 :

1 1 1
- > (oi05)0 <= > (0i0)u) = (0i05)

4 mBay (i) B 4 £
(1,) €EEn (i,5)€ER (i,5) €En

D’apres le lemme 5.3.1 :

i~ 3 (i0y),0 = CE((0u0u)s )

n—oo N, n,BG Y<“->(t)
(i,j)€En e

1
i} S e, g0,

n—oo N 4 Tp(t)
(,4)€En

(on “OTp ® (resp. ,u%p ( t)) est la loi d’Ising sur T ,(t) associée aux constantes (3 et B, avec

conditions au bord libres (resp. positives), et ot on note (*1,*y) 'aréte racine de T',)
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Et :

r o1 . 1
EE(<U*1U*2>“OTP(1§)) < hgg.}fﬁ Z <O-io-j>,un(ﬂ) < limsup— Z <0iaj>un(ﬁ) < EE(<U*1U*2>pi

n Tp(t)
(i.5) €En "0 i) €E, ?

el

Il suffit donc d’étudier E((oy,0.,) et E((04,04,)

y%p(t)) 'u'%p(t))‘

Notons Tp,l le sous-arbre de Tp constitué de *; et de tous ses descendants. Définissons de méme
Tpg. Ces deux sous-arbres sont, par constructionde Tp, indépendants et de méme loi que T,.
Notons, pour i = 1 ou 2, m}* (vesp. m’") I'aimantation moyenne & la racine de T,,; dans le
modele d’Ising sur Tp(t) associé a la température inverse 3 et au champ magnétique B, avec
conditions au bord libres (resp. positives).

D’apres le lemme 3.3.1, ,u%p(t) (resp. ,u%p(t)) a pour marginale sur Q = {{x, %2}, {(*1, *2) } } la loi

d’Ising sur ) associée a la température inverse 3 et au champ magnétique qui vaut atanh(mf’o)
(resp. atanh(m’ ™)) en ;. Comme, d’aprés la remarque 5.2.2, atanh(m!°) et atanh(m!™) convergent

en loi vers h*, les lois u& . et ut = convergent vers pu,a) .
Tp(t) Tp(t) )

Donc E(<0*1U*2>“0@(t)) et E(<0*1U*2>u%p(t)) convergent vers E(<0iaﬂ'>ﬂh<1),h<2> Grf))-
Ainsi : o
.1 P
7}51010 " Z <Uz‘0j>un(ﬁ) = EE«Uin)Mhu)’h(z) (ivj))
(i,j)€En

ce qui conclut la démonstration.

6 Simulations numériques

Nous présentons dans cette derniere partie les simulations numériques que nous avons effectuées,
d’une part a propos des graphes d’Erdos-Renyi et d’autre part a propos de la méthode de
Monte-Carlo.

6.1 Graphes d’Erdos-Renyi

Les graphes d’Erdos-Renyi nous intéressent car ils appartiennent a la famille des graphes “qui
convergent localement vers un arbre” lorsqu’on fait tendre leur taille vers I'infini. Un tel graphe
est obtenu en fixant un nombre de sommets n puis en tirant pour chaque aréte possible de
maniere indépendante si elle est présente ou pas avec probabilité ¢/n ol ¢ est une constante
donnant le degré moyen du graphe. Dans un premier temps, nous avons construit nos graphes
en suivant ce protocole mais sa complexité en n? nous interdisait de construire des graphes de
taille supérieure a 10000.

Cependant, nous avons été capables de construire des graphes en temps linéaire en utilisant
les propriétés des graphes : dans un graphe d’Erdos-Renyi le degré des sommets suit une loi

binomiale de parametre -, donc, pour un sommet fixé, le nombre d’arétes le reliant a un sous
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Fic. 9 — Proportion de sommets dans la plus grande composante connexe en fonction du degré
moyen pour des graphes de tailles 100, 1000 et 30000

ensemble donné de sommets suit aussi une loi binomiale facile a calculer. Il est donc possible
de construire un graphe d’Erdos-Renyi en numérotant les sommets et en déterminant, pour
chaque sommet, les arétes le reliant a des sommets d’indice plus grand. On trouvera le code
dans le paragraphe 7.4.1 de ’annexe.

Puisqu’il suffit pour déterminer les composantes connexes d’un graphe d’un simple parcours
linéaire, dans le cas présent d’un degré borné, nous avons pu mettre la transition de percolation
en évidence en générant des courbes montrant la taille de la plus grande composante connexe
en fonction du degré moyen du graphe. La transition de percolation s’explique facilement par
la comparaison avec un arbre aléatoire de type processus de Galton-Watson. Puisque qu’un
graphe d’Erdos-Renyi converge localement vers un arbre, a partir d’'un sommet fixé on peut
obtenir une bonne approximation de sa composante connexe par un arbre aléatoire ou la loi
du nombre de descendants d'un sommet est égale a la loi conditionnelle du degré d’un sommet
dans le graphe sachant qu’il a au moins un voisin (ici une loi de Poisson pour un grand graphe).
Si 'arbre aléatoire est presque sturement fini, alors les composantes connexes seront petites (en
pratique de taille au plus logarithmique) mais si I'arbre est infini avec une probabilité positive,
alors une composante au moins sera assez grande pour que l'approximation ne soit plus du tout
valable, c’est a dire de taille O(n). Une étude précise permet d’obtenir que la proportion de
sommets dans la plus grande composante connexe converge vers une valeur déterministe a la
limite des graphes infinis.

Nous pouvons voir que les simulations convergent bien vers les valeurs théoriques, avec une
incertitude qui devient faible quand la taille dépasse 10000, et on peut observer la transition
entre un comportement ou la plus grande composante connexe est de taille d’ordre n et un autre
ol elle est négligeable devant n. On voit surtout que les écarts entre les différentes réalisations,
et a la valeur théorique, sont d’autant plus faibles que 1'on est éloigné du point critique de degré
moyen 1. Pour étudier le comportement au point critique ou en dessous nous avons généré des
graphes de taille variable mais ayant le méme degré moyen. On peut y voir clairement qu’en
dessous du point critique la plus grande composante croit en O(Inn). Enfin exactement au point
critique la plus grande composante connexe est de taille O(n%) et il n’y a pas de convergence
(ou une convergence a une vitesse bien plus faible qu’ailleurs) vers une valeur déterministe du
préfacteur mais une distribution non triviale de celui-ci.
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FiG. 10 — Taille de la plus grande composante connexe en fonction de celle du graphe pour des
degrés moyens 0.9, 1 et 1.1

6.2 Meéthode de Monte-Carlo

Nous avons déja présenté de fagon théorique la méthode de Monte-Carlo dans la section 4.
L’algorithme que nous avons utilisé est la dynamique de Glauber. On trouvera le code cor-

respondant a une itération (i.e. au retournement éventuel d’un seul spin) dans le paragraphe
7.4.2.

6.2.1 Réalisation pratique

Nous avons représenté les graphes par des tableaux dont chaque emplacement représente un
sommet et contient la liste des sommets adjacents. Cela nous permet d’avoir un calcul en
temps O(1) d’une itération de la chaine puisque chaque sommet n’est adjacent qu’a un nombre
constant d’autres. Sur 'ordinateur avec lequel nous avons travaillé nous avons pu effectuer des
simulations avec de 'ordre de 10'° itérations.

Nous obtenons une approximation de la marginale de la mesure de Boltzman sur un sommet en
comptant combien de fois ce sommet est mis a +1 et le nombre de fois qu’il est observé. Nous
utilisons comme variable de sortie la moyenne (arithmétique) de ces estimations des marginales.

6.2.2 Convergence

Nous avons commencé par étudier la vitesse de convergence de la chaine de Markov. Pour cela
sur un graphe fixé (de taille 10000 et de degré moyen 10) nous avons réalisé un tres grand
nombre d’itérations en réinitialisant le décompte régulierement (ici toutes les 10° itérations).
Nous avons obtenu les résultats suivants :

Comme nous pouvons le voir le systeme converge rapidement vers un état stationnaire ou il
ne reste plus que de petites variations dues en partie a l'incertitude statistique et en partie
aux fluctuations thermiques. En particulier pour § = 0.1 les fluctuations sont 1000 fois plus
importantes qu’aux deux autres températures ce qui montre bien qu’elle sont d’origine ther-
mique. Ceci est conforme a la théorie puisque pour les graphes considérés la température inverse
critique est tres proche de 5 = 0.1.

Il est possible de trouver exactement quelle est la vitesse a laquelle le processus converge en
calculant la magnétisation sur trés peu d’itérations. En réinitialisant toutes les 10* itérations
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F1G. 12 — Magnétisation en fonction de [ pour des graphes de degré moyen 10 et 20

soit seulement une par sommet en moyenne, on trouve que l'incertitude statistique devient
dominante apres moins de 10 itérations par sommet.

6.2.3 Changement de phase

Le modele d’Ising présente un changement de phase que I'on peut clairement voir en faisant
varier la température. A haute température ([ petit), la magnétisation devient tres faible quand
B diminue et, surtout, il y a peu de variation dans les valeurs de la magnétisation. Par contre,
a basse température, la magnétisation peut étre non nulle méme avec un champ extérieur quasi
nul, en effet (pour B = 0) "énergie libre libre posseéde deux minima distincts correspondant a
des états symétriques.

Ces graphiques ont été réalisés en construisant des graphes de taille 10° avec un champ extérieur
de 0,01. On constate tres clairement un changement de phase avec une magnétisation nulle
jusqu’a une valeur . puis strictement positive. Conformément a la théorie, la température
critique vérifie 3, ~ m pour de grands degrés comme ceux que nous utilisons. Les courbes

ayant été tracées en utilisant un seul graphe par point, nous voyons qu’a part au voisinage de
la température critique la convergence est tres précise.

Il est aussi possible de mettre en évidence la présence de deux minima locaux de 1’énergie libre.
En effet nous initialisons avec tous les spins dans I’état +1. Quand le champ magnétique tend
a mettre les spins dans 1’état -1 le systeme doit passer par un état métastable avant d’arriver
a I’équilibre. En réglant le champ magnétique nous avons pu obtenir un temps caractéristique
de metastabilité visible sur un graphique de convergence. Ici pour un graphe de taille 10* de
degré moyen 10 avec une température inverse 3 = 0.15 et un champ magnétique de 1.08, nous
avons utilisé 10° itérations par point. On voit bien que le systéme est d’abord resté dans ’état
métastable de magnétisation positive ou il y avait des fluctuations importantes puis qu’il a
basculé vers I’état d’équilibre ou ces grandes fluctuations ont disparu.
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Fic. 13 — Métastabilité de I'état de magnétisation non nulle mais opposée au champ extérieur

7 Annexe : démonstrations

7.1 Modele de Curie-Weiss

Dans le cas du modele de Curie-Weiss, on a :

H(oq,...,0n) = —% Z

(i,j)EE

N
005 — B E g;
=1

L’énergie est invariante par permutation des o; et elle ne dépend donc que du nombre d’entiers
1 tels que o; vaut +1. Grace a cette remarque, nous allons pouvoir remplacer toutes les sommes

sur ’ensemble des configurations par des sommes sur ce nombre d’entiers,
nettement les calculs. Pour toute configuration (o4, ..., o), on note K(oy, ...,
1 tels que o; = +1.

N
Comme on a défini m(oy,...,on) = & > 0;, on a :

i=1
N
H(oy,...,0n) = —%m(al, wyon)? — BNm(oy,...,on) + g
On notera alors ici H(m) = —2¥m? — BNm + £ pour tout m € [-1;1].
2K(o1,...,0N)

Comme m(oy,...,0n) = % —1,ona:
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Z m<0-1a"'70-N) e
(0'1,.A.,0'N)€{—1,+1}N
(m)

Z e—H(o1,..,0N)
(01,0 n)E{=1,+1}N
2K (01,...,0N) _H(2E1N) g
S (e ) o HOREE Y
- (01,-on)E{—1,+1}N
- _ (o)
Z e H( N 1)

(01,on)E{—1,+1}N

(puisqu’il y a C% configurations (o1, ..., on) telles que K(oy,...,on5) = k)

Si on pose x = £ —H(Qk—l)—QN(ﬁx + (B - B)z) + (£ — B)N — 2. De plus, si k et N
tendent vers +oo C]’i, o )(zz q 1:5)1 2N, d’apres la formule de Stirling. On aura donc,
pour k et N tendant vers o0,
28
Ck e*H(%*l) ~ 6N¢( =
N 2nNz(1 — x)

ot () =282> +2z(B—-03) —xlnz — (1 —z)In(l —x) + g — B,
qu’on définit sur [0; 1] en prolongeant par continuité en 0 et en 1.

On vérifie en étudiant les dérivées de ¢ que, lorsque B > 0, le maximum de ¢ sur [0; 1] est atteint

en un unique point, qui n’est ni 0 ni 1. On pose alors z,, € [0; 1] tel que ¢(x,,) = m[%x]gb( ).
1

L’idée qui va permettre de simplifier I'écriture de (m) pour N grand, et qui est décrite rigou-
reusement par le lemme suivant, est que, pour N tendant vers +oo, nous pourrons négliger

dans les sommes sur k tous les termes correspondant a des k tels que % n’est pas assez proche
de z,,.

Lemme 7.1.1 Soite > 0. On a :
S ok e =Yk )
ke{0,..,.N} k=0
tq \——xmbe

quand N tend vers +oo.

Démonstration :
On admettra le résultat suivant :
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Il existe 0 < D7 < Dy tels que, pour tout N > 0 et pour tout k € {1,..., N — 1}, si on pose

A(x) N \/ZTerx(lfx)(‘Bz(l—lfC)lfz )N’ alors :
k k
DiX5) = C% < D, A7)
z)—8 B
Pour tout N > k > 0, Dj—"2 < ok o~H(5-1) < p, 902

v 2rNzx(l—z) — N - 2\/27rNcc(1—a:)'
N

Puisque ¢ admet un unique maximum sur [0;1], il existe n > 0 tel que, si |x — z,,| > ¢,
alors ¢(z) < ¢(x,,) — 1. De plus, il existe € €]0;¢[ et 7 €]0; 7] tel que, si |z — z,,| < € alors
$(z) > Blom) — 7 > 6(1) = £+ B.

On a donc, pour tout N > 2 :

(avec x = &)

ey )8 N—1
p e e H&-D < D, ot 1 4 HEY 4 —H()
ke{0,...N} varN o T k- k)
tq |%—$m\>e
N -1

_B
2

(Dy N @Em)=n)

(puisque ExrE) < V2N si N > 2)

D’autre part, puisque Card {k € {1,..., N — 1} tq |% — | < €} > 1 pour tout N assez grand,
on a, pour N assez grand :

N N(¢p(zm)—7)—2 N($(@m)—7)— 2
ZC]]% eiH(%il) 2 Dl—e : min —1 = 2D1 —e :
P V2N €0ty /(1 — x) 2N

Comme ¢(z,,) — 7 > ¢(Tm) — 1, 5 5 _Bet ﬁ +B:

_B
2

N -1 B 8
D eN(¢(I'm)_77) —+ e(f_B)N —+ 6(5+B)N =0 2D e —
(D, J )= o2

Et donc, quand N tend vers +oo :

e

N
Z CN eiH(Qk 1) (ZC]’% efH(%*l))
ke{0,...,N} k=0
tq | £ —zm|>e

Ce lemme nous permet maintenant de calculer simplement Nlim (m).
——+00
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Théoréme 7.1.2 Nlim (m) = (22, — 1)
——400

Démonstration :

Soit € > 0 quelconque.

N 2k
S Ch(R —1) e
k=0
(m) ==
>.Ch e R

k=0
S Ch(E-1 e HE Ly (% 1) e D
ke{0,...,N} ke{0,...,N}
- tq |%—mm|§e tq |%—:ﬂm‘>e

N
> Cf e MY
k=0

> Ch(E -1 e
ke{0,...,N}
G e[ <e

N ) +o(1)
k:ZOCN e N
(d’apres le lemme 7.1.1, puisque
k 2k —H(Z1) E _—H(Z-1) = ko —H(2k-1)
| Z CN(W‘DB N < Z Cye v :O(ZCNG N )
k€{0,...,N} ke{0,...,N} k=0
tq \%—xm|>e tq |%—mm|>e

Pour k£ € {0, ..., N} tel que ]%—xm| <, 21’m—1—26§%—1§2$m—1+26, donc :

> Ok e SO 3D
ke{0,...,N} ke{0,...,N}
tQ |5 —am<e 8 Iy —=mlse
(20— 1-26) " to(1) < (m) < (2mp—1426) 2 +o(1)
> Cf e HEY SOk e TG
k=0 k=0
D’apres le lemme 7.1.1,
N
SOk e TR LNk e HED
ke{0,...,N} k=0

tq |%7mm\§e

donc, d’apres la double inégalité précédente,
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2x, — 1 — 2¢ < liminf(m) < limsup(m) < 2z, — 1 + 2¢

N—oo N—oo

Ce résultat étant vrai pour tout e, Nlim (m) = 2x, — 1.
—00

Théoréme 7.1.3 Si on note my, = A}im (m), alors me, est l'unique solution sur [0;1] de

I’équation en y :
y = tanh(By + B)

Démonstration :
Comme ¢(1 — z) = ¢(z) + 2B(1 — 2z), s1i B > 0 et si z < %, #(z) < ¢(1 — z). La fonction
¢ ne peut donc pas atteindre son maximum z,, sur Uintervalle [0; %[, et T, € [%, 1], donc

1>me =22, —1>0.
La dérivée de ¢ par rapport a x s’annule en z,, :
402y, +2(B — B) —Inz,, + In(l — z,,) =0

Comme my, = 2x,, — 1, on en déduit une équation en me, :

En prenant I’exponentielle de cette derniere equation, on trouve :
Moo = tanh(Bme, + B)

On vérifie en dérivant que cette équation admet une unique solution sur U'intervalle [0; 1] ; mo.
est donc cette unique solution.

O

Grace au lemme 7.1.1, nous pouvons aussi calculer la valeur limite de 1’énergie libre par parti-
cule.

log Zn admet

Théoréme 7.1.4 Lorsque N tend vers 400, l’énergie libre par particule Fy = %

une limite :
]\}im Fn = ¢(zp)

Démonstration :
Soit 7 > 0 quelconque. Soit € > 0 tel que, pour tout = € [z, — €; T, + €], ¢(x) > d(z,) —n. On
peut choisir € suffisamment petit pour que z,, —e > 0 et z,, + € < 1. D’apres le lemme 7.1.1,

N
S ke HME LS 0k T Z 7,
k=0

tq |%7mm|§e
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donc Fy =+ (log (> C% e H&-D) 1+ 0(1)).
ke{0,...,N}
tq |5 —am|<e
Si on choisit D; et Dy comme dans la démonstration du lemme 7.1.1, et si on pose Cn, =

Card {k € {0,....N}tq |£ — 2| <€}, ona:

eN(S(@m)—n)—5 oD oN(@(@m)—e)— 5
< -
vaTN = Nl V2r N xe[ 1] 1 — )

< Y ok e HEY

2v2NeD;,

ke{0,...,N}
tq |5 —am|<e
C D eN(d)(xm))_g 1
< elJo——F—=—=— Sup
M N ze[1:3=1/2(1 — )

uisque 2 = inf
(puisq ey Tl >

€
et puisque 2Ne < Cy, <2Ne+1)

Donc :

&) —n < liminfo(x,,) < limsup < ()
N—+o0 N—oo

L’inégalité précédente étant vraie pour tout n > 0, le théoreme est démontré.

7.2 Compléments pour la démonstration du théoréeme 3.3.2
l:
7.2.1 Majoration de ||,uT(r MT(ET)HVT

Nous reprendrons ici les notations utilisées lors de la démonstration du théoreme 3.3.2 et
démontrerons l'inégalité :

ity = 0 llvr < 22 (5™ [ o8

min e a7(r)

Effectuons tout d’abord quelques remarques.

Premierement, pour tout ensemble F' de sommets de 9T'(r) :

Z (HV?(UJ‘)) = H(V?(—l) +19(-1)) =1

{o}ye{-1;+1}F" jer JEF

45



puisque, pour tout j € T (r), /¥ est une mesure de probabilité sur 'ensemble {—1; +1
j
On en déduit en particulier :

) ( 11 V?(O’j)) - > > ( I1 VJQ(U].)) _ olT(r-1)|

{os}e{-L+1}Vr j€dT(r) {oi}e {o:ye{-1;+1}9T(") ;€T (r)
{=1;41}Vr\0T(r)

Ces égalités restent vraies lorsqu’on remplace VJQ par 1/;“.
Deuxiemement :
0 _
Z° = E fH{oi}) H vy (o)
{o:}e{-1;+1}Vr JjE€OT (1)
Donc :

Fon2TC-DI = £ Z ( H v; o )) < Z% < [ 2T

{o:}Ye{-1;+1}Vr j€dT(r)

De méme pour Z7.

Enfin, si on note T (r) = {ky, ..., kn} :

> M- I dei- 5 (dFendlie

{oiye{-1;+1}97(") jeIT(r) JE€IT(r) {o:}e{- 1+1}n i=1  j=1

- <1_Iu£,.<aj>>< 1 v o)

j=i+1

< Y (Sl - die)

{oi}e{-1;+1} i=1 j#

(Y qIne))

i=1 {o;}e{—1;41}n—1 j#i
X (|3 (1) = v (=D + [y (+1) — v, (+1)])

= > (=) = (D] + P (1) = A (+ 1))

n
= 2l — llvr
i=1

Nous pouvons donc écrire :
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l, L, L
5y = iemllve = D2 I, (o) = wiy, ({oi)]

{oi}e{-1;+1}"r
[T v (o) [T (o)

= X Il (T - )

{oi}e{-1;4+1}"r
[T v (o)) [T v(0;)

FEOT(r) JEOT(r)
< fmax E 7 — 70
{oite{-L+1}Vr
;—[( )Vj(aj) y( )V;Q(Uj)
_ o|T(r—-1)| 2 : JeoT(r . JjeIT(r
=2 fmax 7+ ZO

{oiye{-1;+1}0Tr

< oIy S (%y I ven— [ el

{o;}e{~1;+1}9T(") jear(r) JeoarT(r)
1
H Z+ 20 >
oT (r
1
_oTe-Dlf (F Z | I v - [ e

{o:}e{~1;41}0T(") j€IT(r) JEIT (1)
1 1
b )
1
:2\T(r—1)|fmax<ﬁ Z | H I/ (o)) H 1/ (0))]
{o:}e{—1;41}9T (") j€oT(r) JEOT (1)
1
+Z0Z+) > flad) H vie) = 11 vi(oy) D
{oite{-1+1}"r JE@T JEIT(r)

T(r—1
< om0l (L 2

zZ+ Z07+
X Z | H v (o)) — H 7/ (0))]
{o:}e{~1;4+1}9T(") j€dT(r) jeaT(r)
2fmax fmax
< e 0 (32 I =+l
mm min Y eaT(r)

4f§1ax< Syt v ||VT>

min- G eqT(r)

puisque fuax = fmin donc 1+ M < 2@
fmln f

min
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7.2.2 Inégalités reliant mfﬂB} mffo{B} et > (0.00)710),(B:)

1€0T'(1)

Nous démontrerons ici les deux inégalités entre les quantités mfﬁ{ B mT (B €t > (0*, Ti)T(),{B:}
’ i€oT(l

que nous avons admises lors de la démonstration du théoreme 3.3.2.
Fixons 7" un arbre aléatoire muni d'un champ magnétique {B;}.

Effectuons tout d’abord une remarque préliminaire.

Le calcul montre que, si, pour tout arbre fini 7, on note m; ({Bk}) I’aimantation moyenne au
sommet 7 pour la loi d’Ising associée a T avec température inverse 3 et champ magnétique
{By}, alors, pour tout champ magnétique { By} sur T:

S5 (B)

<0i;0j>f,{3,;} =

{oi;04) 7 i
D’apres I'inégalité GHS (3.2.2), %ﬁ’wk} < 0 donc, si B;, > By, pour tout k, on a :

<(77;; O'j>jw7{B}/€} < <Uz’; Uj>T,{Bk}

Démonstration de la premlere inégalité :
Montrons que mlT’jf{Bk} T{Bk} < > <O'*70'1>T(l ){Bi}-
i€dT(l
On note sq,..., s, les sommets de 97T(l ) Pour tout ¢t € {0,1,...,n}, on note {B,(:)}(ke;p(l)) le

champ magnétique tel que B,Ef) = By pour tout k & {s1,..., s} et B,(:) = +o00 sinon. On a :

lT—EBk} mlTO{B , = T(l)({B }) T(l)({B’gO)}) _ Z (mT(l)({Blir)}) _ mT(Z)({B’(:_l)}»

r=1

Or, pour tout r € {1,...,n}, m™O{BIY) = mTO{BI ™Y < (0w; 00 ) 1048, -

En effet, si on note, pour tout 7, u, la loi d’Ising sur 7'(1) avec température inverse 3 et champ
magnétique { B}, on remarque que, pour toute fonction f : {—1; —i—l}T(“ —R:

<fI[(05r = +1)>MT—1
(I(os, = 1)),
(Cette égalité se démontre facilement par le calcul, elle exprime que g, est, en un certain sens,

la restriction de p,_; a ’ensemble des configurations pour lesquelles o, = +1.)
Donc :

<f>ur =

1) ({BkT)D _ <?Ef§jsr::+‘g)1>)>ur_1

Hr—1
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1+0's',«
2

Et puisque, pour tout r, I(o,, = +1) = ,ona:

r <U*> r—1 + <U*05r> r—1
oy - et
Sr /[ Hr—1

Donc, comme mT(l)({B,(ffl)}) = (0,

(04 05,) (r=1)
TO) (VY — IO =Dy — VTOAB; )
B S

< A04;0,.)

T(1),{B{" "}

(puisque (0, ), , > 0 d’apres 'inégalité de Griffiths (3.2.1))
. r—1
Puisque B,(c ) > By, pour tout sommet k de (1), <O'*;O'ST>T(Z)7{B](CT—1)} < (04 04,)10),{B} €t On
a bien, pour tout r € {1,...,n} :

OUBIY) —mTOUBY ™Y < (000 10y (8.

L+
Donc Mgy ~ T{Bk} < > <0'*,Uz>T(l V{B;}-
i€aT(l
Démonstration de la deuxieme inégalité :
On rappelle qu’on note B), = By, — m‘" si k € OT(l) et B), = By, sinon.

l 1,0
Montrons que Yo (o oiro By < Bmm (mTf{B 4~ Mrgs y)-

1€0T (1)
On note By(t) = By, pour k n’appartenant pas & 0T(l) et By(t) = By + t sinon. Si on note
f(t) = m*T(l)({Bk(t)}) pour tout ¢t > — By, cest-a-dire Iaimantation a la racine pour un
modele d’Tsing sur T'(I) avec température inverse 5 et champ magnétique {By(t)}, on a :

amZ(l)
Z <0*30i>T(l),{Bi} = OB; ({Bk})

i€dT (1) icaT (1)

= /'(0)

Or f est concave (puisque f’(t) = >
i €T (1)

8B 5E; ({Bk( )}) < 0 d’apres I'inégalité GHS (3.2.2)),

donc :
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> (0w o) sy = 1'(0)

icaT(l)

f(0) = f(=Py)
Bmin/2

<

2 ) > Bmin

= B_.(mT(l)({Bk(O)}) —m"O({By(~ 5 1)
9 i

=5 (m"O({Br(0)}) = m )
2 l, 1,0

< 5 (MEmy —mrsy)

(d’apres I'inégalité de Griffiths (3.2.1) : puisque B(+00) > B(0) pour tout k,
miplgy = mTO{B(+o0)} = m"M({B(0)})

7.2.3 Démonstration du lemme 3.3.3

Nous démontrerons ici le lemme dont 'énoncé suit :

Lemme 7.2.1 Il existe une fonction ¢ : R — R* (croissante en chacune de ses deuz va-
riables) telle que, pour tout arbre aléatoire T muni d’un champ magnétique {B;} et tout k > 0,
la propriété suivante soit vraie :

Si s est un sommet de OT' (k) et si (i,7) est une aréte de T'(k) se trouvant sur le chemin reliant
la racine * et le sommet s (avec i plus proche de x que de s), et si on note t Uentier tel que i
appartient a OT(t), alors :

(0505) 0 181 < (B, Bi){04; 00) (1) 18.3(053 Os) T (h—t-1) {B:}

(ou T est le sous-arbre de T' constitué de j et de tous ses descendants, avec racine en j)

Démonstration :
Nous allons démontrer plus précisément que, si on note ¢(3, B;) = cosh?(23 + B;), alors :

(0 05) 10018,y < (B, Bi){04; 00)7(1),18:3(053 Os)T! (k—t-1),{B:}
Nous aurons a effectuer quelques calculs au cours de la démonstration, qui utiliseront les nota-
tions suivantes.
On note T, = (Vi, E,) le sous-graphe de T'(k) = (V, E) constitué des sommets reliés a * par un
chemin ne passant pas par i (ainsi que des arétes qui les lient) et T = (Vj, E;) le sous-graphe
constitué des sommets qui ne sont pas dans 7, et qui ne sont pas ¢, comme l'indique la figure
14. Notons C, C, et C, les ensembles de configurations correspondant aux ensembles de sommets
V, Vset V..
L’idée qui simplifiera les calculs sera d’exprimer les grandeurs étudiées en fonction d’un petit
nombre de quantités ne dépendant que des propriétés de T, d’une part, et de celles de T d’autre
part.
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Si x4 est un élément de C, et x, un élément de C,, on notera, pour tout € € {—1; +1}, (X, €, Xy)
I’élément de C dont la composante indexée par ¢ vaut € et dont les composantes indexées par

un sommet de Ty (resp. T}) sont égales aux composantes de x; (resp. X.) indexées par le méme
sommet.

Remarquons qu’il existe des fonctions f7, fo, fiF et f. telles
que, si x, € C, et x, € C,, alors :

_ S
M(X*7 _17X8) - 7

- fj(x*)fj(xs)eBi
ILL(X*7+17X5) - Z

(on p est la loi d’Ising associée a T'(k),
a la température inverse 3 et au champ magnétique
{B;}, et Z la fonction de partition correspondante)

On définit ces fonctions de la fagon suivante :
Si x5 = (04, ..., 0y, ), OU les 7, sont les éléments de Vj :
F1G. 14 — L’arbre T'(k)

f(xs) = exp(fB Z oo +€(n Z o)+ ZBTO'T)

(ryr')EES reVs reVs
tq (ri)eE

Six, = (04, .-, 04,), OU les ¢ sont les éléments de Vi :
fl(x,) = exp(B Z 0,04 +€(n Z o) + ZBqaq)

(q,9'YEEx qeVy q€Vi
tq (gi)eE

(oue(n)=—1sin=—ete(n)=+1sin=+)

Pour tout w € {x; s} et tout n = — ou +, on note :
I
x€Cy
= > fix)
xXECy

(ou 0, (x) désigne la composante de x indexée par le sommet w)

On vérifie facilement par le calcul les égalités suivantes :

(a*,+5*77 — 04*77(5*’+)(C¥57+(537, — a5,7(557+)
(04,405 €8 4+ 0, _d5 _e~Pi)?

(04;05)T(R) (B} =
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< > 2(53’4,537,(05*74,5*77 — @*’7(5*74,)
0;5 0% =
POABY = (5, 6, ePi 16,6, _e Bi)?

( ) 20y,4-0v,— (05 05,— — s, —05,4)
0i;0s N =
T(k)’{BJ} ((5*’4_6374_632. + 6*7_557—6_31')2

Premiere partie :
Dans cette premiere partie, nous démontrerons que, si le sommet ¢ n’a qu’un seul enfant, alors :

(05 05) 1) (B} < (B, Bi){(04; 0i) (k) (B} (i3 Ts) T(k),{B,}

D’apres les égalités qui viennent d’étre énoncées, si on effectue quelques simplifications, on a :

(005 08) 1) (B} < (B, Bi) (04 03) (k) (B} (i3 Ts) T(k),{B,}
o (BurBor€® 6.5y B < 4c(B, Bi)Su s bs 6y 5

MeBi + e Bi
M < o6, B)

=

(si on pose A\ = —5J_r6f)
« cosh(B; + ) < cosh(23 + B;)

(si on note A = e*)
o p <26

Or, pour tout x5 € Cs, f(xs5) =exp(20 >, o0,)f (xs).
reVsNoi

Comme on a fait I'hypothese que ¢ n’avait qu'un seul fils, {r € V; tq (r,i) € E} est réduit a un
seul élément, donc

Z op=—1lou +1

reVsNoi
et :
f:_(XS) = €2ﬂfs_(X8) ou B_Qﬂfs_(XS)
Done £ (x,) < €1 (x,).
On en déduit :
63,4_ S 62'6557_

De méme :

(5*74, S €2ﬁ5*’,
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Donc A\ < e2? et w<2p3.
Le résultat voulu est donc démontré.

Deuxieme partie :
Commencons par deux remarques.

Premiere remarque :
Rappelons qu’on a déja vu, au paragraphe 7.2.2 que, si 1" est un arbre fini et si { By} et { By}
sont deux champs magnétiques sur T tels que B; > By pour tout sommet k& de T, alors :

<Ui; O_j>T7{Bllv} < <0i; Jj>T,{Bk}

En conséquence, si 7" est un sous-arbre de T, pour tout champ magnétique { By} sur T, puis-
qu’on sait, d’apres le lemme 3.3.1, que la marginale sur 7" de la loi d’Ising sur T avec température
inverse (3 et champ magnétique { By} est une loi d’'Ising sur 7" avec un champ magnétique { By}
tel que B}, > By pour tout sommet k de 7", on a :

(045 O )T (B wery = (043 Or) T (B} oerry < (03 O) T (B} ey

(pour tous sommets ¢ et r de T")

Deuxieme remarque :
Chaque sommet est d’autant plus fortement corrélé avec un autre sommet qu’il en est proche,
ce qui s’exprime par 'inégalité suivante :

(04 05) 1) (B;} < (045 05)T(1).{B;}

La démonstration se fait grace aux égalités que nous avons écrites au début du paragraphe :

(04 05)T(k),(B;} < (045 0s)T(k) (B}

(40— — s 0 ) (s 405 - — s 05 +) 204105 (05405 — 505 1)
(5*7+(5S’+€Bi + 5*’_(557_6_31')2 - (5*74_6574’_631' + 5*7_55’_6_31‘)2
— O[*’_i_é*’_ — 04*7_5*7_’_ S 25*74,_5*7_

— > aXFELE) = Y ) <2 ) fHE)CE)

x,X/ECx X, X' ECx X, X' ECx

Ce qui est vrai, puisque les f; et f; sont positives, et puisque 0, (x) — 0. (x") < 2 pour tous x
et x' dans C,.

Nous pouvons maintenant achever la preuve du lemme. Notons, comme sur la figure 15, T
Parbre Tj(k —t — 1) auquel on ajoute le sommet i et aréte (7, j). Soit 7 I'union des arbres T
et T'(t).

Comme i n’a qu'un seul enfant dans 7, d’apres la premiere partie de la démonstration, appliquée
a larbre 7 plutot qu’a T'(k) :
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(%5 8)7 By < (B, Bi)(04; 00)1 (B} (045 05) T (B:}

D’apres la premiere remarque :

(3 8) T, {8y < (%5 8)7.(B)

et :
(0305)T (B} < (033 05)7 (B,
et :
<0'*;Ui>T,{Bi} < <0'*§O'i>T(t),{BZ-}
Donc :
(k38)7 By < (B, Bi){0w; 0) (1) (B} (i3 05) 7 By
De phls . FiG. 15 — L’arbre T(k’)

(d’apres la deuxieme remarque, en rempagant 7'(k) par T, % par i et i par J)
Enfin, d’apres la premiere remarque :

(05: 05078,y < (043 08) T (k—1-1).{B}

Donc :

(05 05) 100,18,y < (B, Bi){0w; 00)7(t),18.3 (053 Os) Tt (k-t-1),{B:}

7.2.4 Démonstration du lemme 3.3.4

On rappelle que Bhax est fixé.

Pour tout s € N, on note 7; p_ l'ensemble des arbres 7', munis d’une température inverse
B < Bmax et d’'un champ magnétique {B;} de fagon a ce que B; > B. pour tout i € T'(s). On
remarquera que cette définition est légerement différente de celle qui figure dans le paragraphe

3.3, mais cela généralise légerement le lemme.

Lemme 7.2.2 Pour tout B > 0, il existe (Y- n)men) une suite de réels ne dépendant que de
B et de Brax, convergeant vers 0, telle que, pour tout | € N* et pour tout T € T p_ :

|ml,+ . ml,O
T{Bi} T{Bi}

< YB.,4
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Démonstration :

Soit B. > 0.

Nous démontrerons en fait plus précisément le résultat suivant.

IT existe M > 0 ne dépendant que de B_. et de [hax tel que, pour tout [ € N* et pour tout
T e 7;’ Bt

I+ 1,0
|mT7{Bi} o mTv{Bi}| <

M
[

On en déduit le résultat voulu en posant yp_, = %

D’apres I'inégalité de Griffiths, pour tout 7" et tout [, mfff{Bi} > mljlo{Bi}, donc :

I+ 1,0

| _ I+ 1,0
M7y ~ M1yBy

= Myysy ~ M1y

Montrons donc 'existence de M tel que, pour tout 7" € 7; p_ et pour tout { > 0 :

L+ 10 M

mT’{Bi} o mT,{Bz'} S T

Commengons par remarquer que la suite (mk’Jr —mh° ) est décroissante
CONS p quer q T.{B;} T,{B;}/) (keN) :

En effet, pour tout & € N et pour tout arbre T, m?’J{rBi} > m?r{gj} . d’apres le lemme 4.1,

la loi d'Ising sur T'(k + 1) avec conditions au bord positives est une loi d’Ising sur 7'(k) sans
conditions au bord, pour un champ certain magnétique { B} qui vérifie que B = B; pour tout
sommet i de T'(k — 1). D’autre part, la loi d’Ising sur T'(k) avec conditions au bord positives
est la loi d’'Ising sur T'(k) sans conditions au bord associée a un champ magnétique { B/} qui
est tel que B! = B; pour tout i € T'(k —1) et B! = 400 pour tout ¢ € 91'(k). Comme B; < B!

pour tout sommet ¢ de T'(k), d’apres U'inégalité de Griffiths, m?’f{rBi} > m?ﬁ;}

A k,0 k+1,0
De méme, M sy < Moy By

k,0 > k+1,+ k+1,0

Donc, pour tout k, ml;iJ{rB_} — Mgipy = My gy — Myh)y et la suite est bien décroissante.

Montrons maintenant (ce qui nous permettra de conclure presque immédiatement) qu’il existe
M dépendant uniquement de [n.x et B< tel que, pour tout 7' € 7; 5. muni d'un champ
magnétique {B;}, et pour tout [ € N* :

My~ My < Mg, = mgs))
Soit [ € N*.
Introduisons une nouvelle fonction : si {Hi}(ieaT(l,l)) est un ensemble de réels positifs indexés
par les sommets de dT'(I — 1), on note Tth_,{lgi}({Hi}) I'aimantation moyenne a la racine de
I'arbre T' pour un modele d’Ising sur T'(I — 1) = (V,_1, E;_1), associé a la température inverse
(et au champ magnétique {B;} ey, ,) défini par :

B/ =B;+ H;siiec0dT(l—1)
B} = B, sinon
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La démonstration de 'inégalité se fera en exprimant les deux quantités a comparer en fonction
de I'application que nous venons de définir, puis en utilisant la concavité de cette application.

Nous utiliserons le fait que, si T est un arbre et si {B;} est un champ magnétique sur 7', alors,
d’apres le lemme 4.1, comme l'illustre la figure 16, la marginale sur T'(I — 1) de la loi d’Ising
associée a I'arbre T'(1) et au champ magnétique {B;} est la loi d’Ising associée a l’arbre T'(I — 1)
et au champ magnétique {B.}, ou :

B} = atanh((0;),,) = B; + Zatanh(tanh(ﬁ) tanh(B;,)) sii € 0T(1 —1)
B’ B; sinon

(ou les iy, ...,ia, sont les enfants de i,
et ou p; désigne la loi d’Ising associée a I'arbre constitué de ¢ et de ses descendants
dans T'(1), avec champ magnétique {B;})

Fixons un arbre 7' € 7; 5. muni d’un champ
magnétique { B;} et d'une température inverse

3.

Comme la loi d’Ising sur 7T'(1) associée au champ
magnétique {B;} avec conditions au bord po-
sitives est la loi d’Ising sur 7T'(l) avec condi-
tions au bord libres pour un champ magnétique
{B;} tel que B; = 4cosii € dT(l) et B; = B;
sinon, et comme atanh(tanh(() tanh(+o00)) =
B,on a:

By, By, B2 B3, B,

B, ar(l)
By

By

F1c. 16 — Représentation de I’équivalence entre mbt gl ({BA))
les modeles d’Ising sur T'(1) et T'(1 — 1) T.{B;} — "'T{Bi}

D’autre part, comme on a vu que (mf}’%B_})(keN) était croissante :
1,0 ~ -
My gy = m <{0})

Enfin, comme 'rth’{lBi} est croissante en chacune de ses variables (d’apres I'inégalité de Griffiths),
on a :

mljl?{Bi} 'rthT{B} {Zatanh tanh(3) tanh(B;,))})

> mTﬁ{Bi}({Aiﬁ(ﬁ, Bo)})

(si on note £(3,b) = atanh(tanh(3) tanh(b)) pour tout b > 0)

26



Les trois égalités ou inégalités précédentes nous permettent d’obtenir les deux affirmations
suivantes :

mlz’“+{3} mlTO{B} = (WA } - mlT {13 }({0})

My — Mgy = M, ({8E(8, B)Y) — (g ({0})
Or la fonction f : ¢ — 1l { 5, ({tAi}) est concave, d’aprés I'inégalité GHS.

Donc, puisque £(5, B-) < atanh(tanh(3)) = 3, e B,J;<B<)f( ) > f(ﬁ)ﬁf( ) et :

g

< m(f(f(ﬂa B.))—f(0)) £ ==~ b (ml:r’O{B} lT{IE?})

mZTEB} T{B} < f(B)—f(0) < = ¢(3,B2)

Notons M = sup =——.
0<6§ﬁmax£(67B<)

Puisque f — % est une fonction continue sur ]0; Bnax] prolongeable par continuité en 0
(par BL<), M < +00. De plus, M ne dépend que de (. et B., et on a :

I+ 1-1,0
My — Mgy < MG g — Mo gph)

Nous sommes maintenant en mesure de conclure :
Pour tout T' € 7, 5 muni d’une température inverse 5 et d'un champ magnétique {B;}, on a :

!
1
I+ 1,0 I+ 1,0
My gy ~ Mrypy = 72 (mT{B} My (B, })
k=1
1
kot k,0
<72 MEisy — mriisy)
k=1
(puisque la suite (m?’f{“Bl} m? (B:)) (ken) est décroissante)
!
M k,0 k—1,0
< 5D (mrisy —mr )
k=1
M, 0 0,0 M
T(mT,{Bi} mTv{Bi}) < B

(puisque 'aimantation moyenne dans un modele d’Ising avec champ
magnétique positif est un réel compris entre 0 et 1)
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7.3 Complément a la démonstration du théoreme 5.3.2

04(8,B)
Le but de ce paragaphe est de calculer =—==.

On admettra qu’on peut, au cours de la dérivation, négliger la dépendance en [ de h*. Ce
résultat (difficile) est démontré dans [1]. On trouve alors :

99(3,B) P P tanh(h™) tanh(h®)
o3 2 tanh(5) - §<1 — tanh” () E( 1 + tanh(3) tanh(h(")) tanh(h(?)

+(1- tanhz(ﬁ))

ZLj tanh(h®)(e? H (1 + tanh(B) tanh(h))) — e~ 5 H (1 — tanh(B3) tanh(h())))

)

o 5 . )
eB ﬁ (1 + tanh(G,) tanh(h®)) 4+ =B ﬁ (1 — tanh(G,) tanh(h(®))
=1 i=1
P P tanh(h() tanh(h(®)
= 5 tanh(§) — 5 (1 — tant® () B3 ) tanh(h(l)) tanh (7))

=2

( Ltanh(h() tanh(B + Zatanh(tanh(ﬁ) tanh(h\)))) )

1 + tanh(3) tanh(h(M) tanh(B + Zatanh(tanh(ﬁ) tanh(h())))

i=2

MI'UI
MI"UI

tanh(f) — —(1 — tanh?(3))E(\(G, RV, h?))

+ (1 — tanh®(3))E(LA(3, A", B + ) atanh(tanh(j3) tanh(h")))))

Jj=2

. anh anh(z
(si on pose A(z,y,2) = 1+ta1:h(z)(fa)utlh(y)(tinh(z))

On montre en sommant sur toutes les valeurs possibles de L que :

E(LA(B,htY, B+) atanh(tanh(8) tanh(h")))) = PE(A(3,h"), B+) atanh(tanh(8) tanh(h"))))

j=2 j=2
(o K est une variable aléatoire indépendante de toutes les autres, de loi p)
Comme B + iatanh(tanh(ﬁ) tanh(h())) et h? sont de méme loi, puisque h* est un point fixe
de l’équationj?;) :

E(LA(B,hV, B+ "atanh(tanh(3) tanh(h9)))) = PE(A(8, bV, b))

7j=2
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Donc :

tanh(3) + 5(1 — tanh?(8))E(A(3, bV, h?)))

9¢(3,B) P
Bk 2

P_ / tanh(B) + tanh(h) tanh(h®) P
2 (1 + tanh(3) tanh(h(M) tanh(h@))) 2 (<UZUJ>“h“’,h(2) (i.9)

(o ) pe2 i) est la loi d’Ising sur le graphe ({7, 5}, {(4,7)}), ¢ ayant le champ
magnétique (aléatoire) A et j le champ magnétique h(?))

7.4 Codes

Voici une partie des codes utilisés pour les simulations numériques présentés dans la section 6.
La fonction rannyu () désigne un entier décimal tiré aléatoirement dans [0;1] et nrannyu ( int
maz ) un entier tiré au hasard dans {0, ..., max —1}.

7.4.1 Construction du graphe

struct liste {
int arete ;
struct liste * suivant ;

b

int n ;
struct liste xx sommets ;
// ‘‘sommets’’ est un tableau de taille n destiné a contenir,

// pour chaque sommet, la liste de ses wvoisins

void construit_graphe () ;
int nrannyu ( int max ) ;

void construit_graphe () {
int i, j, k, nb_aretes ;
double puissance, proba, al ;

struct liste *x ajout ;

sommets = calloc (n, sizeof (struct liste x)) ;
puissance = 1. ;

for (i=1 ; i<n ; i++) {

// On choisit le nombre de wvoisins de n—i—1 parmi les 1 sommets
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// de numéro supérieur.

al = rannyu () ;

puissance = puissance x (l.—coef) ;
nb_aretes= 0 ;

proba = puissance ;

while (al > proba) {
nb_aretes++ ;
al = al — proba ;
proba = proba x (coef/(1.—coef))
* ( (double)(i—nb_aretes+1) )/( (double)(nb_aretes) ) ;
}

// On choisit les nb_aretes sommets qui seront reliés a n—i—1
// par une aréte.

1=0 5
while(j < nb_aretes){

// On choisit aléatoirement k de fagon a ce que n—i—1 et n—i—I1+k
// me soient pas déja reliés par une aréte.

k = (nrannyu (i))+1 ;
while (sommets[n—1—i+k] != NULL
&& sommets [n—1—i+k]—>arete = n—i—1) {
k = (nrannyu (i))+1 ;

}

ajout = malloc (sizeof (struct liste)) ;
ajout—arete = n—1—i+k ;

ajout—>suivant = sommets [n—i—1] ;
sommets [n—i —1] = ajout ;

ajout = malloc (sizeof (struct liste)) ;
ajout—>arete = n—i—1 ;

ajout—>suivant = sommets [n—1—i+k] ;
sommets [n—1—i4+k] = ajout ;

J++
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7.4.2 Itération de la méthode de Monte-Carlo

int n ;

int x spin ;

struct liste xx sommets ;
double beta ;

double energie (int i, struct liste % voisins) ;
void bascule () ;

int nrannyu ( int max ) ;

double rannyu () ;

double energie (int i , struct liste x voisins) {

if (voisins = NULL) {
\ return( — B[i] ) ;

else {
double resultat ;
resultat = (double) — spin|[voisins —> arete]
+ energie( 1 , voisins —> suivant ) ;

return (resultat) ;

}

void bascule () {

int i ;

double proba, p ;

proba = 1 / (1+ exp ( 2xbetaxenergie(i,sommets[i]) )) ;
p = ranmyu () -

i = nrannyu (n) ;

if (p < proba ) {
\ spin[i]=1

else {

}

Y

spin[i] =1 ;
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