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Introduction

On étudie dans ce mémoire la théorie des représentations et ses appli-
cations & la physique des particules. On commence par énoncer quelques
résultats pour les groupes finis, dont certains sont encore valables pour les
groupes compacts.

On présente ensuite rapidement la mécanique quantique, théorie qui a pour
langage 1’algébre linéaire, et comment elle se fond ainsi trés naturellement
dans le cadre des représentations.

La recherche des représentations des groupes de Lie se rameéne trés souvent
a celle des représentations de leurs algebres de Lie, ce qui permet d’utiliser
des techniques génériques comme la méthode des poids pour les algébres de
Lie semi-simples. On traitera en détail ’exemple fondamental de 1’algébre
5[(2,C) et on expliquera pourquoi les autres cas peuvent se décomposer en
petites "briques" s((2, C).

Enfin on expliquera l'interprétation en termes de représentations de la classi-
fication des hadrons, qui a permis de proposer un modéle pour leur construc-
tion en postulant un groupe de symétrie.



1 Représentations

1.1 Définitions

On se donne un groupe G, a priori sans topologie.

Définition 1. Une action a gauche de G sur un ensemble X est une
application
GxX—X,(g,x)~g-x

telle que
Vg,h € G,(gh) -z =g-(h-xz) et Vre X, 1lg -z==x.

La donnée d’une action est équivalente & la donnée d’un morphisme
de groupes p de (G, -) dans (S(X),o0), groupe des permutations de X, ou
g-x=p(g)().

Définition 2. Une représentation linéaire de G est la donnée d’un C-
espace vectoriel V et d’une action linéaire de G sur V, i.e. un morphisme de
groupes p de G dans GL(V).

Exemple : G = GL,(C), V = C", p = Id. On l'appelle la représentation
fondamentale (on généralise a tout sous-groupe de GLy(C)).

Définition 3. Une sous-représentation W de V est un sous-espace vec-
toriel stable par l'action de G. Une représentation V est dite irréductible si
ses seules sous-représentations sont {0} et V.

Un morphisme de représentations (ou opérateur d’entrelacement)
entre deuzr représentations est une application linéaire qui commute a [’ac-
tion de G (une application C|G|-linéaire).

Deuz représentations sont isomorphes (ou équivalentes) s’il existe un mor-
phisme bijectif de représentations entre elles.



Représentations et A-modules Se donner une représentation (V, p) de
G équivaut a se donner une structure de A-module sur V, ou A est l’al-
gebre associative unitaire du groupe C[G], espace vectoriel complexe de base
(eg)gec et o le produit est défini sur la base par ey * ey = eg4¢r.

Somme directe, produit tensoriel
On peut faire la somme directe de deux représentations (V1, p1) et (Va, p2)
d’un groupe G qui est ’espace vectoriel V; @ Vo muni de ’action

9(v1,v2) = (gv1, gv2).

En dimension finie cela correspond a représenter G dans ’espace des matrices
de taille dim V; + dim V5 par des matrices diagonales par blocs

A O

(3 a)
ot Aj agit sur Vi et Ag sur V5.
Une représentation est dite complétement réductible si elle est somme
directe de représentations irréductibles.
Le travail générique sur les représentations d’un groupe consistera a mon-
trer qu’elles sont complétement réductibles, décrire toutes les représentations
irréductibles du groupe puis écrire explicitement la décomposition d’une re-
présentation donnée.

Un moyen courant de construire une représentation a partir de deux repré-
sentations (V1,p1) et (Va, p2) est de prendre le produit tensoriel Vi @ V3
muni de I’action

g(v1 ® v2) = (g1 ® gva).



1.2 Groupes finis

Nous donnons ici les principaux résultats de représentations des groupes
finis, dont beaucoup se généralisent aux groupes compacts qui sont ceux in-
tervenant dans les symétries que nous étudierons plus tard. La propriété la
plus importante est certainement 1’existence d’un produit scalaire rendant la
représentation unitaire :

Proposition 1. Soit G un groupe fini. Soit (V, p) une représentation de G,

( | ) un produit scalaire quelconque sur E. Alors le produit scalaire { | )’
défini par
1
(zly)" = @l > {p(9)(@)lp(9)(y))
geG

est unitaire, c’est-a-dire : Vg € G,Vx,y € V,{p(g9)(x)|p(9)(y)) = (x|y)’.

On en déduit la compléte réductibilité des représentations de dimension
finie d’un groupe fini :

Théoréme 1 (Maschke). Soit G un groupe fini. Toute représentation de G
de dimension finie est complétement réductible.

Démonstration. (V, p) munie du produit scalaire défini ci-dessus est unitaire.
Si un sous-espace F' de V est stable par p , alors F- est un sous-espace stable
par p. On obtient alors le théoréme par récurrence sur dimV . O

Le théoréme suivant, d’usage constant, explique en grande partie pour-
quoi on se restreint a des représentations sur C :

Théoréme 2 (Lemme de Schur). Soit (V, p1) et (W, p2) deuz représentations
irréductibles de dimension finie d’un groupe G (quelconque), f un morphisme
de représentations entre V et W. Si les représentations ne sont pas équiva-
lentes, alors f = 0. Si (V,p1) = (W, p2), alors f est une homothétie.

Démonstration. Ker f (resp. Im f) est une sous-représentation de V (resp.
W). Si f n’est pas bijectif, on a soit Ker f = V, soit Im f = 0, donc dans tous
les cas f = 0. Dans le cas ot les représentations sont égales, ’endomorphisme
f posséde une valeur propre A (car V est un C-espace vectoriel de dimension
finie). Le sous-espace propre associé & A est une sous-représentation de V
non nulle donc c’est V, donc f = Ald. 0



Pour finir on notera que toute représentation irréductible d’un groupe

fini G est de dimension finie. En effet si on prend un vecteur quelconque non
nul v, alors 'ensemble fini Gv engendre une sous-représentation de dimen-
sion finie, et elle est non nulle donc c’est V.
De nombreuses autres propriétés (caractéres, représentations induites) appa-
raissent dans I’étude des représentations de groupes mais nous n’en parlerons
pas ici car soit elles ne se transposent pas aux groupes continus, soit elles ne
seront pas nécessaires & la classification des représentations des groupes qui
nous intéressent en physique.

1.3 Groupes compacts

Un groupe topologique est un espace topologique séparé muni d’une
structure de groupe telle que la multiplication et le passage & 'inverse soient
continus. Si 'espace est compact on parle donc de groupe compact.
L’intérét des groupes compacts est qu’on peut les munir d’une (unique) me-
sure de probabilité dite invariante :

Théoréme 3 (Mesure de Haar). Soit G un groupe localement compact. Il
eriste une unique mesure i de probabilité invariante a gauche, c’est-a-dire
telle que pour toute fonction f intégrable sur G et tout h € G :

/ F(hg)dp(g) = / f(9)du(g)
G G

Si G est compact, alors toute mesure invariante & gauche est invariante a
droite. On appelle mesure de Haar sur G l'unique mesure de probabilité
ivariante o gauche et a droite.



Dans le cas de groupes topologiques on appellera représentations des re-
présentations définies comme précédemment mais de plus telles que :
1. lespace vectoriel sous-jacent V soit un espace de Hilbert (toujours com-
plexe) séparable,
2.
Vo €V, g p(g)(z)

soit continue de G dans V.

Comme annoncé, la mesure de Haar permet d’affirmer la compléte ré-
ductibilité des représentations de dimension finie de groupes compacts :

Théoréme 4. Toute représentation d’un groupe compact est unitarisable
(i.e. peut-étre rendue unitaire pour un certain produit scalaire). Toute re-
présentation de dimension finie d’un groupe compact est donc complétement
réductible.

Démonstration. Comme dans le cas des groupes finis on va moyenner un
produit scalaire donné ( | ) en posant :

Ve,y € V. (aly) = /G (0(9)(@)1p(9)(¥))dulg)

ou p est la mesure de Haar sur G. On obtient bien un produit scalaire sur V

qui rend la représentation unitaire. Les normes associéesa ( | )et ( | )’
sont équivalentes donc on conserve le caractére continu dans l'espace de Hil-
bert (V,( | ). O

Pour finir on admet le résultat suivant :

Théoréme 5. Toute représentation irréductible d’un groupe compact est de
dimension finie.

Tout se passe donc aussi bien que dans le cas des groupes finis.



2 Symétries en mécanique quantique

2.1 Espace des états et groupe de symétrie

On associe en mécanique quantique a chaque systéme physique un
espace de Hilbert H (supposé complet et séparable). Un état pur du systéme
est un vecteur de H choisi normé et noté |¢). La dynamique du systéme est
gouvernée par 'opérateur hamiltonien H (énergie) & travers I’équation de
Schrodinger :

L d =
i () = HIp()

Aux transformations que subit le systéme correspondent des opérateurs dans
I’espace des états, tandis qu’on associe aux grandeurs physiques des obser-
vables, opérateurs linéaires hermitiens de H dont les valeurs propres sont
les mesures possibles de ces grandeurs, par exemple ’hamiltonien dont les
valeurs propres sont les énergies que peut prendre le systéme.

Si le systéme est invariant par rapport & une certaine classe de transforma-
tions physiques, il en sera de méme pour son vecteur d’état. On dit que ces
transformations sont des symétries. Elles forment un groupe dont H est une
représentation.

Ce n’est pas exactement une représentation linéaire : en effet, en mécanique
quantique seul le carré de la norme du vecteur d’état a un sens physique.
On ne peut donc distinguer deux vecteurs d’état proportionnels et de méme
norme. Il faut donc introduire la notion de représentation projective,
c’est-a-dire une représentation & une phase preés :

v.gl’gZ 6 G, p(gl)p(gz) = p(glg2)€i¢(91792)

ou ¢ est une fonction de G x G dans R qui vérifie certaines lois & cause de
I’associativité du groupe. On I'appelle un 2-cocycle.

On peut néanmoins montrer que les représentations projectives d’un groupe
sont des représentations linéaires d’une extension centrale de ce groupe (dans
le cas d’un groupe de Lie connexe, il s’agit de son revétement universel).

L’interprétation probabiliste des normes des vecteurs d’état implique la
conservation de ces normes : en effet |(1|¢)|? est la probabilité d’observer
dans un état 1)) un systéme préparé dans l'état |¢). On a donc pour toute



observable A et une symétrie S |(1|A]¢)|2 = [(S(1)[S(A)|S(¢))]2. Un théo-
réme dia & Wigner implique que

Théoréme 6. S est alors représenté par un opérateur unitaire (on notera
ainsi U = p), linéaire ou anti-linéaire, tel que :

S([¥)) =U(g)(¥)) et S(A)=U(g)AU(g)".

On supposera désormais qu’on est dans le cas linéaire (I’anti-linéarité
peut apparaitre par exemple lorsque A contient un retournement temporel
t— —t).

Le systéme est dit invariant dans une transformation & laquelle correspond
un opérateur U(g) de H si son hamiltonien est laissé inchangé, ce qui par ce
qui précéde s’écrit :

U)HU(9)' = H  soit  [H,U(g)] = 0.

Reformulons alors la notion de symétrie d’un systéme quantique : il s’agit de
la donnée d’un groupe de transformations et d’une représentation projective
unitaire de ce groupe qui commute avec le hamiltonien.

Vient alors avec toute symétrie la conservation de grandeurs physiques
associées, fonctions des U(g). En effet ’équation de Schrédinger implique
I’évolution suivante pour la valeur moyenne d’une observable O ne dépendant
pas du temps :

Théoréme 7 (Théoréme d’Ehrenfest).

d, = 1 ~ o~
“(I01) = —(wI(O, H]lv)

Voyons maintenant ce qui se passe dans le cadre d’une symétrie infiniment
proche de l'identité.

2.2 Générateurs infinitésimaux

On se place dans le cas ou le groupe de transformations G est continu et
plus précisément dépend continiment d’un paramétre réel o avec U(0) = 1.
On peut alors écrire U(g) = U(«) et au premier ordre :

~ do ~
U(0 + da) :I—z%‘D.

I découle de I'unitarité de U que D est une observable (opérateur autoad-
joint) qui commute avec H. On dit que c’est le générateur infinitésimal de
la transformation. On passe de transformations infinitésimales & une trans-
formation finie en faisant un produit infini :

Ula) =

f—iiﬁ N — eii%ﬁ
Nh

lim
N—oo



Remarque Notons qu’on a défini ainsi D pour qu’il soit hermitien et donc
une observable en mécanique quantique. Dans la théorie mathématiques des
groupes et algebres de Lie, on aura des générateurs infinitésimaux (éléments
de ’algebre de Lie) antihermitiens en fait égaux a —iD avec des unités telles
que h = 1.

Exemples

e Si G est le groupe des translations, 'opérateur impulsion a pour compo-
santes les générateurs infinitésimaux des translations selon les trois axes.

e Si G est le groupe des rotations, les générateurs infinitésimaux des rota-
tions selon les trois axes forment les composantes de 'opérateur moment
cinétique, exemple qu’on traitera en détail dans le chapitre 3.

On a vu que linvariance d’un systéme par une classe de transforma-
tion implique des lois de conservations : [H,G] pour les générateurs infini-
tésimaux. Les valeurs moyennes de ces opérateurs sont des constantes du
mouvement. Néanmoins dans le cas non abélien les lois de conservations ne
seront pas toutes indépendantes, car les générateurs infinitésimaux ne for-
meront pas forcément un ECOC (ensemble complet d’observables qui com-
mutent). On admet que dans le cas d’un groupe de Lie (défini au chapitre 3),
on peut prendre pour constantes du mouvement indépendantes les valeurs
moyennes des éléments d’une base de l'algebre de Lie.

On traitera aussi le cas de symétries internes oul les transformations
ne sont plus géométriques mais concernent des degrés de liberté purement
quantiques.

2.3 Principe de Wigner, dégénérescence et régles
de sélection

Considérons un systéme physique d’hamiltonien H , Un sous-espace propre
V,de H asiocié a l'énergie E,. V, est une représentation du groupe de symé-
trie G car H commute avec les transformations de G. Le principe de Wigner
s’énonce alors ainsi :

Si G est le groupe de symétrie complet du systéme, alors la représentation
(Vi, p) est irréductible.

Si on prend un ket quelconque |¥) de V,,, le sous-espace engendré par l’ac-
tion de G sur |V) est une sous-représentation d’une certaine dimension p
inférieure ou égale a dim V,,. p est la dégénérescence maximale qu’on peut
avoir & cause des symétries. Le principe de Wigner signifie donc (p = dimV},)
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que toute dégénérescence du spectre est due aux symétries de I’hamiltonien.
On peut néanmoins avoir une symétrie cachée (par exemple dans le cas de
I’atome d’hydrogéne due au potentiel en %, en plus du groupe de symétrie
naturel des rotations) qui provoque des dégénérescences supplémentaires.
Une application immédiate de ce principe concerne le cas des niveaux non-
dégénérés : on sait que si G est un groupe abélien, toutes ses représentations
irréductibles sont de dimension 1 ("tous les p(g) commutent donc sont co-
diagonalisables" et les droites propres sont des sous-représentations). Si on
a dégénérescence, c’est donc que G n’est pas abélien.

Trés souvent la démarche est de déterminer un groupe de symétrie assez
grand, de le supposer complet et d’en chercher les représentations irréduc-
tibles.

Par définition du groupe de symétrie, tout opérateur p(g) dans la repré-
sentation H commute avec le hamiltonien. Ce dernier est donc un opéra-
teur d’entrelacement. En particulier si on peut, par exemple pour un groupe
compact, décomposer ‘H en somme directe de représentations irréductibles, H
commutera avec les restrictions a ces espaces des p(g) et sera ainsi, d’apreés le
lemme de Schur, nul entre deux représentations irréductibles non isomorphes.
De plus si chaque représentation irréductible n’apparait qu’une fois, alors H
sera une homothétie sur chacun de ces sous-espaces qui seront donc des sous-
espaces propres.

On se retrouve donc avec une décomposition de H en sous-espaces propres
du hamiltonien H. Dans le cas le plus simple les valeurs propres associées a
chaque sous-représentation irréductible sont toutes distinctes, et on a donc
leur multiplicité égale & la dimension. On peut néanmoins avoir par exemple
deux composantes irréductibles complexes conjuguées non isomorphes mais
correspondant a la méme énergie propre (réelle), voire une méme composante
irréductible apparaissant plusieurs fois (c’est ce qu’on appelle une dégéné-
rescence accidentelle).

Si Vi et V5 sont deux sous-représentations irréductibles de H, P et Ps
les deux opérateurs de projection sur ces sous-espaces, alors P,U (t)Pz_l, ou
U est l'opérateur d’évolution et Py ! Jinjection canonique, est un opéra-
teur d’entrelacement entre V5 et Vi. D’aprés le lemme de Schur il est nul
si les représentations irréductibles ne sont pas isomorphes. C’est donc une
régle de sélection : le systéme ne peut évoluer d’un état de Vi & un état de V5.
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3 Groupes et algebres de Lie

3.1 Définitions, exemples

Un groupe de Lie réel est une variété différentiable réelle C'*° munie
d’une structure de groupe telle que la multiplication et le passage a l'in-
verse soient C'™. Le théoréme de Cartan assure que tout sous-groupe fermé
d’un groupe de Lie est un groupe de Lie. Or pour tout n € N, GL,(R) et
GL,(C) sont des groupes de Lie réels (le second étant un sous-groupe ferme
de GL2,(R)). Il y a néanmoins des classes importantes de groupes de Lie qui
ne sont pas des sous-groupes d’un groupe linéaire, par exemple ceux qu’on
appelle les groupes de Lie exceptionnels. Un autre exemple est le revétement
universel de SLy(R).

Définition 4. Pour simplifier (le cas abstrait ne nous intéressant pas ici), on
appellera groupe de Lie un sous-groupe fermé d’un groupe linéaire GL,(R).

Exemples O(n),U(n),SL,(R),SL,(C),SO(n),SU(n) sont des groupes
de Lie. Plus généralement le stabilisateur d’'une action C*° est un groupe de
Lie.

Définition 5 (Algebre de Lie). Une algébre de Lie g sur k est un k-espace
vectoriel muni d’une opération nommée crochet (de Lie) [ , |:gXg—g
bilinéaire, antisymétrique et satisfaisant l’identité de Jacobi :

Vr,y,z € g, [z, [y, 2l + [y, [z, 2] + [z, [z, 4] = 0.

Une sous-algébre de Lie est un sous-espace vectoriel de g stable par le crochet.
Exemples L(E) muni du crochet [f,g] = fog— go f est une algebre

de Lie notée gl(F). Son analogue matriciel est gly(K) = M, (K) muni du
crochet [A, B] = AB — BA.
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3.2 Algébre de Lie d’un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie de dimension n.

Définition 6. L’espace tangent & G en son élément neutre Id est
a={X=+0) | v:]a,b[— G, de classe C*, avec v(0) = Id}

ot |a,b[ contient 0.

Théoréme 8. g est une sous-algébre de Lie de gly(R), appelée algébre de
Lie de G.

Exemples
e G = GL,(k). L’espace tangent & G en I, est M,(k) par continuité du
déterminant.

e G — SL,(k) = {M € M,(k), det M = 1}. Or Papplication tangente
a det en I, est Tedet(X) = TrX donc

sl (k) ={X € M, (k) =gl,(k), TrX = 0}.
On peut aussi appliquer la proposition qui suit en notant que e’ ™~ = det eX.
Proposition 2. X € g si et seulement si pour tout t € R,exp(tX) € G.

L’algebre de Lie (ou sa représentation) est I’espace des générateurs infini-
tésimaux et on passe au groupe des transformations finies par I’exponentielle.

3.3 Représentations

On cherche les représentations de certains groupes de Lie. L’étude locale
au voisinage de l’identité, en se plagant dans l’algébre de Lie, peut simplifier
cette recherche et on verra les conditions qui permettent de remonter des
représentations de 1’algébre & celles du groupe.

Définition 7. Soit g une k-algébre de Lie(le corps aura son importance).
Une représentation de g est un morphisme de k-algébres de Lie de g dans
gl(E) ot E est un espace vectoriel compleze de dimension finie, c¢’est-a-dire
R tel que :

VX,Y €g,[R(X),RY)] = R([X,Y]).

Comme dans le cas des groupes finis et compacts on se restreint aux
représentations complexes et de dimension finie pour pouvoir par exemple
disposer du lemme de Schur.
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Proposition 3. Une algébre de Lie réelle g peut étre complezifiée en g =
gDig.

De maniére évidente on peut étendre uniquement toute représentation de g
en représentation de gC. Il y a bijection (inverse étant la restriction d’une
représentation de gc) entre les représentations irréductibles de g et de gC.

Représentations de groupes et d’algébres
Les morphismes de groupes de Lie sont des morphismes de groupes continus.

Théoréme 9. Soit f un morphisme de groupes de Lie de G dans G’, g et
g’ les algebres de Lie de G et G'. Alors f est de C™ et la différenticlle de
f en lidentité, notée Df, est un morphisme d’algébres de Lie de g dans g
vérifiant :
d

Df(X) = - flexp(tX))le—o (3.1)
Démonstration. Montrons que Df défini par la formule ci-dessus est bien un
morphisme d’algebres de Lie.

Df est R-linéaire par changement de variable linéaire. Soit X,Y € g.
On a au voisinage de t = 0 la formule de Baker-Campbell-Hausdorff :

2
exp(tX)exp(tY) = exp(t(X +Y) + ! [X Y]+ O(t?))
d’ou pour k € Nx :
(exp(S)eap(1)* = (exp(1 (X +Y) + OG5 = eap(X +Y + 0(1))

ce qui donne par continuité de exp

X Y
X+Y)= 1l = )k
cap(X +Y) = lim (exp(-)exp(3))
On en déduit, en utilisant le fait que f est un morphisme de groupes :
exp(tDf(X +Y)) = exp(t(Df(X) + Df(Y))
dou Df(X+Y)=Df(X)+ Df(Y).

Montrons enfin que D f préserve le crochet.

Vg € G,VX € g,exp(tDf(gXg")) = flexp(g(tX)g™")
f(g)f(exp(tX))f
f(g)ewp(th(X))f(g)
exp(tf(g)Df(X)

d’ou en dérivant en 0 pour g = exp(tY) :
Df([Y, X]) = [Df(Y), Df(X)].

f (gexp(tX)g™)

—~ —
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On peut ainsi différencier des représentations de groupes de Lie en repré-
sentations d’algébres de Lie. Beaucoup de propriétés sont conservées :

Théoréme 10. Soit G un groupe de Lie, (V,p), (W, p') deuz représentations
de G (morphismes de groupes de Lie de G dans GL(E), E étant un C-espace
vectoriel de dimension finie), Dp (resp. Dp') la différentielle de p (resp. p'),
représentation de l'algeébre de Lie g de G dans gl(E). Alors :

(i) F sous-espace vectoriel invariant par p =F invariant par Dp. On en
déduit que :

(ii) (V, Dp) irréductible = (V. p) irréductible.
(111) (V,p), (W, p") équivalentes = (V, Dp), (W, Dp') équivalentes.

Si G est connexe, (i), (i) et (i11) sont des équivalences.

Enfin notons le cas ol on peut intégrer un morphisme d’algébres de Lie.
Rappelons qu'un espace topologique X est dit simplement connexe s’il est
connexe et que tout lacet dans X est homotope dans X a un point.

Théoréme 11. Soit G un groupe de Lie simplement connexe, H un groupe
de Lie, g et b leurs algebres de Lie respectives.

Alors pour tout morphisme d’algébres de Lie ¢ : g — b, il existe un mor-
phisme de groupes de Lie f : G — H tel que ¢ = Df.

Représentation adjointe

On va maintenant décrire des représentations de groupes et d’algébres de Lie
qui jouent un role trés particulier.

Soit G un groupe de Lie, d’algébre de Lie g. G agit sur lui-méme par conju-
gaison (ou automorphisme intérieur) selon :

ig : h ghg™!

On note que i, est bijectif d’inverse i,-1 et iy 04y = igy. Si on différen-
cie iy en l'identité, on obtient un isomorphisme Ad, de g dans g, tel que
Ady o Ady = Adyy. Ad : G — GL(g) est donc une représentation du
groupe de Lie G dans g, qu’on appelle la représentation adjointe de G.

La différentielle de la représentation Ad, notée ad, est une représentation de
Palgebre de Lie g dans elle-méme, encore appelée représentation adjointe (de
g). En général on définit alors le crochet de Lie sur l'espace tangent en 1'élé-
ment neutre de G g par [X,Y] = ad(X)(Y) et on vérifie que cela donne bien
une algebre de Lie (I'identité de Jacobi exprime que ad est une dérivation).
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Ici on a adopté une démarche différente en posant le crochet égal au com-
mutateur des matrices, montrons que tout est cohérent :
d

VXY € g, ad(X)(Y) = %Adexp(tX)(Y)‘tZO

d
= %exp(tX)Yexp(—tX)]t:()

En effet

d _ _
AdyY = %geﬂfp(ty)g 1’t:O =gXyg g

3.4 Exemple fondamental : SO(3), SU(2) et sl(2,C)

Nous allons maintenant illustrer les théorémes précédents sur un exemple
de base, la recherche des représentations irréductibles de SO(3). Elle est bien
sir motivée par l'invariance par rotation de nombreux hamiltoniens (nous
développerons ce point dans la section suivante).

Le groupe SO(3) est connexe mais pas simplement connexe. Pour passer des
représentations de l'algébre a celle du groupe on va donc plonger SO(3) dans
son revétement universel SU(2), chercher les représentations irréductibles de
l’algebre de Lie de SU(2), et remonter & celles de SU(2) puis de SO(3) en

factorisant & travers le morphisme de revétement.

Définition 8. Soit X, Y deux espaces topologiques. Une application p de X
dans Y est un revétement (on dit aussi que (X, p) (ou simplement X) est un
revétement de Y) si :

il existe un ensemble F' discret tel que pour tout y dans Y, il existe un voi-
sinage V de y dans Y et un homéomorphisme ® : p~1(V) — V x F tels que
po ®1 est la projection sur V.

Définition 9. Si Y est une variété conneze, on appelle revétement universel
de Y un revétement (X, p) simplement conneze.

Théoréme 12. SU(2) est le revétement universel de SO(3).

Démonstration. Notons pour commencer que

SU(2) = { (_al_) b) la,beC, |af2+ b2 = 1}

a

est diffeomorphe & la sphére S3. SU(2) étant donc simplement connexe, il
suffit de montrer que c’est un revétement de SO(3).

L’algebre de Lie de SU(2) est l'espace vectoriel de dimension 3 sur R des
matrices 2 x 2 complexes antihermitiennes de trace nulle. SU(2) agit natu-
rellement sur su(2) par la conjugaison Ad. En posant pour X € su(2)||X|| =
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VdetX, on obtient une norme invariante par ’action de SU(2).

Pour Ad : SU(2) — GL(su(2)) on a donc Im Ad C O(su(2)) pour la norme
précédente et par connexité de SU(2) Im Ad C SO(su(2)).

Ker Ad = {£I>} car une matrice dans Ker Ad commute avec toutes les
matrices réelles. Le morphisme de groupes de Lie Ad : SU(2)/{+L} —
SO(su(2)) est de rang constant, injectif, donc ¢’est une immersion entre deux
groupes de Lie de dimension 3, donc c’est un difféeomorphisme local. I'm Ad
étant un sous-groupe ouvert de SO(su(2)) qui est connexe, c’est SO(su(2))
tout entier. Ad est un difféomorphisme local bijectif donc ¢’est un difféomor-
phisme.

On a donc montré que Ad : SU(2) — SO(su(2)) = SO(R3) est un revéte-
ment. O

Nous allons donc chercher les représentations irréductibles de SU(2), qui
seront de dimension finie car il est compact, & partir de celles de son algébre
de Lie su(2). Les représentations irréductibles de su(2) sont en bijection avec
celles de sa complexifiée sly(C).

Une base de sl3(C) (matrices complexes 2 x 2 de trace nulle) est :

10 0 1 0 0
meo ) oxe=(00) = (00)

avec les relations de commutation
[H7 X+] = 2X+7 [Ha X—] =-2X_, [X+7 X—] =H

Théoréme 13. Les représentations irréductibles de dimension finie de sla(C)
sont a isomorphisme prés de la forme V,, de dimension n+1 ow une base est
constituée de vecteurs (v, ...,v,) ot vy est tué par X, et vy = (X_)Fug.

Démonstration. Soit (V, R) une représentation (sous-entendue complexe) ir-
réductible de dimension finie de sl2(C). R(H) (qu’on notera simplement H)
admet au moins une valeur propre A et un vecteur propre v associé a A. On
a alors :

HX v=(X;tH+2X)v=A+2)Xv

HX v=(X_H-2X_)Jv=(\—2)X_v

H admet un nombre fini de valeurs propres distinctes donc il existe A\g valeur
propre de H de vecteur propre associé vg tels que X yvg = 0.

Posons alors pour tout k € N v, = (X_)*vg. Par récurrence en utilisant les
relations de commutation on obtient :

Hu, = (Ao — 2k)vg

X+’Uk = k()\o —k+ 1)1)]@,1
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Les v sont linéairement indépendants s’ils sont non nuls et V est de
dimension finie donc il existe n € N tel que vg # 0,v1 # 0, --- v, # 0, V41 =
0. Alors \g = n. L’espace vectoriel (non nul) engendré par vy, vi,..., v,
étant stable par slo(C) car stable par les générateurs H, X, X_| cest V
tout entier. Ainsi dim V = n 4 1. De plus cette représentation qu’on notera
V., est bien irréductible. O

Pour adapter les conventions a la physique (cf. application au moment
cinétique) on pose V7 = Vy; et on choisit pour base de V”

[5,m) = (=1)7*™

qui permet, en prenant pour base de sly(C)

Ja = <_B/2 1(/)2>’ v = (—01 8)’ J-= <8 _01>

d’avoir les relations
Je|jm) =m|jm)

Jilim) =G —m)G+m+1)ji m+1)
J_ljm) =/ (G+m)(i—-m+1)jm-1)

SU(2) étant simplement connexe, pour toute représentation V7 de sly(C)
il existe une représentation D’ de SU(2) telle que sa différentielle soit une
représentation de s1(2) ayant pour complexifiée V7.

Une représentation (V, R) de SU(2) se factorise par Ad en une représentation
de SO(3) si et seulement si R(KerAd) = Idy soit R(—I2) = R(I2) = Idy ce
qui est vrai pour les D7 si et seulement si j est entier.

Les représentations D7 ou j est entier sont des représentations irréductibles
de SO(3) et ce sont les seules par connexité de SO(3) : la différentielle d’une
représentation irréductible est une représentation irréductible de 'algeébre de
Lie s0(3) qui est isomorphe a 'algébre de Lie de son revétement universel,
ce sont donc des V7.

Harmoniques sphériques On dispose aussi d’une formulation directe des
représentations D7 dans des espaces de fonctions sur la sphére S2.
SO(3) agit naturellement en tant que matrices sur R3 et donc sur les fonctions

définies sur R? par :
1

g-frax— flg~ ).
Cette représentation notée o devient par restriction une représentation sur
Pespace, de dimension finie cette fois, des polynomes harmoniques (i.e. de
laplacien nul) a coefficients complexes homogénes de degré | notée H O, On
admet le résultat suivant :
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Théoréme 14. HY est un espace vectoriel compleze de dimension 21+ 1 et
stable par l’action o de SO(8). L’action de g € SO(3) étant linéaire, (H', o)
est une représentation du groupe de Lie SO(8) équivalente a la représentation
D',

Définition 10. On appelle harmoniques sphériques les fonctions sur la
sphére restrictions de polynomes homogénes harmoniques.

Lorsqu’un groupe de Lie est représenté dans un espace de fonctions dif-
férentiables, la différentielle de cette représentation associe & chaque élément
de ’algebre de Lie un opérateur différentiel sur ces fonctions. Ici on a une
base de s0(3) formée par :

0 0 O 0 01 0 -1 0
m=100 -1, m=[0 o0 o0], m=[1 0 o
01 0 -1 0 0 0 0 O
On obtient en calculant 4 f(exp(—tm)z|i=o :

0 0

Thil 57—
0Tk 11 Ozp—1

(Do), = w1

avec rg = 23 et 4 = x1. On a en particulier en sphériques :

opérateur antihermitien pour le produit scalaire issu de l'intégrale sur la
sphére, qu’on transforme comme d’habitude en opérateur hermitien (ainsi
que (Do)ng,3 en multipliant par i (J; = i(Do)(ng). Enfin on pose :

Jp=Ji+idy, JP=JF+J3+JE

11 existe alors une base (définie par orthonormalisation pour le produit sca-
laire sur L2(S?)) de H' (H" restreint a la sphére) d’harmoniques sphériques
(len)—lgmgl qui vérifient :

J3Y}l =mY},

JYL =0 -m)I+m+ )Y, JYL=VI+m)(l-m+1)Y}
JYL =1(1+1)YL.

On a bien retrouvé la représentation D', les Y, étant les kets |Im).

Exemple Explicitons ces représentations pour des petites valeurs de [ :

e [ =0:H"=C, o est la représentation triviale.

e [ =1. Une base de H' est simplement (x,y,2). L’action de Do est : 1,
transforme xg en 0, xx_1 en —xk41 et Tpy1 en Tp_q.
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3.5 Moment cinétique

On peut maintenant passer a l'interprétation des représentations qu’on
a trouvées.

Moment cinétique orbital, spin
On définit un moment cinétique comme une observable vectorielle J dont les
composantes satisfont les relations de commutation

[Too Jy) = ihd. [y, L) =ihdy , [T, Js] = ihJ,

ce qui se résume par J xJ =ind.
On voit qu’en prenant la base de sl3(C)

10 -1 10 —i 1/-1 0
J1_2<—1 0>’J2_2<i 0>’J3_2<0 1)

on obtient une représentation de sly (C), le morphisme étant J; — j;, Jo —
Jy, J3 +— J,. Le travail qu’on a fait précédemment s’interpréte donc comme la
quantification du moment cinétique, c’est-a-dire la décomposition de I’espace
des états en représentations irréductibles de SU(2)). Lorsque SU(2) est un
groupe de symétrie du systéme cette décomposition s’applique & chaque sous-
espace propre du hamiltonien. R

Lorsque le moment cinétique est orbital, c’est-a-dire s’écrit L =T x p alors
'opérateur L, s’écrit dans I'espace L?(R3)

~ A A

L= TPy — Ypr = —ith(x-— —y——) soit en sphériques L,=-—.
xr

On reconnait ainsi la représentation de SO(3) dans les espaces d’harmo-
niques sphériques, et comme les représentations irréductibles de SO(3) cor-
respondent & des D' avec [ entier, on a [ et m entiers pour un moment
cinétique orbital.

Les D’ avec j demi-entier correspondent a des représentations irréductibles
de SU(2) qui ne sont pas des représentations irréductibles de SO(3). On dit
que ce sont des moments cinétiques de spin. Cela correspond au fait que ces
états se transforment sous I'action des rotations comme une représentation
projective et non linéaire de SO(3) (donc comme une représentation linéaire
de son revétement universel SU(2)).
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4 Représentations des algébres de Lie
semi-simples complexes

On présente ici quelques résultats de la théorie générale des représenta-
tions d’une classe importante d’algébres de Lie. Ceci permet de mieux com-
prendre le cas de sl3(C), qui intervient dans la classification des hadrons et
I’hypotheése des quarks. On va donner ici des définitions et propriétés simpli-
fiées par rapport au cas le plus général, car il faudrait introduire les notions
d’algebres nilpotentes et résolubles pour donner la bonne formulation (et la
preuve) de certains résultats comme le critére de Cartan, alors qu’on n’en
étudiera que des conséquences.

4.1 Deéfinitions

Définition 11. Soit g une algebre de Lie. Un idéal J de g est une sous-
algébre de Lie telle que

VX eJ,VY €g,[X,Y] €T
Définition 12. Une algébre de Lie est dite simple si elle n’est pas abélienne
et si son seul idéal propre (i.e. distinct de g) est {0}.

Définition 13. Une algébre de Lie est dite semi-simple si elle n’est pas
abélienne et si son seul idéal abélien propre est {0}.

Un groupe de Lie connexe est dit simple (resp. semi-simple) si son algébre
de Lie est simple (resp. semi-simple). Notons que le centre d’une algébre de
Lie (I’ensemble des X tels que [X,Y] = 0 VY € g) est un idéal abélien
propre. Etre semi-simple signifie en fait avoir un centre nul (on dit étre
"sans centre").

Définition 14 (Forme de Killing). Soit g une algébre de Lie de dimension
finie, ad sa représentation adjointe. On définit sur g x g la forme de Killing
K par K(X,Y) =Tr(ad(X)ad(Y)). C’est une forme bilinéaire symétrique.

La forme de Killing est invariante, i.e. elle vérifie :

K(X,Y],Z2)=K(Y,[Z,X])
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Il suffit de développer en utilisant le fait que ad commute au crochet et
Tr AB =Tr BA.
On dispose de deux résultats fondamentaux :

Théoréme 15 (Weyl). Si g est une algébre de Lie semi-simple compleze,
il existe une unique algébre de Lie réelle (semi-simple) go telle que go est
l’algébre de Lie d’un groupe de Lie simplement connexe compact et g est la
complezifiée de go.

Théoréme 16 (Critére de Cartan). Un groupe de Lie semi-simple conneze
G est compact si et seulement si la forme de Killing de son algébre de Lie
(réelle) g est définie négative.

Une algébre de Lie est semi-simple si et seulement si sa forme de Killing est
non-dégénérée.

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 17 (Complete réductibilité). Toute représentation de dimension
finie d’une algébre de Lie semi-simple est complétement réductible.

Démonstration. Une preuve possible utilise le théoréme de Weyl, sous le nom
de "unitarian trick". Les représentations irréductibles de notre algébre de Lie
semi-simple complexe correspondent & celles du groupe de Lie compact en
question et sont donc de dimension finie. Une autre preuve algébrique, que
nous ne détaillerons pas, existe : elle utilise notamment ’opérateur de
Casimir défini par >, p(X;)? (pour la représentation p de I'algébre de Lie
munie d’une base (X;) orthonormée pour le produit scalaire —K) qui com-
mute & la représentation et qui est donc, d’aprés le lemme de Schur, diagonal
sur les représentations irréductibles. C’est la généralisation du carré du mo-
ment cinétique. O

La représentation adjointe d’une algeébre de Lie réelle est réelle et on aura
besoin (comme pour les groupes) de représentations complexes. On prend
donc sa complexifiée. Le critére de Cartan affirme par ailleurs que 'opposé
de la forme de Killing (étendue a ’algébre complexifiée par linéarité) est un
produit scalaire pour lequel la représentation adjointe du groupe compact est
unitaire, et on peut en multipliant par ¢ avoir des endomorphismes hermitiens
dans la représentation adjointe de 1’algébre complexifiée, et en dimension
finie ils seront donc diagonalisables & valeurs propres réelles. Cette discussion
rappelle d’ailleurs celle qu’on a eue a propos des générateurs infinitésimaux
en physique (hermitiens) et "en maths" (antihermitiens).

4.2 Poids et racines

La méthode utilisée pour trouver les représentations de sla(C) peut en
fait se généraliser a toute algébre de Lie semi-simple. Avant tout revoyons ce
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qu’on a fait en introduisant un peu de vocabulaire :
On a introduit des opérateurs J3, J1 et J_ tels que

[Js, Jy] = Jo, [Js, J_] = —J_, [Js, J_] = 2J5.

En d’autres termes J; et J_ sont des vecteurs propres de ad(J3), on dit
que ce sont des racines. Dans une représentation irréductible donnée on a
ensuite pris un vecteur propre (donc non nul) de Js (le ket |Im)) de valeur
propre m. On dit que c’est un vecteur de poids m. Les opérateurs Jy et J_
permettent de passer de vecteurs de poids m & des vecteurs de poids m + 1
ou m — 1 et comme la représentation irréductible est de dimension finie par
compacité de SU(2), on est arrivé & un vecteur de poids maximal 1 , c’est-a-
dire v non nul tel que Jyv =0 et J3v = tv.

On a ensuite engendré toute la représentation en appliquant les puissances
de J_ au vecteur de poids maximal.

On va tenter d’utiliser la méme méthode que pour sly(C). On utilisera
a partir de maintenant la base (H, X4, X_) de sl3(C) au lieu de (Js3, J1)
ce qui revient vraiment au méme, les relations de commutation devenant
simplement :

[H7 X"r] =2X4, [Ha X—] =—2X_, [X+7X—] =H

Tout d’abord on cherche un élément particulier qui jouera le role de H, c’est-
a-dire qu’on veut décomposer une représentation en sous-espaces propres de
H. Dans le cas d'une algébre de Lie semi-simple quelconque, il faut considérer
non pas un vecteur H mais une sous-algébre. On prendra une sous-algébre
abélienne dont I'image par la représentation est constituée de matrices her-
mitiennes pour pouvoir codiagonaliser toutes les matrices de cette algebre.

Définition 15 (Sous-algébre de Cartan). Une sous-algébre de Cartan est
une sous-algébre abélienne mazimale telle que tous ses éléments sont diago-
nalisables. On admet qu’il existe des sous-algébres de Cartan et qu’elles sont
toutes de méme dimension (qu’on appelle le rang de [’algébre de Lie).

Pour sl,,(C) on peut prendre le candidat le plus simple, & savoir la sous-
algébre h des matrices diagonales de trace nulle. Par la propriété de codia-
gonalisation on peut écrire toute représentation complexe de dimension finie
de g V = @V, ou V,, est un sous-espace propre de b : un vecteur propre de
b est un vecteur non nul qui est vecteur propre de tout élément de h. Soit v
un tel vecteur. On a donc une forme linéaire o € h* telle que :

VH e h,Hv = a(H)v

On appelle o un poids de la représentation et vecteur de poids o un vecteur
propre associé a a.
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Cherchons maintenant ’analogue de X1. On a noté précédemment que X
étaient des vecteurs propres de H dans la représentation adjointe. La dé-
composition qu’on vient de décrire étant valable pour toute représentation
de dimension finie, elle I’est en particulier pour la représentation adjointe.
Nous appellerons racines (de g) les poids non nuls de la représentation ad-
jointe. On a donc :
s=ho( P o)
racines «

ou chaque g, est un espace de racine «. Soit X (€ g) un vecteur de racine
a, v de poids (pour une représentation quelconque) 5, H € h. On a :

H(X(v)) =X(H(v)) + [H, X](v)
= X (B(H))v) + (a(H) X)(v)
= (a(H) + B(H))X (v)

ce qui montre que ad(ga)(= [X € ga,Y]) envoie V dans Vo 3.
Les racines agissent ainsi par translation sur les poids.

Nous allons maintenant utiliser les résultats qu’on a obtenus pour sls(C)
en découpant notre algébre de Lie semi-simple quelconque en petits sla(C).
On remarque que si « est une racine, —a aussi. Alors :

Théoréme 18. Pour toute racine «,

Sa = Ba ©® J—a S [gaa gfa]
est une sous-algébre de g isomorphe a sla(C).

On peut choisir une base standard (Xy € go, X—a € 9—a, Ha € [0a; 0-a])
satisfaisant les relations de commutation de (X, X_, H).
Toute représentation de g étant aussi une représentation de sa sous-algébre
Sq, C'est aussi une représentation de sla(C) et on a en particulier que les
valeurs propres de H, dans la représentation de g sont entiéres, i.e. les poids
prennent des valeurs entiéres sur les H,. Une autre propriété est la symétrie
par rapport & 0 des valeurs propres de H, (ce sont les entiers — < m < ).
Commencons par munir le réseau des racines (formé par les vecteurs que
sont les racines dans h*) d’une métrique héritée de la forme de Killing sur

g9 (o, B) = K(Ha, Hp).
[HavXﬂ] = <O‘3B>Xﬁ et [HouXa] = 2X,

d’ou par intégralité des valeurs propres H, :

y0.8)

(@, )

=meZ
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Comme dans une représentation de SU(2) on passe d'une valeur propre m
de H & son opposé en appliquant 2m fois X_ ou X, on a ainsi pour « et
B racines que 8 — 2%@ est encore racine. Dans le réseau des racines ceci
se traduit par une réflexion par rapport & ’hyperplan orthogonal & a. Ces
réflexions engendrent un groupe de symétrie des racines appelé le groupe
de Weyl. Nous n’étudierons pas en détail ’action du groupe de Weyl mais
on montre qu’il laisse invariant ’ensemble des poids d’une représentation

quelconque de g.

L’étape suivante consiste & définir I’équivalent du vecteur de poids maxi-
mal qui engendrait par action de sla(C) toute la représentation irréductible.
On admet les faits suivants :

Proposition 4 (Ordonnement des racines). Il existe une partition de len-
semble des racines en racines positives et racines négatives, 'opposé d’une
racine positive étant négative, et une base (a;)i1<i<i de | racines simples,
telles que toute racine positive (resp. négative) s’exprime comme combinai-
son linéaire a coefficients entiers positifs ou nuls (resp. négatifs ou nuls) de
ces racines simples. On peut ainsi définir un ordre sur les racines : o < 8 si
B — a est positive ou nulle.

Théoréme 19. Pour toute représentation de dimension finie il existe un
vecteur v et un poids « tels que :

(i) v est un vecteur de poids «,

(ii) v est annulé par tous les vecteurs racines associé o des racines positives.
v est un vecteur de poids mazimal o.

Théoréme 20. Toute représentation irréductible posséde un unique vecteur
poids maximal (a un scalaire prés) et est engendrée par laction sur ce vec-
teur de poids mazimal des "mots" d’éléments des espaces de racines simples
négatives.

Plus généralement si on a dans une représentation de dimension finie un
vecteur de poids mazimal, ce procédé engendre une sous-représentation irré-
ductible.

Ci-dessus on appelle mots des produits de longueur quelconque (soit des
composées de puissances). Ceci est un théoréme d’unicité. Nous ne parlerons
pas ici de l'existence mais il existe une méthode pour construire des repré-
sentations de dimension finie sous certaines conditions. Plus simplement on
a par exemple l'existence de la représentation adjointe, de dimension finie si
I’algébre 'est.

Toute cette succession de théorémes admis est bien abstraite ; regardons donc
de plus prés 'exemple de sl3(C).
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4.3 Représentations de sl3(C)

L’algebre de Lie de SU(3) (compact) a pour complexifiée sl3(C), algebre
des matrices de taille 3 de trace nulle. On a donc directement la description
évoquée dans le théoreme de Weyl. De plus SU(3) étant connexe et simple-
ment connexe, on parlera indifféremment de représentations de SU(3) ou de
5(3(@).

Choisissons pour base de s[3(C) les matrices Gell-Mann (analogues en di-
mension 3 des matrices de Pauli) :

010 0 — 0 1 0 O 0 01
AM=11 0 0], =12 0 O0),23=10 =1 0)JXA={0 0 O
0 00 0 0 O 0 0 O 1 00
0 0 —2 0 00 00 O
Ad=100 0],%=({0 0 1],A7=10 0 —i
0 0 010 0 72 0
1 1 0 O
Ad=—7=101 0
V3 0 0 =2

On pose F; = %
On a 3 sous-algebres SU(2) notées SU(2)r, SU(2)y et SU(2)y engendrées
respectivement par : (Fl, Fy, F3) | (Fﬁ, Fr, (\/gFg — F3)/2), (F4, Fs, (\/§F8 +
F3)/2). On note

Ty = xily, Up=FsgEiF;, Vi=DF4+1iF;s.

y = \%Fg, Ty = Fy, Us=(3Y/2—Ty)/2, Vi= (3Y/2+T4)/2
On obtient tout un tas de relations de commutation entre ces opérateurs,
dont on citera les conséquences, sans les lister ici.

On choisit pour sous-algébre de Cartan les matrices diagonales de trace nulle,
qui est de dimension 2, et donc on prend pour base T3 et Y. Un vecteur wy, 4
est dit de poids (m,y) si

Tswmy = MWmy Y Wmy = YWm,y

(m,y) est appelé le vecteur-poids. Les régles de commutation entrainent que :
o T, augmente m de 1, ne change pas y

e U, diminue m de 1/2, augmente y de 1

e V. augmente m de 1/2, augmente y de 1

o7 U_,V_ ont les actions opposées.
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T.,U4, V. sont associés aux racines positives (et leurs "opposés" aux néga-
tives). Il existe un vecteur de poids maximum wy, annulé par Ty, Uy, V.,
dans une représentation irréductible de dimension finie (car les poids sont
bornés) et l'action des produits de 7_,U_, V_ sur wy, engendre un sous-
espace stable sous sl3(C) (stable sous les "négatifs" par définition et sous
les autres a I’aide des relations de commutation) donc c’est la représention
irréductible.

wyy est aussi un vecteur de poids maximum pour les trois petits blocs
SU(2)r, SU(2)y et SU(2)y avec poids maximum respectifs : ¢, u = (3y/2 —
t)/2,v = (3y/2+t)/2. L’étude des représentations de SU(2) a montré que ces
poids maximum étaient entiers ou demi-entiers (on est revenu a la conven-
tion des physiciens avec des bases (Js3, J1)). On a ainsi des entiers p et ¢ tels
que :

p q _ptyg

t==, u=—=-, v
2 2 2
P pt2q

Ces entiers caractérisent le vecteur-poids maximum (Z,y) = (§, %5%) donc
caractérisent la représentation irréductible qu’on notera ainsi D(p, q).

La diagonalisation de la sous-algebre de Cartan nous montre que les multi-
plicités des poids correspondent en fait & des dimensions des représentations.
Plus précisément la somme de la multiplicité des poids d’une représentation
est égale a la dimension de cette représentation. La maniére de calculer ces
multiplicités est encore de se ramener a ce qu’on sait sur SU(2) : dans une
représentation irréductible V7 de dimension 2j + 1, on a une multiplicité 1
pour chaque entier [ entre —j et 7. En appliquant successivement les opéra-
teurs "négatifs" on obtient des dégénérescences lorsqu’on a plusieurs chemings
pour aller du poids maximal & un autre poids. On peut démontrer la régle
suivante :

Théoréme 21. Sur le graphique des poids (constitué des vecteurs-poids)
d’une représentation irréductible de sl3(C), les poids sont situés sur des hexa-
gones concentriques qui peuvent dégénérer en des triangles. La multiplicité
de chaque poids est 1 sur le bord (c’est celle d’'un SU(2) pur) et elle aug-
mente de 1 a chaque couche hexagonale lorsqu’on se rapproche du centre,
Jusqu’a ce qu’on rencontre une couche triangulaire. Alors la multiplicité de-
vient constante jusqu’au centre.

Ceci permet de montrer que la dimension de D(p,q) est %(p + (g +
1)(p + ¢ + 2). La symétrie de cette formule montre qu’'on peut avoir des
représentations irréductibles non isomorphes de méme dimension (au moins
D(p,q) et D(q,p)).

Passons maintenant & 1’étude de certaines représentations particuliéres. La
premiére qui vient a 1’esprit est bien sir la représentation adjointe, de dimen-
sion sur C celle de sl3(C) c’est-a-dire 8. La dimension de la sous-algébre de
Cartan b des matrices diagonales de trace nulle est 2 : 0 est dans la représen-
tation adjointe un poids de multiplicité 2. On peut trouver 6 autres racines,
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qui viennent en paires (o, —a) en prenant une base du supplémentaire de b,
par exemple les matrices E;; avec ¢ # j. L’action d’une matrice diagonale

LiH) 0 0
de trace nulle H = 0 Lo(H) 0 (on les L; sont les formes
0 0 Ls(H)

linéaires coordonnées correspondantes) sur F;; s’écrit
[H, Eij] = (Li(H) — L;(H))Eij

En prenant pour base de h les matrices définies plus haut (73, Fg) (qui a
Pavantage, par rapport a (73,Y) qu'on a utilisée précédemment, de donner
un joli hexagone régulier) on peut tracer le diagramme des racines dans la
base duale de h* (en rajoutant le point double en 0).

Ts A

g = Az~ Ay 3 =X —
_1 3 (4 ]

—try

("110)

(1,0) i

~oa-3,—4) -

Figure 1. La représentation 8

On voit d’ailleurs a quoi correspond la séparation entre racines positives
(par exemple o, a2, a3) et négatives : il s’agit d’avoir des translations dans
le méme demi-plan pour pouvoir affirmer qu’on s’arréte, en dimension finie,
& un vecteur de poids maximal.

Regardons maintenant la représentation fondamentale, qui consiste a
faire agir simplement les matrices de sl3(C) sur C3. En prenant la base cano-
nique de C3 (e;);=123 sur laquelle on fait agir la sous-algébre de Cartan de
base (13,Y), on obtient les poids A; tels que He; = A\;(H )e; de composantes
respectives dans la base duale de (73,Y) :

A= (1/2,1/3), X =(—1/2,1/3), A3 =(0,-2/3).
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On voit que c’est la représentation irréductible D(1,0) de vecteur de poids
maximal e; et de poids maximal A;.

La représentation irréductible D(0,1) est ce qu’on appelle la conjuguée de
D(1,0) : on I'obtient dans le méme espace vectoriel sous-jacent C? en prenant
comme opérateurs les matrices complexes conjuguées si on la voit comme une
représentation de SU(3), c’est-a-dire que dans ’algébre de Lie complexifiée
sl3(C) X devient —*X. En effet si on regarde 'action de ces matrices sur
la base canonique on obtient pour poids (toujours dans la base duale de
(13,Y)) -

A= (=1/2,-1/3), Xy =(1/2,-1/3), X3=1(0,2/3)

qui est bien la D(0,1). De maniére générale D(q,p) est en fait la conjuguée
de D(p, q) selon le méme principe.

Nous noterons & partir de maintenant (car en petite dimension il n’y pas
d’ambigiiité) les représentations suivantes selon leur dimension :

D(1,0)=3, D(0,1)=3, D(1,1) =8 (c’est la représentation adjointe)

ainsi que

D(2,0)=6, D(0,2)=86, D(3,0)=10.

Un outil fondamental pour construire des représentations est le produit ten-
soriel. Nous avons défini le produit tensoriel de deux représentations d’un
groupe p1, p2. Lorsqu’on différencie p; ® p2 on obtient la représentation d’al-
gébre Dp1®@Id®Id® Dpa, qu’on notera Dp; ® Dpa. Dans le langage des poids
on a une construction aisée du produit tensoriel & partir de la proposition
suivante :

Proposition 5. Soit p1, p2 deuzr représentations de sl3(C).
Sivy (resp. va) est un vecteur de poids A1 (resp. A2) dans la représentation p;
(resp. p2), alors vi @y est un vecteur de poids A1+ A2 dans la représentation

P1 ® pa.

On a la méme proposition en remplacant "poids" par "poids maximum".
Ainsi on regarde dans le produit tensoriel le poids maximum, puis on en-
gendre la représentation irréductible qui lui est associée, et on recommence
avec le nouveau poids maximum du diagramme privé des poids de la pre-
miere représentation irréductible.
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Plus généralement toute représentation irréductible apparait dans les puis-
sances tensorielles de la 3, qui constitue donc une sorte de générateur des
représentations de SU(3).

30



5 SU(3) et les quarks

5.1 Classification des hadrons

On a constaté que les hadrons, particules soumise & l'interaction forte
(par exemple proton, neutron, mésons ), se regroupaient en multiplets sem-
blables par la masse et par l'intensité des interactions fortes les concernant
(en ne regardant donc pas les différences de charge), et que ces multiplets
correspondaient & un modeéle de symétrie de I’hamiltonien des interactions
fortes nommeé 1’isospin, appelé ainsi car fondé sur un groupe de symétrie
SU(2) comme le spin. La symétrie induit la conservation dans les interac-
tions fortes d’'un nombre quantique correspondant & une "composante" de
'isospin notée T3 (et appelée isospin).

Expérimentalement I’isospin était relié a la charge par la relation

Q:%B+% (5.1)

ol B est un autre nombre quantique conservé lors des réactions nucléaires,
le nombre baryonique valant 0 pour les mésons 7, et 1 pour le proton et
le neutron (qui sont donc des baryons). Les baryons sont des particules
"lourdes" et on a constaté que leur nombre était conservé dans les réactions
mettant en jeu l'interaction forte. On appelle alors mésons les hadrons qui
ne sont pas des baryons (et on a donc appelé méson 7 le pion).

On a ensuite découvert des particules dites étranges intervenant dans des
réactions ou était violée cette égalité, par exemple les particules nommées
A%(baryon) et K%(méson). On a pu attribuer & ces particules étranges un
autre nombre quantique additif, 'étrangeté S, qui donne 0 aux particules
respectant (5.1) et par exemple 1 au K% et -1 au A,

On a donc abouti & une nouvelle relation

Q:;B+a+g. (5.2)

On définit alors I’hypercharge Y = B + 5.

On a de cette maniére pu classifier les hadrons connus en familles ayant ap-
proximativement méme masse, méme hypercharge et méme isospin.

La symétrie SU(2) d’isospin est en fait une symétrie contenue dans un groupe
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plus grand SU(3) dit de saveur. On peut classer les mésons et baryons connus
(chacun au nombre de 8) dans la représentation adjointe 8, ou chaque par-
ticule est un vecteur de poids de la représentation adjointe, dont le poids
dans la base (T3,Y) par exemple a pour composantes son hypercharge et
son isospin.

D’autres particules découvertes par la suite ont pu étre classées de la méme
maniére dans la représentation 10. On les appelle des résonances baryo-
niques.

5.2 Le modéle des quarks

Le modéle des quarks donne alors un réle aux représentations 3 et 3 qui
n’apparaissaient pas jusque la. On appelle quarks les vecteurs de poids de la
représentation 3 (e; = up, ez = down, e3 = strange) et antiquarks (4, d, 5)
ceux de la 3. Comme on a

33=841

33®3=100808d1

les octets des mésons et des baryons apparaissent sous des formes composées
de quarks et d’antiquarks, plus précisément :

méson = état lié de gq
baryon = état lié de gqq

Pour respecter le principe de Pauli il a fallu introduire un nouveau degré de
liberté associé a chaque quark, la couleur, définie par un vecteur dans un
espace de Hilbert de dimension 3

| couleur) = Py |red) + pg|green) + 1p|blue)

L’hypothése dite de confinement des quarks est 'invariance des états des
hadrons dans toute redéfinition des couleurs, c’est-a-dire une multiplication
du vecteur de couleur par une matrice de SU(3). Ceci signifie qu’on a une
nouvelle symétrie SU(3). de couleur (exacte, tandis que celle de saveur n’est
qu’approchée, a cause des différences de masses par exemple). Seuls les états
liés de qqq et qq sont observables. La couleur, introduite pour "réparer" le mo-
déle de la saveur, s’est avérée devenir dans la théorie de la chromodynamique
quantique (QCD) la base des interactions fortes. On suppose une invariance
de jauge locale, c’est-a-dire qu'il y a un groupe de symétrie SU(3). en tout
point de I'espace-temps. Ceci conduit a ’existence de champs de jauges et de
bosons de jauge responsables des interactions (on les appelle les gluons pour
I'interaction forte). Notons que d’autres saveurs de quarks ont été décou-
vertes et qu’on suppose désormais qu’il y en a 6, c’est-a-dire que le groupe
de saveur est SU(6), mais de maniére encore moins exacte.
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