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Introduction

Le but de ce mémoire est de comprendre les fonctions spéciales a ’aide
de la théorie de représentations de groupes.

Dans une premiére partie, nous introduirons les définitions élémentaires
des représentations de groupes ainsi que les résultats qui nous seront utiles
par la suite.

Dans une seconde partie, nous nous intéresserons au groupe des matrices
d’ordre deux unitaires complexes de déterminant 1, SU(2), et en détermi-
nerons les représentations irréductibles; ensuite, nous en déduirons des re-
lations fonctionnelles sur les coefficients matriciels et appliquerons ceci & la
résolution de I'’équation de Laplace.

Dans une troisiéme partie, nous nous intéresserons au groupe des dépla-
cements du plan euclidien, M(2), et en déterminerons les représentations
irréductibles ; ensuite, nous exprimerons les fonctions de Bessel comme co-
efficients de ces représentations et en déduirons de nombreuses formules sur
celles-ci, jusqu’a leur équation différentielle.



Chapitre 1

Représentations de groupes

Définition 1. Une représentation d’un groupe de Lie G dans un espace de
Hilbert H est un morphisme de groupes continu T : G — GL(H) et tel que
T(e) = Idy , ou GL(H) désigne le groupe linéaire de H, et e est [’élément
neutre de G.

St H est de dimension finie, on appelle dimension de la représentation.

La propriété de morphisme s’exprime par Vgi,92 € G, T(91)T(g2) =
T(g192). On a bien str T'(e) = Idy pour e l’élément neutre du groupe.

Définition 2. Deuz représentations d’un groupe (Ti, Hy) et (Ta, Hy) sont
dites équivalentes s’il existe un isomorphisme A € L(Hy, Hy) qui les entrelace

ie AT1 = TQA
Ceci est bien une relation d’équivalence.

Proposition 1. Soit G un groupe de Lie, a un vecteur de [’algébre de
Lie de G et (T, H) une représentation de G de dimension finie. Soit A =

% (T(exp ta)) ‘t . alors Vt € R, T'(expta) = exptA

Démonstration. Nous avons d’un coté

= % (T (exp ha)T (exp sa)) = AT (exp sa)

h=0

% (T(expta))

t=s
et de 'autre

% (exptA))

Ainsi T'(expta) et exptA sont solution de

d
ZX(8) = AX (1),

= AexpsA.

t=s

de plus T'(exp0) = Idy = exp 0z (), ce qui donne I'égalité par unicité des
solutions. O



Définition 3. Un sous-espace fermé E de H est dit invariant si Vg €
G, T(9)(E) = E.

Définition 4. Une représentation est dite irréductible si les seuls sous-
espaces invariants sont {0} et H.

Définition 5. Une représentation est dite complétement réductible si elle
peut s’écrire comme somme hilbertienne de représentations irréductibles sur
des sous-espaces invariants de H.

Définition 6. Une représentation T dans un espace de Hilbert H est dite
unitatre st T préserve le produit scalaire, ie :

Vg € G,Va,be H,<T(g)a,T(g)b >=< a,b >

Lemme (Lemme de Schur). Soient Ty et Ty deuz représentations d’un groupe
G, irréductibles et de dimension finie, dans les espaces L1 et Lo respec-
tivement. Soit A un opérateur de Ly dans Lo qui entrelace T et Ty (ie
ATy =ThA). Alors :
— ou bien A est l'opérateur nul
— ou bien A est inversible, auquel cas Ty et Ty sont donc équivalentes, et
de plus A est unique & constante multiplicative pres.

Démonstration. Notons My, = ker A C Ly et My = ImA C Ls. Puisque
A entrelace Ty et T, ces deux sous-espaces sont invariants (par 77 et Tb
respectivement) :

Vo € My,Vg € G,AT1(g9)x = Ta(g9) Az = 0 donc T1(g)z € M,
Yy = Ax € My, Vg € G/ Tx(g)y = To(g)Ax = ATy (g)x donc Ta(g)y € Mo

Or Ty et Ts sont irréductible, donc My et Mo sont soit nuls, soit coincident
avec ’espace entier. Distinguons 3 cas :

— Si My =0, ImA =0 donc A =0.

- Si My =1Ly, ker A= Ly donc A=0.

— Si My =0 et My = Lo, alors A est une application linéaire injective
et surjective, entre deux espaces vectoriels de dimension finie : A est
donc inversible.

Montrons 'unicité de A dans ce dernier cas : Supposons 'existence d’un
autre opérateur B entrelacant 17 et T5. Alors pour tout A € C, B — M\A
entrelace également 7T et T,. Choisissons A dans le spectre de BA™! : on
sait alors que det(BA~! — A\I) = 0, ce qui signifie que B — AA est non
inversible : on est donc dans le cas B— XA =0, dou B = M\A.

O

Corollaire. Soit T une représentation d’un groupe G dans un espace de
Hilbert H. Supposons que T s’écrive comme somme hilbertienne de représen-
tations T; dans des sous-espaces H;, ces représentations étant trréductibles



et deuz & deux non équivalentes. Soit E un sous-espace invariant (non nul)
de H, tel que la restriction de T o E soit complétement réductible. Alors E
est somme hilbertienne de certains sous-espaces H; :

n

Démonstration. Nous allons commencer par démontrer le :

Lemme. Soit T' une représentation d’un groupe G dans un espace de Hilbert
H. Supposons que T soit somme directe orthogonale de représentations T;
dans des sous-espaces H;, ces représentations étant irréductibles et deuz a
deuz non équivalentes. Alors tout sous-espace invariant minimal (non nul)
FE coincide avec l'un des H;.

Démonstration. Notons P; le projecteur orthogonal de F dans H;. Notons S
la restriction de la représentation T'a E. Alors, on a pour tout i : P;.S = T; P;.
Or S et T; sont irréductibles, donc d’aprés le lemme de Schur, on sait que si
S et T; sont non équivalentes, alors P; = 0.

Or on sait que les représentations 7T; sont deux & deux non équivalentes :
il existe donc au plus un indice j tel que P; # 0.

Donc pour tout i # j, P, = 0 donc E est orthogonal & H;. Or H est
somme directe orthogonale des H;, donc £ C Hj. Enfin, E est un sous-
espace invariant non nul de la représentation irréductible 7}, donc F = H;.

O

Revenons a la démonstration du corollaire. Ecrivons le sous-espace inva-
riant F comme somme directe orthogonale de sous-espaces invariants mini-

maux Fj :
E=F;
j

Or, d’aprés le lemme, chaque F; coincide avec I'un des H;, ce qui conclut la
démonstration.

O]

Définition 7. Une représentation régulicre T' a gauche (resp. a droite) d’un
groupe G est une représentation dans l'espace vectoriel des applications conti-
nues de G dans un espace vectoriel L, par :

T(g0)f(9) = f(g5"9) (resp. T(g0)f(9) = f(9g0) ) -

Théoréme. Toute représentation irréductible T d’un groupe G dans un es-
pace de Hilbert H est algébriquement équivalente & une sous-représentation
d’une représentation réqulicre dans l'espace vectoriel des fonctions continues
de G dans C (ie sans munir cet espace d’un produit scalaire).



Démonstration. Fixons a € H non nul. Notons L 'espace vectoriel des fonc-
tions définies sur GG & valeurs dans C. Définissons I'opérateur A :

A:H—L
f=A(f) g (T(9)f,a)

Notons L' = ImA : alors A : H — L' est surjectif. Définissons S repré-
sentation de G dans L' par :

S(90)f(g) = f(990)-

S est une représentation réguliére & droite de G : montrons qu’elle est équi-
valente & T.
Remarquons que A entrelace S et T :

AT (g0)f(9) = (T(9)T(90)f,a) = (T(990)f; a) = Af(9g0) = AS(90)f(9)

Montrons que A est injectif : Soit f € ker A. Af = 0, donc pour tous
9,90 € G, Af(g9g90) = AT (90)f(g) = 0 : cela signifie que T(go)f € ker A, et
ce pour tout gg € G : ker A est donc un sous-espace invariant pour 7. Or
T est irréductible, donc ker A = 0 ou ker A = H. Or Aa(e) = (T(e)a,a) =
(a,a) > 0 (ou e désigne I’élément neutre de G). Donc A # 0 : ker A = 0.

A est donc un isomorphisme entrelagant S et T : ces deux représentations
sont donc équivalentes. O



Chapitre 2

Représentation du groupe

SU(2)

Nous allons nous intéresser & un probléme a premiére vu étrange, résoudre
I’équation de Laplace en dimension 4 avec condition au bord sphérique

Af=0 sur B
flo =9,
ol B est le boule unité de R*. Cette idée provient du fait que de nombreuses
fonctions spéciales résolvent ’équation de Laplace dans différents systémes

de coordonnées, comme présenté dans [2]. Le systéme de coordonnées qui
nous intéressera sera le suivant :

x :rcosfcosw+¢, (2.1a)
2 2

xT9 = rcosfsin¢+¢, (2.1b)
2 2
0 —

x3 = rsingcos v 5 ¢, (2.1c)

x4:rsin§sinw;¢, (2.1d)

oll x1,T3,x3, T4 sont les coordonnées cartésiennes usuelles, comme nous le
verrons ces coordonnées correspondent a une paramétrisation simple SU(2)
et c’est pour cela que nous étudierons ce groupe. Dans ce systéme de coor-
données ’expression du laplacien est

—igr?’2+L sinﬁgsinﬁg—i—ﬁ—QCOSH o —&—8—2 =
 r30r Or r2sin?6 00 00  0¢? ooy oY |
10 50 4 -



Si nous essayons de séparer les variables angulaires et la variable radiale
en écrivant f(x1,z2,x3,24) = R(r)T(¢,0,1), alors le probléeme Af = 0 a
I'intérieur de boule, se sépare en

AAT = —uT, (2.3)
19 ,0R

19 _ 2.4
ror or P (24)

avec p une constante arbitraire & déterminer.

Lemme. Les solutions de classe C* de I’équation (2.4) sont les \r® avec
AinR et s entier positif et p = s(s+ 2).

Démonstration. La seconde équation est une équation différentielle linéaire
ordinaire d’ordre 2, qui aprés le changement de variable »r = e* devient a
coefficients constants. Les solutions sont 1’espace vectoriel engendré par les
r®cos(fInr) et r*sin(flnr) avec s = a + i solution de p = s(s + 2), cet
espace est bien de dimension 2 pour tout p # —1. Pour u = —1 'espace des
solutions est engendré par % et lnTr Les seuls cas ot il existe des solutions
ne présentant pas de singularité en 0 sur I'une des dérivées est le cas s entier
positif. O

Alors la premiére équation se récrit

N s s
AT = —(=+ 1T .
2(2+), s €N

Comment nous le verrons au cours de cette partie les solutions pourront étre
exprimé a partir des coefficients des représentations irréductibles de SU(2).

2.1 Le groupe SU(2)

Dans cette section nous nous intéresserons aux propriétés du groupe
SU(2), nous pourrons ensuite les transposer sur les propriétés des repré-
sentations de ce groupe.

2.1.1 Propriétés du groupe

Le groupe SU(2) des matrices unitaires de rang deux est le groupe des
matrices complexes :

(5 )

L’égalité |a|? + |B]? = 1 peut se récrire a? + a2 + 87 + 52 = 1 avec
a = a1 +iag et f = PB1 + if2, donc SU(2) est homéomorphe a la sphére

o + 1812 = 1, a,ﬁeC}-



de dimension trois S3. La paramétrisation suivante introduisant trois angles
¢,0,1 permet d’écrire les éléments du groupe sous la forme simple! :

g ietw) . g ié—w)
cos 5e 2 isinge 2

u(p,0,v) = ( 2 iw=e) o ilev)

e% 0 cos? isin? e% 0
= ip ( y 02> ,%/1 = u(¢7070>u(070a0)u(0707¢)

s

0 e 2 ising cosg 0 e

avec
0<op<2m, 0<O0<<wm, —27r<Y<2nw

Les paramétres sont définis uniquement dans le cas a8 # 0, il n’y a pas
unicité si a = 0 ou § = 0, c’est le méme probléme que pour les coordonnées
géographiques de la sphére aux deux pdles. Ce choix de paramétrage permet
aussi d’obtenir les angles d’Euler décrivant les rotations de R? en passant au
quotient SU(2)/{1,—1} ~ SO(3); ¢ est 'angle de rotation, 6 est I'angle de
nutation et ¢ est I’angle de précession. Les relations donnant ces paramétres
en fonction des coeflicients matriciels sont :

cosf = 2|a* — 1 (2.5a)
i - _ P (2.5b)
| |]
i(o+v) (67
e 2 = — (25C)
|

2.1.2 Paramétrisation du produit d’éléments

Nous allons déterminer les paramétres du produit de deux éléments du
groupe u1, ug en fonctions des parameétres de ces deux éléments ¢, 01,11 et
@2, 02,19 dans le cas particulier utile par la suite ot ¢1 = )1 = Y9 = 0. Alors

.. idg .. i¢g
cos & isin % cos e isin%e
u(6,0,0) = wruy = (53, 02 7€ 1e,
I 142 Y 01 L fy _igg 6 _igg | ¢
(s oS5 isin%e 2 cosFe 2

Ce qui donne en multipliant les deux matrices et en utilisant les relations
(2.5)

1On remarquera que u(0,0,%) = u(1),0,0)

10



cos 8 = cos 6 cos By — sin 01 sin Oy cos ¢a, (2.6a)

it sin 01 cos 0y + cos 61 sin 05 cos ¢ + 7 sin O sin P9 (2.6b)
sin 0 ’
) 01 0y 22 01 i Oy — 122
io+v)  COS G CcOs ge 2 —sin g sin Fe” 2
e 2z = 7 . (2.6¢)
CoS 5

2.2 L’algébre de Lie de SU(2)

Nous allons nous intéresser a l’algebre de Lie du groupe SU(2), c’est-
a~dire & l'espace tangent en ’élément neutre du groupe. Le groupe SU(2)
est aussi une variété de dimension trois, donc il faut trouver trois vecteurs
tangents indépendants. Le moyen le plus simple est de considérer la dérivée
en id d'un sous-groupe & un paramétre. Deux sous-groupes apparaissent
naturellement & partir de la paramétrisation de SU(2), ce sont

i f i b
w1<t>—u<o,t,o>—(c"s% n) (2.7)

isin§ COS 5
Y0
wy(t) = u(t,0,0) = (e _) . (2.8)

Le troisiéme groupe est choisi de fagon & avoir des relations de commutations

simples
¢

wat) = u(r /2,1, —7/2) = (Cosé —sin 2> .

. ot
sSin 2 COS 2

o+

Une simple dérivation donne les matrices tangentes

_ dwl(t) - 1 (0 1
T A |, 2 <1 0> ’ (29)
dws (1) 1/0 -1
_ _ - 2.1
w=229 (1 7). (2.10)

da@,(t) 1 (1 0
= Q) _ , 2.11
BETw |, 2 <0 —1> (2.11)

L’expression du crochet de Lie sur cette base des matrices antihermitienne
d’ordre 2 est

[a1, az] = as, (2.12a)
[ag, ag] = ai, (212b)
[ag, al] = az, (212C)

11



d’ou la justification du choix du groupe ws(t), comme le sous groupe a un
parameétre associé au crochet de Lie des deux autres vecteurs. Nous pouvons
voir aussi plus simplement cette algebre de Lie, a; correspond & la variation
de la partie imaginaire de 3, as la partie réelle de § et ag la partie imaginaire
de as. De plus en effectuons un calcul on peut montrer que ’exponentielle
est surjective de ’algebre de Lie de SU(2) dans SU(2).

2.3 Représentation unitaire irréductible de SU(2)

Nous allons nous intéresser aux représentations du groupe SU(2), et
transposer les propriétés du groupe et de I'algébre sur la représentation. Ce
qui nous intéresse au final c’est la représentation réguliére du groupe SU(2) et
les représentations irréductibles sur cet espace, mais il est plus simple d’étu-
dier les représentations irréductibles sur un autre espace puis transposer les
propriétés par équivalence.

2.3.1 Représentation dans ’espace des polynémes homogénes

Le groupe SU(2) agit de facon naturelle sur C2. Pour obtenir une large
famille de représentations irréductibles, nous allons étudier la représentation
sur 'espace des fonctions & deux variables complexes définit pour u € SU(2)

Tulf(21,22) = f(2],25) avec (z1,25) = (21, 22)u = (avz1 — Bz2, Bz1 +aiz2)

L’action sur les vecteurs de C? & droite assure qu’on a bien une représen-
tation de groupe T'[ujuz] = T'[u1]T[uz]. Cette représentation est réductible,
par exemple les espaces des polyndémes complexes homogénes a deux va-
riables de degré 2 avec | € %N sont stables, nous allons montrer dans un des
paragraphes suivants que les restrictions a ces sous-espaces sont irréductibles.
Ces polynoémes peuvent s’écrire sous la forme

l

f(z1,22) = Z a2

n=—1

Nous noterons la restriction de la représentation & ce sous-espace par 7;. En
fait les polyn6mes homogénes & deux variables de degré 2[ sont en bijection
avec l'espace Cy[X] des polynémes de degré au plus 21 par la relation

) = oy (2) (213)

22

q7(2) = f(z,1). (2.14)

12



L’opérateur T; induit une représentation sur Co;[X| que nous noterons en-
core Tj.

Tifulqs(2) = qns(2) = Tilul f(2,1)

~ flaz = Bpz+a) = (5 + aPar (557

Ainsi nous avons construit une famille de représentations du groupe
SU(2) sur les espaces Cy[X], pour chaque u € SU(2) Tju] est un endo-
morphisme de Cy[X].

2.3.2 Opérateurs infinitésimaux de la représentation

La connaissance des opérateurs infinitésimaux de la représentation nous
permettra de montrer l'irréductibilité de T; et donnera aussi des propriétés
importantes sur les fonctions spéciales associées a SU(2).

Pour obtenir ces opérateurs nous procédons de la méme maniére que pour
lalgebre de Lie. Pour le sous-groupe wy (1) introduit en 2.2 la représentation
sur ’espace des polynémes est

ot t zcost +isind
T; [wi1(t)] q(2) = (zisin = + cos f)qu —_— = 2t t2 ,
2 2 Z1sIn 5 + €oS 5

la dérivée de cette expression en t = 0 donne 'opérateur infinitésimal

7 d
A =1 Z(1 = 23—,
1 zlz+2( Z)dz

De la méme maniére on obtient les opérateurs infinitésimaux associé a wa(t)
et w3 (t)

1 d
. d

l—

L’action de ces opérateurs sur les monémes z'~" avec —l < n <[ est la

suivante :

At = L= ) ) (2.17)
1 1

A = Sl =)z = Sl m) T (2.18)

Agzl_n — —inzl_n. (219)

13



Ainsi les opérateurs As et As associent & un mondme deux monomes
«adjacents». Mais par combinaisons linéaires on peut construire des opéra-
teurs Hy et H_ qui & un monoéme associe le monéme de degré supérieur
(respectivement inférieur). Nous prenons

d
Hy =iA —Ay=—— 2.20
+ 1.A1 2 dZ’ ( )
d
H_ =il + Ay = 2z + 2 —, (2.21)

dz

de plus nous introduisons 'opérateur Hs sous la forme

d
Hy=iA3=1—2—.
3 3 P
Ceci permet d’obtenir une base de ’espace des opérateurs infinitésimaux sur
Cy[X] ayant une action particuliérement simple sur les monomes

H 2" = (n—1)zl"1 (2.22a)
H 2" = —(n+ 1)zt (2.22b)
H3z' ™" = n2t (2.22¢)

Ces opérateurs sont bien des endomorphismes de Co;[X], de plus Hj est
diagonalisable car chaque mondme est un vecteur propre associé & une valeur
propre différente.

2.3.3 Irréductibilité

Théoréme. La représentation Tj[u] avec | € AN de SU(2) sur Cy[X] est
wrréductible

Démonstration. Pour montrer que 1; est irréductible il faut montrer qu’il
n’admet pas de sous-espace stable non trivial. Soit F' un sous-espace non
nul stable par tous les Tj[u], alors il I'est pour les sous-groupes & un para-
métre wi,ws,ws et par passage a la limite stable pour A, Ay, As car F' de
dimension finie donc fermé. Par linéarité il suffit de montrer qu’il n’y a pas
de sous-espace stable non trivial pour Hy, H_, Hj.

Hj est diagonalisable donc F' est engendré par des vecteurs propres de
Hs (F non nul), donc F contient au moins un monome z/=".

Utilisons maintenant la stabilité par H et H_. D’apreés la formule (2.22a)
si0<s<l—nalorsona

Hizlfn =azl™"%, a#0.
Demémesi0<s<l+nalorsona

Hizlfn — ﬂzlfnJrs? ﬂ 7& 0.

14



Ainsi F contient tous les monémes 2!~ et est donc égal a Cy[X]. Ainsi Tj
n’admet pas de sous-espace stable non trivial.
O

Les représentations T; sont deux & deux non équivalentes car irréduc-
tibles de dimension distincte, en faite toute représentation irréductible est
équivalente & I'une d’entre elle [1], mais nous n’allons pas le montrer.

2.3.4 Produit scalaire invariant

La théorie générale des représentations des groupes compacts donne un
produit scalaire invariant par la représentation & partir de la mesure de Haar
du groupe [1]. Pour tout groupe compact il existe une mesure finie invariante
par translation & gauche et a droite, dans le cas de SU(2) cette mesure est
sin 8dfd¢dvy. Nous utilisant ensuite le théoréme suivant

Théoréme. Soit T : G — L(H) une représentation d’un groupe compact G

dans un Hilbert H. Alors on peut trowver un produit scalaire (, ) sur H tel

qu’il soit invariant par la représentation, ie Vg € G, xz,y € H, (T|glz, T|gly) =
(z,9)

Démonstration. 11 suffit de choisir le produit scalaire suivant

(z,y) = /G(T[g]w,T[g]y)dg,

avec dg la mesure de Haar (qui est finie) et (, ) le produit scalaire de H
initial. L’intégrale est convergente car elle est inférieur par Cauchy-Schwartz
a [|z|| ly]l supg | Tg]]|* mes(G) et T est un morphisme continue d’un groupe
compact. C’est bien une forme bilinéaire définie positive. Comme la mesure
est invariante par translation on a

(Tlgola, Tlgoly) = /

G
_ /G(T[g}m,T[g]y)dgz (@.1) .

(T'[go]T'[g]x, T[g0]T[9]ly)dg = /G (T'[gog)z, Tgogly)dg

ce qui achéve la démonstration. O

Nous allons étudier I'expression de ce produit scalaire invariant dans la
base des monémes.
Nous regardons Deffet de 'invariance pour le groupe ws(t)

(275,27 = (Tilwsl ™ Tl 0]

en dérivant cette relation en ¢ = 0 et en utilisant ’expression de A3 donné
en (2.19) nous obtenons

0= <Agzl_k7 zl_m> + <zl_k,A3zl_m> =i(k—m) <zl_k, zl_m> )
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Ainsi la base des monodmes est orthogonale, pour connaitre les normes nous
regardons l'invariance pour le groupe w ()

qui donne aprés dérivation en ¢t = 0
0= <A12l—k:’zl—k+1> n <Zl—k’Alzl—k:+1>‘

Ainsi en utilisant 'expression (2.17) et I'orthogonalité de la base nous obte-
nons

0= —%(z + k) <zl_k+1,zl_k+1> + %(z —k+1) <zl_k,zl_k> .

Nous obtenons ainsi par récurrence les normes des vecteurs bases & une
constante prés, que nous fixons avec (1,1) = 2I! pour que l'expression des
normes soit simple :

<Zl—k,zl—k> ==K +k), —I<k<Ll

Ceci détermine complétement le produit scalaire invariant dont une base
orthonormée est

-k
qr(z) = —I<k<L

NEDIET

Pour conclure les relations (2.22) induisent sur la base orthonormée

H. u(2) = — /I 1) = n{n s (2) (2.230)
H_gu(2) = =11 +1) = n(n - 1)gn-1(2) (2.23b)
H3q”(z) - nQn(z)' (223C)

2.4 Coeflicient matriciel de la représentation

Nous allons maintenant exprimer les coefficients matriciels de la repré-
sentation dans la base exhibée dans la section précédente. Ces coefficients
sont des fonctions sur le groupe SU(2) et au final ce sont leurs propriétés qui
nous intéressent.

2.4.1 Calcul des coefficients matriciels

Proposition 2. Les coefficients matriciels ', (u) de la représentation dans
la base orthonormée qn(z) sont des polynomes en «, B et leurs complexes
COMJUGUES.
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Démonstration. Dans la section 2.3.1 nous avons construit la représentation
T; du groupe SU(2), son action sur un polynéme est donnée par

Tia(a) = (53 + 0P (52 ).

avec q(z) € Cy[X] et |a?> + |B]?> = 1 . Dans la base orthonormée ¢, (z) les
coefficients matriciels s’expriment par

<ﬂ [u]zl—n’ Zl—m>
VI =m) T+ m)T =)+ n)!

tfnn(u) = <Tl [U}QW Qm> =

or on a
Tifu)z™" = (Bz + @) (az — B)7", (2.24)

donc 'expression des coefficients est donnée par

<(,32 4 07)”"(0% _ B)lfn’ Zlfm>

l _
Fmn (1) = VE=m) T+ m)(I = n)(l+n)!

En utilisant ’expression du produit scalaire des monémes, nous obtenons la
proposition. O]

2.4.2 Expression en terme d’angles d’Euler

Nous allons exprimer les coefficients t!, (u) en fonction des paramétres
@, 0, ¢ de u. Pour cela on utilise la relation (2.1.1)

u(9,0,9) = u(,0,0)u(0,6,0)u(0,0,v),

or Tj est une représentation de groupe donc Tj[ujugus] = Ti[u1]T;[usz]Ti[u3],
il suffit donc de connaitre 1’expression de ! [u($,0,0)] et ¢\ [u(0,0,0)] 2
pour connaitre les coefficients associés a tout élément de SU(2). u(¢,0,0) est

une matrice diagonale avec o = eF et B = 0 donc d’apres (2.24) nous avons
Tl[u(¢7 0, 0)]Zl—n — e—mqﬁzl—n’

Ty[u(¢,0,0)] est donc une matrice diagonale avec des e~ sur la diagonale,
il en est de méme pour u(0,0, ), ainsi pour tout élément u de SU(2)

o [1] =t [1(, 0, 0)] 1, [1(0, 6, 0) ], [w(0, 0, )] = "0 (u(0,6,0))

Reste & exprimer ¢, (u(0,6,0)), u(0,6,0) est une matrice d’ordre 2 avec

a = cosg et 0 =isin g, le coefficient tfnn est un polynéme en cosg et sin g,

2u(t,0,0) = u(0,0,t)
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orpour 0 <#d<7mona

1

0 cosf —1\2
in—- = — 2.25
sin 5 ( 5 ) , ( )

1

0 cosf+1\2

— = — ] . 2.2

cos 5 < 5 > (2.26)

Nous pouvons donc écrire ¢/, (1(0,0,0)) comme une fonction de cos#, nous
définissons ainsi

Pl (cos®) =t (u(0,6,0)). (2.27)

Finalement pour un élément u de SU(2) quelconque
l —1 n
th [u] = e” Mo pl - (cosh),

ce qui explique l'intérét de la décomposition des éléments du groupe
SU(2) en produit de trois éléments, les matrices diagonales donnent des fac-
teurs exponentielle complexe simple et nous sommes ramenés a un probléme
a une dimension (la variable 6).

2.5 Relations Fonctionnelles pour les P! ()

Nous allons maintenant étudier les propriétés des fonctions P! (7) et
donc des coefficient ¢, qui sont des fonctions sur le groupe SU(2).

2.5.1 Loi de composition

Nous allons étudier les conséquences du fait que SU(2) est un groupe sur
les fonctions P!, (x). Ceci s’exprime par

u1u2 Z t Ul t]m U2)
k=—1

Nous récrivons cette relation dans le cas oll u; et us sont respectivement
déterminé par les angles d’Euler 0,61,0 et 0,69,0, alors P.,. et ¢\, sont
égaux et les relations (2.6) se récrive :

cos f = cos 6 cos O3 — sin 0 sin H, (2.28a)
b sin 0y cos 6o .—i— cosfysinfy sin(9.1 + 62) , (2.28h)
sin 6 sin 0
) 91 02 92 01+062
i¢+4)  COS g OS5 — sin 5 sin cos 72
e = 2 3 = 2 (2.28¢)
cos 5 cos 5

Or il ne faut pas oublier que

0<l<m,
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donc pour 61 4 02 < w nous avons que 0 = 01 + 02, ¢ =1 = 0 et la formule

Pl (Cos (01 + 92 Z  (cos ) P,m(cos 02).
k=—1

Alors que pour 61 + 65 > m, nous avons =27 — 01 — Oy et p =Y =7 et la
formule

(=)™ Py, (cos(f1 + 62)) Z ! (cos01) P}, (cos ).
k=—1

2.5.2 Représentation réguliére équivalente

Nous allons montrer le théoréme suivant dans un cas particulier qui nous
interesse.

Théoréme. Toute représentation irréductible (T, H) d’un groupe G avec H
de dimension finie est équivalente G une représentation régulicre dans un
espace de fonctions scalaires sur G.

Nous considérons ’espace Hj,, = Vect{tﬁnn},lgngl et la sous-représentation
réguliére & droite sur cet espace Ry,. Alors

Rim[uo)th,, (w) =t (uug) Z th ()t (uo),
k=—I

donc la restricition a Hy,, est bien une sous-représentation (1’espace H,, est
stable). Si nous comparrons ceci a la représentation 7; dans la base ortho-
normée ¢, de Co;[X] vu dans le paragraphe 2.3.4

l

Tl[“O]Qn = Z thim(uﬂ)v
k=—1

nous nous apercevons que 1; et Ry, sont le méme endomorphisme dans deux
bases différentes {¢,}_i1<n<s €t {tlmn}—lgngl- Donc les deux représentations
sont algébriquement équivalente, vu quelles sont de dimension finie elles sont
continuement équivalente.

Les matrices de 1} et Ry, dans leur base associée sont égales, donc par
passage a la limite les matrices d’opérateurs infinitésimaux sont les mémes,
ce qui donne en utilisant les relations (2.23)

7l (w) = =11+ 1) —n(n+ 1)tfn’n+1(u), (2.29a)
H™L (w) = =11+ 1) —n(n — D)th, 4 (u), (2.29D)
H™ (u) = ntl,,, (u). (2.29¢)
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2.5.3 Opérateurs infinitésimaux de la représentation régu-
liére a droite
Nous allons étudier les opérateurs infinitésimaux de la représentation
Rluglf(u) = f(uup). Pour un sous-groupe a un paramétre w(t) l'action
de l'opérateur infinitésimale correspondant sur un élément u € SU(2) est
df(uw(t))/dt en t = 0, cette limite est définie pour les fonctions C! sur le
groupe et ceci nous suffira.
Nous notons ¢(t), 8(t), 1 (t) les angles d’Euler de ’élément uw(t), alors la
dérivée & pour expression

df(ua(t))| _of
dt |,_, 0¢

)
#(0) + 5g#(0) + 5700)

Ainsi Pexpression de I'opérateur infinitésimal A,, correspondant a w(t) est

. 0 0 0
Ay, =¢'(0)—+6(0)= +¢'(0)—.
11 suffit donc de calculer les dérivés des angles d’Euler pour les sous-groupes
w1, ws,ws définit dans le paragraphe 2.2 pour avoir une base des opérateurs
infinitésimaux. ‘

Le calcul pour ws(t) = (eXPOW2 oxp 8#/2
w($,0,)u(0,0,1) = u(6, 6,3 + 1), et done

¢'(0) =0, 0'(0)=0, ¢'(0)=1,

) est le plus simple. uws(t) =

ce qui donne 'opérateur infinitésimal correspondant

- 0
Ag = —. 2.30
= (2.30)
Pour le calcul de A, il faut utiliser les relations (2.6) qui donne les angles
d’Euler pour uwq(t)

cos B(t) = cos 01 cost — sin 0 sin t cos ¢2 (2.31a)
4 .. sin #1 cost + cos @1 sint cos ¢g + i sint sin
ib(t) _ ip S U1 1> 02 02 (2.31b)
sin 6

. , 0 t i 0y et — 02

(B +(1) i COS 2 cos se2 —sin Zsince” 2
e 2 =e2 2 2 g 2 2 (2.31C)

oS 5

ce qui donne aprés dérivation en tenant compte de ¢(0) = ¢,6(0) = 6,1(0) =

¥ .
sin v

sin@’

#'(0) = 0'(0) = cos, 9'(0) = —ctghsinp.
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Ainsi 'opérateur infinitésimale correspondant & wi(t) est

. siny 0
Ay = cos ﬂ)% 50000 ctg@smw% (2.32)

L’opérateur Ay s’obtient de la méme maniére (en un peu plus compliqué)

cosy O

N . 0
Az = —singgs + sinf d¢

ctchosw (2.33)

d¢

Nous pouvons réutiliser les expressions (2.32),(2.33) et (2.30) pour obtenir
les formes de leur combinaisons linéaires intéressantes.

- 8 1 0 0
— i —_
- 0 1 0 0
— ol?
H_ =e [ 50 + Sn0 96 ctg96¢] (2.34b)
0
H = z—aw (2.34c)

La restriction de ces opérateurs & des sous-espaces adéquats donne 'ex-
pression en terme d’angles d’Euler des opérateurs H im,H l_m,H:l))m définis
dans le paragraphe précédent. Les relations (2.29a) et (2.29b), et le fait que
Lo (u(p,0,1)) = e {metnd) Pl (1) avec = cosf donne en utilisant les
correspondances suivantes

0 d
2 e V12 9.
a0~ T (2:35)
ctgf «—— _r (2.35b)
V1—z?’
1 1
(2.35¢)

sin 0 \/1—:132’

les relations de récurrence sur les fonctions P!, () suivante

dP! (z m
V1 — 2 d;z;( ) — \/ﬁpéln( —Z\/l l+1 —n(n—l—l)PmnH( )

et

dP!
V1-—a? ZZ(JS) n :/”17””; (@) = i1+ 1) = n(n — 1P, 1 (2).

2.5.4 Opérateur de Laplace

Considérons 'opérateur
A2 L A2 4 A2
A == Al + A2 + A37
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en utilisant les propriétés de commutation entre fll, 1212, Aj dues aux relations
de commutation (2.12) dans l’algébre de Lie de SU(2), nous obtenons que
Ay, Ay, A3 commutent avec A. Soit u € SU(2), alors

u = exp(tia1 + toas + t3as),

donc d’aprés la proposition 1 Rlu] = exp(tlfll +t2A2+t3A3) or exponentielle
est analytique donc conserve les relations de commutations et

Vu € SU2), R[u]A = ARJu.

En se restreignant a un espace Hj,, nous avons une représentation irréduc-
tible Ry, entrelacé par A, = Aly,, donc d’apreés le lemme de Schur Ay, est
scalaire. Pour obtenir la valeur du scalaire il suffit de faire un calcul explicite,
en écrivant que

A=A2+ A2+ A2=—-H H, — H3 — H.

11 est simple de calculer sa restriction & I'un des H;,,, en utilisant les équations
(2.29), nous obtenons alors

Ay = Alyy, = —1(1+ 1)1d.

Alors que son expression générale peut étre obtenue & partir des relations
(2.34), nous obtenons alors
1 0 0 0? 0? 0?

Ae—t LinoZsnel + 2 9cosp 9
020 [P 7505 %0 T agr ~ 2080 T 3w

qui est la méme expression que celle de 'opérateur A définit en introduction
de partie par 'équation (2.2).

En conjuguant ces deux expressions nous obtenons que les coefficients de
la représentation satisfont aux équations

At (u) = =I(1+ 1)t (w),

qui est le probléme qu’on cherchait & résoudre. En utilisant les correspon-
dances (2.35), nous pouvons récrire le probléme sous la forme d’une équation
différentielle ordinaire

dz? dz 1 — 2

P (@) = —1(1+1) Py (2).

2.5.5 Lien avec les polyndmes orthogonaux classiques

La relation avec les polynémes de Jacobi est
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avec
l k+a+b a+b b—a

= m = n = .

2 7’ 2 7

De plus pour [ nous avons deux cas particulier important. La relation
avec les polynémes de Legendre est

Py(z) = Ply(x),

et avec les fonctions de Legendre associées

!
mpjno, m20

Alinsi les différentes relations de récurrence et de composition ne sont pas
fortuites, mais sont dues a la structure de groupe de Lie qui se cache derriére.

2.6 Application a I’équation de Laplace

Dans la section précédente nous avons trouvé une famille compléte de
représentation irréductible, d’aprés le théoréme de Peter-Weyl |3] 'ensemble
des coefficients matriciels d’'une famille compléte de représentations irréduc-
tibles de G est une base hilbertienne de L?(G), c’est une généralisation de
la décomposition en série de Fourrier des fonctions sur le cercle.

Soit g € C*°(SU(2)) = C*°(B) alors
9= Zagnntin (u)

On pose f = sumal  tL (u(¢,0,v))r?, en supposant que le laplacien de R*
commute avec cette somme nous obtenons en utilisant sa forme séparable

(2.2) définit en introduction de partie

Af = Z ol (2020 +2) — 411+ 1)L (u(9,0,¢))r* = 0.

Ainsi a4 des problémes de convergence prés qu'il faudrait expliciter, nous
avons trouvé une solution de ’équation de Laplace pour toute condition au
bord sphérique de classe C°.

Les fonctions ¢, (U(¢,0,v)) permettent aussi de résoudre I'équation de
la chaleur sur SU(2), en effet nous avons une base hilbertienne diagonalisant
le laplacien ce qui permet de résoudre le probléme si on applique les résultats
du cours d’analyse fonctionnelle.
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Chapitre 3

Représentations de M (2) et
fonctions de Bessel

3.1 Le groupe M(2) des déplacements du plan eu-
clidien

3.1.1 Définition et paramétrisations

Définition 8. On définit M (2) comme le groupe des déplacements du plan
euclidien R?, c’est-a-dire I’ensemble des bijections préservant les distances et
ne changeant pas ['orientation.

Les déplacements peuvent étre vus comme composition d’une rotation
centrée en 'origine, d’angle «, et d’une translation de vecteur (a,b) : ainsi,
un déplacement g peut étre paramétré par (a,b, «), ol

g:(z,y) — (xcosa —ysina+ a,xsina + ycosa + b)

avec a,b € R et o € [0, 27].

On pourra aussi les paramétrer par (r, o, ) , 0l a = rcosp et b = rsin g,
le contexte indiquant quelle paramétrisation est utilisée. Cette paramétrisa-
tion est plus naturelle, car elle permet de faire apparaitre le quotient de
M (2) a gauche et a droite par SO(2) (rappelons que SO(2) est le groupe des
rotations de R?) :

VT', w,a, 9(7“7 ®, a) = g(oa 07 cp)g(?", 07 0)9(0, 07 a — QO)

Notons t, = g(|z|,arg(z),0) la translation de vecteur z (ot C est identifié
a R?), et 7o, = g(0,0, ) la rotation de centre 0 et d’angle a.

On peut remarquer que le groupe M (2) est I'un des exemples les plus
simples de produit semi-direct : en effet, M(2) est isomorphe au produit
semi-direct R? x SO(2), ott SO(2) agit par son action naturelle sur R%. La
loi de groupe dans M (2) est en effet :

((a,b),).((d',b),a") = ((a+a’ cosa— ¥ sina,b+a’ sina+b cos a),a +a’).
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On peut également réaliser le groupe M (2) en faisant correspondre a
chaque élément g(a, b, @) la matrice de GL3(R) que I'on notera T'(g) :

cosa —sina a
T(g)=| sina cosa b
0 0 1

On constate alors que 'on a T'(g1g2) = T(g1)T(g2) : T est donc une
représentation du groupe M (2) dans R3.

3.1.2 L’algébre de Lie du groupe M(2)

Le groupe de Lie M(2) est de dimension 3 : son algébre de Lie est donc
aussi de dimsension 3. Cherchons donc 3 vecteurs de 1’algébre de Lie linéai-
rement indépendants.

On peut exhiber 3 sous-groupes a un parameétre dans M (2) :

1 0 ¢
wi(t) = 01 0 |,teR
0 01
1 0 0
wg(t): 0 1 ¢ ,teR
0 01
cost —sint 0
ws(t)=| sint cost 0 |,teR.
0 0 1

Ces sous-groupes ont une interprétation simple : il s’agit des translations
suivant 'axe des x (w1), 'axe des y (w9) et les rotations de centre 0 (ws3).
Calculons les opérateurs infinitésimaux de ces 3 sous-groupes a un para-
metre. Ce sont les éléments de 1'algébre de Lie de M (2) définis par :
. Wy (t) —Id
(1) = lim ———.
ai(t) 120 t

Le calcul donne :

0 01
ag=10 0 0
0 00
0 00
as = 0 0 1
0 0O
0 -1 0
az3=111 0 O
0 0 O

[\V)
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Ces opérateurs sont linéairement indépendants : ils forment donc une
base de ’algébre de Lie de M (2). De plus, ils vérifient des relations de com-
mutation simples :

[a1,a2] = a1az — aza; =0
laz,a3] = a1

[as, a1] = as.

3.1.3 Lien entre M(2) et SO(3)

On constate que ces relations de commutation sont trés proches de celles
obtenues pour l'algébre de Lie du groupe SU(2), a ceci prés qu’ici dans
la premiére ligne as est remplacé par 0. Nous allons tenter de comprendre
ce phénoméne en faisant apparaitre M (2) comme une forme dégénérée de
SO(3), lequel est isomorphe a SU(2)/{1, —1}.

En effet, I'idée de base est d’identifier le plan R? et la sphére Sy en fai-
sant tendre son rayon vers l'infini et, simultanément, en envoyant son centre a
I'infini. Cela se traduit mathématiquement, en effectuant I'identification sui-
vante dans la paramétrisation (2.6) du produit de deux éléments de SU(2) :

P=p, b =a,¢2 =0
_ g L T2
G_R,Hl R792 R

Lorsque l'on fait tendre R vers +o0o et que 'on conserve les termes do-
minants, on obtient :

72 =72 413 + 2rire cos ay (3.1a)
ret? =1y + ryel® (3.1b)
qui sont les parameétres du produit dans M (2) des éléments :
g(r, ¢, ) = g(r1,0,a1)g(r2,0,0).
Ainsi on peut donc effectivement voir le groupe M (2) comme une forme

dégénérée du groupe SO(3).

3.2 Représentations irréductibles de M (2)

3.2.1 Description des représentations

Notons par D D’espace vectoriel des fonctions C* sur le cercle S = {z €
R2,||z|| = 1}. Fixons A € C. Pour tout « réel et tout x vecteur de Sy, notons
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xq U'image du vecteur z par la rotation de centre 0, et d’angle a. Notons (., .)
le produit scalaire usuel sur R%2. A tout élément de M(2), que I'on notera
g(u,a), ott u = (a,b) est un vecteur de R?, faisons correspondre I'opérateur
sur D qui & la fonction f € D associe :

Ta(9) f(x) = X f(x_o),V|z|| = 1.

Alors T est une représentation du groupe M (2) dans D : en effet, si
g1 = g(u,a) et go = g(v, ), alors pour toute fonction f € D, on a :

Ta(g91)Ta(92)f (x) = Ta(90)eM"™) f(a-p)

_ eA(u’x)e)\(v’xfo‘)f({L‘,a,g)

— e)\(quva \T) f(mfafﬂ) )

Or g1g2 = g(u, @)g(v, B) = g(u + va, o + ).
Donce Tx(g192) = Ta(g1)Tx(g2) : T\ est bien une représentation du groupe
M(2).

3.2.2 Produit scalaire sur D

Paramétrons le cercle Sy par {e?,6 € [0, 27[}. Munissons D du produit
scalaire

2T
< fi, fa>= % ; f1(0) f2(6)d6.

Soit H l'espace hilbertien obtenu par complétion de D par rapport a ce
produit scalaire : il s’agit de I’ensemble des fonctions de carré intégrable sur
Sy, ie L%(S1). On étend ainsi Ty & une représentation de M (2) dans H.

On connait une base hilbertienne de H : la famille des fonctions (¢, :
0 — ™), cz. En effet, la décomposition de Fourier fournit les coefficients
dans cette base d’une fonction quelconque f € H :

f(@) = Z an¢n(0)
nfz 2

ou a, = 2 J, f(0)e ™ do.

(ot1 Iégalité est au sens de la norme L? associée au produit scalaire de H).

Notons H,, = C¢,, I'espace vectoriel engendré par ¢,,. Alors ‘H est somme
hilbertienne des H,,.

Proposition 3. La représentation Ty est unitaire si et seulement si A est
1mMaginaire pur.
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Démonstration. Tout d’abord, remarquons que pour tout A € C non nul,
alors T)\(g) est unitaire pour SO(2) : pour tous fi, fo € H , ro € M(2) , on
a:

2
< T(ra)f1. Tx(ra) fo > = ZL J1(0 — a) fa(0 — a)df
T Jo
2m—a
= % 5 f1(0) f2(0)do
1 2 -
=5 J1(0) f2(0)df
T Jo
=< f1, f2 >

Considérons maintenant les deux cas suivants :
— Si X €4R, alors T) est clairement unitaire (il suffit de le vérifier pour
les translations) : pour tous fi, fo € H , tyqiy € M(2) ,0n a:

I : ,
< DA(taig) frs Ta(taig) 2 > = 5~ Aoy cost) g (g)eXwcos Oty cosd) £y (9)df
T Jo
1 2w
=g f1(0) f2(0)do
T Jo
=< f1, f2 >
car A = —\. La représentation Ty est donc unitaire.
— Si A € iR, par exemple Re A < 0, considérons une fonction f de D de
support contenu dans {e?, 6 € [—g, g] }, et de norme égale a 1.

Calculons maintenant la quantité :
1 o Acos6 2
<DL TS > =5 [ |Pe0so)] as
0

1 T
/2 6272@)\(:059 |f(0)|2 do

"o ) s

< TATE)S > <A [ |f6)R

INIE]

< 82R€A
<1 car on a supposé Re <0

Or < f, f >=1: la représentation Ty n’est donc pas unitaire.

3.2.3 Action des opérateurs infinitésimaux

Aux 3 sous-groupes a un parameétre de M(2), notés Q; = {w;(t),t €
R},i =1,2,3, calculons les opérateurs infinitésimaux associés dans la repré-
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sentation T\ (nous allons ici nous restreindre a 'espace D des fonctions C'*°
sur le cercle) :

Ta(wi(t))f(8) = X £(6)

donc T
Al = M = Acosb.
dt =0

Cela signifie que Ap est 'opérateur de multiplication par A cos .
On calcule de méme :

Ay = Asinf

et d
As = ——

5T dw

les opérateurs infinitésimaux associés aux sous-groupes () et (13.

On vérifie naturellement que Aj, As et Az vérifient les mémes lois de
commutation que ai, as et as, les trois opérateurs infinitésimaux de ’algébre
de Lie de M (2), définis en 3.1.2, & savoir :

[A1,A2] =0
[Ag, As] = Ay
[As, A1] = As.

On peut vérifier ces égalités en effectuant le calcul, par exemple :
[A2, A3] = A Az — A3A

d .
—@) + (@)(A sin 0)

: d . d
= —)\51n9@+>\bln9@+)\0059

= Acosf = A;

= (Asin)(

3.2.4 Irréductibilité des représentations

Théoréme. Pour tout X # 0, la représentation Ty est irréductible.

Démonstration. Remarquons que le sous-groupe a 1 paramétre (23 corres-
pond au sous-groupe des rotations du plan euclidien autour de lorigine,
SO(2) : ainsi, la représentation T de M(2) induit la représentation de €3
définie par : T (ws(a)) f(0) = f(6 — «). Notons S) la représentation de SOq
dans H induite par T}, : elle agit, pour toute fonction f € H et tout rotation
de SO(2) d’angle «, par :

Sx(a) f(0) = Ta(ws(@)) f(0) = (0 — ).
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Cette représentation Sy est une représentation réguliére de SO(2)".

Montrons maintenant que 7T’ est une représentation irréductible de M (2) :
considérons Z un sous-espace non nul de H, invariant par tous les Ty (g),g €
M (2). On doit démontrer que Z = H.

Le sous-espace Z de H est également un sous-espace invariant pour la
représentation Sy. Nous allons appliquer le corollaire du lemme de Schur : il
faut pour cela vérifier que les représentations induites par Sy sur chacun des
‘H,, sont irréductibles, et deux & deux non équivalentes :

— Les 'H,, étant de dimension 1, ces représentations induites sont irréduc-

tibles.

— Supposons que les représentations induites sur H,, et H,, soient équi-

valentes, ie qu’il existe A € L(H,, Hpm), inversible, tel que Sy |n,,=
AS) ‘Hn AL

Considérons ¢,, : 6 — e™ ¢ H,. Les sous-espaces H, et H,, sont de
dimension 1, donc A(¢,) = apy, : 0 — ae’™ a € C, avec a non nul
car A est inversible. Or, puisque Sy |y, A = AS) |n,, on a:

2

A0+ 2T) = 5520 A(6,)0)
—AsA<—2ﬂ><¢n>< 0)
— A(62)(0)

car ¢, est 2” périodique. Donc A(¢y) = agy, est 2“ périodique, et on
en conclut que m = £n.
Supposons m = —n : alors
T
AS)\( )an( )= Ad)n( 27) Aem(~zn ¢n( )

) Apn(0) = —iad_n(9)
or SA(%)A%(Q) = SA(%)aan(G) = a¢p_n(0 — %)
= ae” ™) ¢_, (0) = iae~"?

et ce pour tout angle # € R, donc a = 0, ce qui contredit A inversible.
Donc m = n.

Les représentations de S induites sur les H,, sont donc non équiva-
lentes deux & deux.

De plus, La restriction de Sy & Z est complétement réductible, car SO(2)
est un groupe commutatif compact.

'On rappelle qu’une représentation réguliére T (3 gauche) d’un groupe G est une re-
présentation dans ’espace vectoriel des applications continues f : G — L, ou L est un

espace vectoriel, par T'(go)f(g9) = f(g5 ' g)-
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Toutes les hypothéses du corollaire du lemme de Schur sont vérifiées,
donc Z, qui est non nul, est somme hilbertienne de certains sous-espaces
Hy, : T = &p'H;, (somme hilbertienne). En particulier, il existe un entier k
tel que ¢ € 7.

Montrons maintenant qu’alors Z contient toutes les fonctions ¢, n € Z :
Z(D est non vide (il contient ¢y) et est stable par tous les T)\(g), aussi
est-il aussi stable par les opérateurs infinitésimaux A;, Ag et As (lesquels
sont définis sur D). Or on a :

A1 = X\ cospe™?
Age™ = \sinpe™
Ase™ = —ine?,
Définissons maintenant deux opérateurs, qui eux aussi stabilisent Z :
H+ - Al + ZAQ
H_ = A —iAs.

On constate que :

Hydn = Apnt1
H_¢n = Apn—1
On en déduit donc que pour tout n € Z, ¢, € Z. Donc Z = 'H puisque Z

est fermé par hypothése et 'espace vectoriel engendré par ces fonctions est
dense dans H. Cela conclut la preuve. O

Dans le cas A = 0, alors la représentation Ty coincide avec la représenta-
tion réguliere de SO(2) a gauche, qui est somme directe des représentations

irréductibles de dimension 1 : Ton Do oo

Les représentations Ty, A # 0 et Tén),n € 7., constituent toutes les repré-
sentations irréductibles du groupe M (2), mais nous ne démontrerons pas ce
résultat.

3.3 Les fonctions de Bessel

3.3.1 Calcul des coefficients matriciels de la représentation

T
Définition 9. On définit la fonction de Bessel d’ordre n en z € C par :
1 2 0 ind
n - 1z sInuv—in de' .2
T =5 [ e (32

Cette équation porte le nom de représentation intégrale de la fonction de
Bessel d’ordre n.
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Définition 10. On définit les éléments matriciels de la représentation T
de M(2) sur l’espace de Hilbert H, étant fizée une base hilbertienne (én)nez
de H, comme les coefficients de T)\(g) dans cette base, pour tout g € M(2),
c’est-a-dire :

A""(9) =< Ta(9)bn, Pm > -

Nous allons montrer que les fonctions de Bessel sont les coefficients ma-
triciels des représentations T, plus précisément :

Théoréme. On a l’égalité, pour tout n € Z et tout © € R non nul :

Jn(x) = =i "M (ty).

)

Cela signifie que les fonctions de la variable complexe z, J,(z) et —i_”c?’n(tz),
coincident sur l'aze réel.
De plus, on peut aussi écrire, pour tout m € Z :

Jn(x) = =i " (1),

Démonstration. Rappelons que (.,.) désigne le produit scalaire usuel sur R? :
si on identifie R% & C, ce dernier s’exprime (21,22) = Re z1Re zo+Imz1 Imz,.

Interprétons J,(x) comme coefficient matriciel en effectuant le change-
ment de variables § = 7 — v, dans la représentation intégrale de J, :

1 o ix sin 0—ind
In(x) ; e db

T2

_ i o eixcos¢+in¢_m%(_dw)
2w 0

.—n 1 o 12 CcoS P

= — 271'/0 e ¢n(¢)¢0(¢)dw
1 [ i

=i [ o w)ai)dy
= —i" " < Ti(tz)pn, Po >
= —f”cg’n(tx)

car ¢o(¥) = ¢o(¢) = 1.

Pour obtenir la seconde formule, il suffit de constater que co’"(tgc) =

i
().

O]

De plus, tous les coefficients des représentations 7T s’expriment grace aux
fonctions de Bessel :

Proposition 4. Pour tout élément g = g(r, ¢, ) € M(2), pour tous m,n €
Z, on a :

C?;\’L,n(g) _ 7in—m6i(n—m)go—ina!]nim(r).
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Démonstration. 11 suffit de considérer I'action & gauche et & droite de SO(2)
sur M(2) :

CT’”(g) = CT’n(rvtwa,Qp)
_ m,k k,l n
= ex T (rp)ey (tr)ey" (ra—yp)
kl€Z
= e—iwc;na”(tr)e—in(a—w)
— _Z'nfmei(nfm)gofinat]

n—m(T)

car cl;’l(ra) = g e ke, O

3.3.2 Propriétés des fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel sont donc exactement les coefficients des repré-
sentations irréductibles T : on va donc pouvoir, de fagon trés naturelle,
transposer les propriétés de groupe et de représentation aux fonctions de
Bessel.

Restriction a R

Proposition 5. Pour tout entier n € Z, si x est réel, alors J,(x) l’est aussi.

Démonstration. La preuve est claire, car T; est unitaire, d’ou :

Jn(x) =—i" < QSO’T%(tx)QSn >
= —i" < Ti(t_z) o, on > car T; est unitaire
=—i"< Tz‘(ﬁrtﬂn)ﬁbm d)n >
= —i" < Ti(rpty) o, on > car ¢g est constante
= =" < Ti(ty) b0, Ti(rr)pn > car T; est unitaire
= —i" < Ti(te) 0o, (—1)"¢n >
= —(—1)" < Ti(tz)P—n, po >
= (=)"i " J_p(x) = Jp(x)

O
Fonctions de Bessel d’indice opposé
Proposition 6. Pour tout entier n € Z et tout réel x € R, on a
Jul@) = (—1)"J_n(a). (3.3)

Démonstration. Introduisons I'opérateur linéaire @ € £(H) défini par



Géométriquement, @) est la symétrie par rapport & l'axe des z. Il doit
donc commuter avec les translations le long de cet axe, mais pas avec celles
le long de I'axe des y, ni les rotations. On le vérifie par le calcul : Vax € R,

QT (t) f(0) = Qe f(0) = e f(—0)
= Ta\(tz) f(=0) = TXQf(0)
donc QT)\(tJ;) = T)\Q(tx).
De plus, l'opérateur Q) est unitaire, et envoie le vecteur de base ¢, sur
le vecteur ¢_,. Comme les fonctions de Bessel sont les coefficients de la

translation de vecteur unité suivant 'axe des x, on en déduit immédiatement
que pour tout x € R\{0},

¢ " (te) =< Tilta)$—n, b0 >
=< T( 2)Q0n, do >
=< QT;(ty)dn, po > d’aprés le calcul ci-dessus
=< T;(tg)on, Qpo > car Q est unitaire hermitien
=< T( 2)®n; o >
x)

G
don  J_,(x) = zQ”Jn(x) = (—=1)"Jp(x).

Formule d’addition
Proposition 7. Soientri,r9,p € Ry, 0o, ¢ € R liés par la relation suivante :
pe'? =11 + rqe'?2, (3.4)

Alors on a légalité :

mSOJ ZGZkSDQJ Tl)Jk(T’Q),
keZ

la série convergeant normalement en o, r1 et ra.

Démonstration. Considérons les translations g1 = g(r1,0,0), g2 = g(r2, v2,0)
et g = g1g2 de M(2). On a, d’apres la définition de p et ¢ : g = g(p, ,0).
Exploitons alors le fait que T; est une représentation :

Ti(9192) = Ti(91)Ti(g2)-

Calculons le coefficient matriciel :

0,n Ok kn
&™Mg192) = Y6 (91)e" (g2)-
keZ
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Or, grace a laction de SO(2) a droite et & gauche sur M(2), on a gig2 =
TolpT— -
Donc on peut calculer :

) o
;" (g2) = €"P2e T2 < Ti(tyy ), Bk >

_ _in—kei(n—k)cpg Jn—k(TQ)

et F(g) =t = —iF T ().

2 (2
En remplacant ’expression des coefficients dans la somme précédente, et

en effectuant le changement de variables K — n — k, on obtient le résultat.

Pour montrer qu’il y a convergence normale, remarquons tout d’abord
que, pour tout x € R, la famille (J,,(z))nez est dans [2(Z) et de norme 1 :
comme (¢, )nez est une base orthormée, on a

1= [Ti(t-a)dollz2 = D | < én, Ti(t—s)do > I

neL

=Y | < Ti(ts)pn, b0 >

neL

= 1" (ta)

neL

= (@)

nel

car 1; est unitaire.
On en déduit donc que

Z €592 Ty (1) Tk (r2) > < (Jn(r1))nezlfo | (Jn(r2) nezl e par Cauchy-Schwarz
keZ

<1

et ce pour tous w3 € R, ri,rp € Ry : la série considérée converge donc
normalement. O

Corollaire. On en tire plusieurs formules dérivées :

Jo(p) = Z(—l)keika(ﬁ)Jk(m)

kEZ
Jn('rl + TZ) = Z Jn—k(rl)Jk(TZ)
keZ (3.5)
Jn(Tl — 7“2) = Z(—l)kjn,k(Tl)Jk(Tﬂ ) ™ Z 9
kEZ
> Inik(p)Ti(p) = Ju(0) = bon

kEZ

la derniére portant le nom de formule de Hansen.
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Démonstration. Voici quels cas particuliers considérer :

— On prend n = 0 dans la formule générale et on utilise la formule
d’indice opposé (3.3).

— On prend @9 = 0 dans la formule générale : on a alors p = r1 + ro et
p=0.

— On prend @9 = 7 dans la formule générale : on a alors p=7r1 —19 >0
siry = rg, et ¢ =0.

— On prend r1 = ro = p dans la formule précédente et on utilise la

formule d’indice opposé (3.3).
O

Formule de multiplication

Proposition 8. Soient r1,r2,p € Ry, o, € R liés par la relation sui-
vante : ‘ ‘
pe'? =ry + rqe'¥2. (3.6)

Alors on a Uégalité :

1

21
T Jm(r2) = - /0 e=me) I (),

Démonstration. Multiplions les deux membres de la formule d’addition (3.4)

par & et calculons l'intégrale pour o allant de 0 & 27 :
2
/ Z (nep—mp2) d(pg / Zel(k m C'DZJ (T’l)Jk(?”Q)d(pg
keZ
1 2w

= % Jn_m(Tl)Jm(TQ)d(pQ
= Jn_m(rl)Jm (TQ)

par orthogonalité des fonctions ¢y (p) = e/*%.

Corollaire. On en déduit la formule :

1 [ .
Yo € Ry, Jnm(p)Im(p) = - /0 £ln=2m)5 1 (9 cos p)dip.

s

Démonstration. Prenons 11 = ro = p : nous avons alors ¢ = % (o2 est un
angle au centre, voir figure ***) et

r=/r2 + 12 4+ 219 cos py = /292 + 2p2(2cos()? — 1) = 2pcos(%),

Si 'on remplace alors dans la formule de multiplication (3.6), en intégrant
par rapport & ¢, cela fournit le résultat. O
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Fonction génératrice
Proposition 9. La fonction génératrice des fonctions de Bessel est :
errsiny — Z T (x)e™
nez
Cette égalité en implique plusieurs simples sur les fonctions de Bessel :

ZZ”Jn(m) = e

neL
D (=) Tn(x) = e
neL
Z In(z) = 1.
neL

Démonstration. La représentation intégrale des fonctions de Bessel montre
que J,(z) est le n-éme coefficient de Fourier de la fonction ) — "% d’otu
la premiére formule. Les autres en découlent en choisissant successivement

Y=75,5et0. O

Formules de récurrence

Proposition 10. Les fonctions de Bessel vérifient les deux relations de ré-
currence suivantes :

Jae1(2) = (5 + T)u(2)
Z ; (3.7)
() = (£ = ) Ju(2).

Démonstration. Démontrons que cette relation est vérifiée sur ’axe réel, pour
les coeflicients madtriciels considérés comme fonctions de la variable com-
plexe : z — —i_”c?’"(tz) restreints a l'axe des x (& R). Faisons agir M (2)
dessus, les translations agissant par composition, et les rotations par conju-
galson : Tq -ty = rat.r—q-

On peut donc calculer action des opérateurs infinitésimaux Hy et H_ de
l’algebre de Lie de M (2). A et Ay sont les opérateurs infinitésimaux associés
aux translations suivant ’axe des x et des y respectivement, ils commutent
aux translations :

Hic)™(t) [ =< HyTi(ts)én, do >
=< Ti(tx)H-&-QZ)na QbO >
=< Ti(tz)(idnt1), o >

= ic?nJrl (ta:) |R .
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De méme, on a :
H_™(ty) |r=ic>™" (t2) |r -

Remarquons que A est 'opérateur infinitésimal associé a la translation
suivant l'axe des z, donc on a immédiatement :

n d n
Arc]" (1) |e= 5" (ta) |r -

Fixons > 0 et remarquons que, lorsque ¢ € R\{0} tend vers 0, alors
lopérateur t;.t, est équivalent & I'opérateur Te/alal—c/a (ie Vaction de Ag
est égale a celle de As). On a donc :

Apcd™M(ty) [r = Ase)™ (1) |r
=< ASE(tx)¢n7¢O >

d
= d—g (< A3E(tx)¢n7¢0 >)5=0

d
= — (< Ti(re/atar—c/u)bns b0 >) __,

de
d
= dig (< T%(txr—s/w)qbani(""_g/m)(Z% >)5:0
— d . ine/x
= = (ST 0,00 >)
m
= ; < Ti(tl‘)ﬁbnaﬁéo >
M gn
= —a"(t) Iz

On a donc calculé d’une autre facon l'action de H; et H_ sur c?’n(tx),
on en déduit donc les relations de récurrence :

. . . Ld o n
" () |r = —iH T (t) [n= —i( A1 +id) " (1) [n= —i( o + )} " (t) [n
- , . d n
et @712 [ = —iH " (1) o=~ — ") (1) |e
On en déduit, puisque —f"cg’”(tcn) et Jy(z) coincident sur l'axe des z,

que les fonctions de Bessel vérifient les mémes équations, & savoir :

@) = (2= L))
et Jp—1(z) = (% + %)Jn(x)

Puisque les fonctions J, sont holomorphes sur C, on en déduit qu’elles
vérifient ces relations pour tout z € C.
O
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Equation différentielle

Proposition 11. La fonction de Bessel J, d’ordre n est solution de [’équa-
tion différentielle :

2T (2) + 2J0(2) + (22 = n?)Jn(2) = 0.

Démonstration. Notons A T'opérateur de Laplace : A = Hy H_ = A} + A3.
Or 'action de H est la multiplication par ie?, celle de H_ la multiplication
par ie~* donc I’action de A est scalaire : ¢’est la multiplication par —1.
Or Daction de H_ sur ¢ () |r est :
d 0,n

n n . On—
H_c}"(t2) lr= (= + )" () [n= i " (t) |r (2)

et celle de H, sur c?’"fl(tm) Ir (z) est :

n—1 _ i)CQm—l
T dz’

0,n—1
Hic;™  (ta) [r (z) = (
Donc on en déduit que :

—¢" (t2) [r = A" (1) r
n—1 d.n d, on

= H H_"(t,) = — )=+ )" (ta
+ G ( ) ( z dl')(l'—i_d.%')cl ( )
n(n_l) 0,n n—14d 0,n n d 0,n n on
= —7%c; (t; —c; (ty) — ——c;" (ts —c; (ty
72 ¢ ( )+ T dl‘cz ( ) xdl‘cz ( )+$2CZ ( )
2 2
n= on 1d 0,n d 0,n
= ="t g —=—c2" () | ——=c"" () IR -
226 (ta) lr —— o7 (ta) [r =7 567 (ta) =

Il en résulte la méme équation différentielle vérifiée par la fonction de
Bessel d’ordre n réelle :

n? 1d iz
2 xdr dx?

)In ()

227 () + 2 J) (x) 4+ (22 — n?)J,(z) = 0.

Or les fonctions de Bessel sont holomorphes sur C, donc cette équation
différentielle est vérifée pour tout z complexe.
O

La fonction J,, est 'unique solution, & constante multiplicative prés, de
cette équation différentielle, vérifiant |J,,(0)| < oo. Nous ne démontrerons
pas ce résultat.
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3.3.3 Fonctions de Bessel et polynémes P!

Pour conclure, nous allons observer un lien entre les polynomes P et
les fonctions de Bessel, qui découle directement de l'identification de M (2)
avec une forme dégénérée de SO(3) :

Dans la représentation intégrale des polynomes P!,

1 [i=m)+m)!
Prun(c0s6) _277\/ (—n)l(l+n)

2m l—n l+n
/ COS(Q)QZ% + iSin(g)B_i% isin(g)ei% + COS(Q)Q_Z% eMPdg
0 2 2 2 2

posons 6 = 7, et faisons tendre [ vers +oo0 :

lim P!, (cos f) =

1 2 )
l—+o00 l / en ¢+l(min)¢d¢ = iminJm—n (T)

2 Jo

On voit ici clairement que les propriétés des groupes considérés, SU(2)
et M(2), se transmettent aux fonctions spéciales associées.
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Conclusion

Le principal intérét de ce que nous venons de voir n’est pas 'obtention
des formules elles-mémes : c’est plutdt le lien trés étroit entre les fonctions
spéciales et les représentations des groupes sous-jacents. Lorsque ce lien est
établi, les formules découlent tout naturellement de la représentation.

C’est d’ailleurs I'essence méme de la recherche mathématique : expliquer
des phénomeénes apparemment complexes en se placant & une échelle supé-
rieure, ol beaucoup de choses se simplifient.
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