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Fig� �� Adh�sion d�une cellule sur un support plan

� Introduction

Nous allons �tudier un aspect d�un probl�me de biologie assez vaste l�ad�
h�sion des cellules� Ce ph�nom�ne a une importance cruciale dans le monde
vivant c�est lui qui permet par exemple la coh�sion des tissus�

Cette adh�sion est rendue possible par la pr�sence de nombreux sites sur
les membranes des cellules qui ont la facult� de se lier aux sites similaires de
la cellule d�en face�

On se limitera aux liaisons faibles entre sites celles qui permettent une
adh�sion r�versible �lorsque l�adh�sion est trop forte il n�est plus possible de
d�tacher les deux cellules sans rompre les membranes��

��� Quelques r�sultats

Evans a publi� de nombreux travaux sur ce probl�me en privil�giant une
approche macroscopique� Ces r�sultats sont 	 la base des exp�riences men�es
par Fr�d�ric Pincet au LPS visant 	 quanti�er le ph�nom�ne�

Ces travaux montrent qu�on peut d�terminer la d�riv�e de l��nergie libre
de la cellule par rapport 	 l�aire de contact par des mesures g�om�triques�
Plus pr�cis�ment Evans �tablit l��quation de Young dans ���

�F
�Ac

� ��m��� cos ��

o� Ac est l�aire de contact de la cellule avec le support �m la tension
de la membrane et � l�angle entre la membrane et le support comme sur la
�gure �� La tension �m se d�duit de la courbure de la membrane�

En�n dans ��� Evans met au point un protocole exp�rimental pour me�
surer cette �nergie libre surfacique� Avec une micropipette on aspire plus ou
moins fort la cellule ce qui fait varier la surface de contact avec le support
�voir la �gure ��� C�est cette m�thode qui est utilis�e par F� Pincet �dans
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Fig� �� Utilisation d�une micropipette

���� pour d�terminer exp�rimentalement �F
�Ac

� Elle permet aussi de v�ri�er la
r�versibilit� de l�adh�sion en faisant varier la pression dans les deux sens�

Nous appellerons �nergie d�adh�sion la grandeur Wadh � � �F
�Ac

� Nous nous
int�resserons uniquement dans ce travail 	 la composante de Wadh due aux
sites pr�sents sur la cellule qu�on notera Wspe �nergie d�adh�sion sp�ci�que�
Pour la mesurer il su�t de faire l�exp�rience pour deux types de cellules
d�abord avec des cellules sans sites �on mesure alors l��nergie d�adh�sion
non sp�ci�que Wnspe� puis avec des cellules recouvertes de sites �on mesure
Wadh � Wspe �Wnspe��

Notre travail consistera 	 d�terminer par une approche microscopique
l��nergie sp�ci�que d�adh�sion avec pour but de relier cette �nergie 	 l��nergie
de liaison site�site�

��� Approche microscopique

D��nissons le cadre de notre �tude � nous examinerons comment une cel�
lule adh�re sur un support� La nature du support est indi��rente en pratique
ce sera une surface quelconque garnie de sites �par exemple une autre cellule��

Une restriction importante � nous supposerons que les sites de la cellule
di�usent librement sur toute la surface de la cellule alors que les sites du
support seront �xes� C�est le cas dans la majorit� des exp�riences r�alis�es
au laboratoire�

Posons en�n quelques notations� L�aire de la cellule sera d�sign�e par A
l�aire en contact avec le support par Ac� On notera �c la densit� en sites de
la cellule �s la densit� en sites du support puis n � �cA le nombre de sites
de la cellule et pour terminer s � �sAc le nombre de sites du support dans
la zone de contact�
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Fig� �� Allure du syst�me� Au centre la zone de contact avec les deux types
de sites � croix pour ceux de la cellule disques gris d�aire � pour ceux du
support� On observe ici deux liaisons�

On repr�sentera l�interaction site � site par une �nergie de liaison � �nergie
�el � � pour deux sites assez proches �nergie nulle s�ils sont trop �loign�s�
On quanti�era la distance d�interaction par une aire not�e � qui a l�inter�
pr�tation suivante � c�est l�aire dans laquelle peut se trouver un site de la
cellule li� 	 un site particulier du support�

Pr�cisons par un sch�ma ��gure ��� On repr�sente pour des questions de
commodit� toutes les surfaces par des rectangles �la forme des surfaces est
indi��rente dans l��tude microscopique�� La surface de la cellule se d�compose
en deux zones � la zone de contact avec le support �au centre� et la zone libre�
Les sites de la cellule �les croix� �voluent librement sur la surface de la cellule
alors que les sites du support �les disques� sont �xes� De plus on a�ecte une
aire � 	 ces derniers ce qui permet ainsi de repr�senter commod�ment les
liaisons � il y a liaison lorsqu�une croix tombe dans un cercle�

� Mod�le analytique � haute temp�rature

Au prix de quelques approximations nous allons pouvoir r�soudre analy�
tiquement le probl�me �tudi�� Cette approche est extr�mement fructueuse
puisqu�elle donne en particulier la fonction de partition du syst�me et permet
donc de calculer pratiquement n�importe quelle grandeur physique sur une
large �chelle de valeur des param�tres �par opposition aux �tudes num�riques
qui suivront qui ne donnent que les grandeurs essentielles comme l��nergie
et ceci en �xant un certain nombre de param�tres��
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Je retrace ici les calculs qui m�ont �t� pr�sent�s par Fr�d�ric Pincet et
Jean Vannimenus qu�on retrouvera dans ����

Nous visons donc 	 calculer la fonction de partition du syst�me Z �P
e��E o� la somme a lieu sur l�ensemble des positions des sites de la cellule�

E est l��nergie du syst�me correspondant 	 une disposition donn�e et � est
simplement l�inverse de la temp�rature � � � �

kBT
�

��� Calcul de la fonction de partition � une particule

Remarquons que lorsque la cellule ne pr�sente qu�un seul site la fonction
de partition du syst�me not�e z pour l�occasion est triviale� Pour placer ce
site on a le choix entre une zone li�e d�aire s� ��nergie �el� et le reste de la
surface donc �

z � s�
A
e�el � ��� s�

A
� � � � s�

A
�e�el � ��

��� Fonction de partition

Lorsque les sites de la cellules sont ind�pendants on peut donner Z
comme Z � zn� On va donc faire quelques approximations pour se rame�
ner 	 ce cas simple�

Les particules bien qu�elles di�usent librement ne sont pas ind�pen�
dantes� En e�et elles occupent chacune un volume non nul et d�autre part
un site du support ne peut �tre li� qu�	 un unique site de la cellule� Nous
supposerons donc que

�� la densit� de sites de la cellule est faible en particulier dans la zone de
contact

�� peu de sites du support sont occup�s�

Nous quanti�erons ces hypoth�ses par un raisonnement auto�coh�rent
une fois le mod�le d�velopp��

Sous les hypoth�ses ci�dessus on a donc �

Z � �� �
s�

A
�e�el � ���n

��� Calcul des grandeurs physiques

On peut tirer de Z toutes les grandeurs int�ressantes�
Commen�ons par l��nergie moyenne �

E � �� lnZ
��

� �nel
�

�� A
s�
e��el

�






C�est une grandeur physique 	 l�interpr�tation claire � en moyenne on a �E
el

sites li�s au support� Mais il se trouve que ce n�est pas cette �nergie mais
l��nergie libre qui est accessible par l�exp�rience�

On calcule donc l��nergie libre puis l��nergie sp�ci�que d�adh�sion � F �
�kBT lnZ et Wspe � �

�F
�Ac

 avec ici Ac �
s
�s

 soit

Wspe �
n�s
s�

�

� � A
s�

�
e�el��

En d�autres termes

Wspe � �s�c�el
�

�s�Ac

A
�el �

�el
e�el��

�

Cette derni�re forme permet de voir la limite 	 haute temp�rature �� � ��
de Wspe qui vaut donc �s�c�el�

��� Domaine de validit�

On rappelle les hypoth�ses pr�liminaires au calcul ci�dessus �

�� peu de sites du support sont occup�s

�� la densit� de sites de la cellule est faible partout�

La seconde hypoth�se sera automatiquement v�ri��e si �c et �s sont faibles
toutes les deux �tant donn� qu�on a les relations

��contc � �extc � � �E
elAc

� �s

et

�contc Ac � �extc �A� Ac� � n � �cA�

D��nissons plus pr�cis�ment ce qu�on entend par faible � la surface des
mol�cules �tant de l�ordre de � il faut que

�c �
�
�

et �s �
�
�

�

La premi�re hypoth�se quand 	 elle s��crit �E
el
� s soit n

s
� �� A

s�
e��el�

Le cas n � s n��tant pas tr�s int�ressant cette condition devient � e��el � ��c

soit � �
ln� �

��c
�

el
ou encore

kbT �
el

ln� �
��c

�
�

On voit donc appara�tre une temp�rature minimale de validit�

Tmin � el
kB ln� �

��c
�
�

�



Commentons ces conditions � les deux premi�res portant sur les densit�s
sont en g�n�ral v�ri��es� En e�et il faudra approcher de la saturation en sites
pour qu�elles soient fausses  Par contre la condition T � Tmin est cruciale
comme le montreront les �tudes num�riques 	 suivre�

� Etudes num�riques

Nous souhaitons maintenant �tudier le m�me syst�me mais 	 une tem�
p�rature quelconque� En e�et les exp�riences ont parfois lieu 	 un rapport
�nergie!temp�rature l�g�rement inf�rieur au seuil de validit� du mod�le d��
velopp� pr�c�demment�

Il y a plusieurs moyens de continuer l��tude dans cette gamme de tem�
p�rature� On aurait pu employer des m�thodes de volume exclu en ajoutant
un terme de correction au calcul pr�c�dent pour mod�liser l�impossibilit� de
superposition de deux sites de la cellule� Toutefois nous avons privil�gi� une
approche num�rique par le contr"le qu�elle donne sur le syst�me �on voit

comment il �volue� et pour son int�r�t p�dagogique� De plus comme nous le
verrons dans la suite elle nous permettra de complexi�er le mod�le au prix
de modi�cations n�gligeables�

��� Principe

Nous avons utilis� des m�thodes de Monte Carlo� Le principe en est
simple � on parcourt les divers �tats du syst�me selon leur probabilit� �pro�
portionnelle 	 e��E� et on moyenne toutes les grandeurs qui nous int�ressent
comme l��nergie les concentrations dans la zone de contact��� Je me suis bas�
sur le cours de W� Krauth �voir ���� pour mettre au point le programme de
simulation�

Nous travaillerons avec un r�seau carr� pour des raisons de simplicit� �	 ce
stade le type de r�seau n�a aucune importance�� Nous allons choisir des carr�s
de taille � de mani�re 	 ce qu�un site occupe exactement un emplacement
du r�seau�

Le mouvement �l�mentaire dans la simulation est le suivant � on s�lec�
tionne au hasard un des sites de la cellule� On lui tire encore al�atoirement
une nouvelle position dans le r�seau� Trois cas se pr�sentent alors �

�� le mouvement est impossible � on reste dans l��tat ant�rieur

�� le mouvement fait diminuer l��nergie du syst�me � on e�ectue le mou�
vement

�� l��nergie augmente de el �c�est 	 dire on rompt une liaison� � on modi�e
le syst�me avec la probabilit� e��el�

�



Fig� �� R�seau utilis�� Dans la zone de contact quelques sites du support
�carr�s gris d�aire �� parfois li�s aux sites de la cellule �croix��

On v�ri�e que ces lois de transitions d��nissent une cha�ne de Markov homo�
g�ne et que la loi de probabilit� sur les �tats converge vers la loi de Boltzmann
�loi de l��quilibre thermodynamique en e��E��� Les moyennes des grandeurs
physiques mesur�es dans chaque �tat convergeront donc vers leur valeur 	
l��quilibre�

Le choix du mouvement �l�mentaire ci�dessus n�est pas anodin� La so�
lution la plus physique aurait �t� de limiter la longueur du d�placement 	
un pas �puisque en r�alit� le mouvement de ces sites est continu� ce qui
nous aurait permis d�observer la dynamique du syst�me� N�anmoins ces d��
placement de longueur arbitraire permettent d�explorer l�espace des phases
beaucoup plus rapidement �les con�gurations successives sont rapidement
d�corr�l�es� ce qui r�duit de mani�re importante le temps de calcul�

��� Ordres de grandeur� pr�cision des mesures

Quelques ordres de grandeur � le r�seau utilis� a toujours une taille ����
���� Les densit�s de sites sont �gales pour la cellule et le support et valent
chacune �

��
 soit ���� sites sur la cellule� En�n l�aire de contact varie de � 	

��� de l�aire de la cellule�

��� Test du programme

On commence par une v�ri�cation du programme � on permet juste pour
un instant aux particules de se superposer et on trace la courbe d��nergie en

�
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Fig� �� Comparaison des courbes d��nergie analytiques!num�riques pour le
syst�me A � ������ n � ���� Ac � 	��� et s � ��� �unit�s �el et el

kB


echelle logarithmique en abscisse�

fonction de la temp�rature� On doit retrouver exactement les pr�dictions du
mod�le analytique et ce 	 toute temp�rature�

Comme attendu tous les points sont sur la courbe ��gure �� On peut
exploiter ces mesures pour �valuer la pr�cision des r�sultats num�riques �
l�erreur relative est de l�ordre de �����

Pro�tons de cette courbe pour montrer les d�fauts du mod�le analy�
tique 	 temp�rature trop faible �ici la temp�rature minimale de validit� vaut
�

ln �
� ��
� el

kB
�� On observe principalement une �nergie 	 temp�rature nulle de

�����el alors que la surface de contact ne contient que ��� sites du support  
C�est absurde puisque cela signi�e que chaque site du support est li� 	 une
dizaine de sites de la cellule�

��� Grandeurs mesurables

Nous cherchons essentiellement 	 d�terminer l��nergie sp�ci�que d�adh��
sion Wspe � � �F

�Ac
� ��s

�F
�s

� Malheureusement on ne peut pas calculer
l��nergie libre F directement dans la simulation car on ne sait pas d�termi�
ner simplement l�entropie S du syst�me et que F � E � TS�

Nous allons cependant pouvoir calculer F en fonction de E assez simple�
ment en supposant connue l��volution de E avec la temp�rature� Quelques
petits calculs de thermodynamique suivent���

��



On sait que la capacit� calori�que du syst�me v�ri�e

Cv �
�E
�T

� T �S
�T



ce qui va nous permettre de d�terminer l�entropie du syst�me puis l��nergie
libre F� En e�et

S �
R
�

T
�
T
�E
�T

dT � S�

ou encore

S �
R
�

T
E
T � dT �

E
T
� S�

D�o� pour conclure �

F � T

Z
�

T

E

T �
dT � TS�

On peut s�amuser 	 calculer l�entropie 	 temp�rature in�nie S� � 	 tem�
p�rature in�nie on a � � Cn

N con�gurations toutes �quiprobables �N � A
�

est le nombre de cases du r�seau� donc S� � kB ln� � kBn lnN � En parti�
culier et c�est surtout cette propri�t� qui nous int�resse S� ne d�pend pas
de Ac�

D�o� une seconde relation importante �

Wspe � �sT

Z
�

T

�

T �

	��E�

	s
dT

�attention � s est le nombre de sites du support S l�entropie��
On voit donc que la mesure de E en fonction de T nous permettra de

d�terminer l��nergie d�adh�sion Wspe qui nous int�resse tout particuli�rement
puisque c�est la grandeur exp�rimentale�

On remarquera que nous avons choisi de d�terminer la capacit� calori�que
du syst�me Cv en d�rivant l��nergie E par rapport 	 la temp�rature T � Il
est toutefois possible de d�terminer Cv en mesurant les #uctuations de E au
cours du temps en utilisant le th�or�me de #uctuation�dissipation kBT

�Cv �
varE� Les deux m�thodes s�accordent pour notre syst�me mais la seconde
converge beaucoup plus lentement surtout 	 basse temp�rature�

��	 Mesures

Nous e�ectuons nos simulations sur une tr�s large gamme de temp�ra�
ture � ���el � kBT � ��el suivant une �chelle logarithmique� En parall�le
l�aire de contact varie de � 	 ����

Donnons quelques graphes �
Ce premier graphe ��gure 
� est beaucoup plus satisfaisant parce que

cette fois l��nergie ne d�passe plus la valeur maximale de sel� En comparant
cette courbe au mod�le analytique on voit qu�il y a co$ncidence 	 temp�rature

��
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Fig� 
� Evolution de l��nergie avec la temp�rature �unit�s �el
el
kB

� pour le
syst�me A � ������ n � ���� Ac � 	��� et s � ���� A comparer avec la
courbe du mod�le analytique �trait plein��

�lev�e mais que l��cart est tr�s grand en de�a de Tmin �la courbe analytique
a un maximum d��nergie de ����el 	 temp�rature nulle alors qu�il n�y a que
s � ��� liaisons possibles��

Passons 	 un second graphe ��gure �� � on y voit l��volution de l��nergie
avec la surface de contact� L��nergie est tout simplement une fonction lin�aire
de l�aire de contact �ou du nombre de sites s du support� ce qui va bien
nous simpli�er les choses� En fait j�ai repr�sent� la courbe la moins lin�aire
�coe�cient de corr�lation de ��			��  ��

��
 Exploitation

On voit donc qu�on peut d�river imm�diatement l��nergie par rapport 	
l�aire de contact pour obtenir les valeurs num�riques de �E

�s
en fonction de T

qui sont valables pour toute aire de contact raisonnable�
Il ne nous reste plus qu�	 d�terminer �F

�s
� Au vu de la relation Wspe �

�sT
R
�

T
�
T �

���E�
�s

dT  on pourrait penser qu�une simple int�gration num�rique
su�ra 	 nous donner Wspe� Malheureusement ce n�est pas si simple en r�alit�
car l�int�grale ci�dessus est divergente 	 temp�rature nulle��� Sans compter
que les mesures dont on dispose sont en nombre limit� et ne s��tendent pas
en particulier jusqu�	 temp�rature in�nie� Pour donner une id�e de ce qu�on
obtient par cette m�thode voir la courbe ��
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Fig� �� Evolution de l��nergie avec l�aire de contact �unit�s �el nombre de
sites du support� pour le syst�me A � ������ n � ���� T � ���	� el
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Fig� �� Graphe de ��F
�s

obtenu par int�gration num�rique� On devrait avoir
�F
�s
� �E

�s
aux deux extr�mit�s �T � �
�� vu que F � E � TS mais ce n�est

pas le cas� Il faut donc trouver une meilleure m�thode�

Il faut donc aborder le probl�me de mani�re un peu plus �ne� Nous allons
trouver une approximation analytique de la courbe �E

�s
 qu�on pourra alors

int�grer sans di�cult� pour trouver une courbe de �F
�s

bien plus satisfaisante�
Rappelons�nous que dans le cas du mod�le analytique �E

�s
est une fraction

rationnelle en e��el et plus pr�cis�ment elle est de la forme ae��el

���be��el��
� Dans

notre cas nous allons chercher la meilleure approximation par une fonction
de la forme a�bx�cx�

��dx�ex�
o� x � e��el en imposant les conditions aux bords

�valeur en T � � et T ����
Apr�s quelques simpli�cations on dispose d�une tr�s bonne approxima�

tion sous la forme �E
�s

� �el
��x��c����a����

��ax�	ax�
o� x � e��el et a � �����

Lorsqu�on dispose d�une approximation rationnelle de �E
�s

en e��el on
peut th�oriquement en d�duire l�int�grale donnant �F

�s
�un changement de

variable nous ram�ne 	 l�int�grale d�une fonction rationnelle % on con�e cette
tache 	 un logiciel de calcul formel� et on en tire les courbes de Wspe�

Nous pouvons en�n donner la courbe de l��nergie sp�ci�que d�adh�sion
�courbe ����

��� G�n�ralisation � des densit�s de sites quelconques

Nous pouvons faire une critique importante au travail pr�c�dent � dans
tous les syst�mes consid�r�s on a �x� les densit�s de sites des deux mem�
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Fig� ��� Approximation de �E
�s

� �el
��x��c����a����

��ax�	ax�
avec x � e��el a � ������

Tous les points sont bien sur la courbe�
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Fig� ��� Courbe de ��F
�s

� Wspe

�s
obtenue par la m�thode du �t de �E

�s
� La

courbe est bien plus jolie que celle qu�on avait obtenue par la premi�re m��
thode et de plus on a bien �galit� avec �E

�s
aux extr�mit�s �la courbe remonte

bien jusqu�	 el 	 temp�rature nulle ce qu�on ne voit pas sur le graphe car
nous nous limitons 	 T � ��� el

kB
��

��



branes� Cette restriction n�est pas tenable car dans les exp�riences r�alis�es
par Fr�d�ric Pincet les densit�s varient et sont en g�n�ral beaucoup plus
faibles�

Deux issues se pr�sentent� Soit on continue dans la m�me voie en faisant
toujours plus de calculs en vue de d�terminer la valeur de a pour d�autres
densit�s soit on tente d�exploiter les ph�nom�nes r�v�l�s par l�analyse num��
rique pour d�velopper un mod�le approch� mais valable 	 toute temp�rature�

Je privil�gierai la seconde voie pour mettre au point un mod�le l�g�rement
moins pr�cis mais valable sur une grande plage de densit�s�

Nous avons vu dans ces simulations num�riques que l��nergie �tait pro�
portionnelle au nombre de sites du support� Bien s&r ceci ne peut pas �tre
toujours vrai par exemple lorsque la cellule poss�de moins de sites que le
support �l��nergie est alors limit�e 	 �nel quelle que soit la valeur de s��
N�anmoins dans tout le domaine explor� par les simulations ainsi que dans
les manipulations de F� Pincet on v�ri�e cette lin�arit� en fonction de l�aire
de contact ou de mani�re �quivalente l�ind�pendance de Wspe en fonction de
Ac�

Avec cette hypoth�se nous pouvons �crire �E
�s

� E�s � ��� Et la fonction
de partition du syst�me avec un seul support est ais�ment calculable � nous
avons nAn��

N�� �tats li�s ��nergie �el� et An
N�� �tats non li�s ��nergie nulle�

�rappel � N � A
�

est la taille du r�seau�� Donc la fonction de partition vaut
Z � An

N�� � nAn��
N��e

�el � On en tire imm�diatement E�s � �� � �el
��N�n

n
e��el

�

Suivant ce mod�le simple on a �

�E
�s

� � el
��ae��el

avec a � �
��c
� �

Puis une simple int�gration nous donne �

Wspe �
�s
�

ln�� � ��c�e
�el � ���

Il ne manque plus qu�une confrontation aux simulations num�riques� Nous
allons donc retracer la courbe �� avec cette nouvelle approximation de �E

�s

�cf� graphe ���� Cette comparaison donne une grande l�gitimit� au mod�le�

La courbe de Wspe obtenue di��re tr�s peu de la courbe num�rique comme
on le verra sur le graphe ���

� Interaction lat�rale

Le mod�le d�velopp� pr�c�demment est valable pour les interactions usuelles
cellules � cellules en biologie� Mais il ne prend pas en compte un ph�nom�ne
important dans les exp�riences r�alis�es au LPS o� Fr�d�ric Pincet utilise

�
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Fig� ��� Courbe de ��E
�s

tir�e du dernier mod�le compar�e aux points num��
riques� On note principalement un l�ger �cart dans la zone de temp�rature
interm�diaire�
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Fig� ��� Courbe de ��F
�s

tir�e du dernier mod�le compar�e aux points num��
riques� L��cart est encore ici tr�s faible�
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membrane de la cellule

support

Fig� ��� Tranche de l�aire de contact suivant la direction d�une cha�ne� On
observe deux types de liaisons � cellule � support ��nergie �el� et cellule �
cellule ��nergie �et t pour 'tangent (��

des mol�cules d�ADN en tant que sites� Ces mol�cules d�ADN peuvent d��
velopper des liaisons lat�rales parasitaires avec des mol�cules voisines de la
m�me membrane et on assiste donc 	 la formation de cha�nes de sites sur
la cellule 	 basse temp�rature� Nous allons �tudier dans quelle mesure la
pr�sence de ces cha�nes modi�e l��nergie d�adh�sion�

Nous allons mener l��tude exclusivement sur le r�seau� On donne alors
une orientation 	 chaque site de la cellule �horizontale ou verticale dans le
cas du r�seau carr��� On consid�rera toujours qu�il y a liaison avec le support
lorsqu�un site de la cellule tombe sur un site du support et on dira que deux
sites de la cellule sont li�s lat�ralement s�ils ont la m�me orientation et sont
voisins suivant cette orientation�

Sur la �gure �� on a repr�sent� une con�guration du syst�me proche de
l��quilibre� On voit bien les cha�nes mentionn�es pr�c�demment en particulier
aux environs de la zone de contact� On notera aussi les cha�nes qui traversent
les contours du syst�me celui�ci �tant cyclique�

��� Energie en fonction de l�aire de contact

Comme dans la premi�re partie nous allons d�duire l��nergie d�adh�sion
sp�ci�que de l��nergie moyenne du syst�me� Nous e�ectuons donc les m�mes
jeux de mesures c�est 	 dire qu�on mesure l��nergie du syst�me en fonction
de la temp�rature et de l�aire de contact pour diverses valeurs de et �et � �
�
   � et en�n �el��

On constate ici encore que l��nergie est une fonction a�ne de l�aire de
contact et ceci avec une bonne approximation pour la gamme d�aire �tudi�e
�� 	 ����� Nous allons donc pouvoir la caract�riser par sa valeur 	 aire de
contact nulle et sa pente �E

�s
�

On a trac� sur les �gures �
 et �� l��nergie 	 aire de contact nulle et la
pente de cette �nergie suivant le nombre de sites du support� En g�n�ral le
facteur de corr�lation entre E et s est tr�s bon mais il varie sensiblement
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Fig� ��� Une con�guration du syst�me 	 faible temp�rature �kBT � ���el �
���et�� L�orientation des sites est repr�sent�e par les lettres v et h �verti�
cale!horizontale� en majuscule lorsqu�ils sont li�s au support� La zone de
contact est repr�sent�e par des points on y trouve quelques sites libres �s��

��



0.0625 0.25 1 4

Température

0

500

1000

E
ne

rg
ie

Fig� �
� Energie 	 aire de contact nulle en unit�s �et et el
kB

� Les trois courbes
et � �
  � et �el �cercles croix et carr�s� se superposent en unit�s �et

et
kB

��vident par analyse dimensionnelle��

0.0625 0.125 0.25 0.5 1 2 4 8

Température

0

0.5

1

E
ne

rg
ie

 p
ar

 s
ite

 d
u 

su
pp

or
t

Fig� ��� Courbes de �E
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avec la temp�rature et sa moins bonne valeur est de �
 	�	�
Avant de d�terminer l��nergie sp�ci�que d�adh�sion Wspe 	 partir de �E

�s


nous allons d�crire le syst�me 	 trois temp�rature particuli�res �

�� temp�rature quasi�nulle

�� temp�rature in�nie

�� temp�rature proche du maximum de �E
�s

�

��� Allure du systme � temp�rature nulle

Lorsqu�on approche de la temp�rature nulle le syst�me se trouve le plus
fr�quemment dans des �tats d��nergie quasi�minimale� Il se forme donc de
tr�s longues cha�nes le plus souvent ancr�es dans la zone de contact�

Examinons les di��rents ph�nom�nes qui entrent en comp�tition dans la
minimisation de l��nergie� Commen�ons par les cas simples o� on n�a qu�un
seul type de liaison soit avec les sites du support soit entre sites de la cellule�

	���� Sans interaction lat�rale et � ��

Nous supposerons ici que les sites de la cellule ne se lient pas entre eux�
Alors pour minimiser l��nergie il faut lier tous les sites du support� On place
donc s sites de la cellule sur les sites du support les autres �tant libres sur
la cellule� C�est une con�guration tr�s simple� On notera toutefois que le
troisi�me principe n�est pas v�ri�� c�est 	 dire que l�entropie 	 temp�rature
nulle n�est pas nulle vu que seuls s sites sur n sont 'gel�s (�

	���� Sans aire de contact el � ��

Traitons maintenant le cas sym�trique o� seule l�interaction lat�rale in�
tervient� Il est clair que l��nergie est minimale lorsque chaque site est li� 	
deux autres sites c�est 	 dire lorsque les cha�nes forment des boucles sur le
r�seau �qui est cyclique�� Toutes ces boucles seront n�cessairement parall�les
car elles ne peuvent pas se croiser�

	���� Superposition des deux ph�nom�nes

Dans le cas g�n�ral les deux ph�nom�nes se font concurrence� Nous allons
donner un aper�u de ce qui se passe lorsque l�aire de contact augmente�

Dans un premier temps on peut conserver le syst�me de boucles pour re�
couvrir toute la zone de contact� Il est clair que l��nergie reste bien minimale�

Puis l�aire de contact augmentant encore certain sites vont se retrouver
en dehors de l�aire couverte par les boucles� Est�il pro�table de rompre les

��



boucles form�es ) Briser une boucle n�cessite l��nergie �et alors qu�on r�cup�re
kel en recouvrant k sites avec le bout de cha�ne extrait de la boucle rompue���

Je ne pousserai pas plus loin cette discussion car il n�est pas �vident de
d�terminer les �tats d��nergie minimale� Par exemple la distribution des sites
du support intervient de mani�re #agrante mais elle est suppos�e al�atoire
et n�est donc pas facile 	 manipuler� On remarquera aussi que la forme du
syst�me intervient raison pour laquelle nous avons toujours choisi des r�seaux
carr�s �et zone de contact carr�e� pour la simulation�

Examinons pour clore cette partie la con�guration de la �gure �� proche
de l��quilibre 	 temp�rature tr�s faible ��
 � unit�s d��nergie�� On est dans
le cas el � et cas interm�diaire et r�aliste� Sur cet exemple tous les sites du
support sont li�s 	 des sites de la cellule �lettres H et V�� Comme annonc� on
remarque un certain nombre de boucles sur la droite de la zone de contact�
Cette con�guration a une �nergie particuli�rement faible mais pas minimale�
Par exemple la boucle isol�e 	 droite pourrait �tre ramen�e dans la zone
de contact pour remplacer le premier H de droite % le segment libre vertical
pourrait prolonger une cha�ne existante��� La principale explication de cette
di��rence avec l��tat minimal est le temps n�cessaire pour atteindre l��quilibre
avec les manipulations e�ectu�es sur le syst�me � il est tr�s peu probable
�e���
�
� � ������� de rompre une liaison en particulier le temps n�cessaire
pour d�placer une boucle est astronomique� On pourrait aussi imaginer que
c�est la temp�rature non nulle qui est la cause de ce d�calage mais ce n�est pas
la bonne explication car la probabilit� de se trouver dans un �tat d��nergie
non minimale 	 l��quilibre est elle aussi de l�ordre de grandeur de e���
�
�

	���	 Valeur de �E
�s

� temp�rature nulle

On remarque sur la �gure �� que �E
�s

d�cro�t selon et 	 temp�rature nulle�
Ceci se comprend ais�ment� En e�et lorsque l�aire de contact augmente on
est oblig� de rompre les cha�nes qui recouvrent cette zone de contact pour
former de nouveaux brins continuant 	 la recouvrir� Mais cette manipulation
n�est pas toujours pro�table et le syst�me pr�f�rera parfois laisser des sites
du support non recouverts plut"t que de rompre des cha�nes et ceci d�autant
plus que et est �lev�e�

��� Etude � temp�rature in�nie

Nous allons d�terminer la limite de l��nergie 	 temp�rature in�nie par
un mod�le simple et exact� Pour ce nous supposerons que les sites sont
ind�pendants et qu�ils se r�partissent uniform�ment sur tout le r�seau�
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Fig� ��� Une con�guration du syst�me 	 tr�s faible temp�rature �kBT �
�
 �el el � et��
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Calculons l��nergie par site du syst�me� Un site donn� a la probabilit� s
N

d��tre li� au support d�o� une �nergie par site de � s
N
el� Ensuite si on �xe

notre site il a une orientation donn�e horizontale ou verticale� La probabilit�
qu�il ait un voisin 	 droite ou en haut est de n��

N��
 et celui�ci a la m�me

orientation que notre site avec la probabilit� ��� �on ne consid�re la liaison
lat�rale que sur une face pour ne pas avoir 	 diviser par deux l��nergie lat�rale
�nale� d�o� �

E
n
� � s

N
el �

�
�
n��
N��

et

On pourra se demander pourquoi je conserve les '�� (alors que n et N
sont grands� En fait on peut mettre en �vidence ces petits termes par une
v�ri�cation num�rique assez pr�cise�

On a repr�sent� sur la �gure �� l�allure du syst�me 	 tr�s haute temp��
rature� La disposition des sites est pratiquement al�atoire ce qui explique le
faible nombre de liaisons constat�es�

��� Etude du maximum de �E

�s

On peut donner une interpr�tation ais�e 	 �E
�s

� C�est le gain d��nergie du
syst�me lorsqu�on ajoute un site s 	 la zone de contact� Ainsi 	 temp�rature
nulle dans le cas de base et � � nous avions �E

�s
� �el c�est 	 dire que chaque

sites suppl�mentaire est imm�diatement li�� Ou encore 	 temp�rature in�nie
la relation pr�c�dente nous donne �E

�s
� ���cel�

Comment alors donner un sens 	 �E
�s

� �el ce qu�on observe sur les
courbes de la �gure �� ) Cela semble absurde on ajoute un site et cela en�
tra�ne un gain d��nergie sup�rieur 	 l��nergie de liaison  

Nous allons examiner le cas et � el avec l�extremum de �E
�s

au voisinage
de kBT � �
 ���el avec une valeur de �
 ���el�

Tra�ons le graphe de E en fonction de s 	 cette temp�rature �cf� �gure
��� a�n de v�ri�er que la pente est r�ellement sup�rieure 	 el�

Ce graphe met bien en �vidence le paradoxe� Il ne nous reste plus qu�	
examiner une image du syst�me pour tenter de percer le myst�re���

Que remarque�t�on sur ce r�seau ��gure ��� ) En dehors de la zone de
contact les sites sont regroup�s en cha�nes de longueur non n�gligeable� La
zone de contact quand 	 elle est recouverte en grande partie par des cha�nes
de m�me orientation�

Imaginons qu�on augmente la taille de la zone de contact de fa�on 	
ajouter un site suppl�mentaire sur le support� Si ce site tombe dans une des
cha�nes prenant racine dans la zone de contact il est automatiquement li�
et l��nergie augmente de el� Dans l�autre cas il est tr�s probable qu�une des
cha�nes libres se d�place sur le site �la temp�rature est relativement basse �
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Fig� ��� Une con�guration du syst�me 	 tr�s haute temp�rature �kBT �
���el el � et��
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Fig� ��� Energie en fonction du nombre de sites du support et son ap�
proximation lin�aire� La pente de la droite �tant d�j	 sup�rieure 	 � il est
ind�niable que dans la partie s � ��� l��nergie cro�t plus vite que le nombre
de sites���

�
 ��� unit�s d��nergie�� Avec une probabilit� non n�gligeable cette cha�ne va
prolonger une cha�ne d�j	 existante �manoeuvre pro�table �nerg�tiquement�
ce qui entra�ne alors un gain d��nergie de el � et susceptible d�entra�ner le
gain moyen au del	 de el�

Donnons un petit sch�ma pour le second cas ��gure ���

Notons que cette r�action n�cessite des cha�nes libres donc une temp�ra�
ture ni trop basse �toutes les cha�nes sont li�es 	 la zone de contact� ni trop
�lev�e �les cha�nes sont trop courtes��

��	 Energie sp�ci�que d�adh�sion

De la m�me mani�re que tout 	 l�heure nous pouvons donner l��nergie
sp�ci�que d�adh�sion 	 partir de �E

�s
� Il su�t pour cela de trouver une bonne

approximation de ces courbes et de leur appliquer ensuite de mani�re ana�
lytique la transformation discut�e dans la premi�re partie�

On cherche encore une fois les approximations sous la forme d�une frac�
tion rationnelle en e��el au second ordre au num�rateur!d�nominateur� On
impose de plus la valeur 	 temp�rature in�nie ����cel� ind�pendante de et�
Malgr� l�introduction d�un second terme d��nergie �et� ces approximations
sont �nes �a priori il aurait fallu chercher une fraction rationnelle en les deux

�
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Fig� ��� Allure du syst�me dans les conditions du 'paradoxe ( soit kBT �
�
 ���el et et � el avec une zone de contact contenant 
� sites� Le r�seau
repr�sent� �tant le r�seau r�ellement utilis� dans les simulations il est un
peu plus grand que les pr�c�dents�
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Fig� ��� Ajout d�un site en � et r�action possible du syst�me� Dans ce cas
l��nergie augmente de el � et

exponentielles e��el et e��et��
Apr�s quelques manipulations on tire les courbes de �F

�s
 repr�sent�es 	

la �gure ���
Observons soigneusement ce dernier graphe� On constate que les courbes

ne commencent 	 se s�parer que lorsque la temp�rature devient relativement
faible de l�ordre de �
  unit�s d��nergie�

Tra�ons l��cart relatif par rapport 	 la courbe de r�f�rence et � � sur la
�gure ��� On note en particulier que pour et � el il ne d�passe jamais ����

Rappelons pour terminer quelques ordres de grandeurs exp�rimentaux �
les �nergies el et et sont �quivalentes la temp�rature vaut au moins �
  unit�s
d��nergie� On peut donc n�gliger l�interaction lat�rale au prix d�une erreur
relative inf�rieure 	 ����

	 Conclusion

Au cours du stage nous avons utilis� g�n�reusement la simulation num��
rique� Elle est comparable aux manipulations exp�rimentales dans la mesure
o� on doit �xer un certain nombre de param�tres pour obtenir une mesure
�les tailles densit�s et �nergies de liaison�� D�s que le nombre de param�tres
du syst�me devient �lev� on est oblig� d�en �xer un nombre important �ici
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les densit�s� pour mener l��tude 	 bien en un temps raisonnable� A cause
de toutes ces restrictions les mesures ne permettent pas de d�velopper un
mod�le g�n�ral du syst�me�

Dans notre cas la simulation aura surtout servi 	 expliquer le fonction�
nement du syst�me� C�est ce que nous avons essentiellement fait dans cette
derni�re partie pour montrer qu�on pouvait en premi�re approximation se
ramener au cas simple c�est 	 dire sans interactions lat�rales� Et dans ce
premier cas c�est gr*ce 	 l�hypoth�se de lin�arit� justi��e par nos mesures
qu�on a pu d�velopper un mod�le simple et pr�cis de l�adh�sion�
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