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1 Introduction

Le but de cet exposé est d’étudier les corps hilbertiens et de comprendre le probléeme
de Noether. D’abord en utilisant la théorie élémentaire de Galois, on donnera la définition
et les propriétés d’'un corps hilbertien. Ensuite on essaie de montrer le théoréme d’irréduc-
tibilité de Hilbert avec quelques outils en analyse et un peu de calculs. La démonstration
présentée ici est due a Dorge. Enfin on s’intéresse au probléme de Noether. On montrera
le théoréme de Fischer et le lemme sans nom.

On se propose de considérer les corps hilbertiens et de décrire le probleme de Noether
pour étudier le probleme d’inverse de Galois : la construction de 'extension galoisienne
de Q avec un certain groupe de Galois donné. Le théoréme d’irréductibilité de Hilbert
montre qu'il suffit d’étudier les groupes de Galois sur Q(x). Cela nous permet d’utiliser les
méthodes de la théorie des surfaces de Riemann et de la géométrie algébrique. Hilbert a
appliqué sa méthode pour obtenir les réalisations galoisiennes des groupes symétriques et
alternés.



2 Corps hilbertiens

2.1 Notations

Tous les corps mentionnés sont de caractéristique 0. Si k est un sous-corps de K, on
dit que K est régulier sur k si k est algébriquement clos dans K.

2.2 Résultats préliminaires

Lemme 2.1. Supposons que x1,X5...X,, sont algébriquement indépendants sur k. Posons
x =(xq,X5...X,,) et k la cléture algébrique de k.

1. Si k' /k est une extention galoisienne finie, alors k (x)/k(x) Uest aussi. De plus, la
restriction Gal(k'(x)/k(x)) — Gal(k'/k) est un isomorphisme. En particulier, tous les
corps entre k(x) et k/(x) sont de la forme k" (x) avec k € K' Ck et [K'(x): k(x)] =
(k" : K.

2. Soit f(x,y) € k(x)[y] irréductible sur k(x). Posons K = k(x)[y]/(f), alors K est
régulier sur k si et seulement si f est irréductible sur k(x). Dans ce cas f est irréductible
sur k,(x) pour toute extension k, de k telle que x1,Xx5...Xx,, ety sont algébriquement
indépendants sur k;.

Démonstration. 1) x;,X,...x,, étant fixés, le groupe G = Gal(k'/k) agit naturellement
sur k'(x) avec le corps invariant k(x). D’aprés le théoréme d’Artin ( qui dit que si G est un
groupe fini d’automorphismes d’un corps K, alors K est galoisienne sur le corps invariant
F de G et Gal(K/F) = G ), k'(x)/k(x) est galoisienne avec le groupe de Galois G. La
derniere partie de 1 est vérifiée d’apres le théoréme de Galois.

2) On suppose que f est irréductible sur k(x). Notons k la cloture algébrique de k
dans K et a Iimage de y dans K. k € k C K = k(x)(a), alors k(x) € k(x) € K. Comme
f est irréductible sur E(xA), f est irréductible sur ﬁ(x). On en déduit que [K : i(x)] =
degf = [K : k(x)]. Donc k(x) = k(x). Dou k =k par 1.

Inversement on suppose que K est régulier sur k ( i.e. k = k). Soit k' une extension
galoisienne finie sur k. k(x) € k'(x) N K < k'(x). Par 1 il exsite un corps k  tel que
kCk' c E et k' (x)NK = k"(x). Le fait que k" (x) € K implique k" € K. Il s’ensuit que
kCk' Ck=kCK.Donck=k" et KNnk'(x)=k(x). Dapreés 1 I'extension k (x)/k(x)
est galoisienne finie. On a alors [k’ (x)(a) : k'(x)] = [K : k(x)]. Donc f est irréductible sur
k'(x). f est bien irréductible sur k(x).

Pour la deriniére affirmation, on montre par 'absurde. On suppose que f = ghou g
et h € k;(x)[y] de degré au moins 1 en y. Sans perte de généralité, g est unitaire en y.
On note k; le corps qui est engendré par les coefficients de g (ol g est considérée comme
une fraction rationnelle en x;,x,...x,,,y) et t I'un des coefficients tel que ¢ est transcen-
dant sur k. Alors il existe k, = k(t;,t5...t;,) oU t; =t et ty,t,...t, sont algébriquement
indépendants sur k tel que k; /k, soit fini. Soit a, € Gal(k,/k) tel que a.(t) =t +c avec ¢
€ k et fixe t, ... t,. Tous les a, peuvent étre prolongés dans Gal(k,/k). Comme f = gh on
a alors a.(f) = a.(g)a.(h). Donc f = a.(g)a.(h) et a.(g)|f car a, agit sur Ez(x)[y] en
fixant x4, x,...,y. On sait que a,(g) est unitaire en y, donc f a une infinité de diviseurs
unitaires distincts a,(g) avec ¢ € k. On obtient une contradiction.

O



Lemme 2.2. On se donne a un entier algébrique sur le corps L. Soit f(y)= Y. a;y un
polynéme sur L de degré n > 0 avec f(a) = 0. Alors

n—1
g¥)=Y"+> aqa' Y
i=0

est un polynéme unitaire de degré n avec g(a,a) =0 et L(a) = L(a,a).

Démonstration. C’est clair. O

Lemme 2.3. Soit f(x7,X5...x,)un polynéme en s > 2 variables de degré au moins 1 en x; .
Alors f est irréductible comme un polynéme en s variables si et seulement si f est irréductible
et primitif comme un polynéme en x, sur Uanneau D = k[x;,x5...x,_1]. Notons que f est
irréductible sur D si et seulement si f est irréductible sur k(x1,Xxy...Xs_1)

Démonstration. On suppose que f est irréductible et primitif comme un polynéme en x;
sur D. Si f = gh avec g et h 2 polynOmes en s variables. Alors 'un des deux polynéme ,
disons g est en xq,...,x,_;. Comme f est primitif, il suit que g est inversible sur D, donc
g € k. Cela montre que f est irréductible en s variables. La réciproque est claire. Pour la
deuxiéme partie, c’est juste le lemme de Gauss.

O

2.3 Définition d’un corps hilbertien

Dans ce paragraphe, on va donner plusieurs définitions équivalentes d’un corps hilber-
tien. On utilise les lemmes suivants.

Lemme 2.4. Soit K/F une extension galoisienne finie avec le groupe de Galois G. Soit R un
sous-anneau de F ayant F comme son corps de fractions. Soit o un générateur de K sur F et
vérifie f(a) = 0 ot f(y) € R[y] est un polynéme unitaire de degré n = [K : F]. Notons A
un sous-ensemble fini de K contenant a et invariant par G. Posons S = R[A]. Alors il existe
u # 0 dans R tel que pour tout homomorphisme ¢« de R dans un corps F ' vérifiant w(u) # 0,
les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. w peut s’étendre en un homomorphisme & : S — K, ol K est une extension finie de
F . On peut supposer que K = F (&(S)).

2. Pour un tel &, le corps K est une extention galoisienne sur F " et est engendré par
od =&(a)sur F. Alorsona f'(a)=0oi f (y) € F'[y] est le polynéme obtenu en
appliquant w aux coefficients de f. De plus [K' : F']1=[K : F] si et seulement si f  est
irréductible. Dans ce cas, K est isomorphe a F [y]/(f).

3. Dans le cas ot f "est irréductible. Pour chaque & décrit comme dans 1, il y a un unique
isomorphisme de G dans G = Gal(K /F ), o — o tel que &(o(s)) = o (&(s)) pour
tout c € GetseES.



Démonstration. Lextension K /F étant galoisienne, le polyndme f(y) est séparable. Alors
son discriminant D; # O dans R. De plus, on note w(Dy) le discriminant de polynéme

f'(y) obtenu en appliquant w aux coefficients de f. On peut seulement considérer les e
avec w(Dy) # 0. Alors f'(y) est séparable.

Lidéal I de R[y] enrendré par f est le noyau de l'application R[y] — R[a], h — h(a).
SiheR[y] avec h(a) =0, il existe g € F[y] tel que h = gf. Comme f est unitaire en y,
g €R[y]. Donc h €. On a alors un isomorphisme naturel

¢ :R[y]/T = R[a].
Etape 1 D’abord on peut envisager le cas particulier ou R[A] = R[a]. On veut montrer
que 1),2),3) sont vrais pour chaque homomorphisme « : R — F avec w(D;) # 0. On

prolonge w en un homomorphisme R[y] — F [y] (y étant fixé). On obtient un homo-
morphisme naturel

Y :R[y1/I=RIyl/fRIy] = F [yl/f Fly]=F[y1/(f).

Posons
x=vo¢ " :Rlal > F[yl/(f).

(1) Notons K' = F'[y]/(g) avec g un facteur irréductible de f’. Alors K est une exten-
310n finie de F'. En composant y avec l’homomorphlsme naturel F [y]/(f ) — F'[y1/(g) =
K , on obtient un homomorphisme & : S =R[a] — K'. Lassertion (1) est vérifiée.

(2) OnakK =F[&(S)] = F[&(a)] = F[a'] car S = R[a] Les conjugués de a sur
F, notés a,,a,...a,, sont tous dans A C S. Posons otl,oc2 a ces images par &. Alors
f= cT)(f(y)) =a(y—a)y—a)...(y —a,) =(y - & )(y a,)...(y —a,). Donc
K contient tous les conjugués de a sur F et de plus est normal sur F . On sait que K /F
est séparable car f l'est. On en déduit que I'extension K /F est galoisienne. Le reste de 2
est clair.

(3) Supposons que f " soit irréductible. Alors a;, a/2 ... a; sont les conjugués deux a deux
distincts sur F' car f " est séparable. Pour chaque i € 1,2...n, il y a un unique 0; el
tel que o;.(a) = a;.. C’est-a-dire qu’il y a un unique o; € G tel que o;(a) = @;. On définit
6:G— G par 0(o;) = a; pour tout i € 1,2...n. Alors 6 est une bijection.

Pour chaque s € S = R[], il existe h € R[ y] tel que s = h(a). Posons h' = &(h) € F'[y]
(v étant invariant par &). Alors pour touts €S, o; € G

0,(&() = 0, (&(h(a)) = (R (@) = K (&) = B(h(a)) = &0 (h(@)) = &(0(s)).

En particulier

(01) (@)= (01) (@) = d(or(a)) = 0 (&(r(a) =0 7 (&(a) = 0 7'(a).

Dol (07) = o'7’. Donc 6 est un homomorphisme. On en déduit qu’il est un isomor-
phisme.

Etape 2 Dans le cas général, chaque a € A est de la forme



n—1
a= Z b;a
i=0

. . -1 i
avec b; € F. En particulier, posons a = . b%a' avec b® € F pour tout a € A. Tl est

possible de choisir v # 0 dans R tel que vbf €R pour touta€Aeti€1,2...n—1car F
est le corps de fractions de R et A est fini. On note u = vD; et R =R[u""]. Alors tous les
bf e R. 1l s'ensuit que A € R[a] et donc R[A] = R[a]

Soit w : R — F est un hon/mmorphisme avec w(u) # 0. Alors w S’ét&l/ld uniqtlemeng
en un homomorphisme R — F . Donc il existe K une extension finie de F et & : R - K
qui prolonge w. Comme K =F(&R[a]) et w(1/u)=1/w(u) €F,

K =F (&[R[A1/u])) = F (B(R[A]), &(1/w) = F (&(S)).

On applique I'étape 1 a R. Cela achéve la preuve.

Remarque 2.5. Ce lemme est encore vrai pour un corps de caractéristique quelconque. (voir
Volklein [57])

Lemme 2.6. Soient L un corps et f(x,y) € L[x,y] un polynéme séparable en y sur L(x).
Alors f(b,y) € L[y] est séparable pour presque tous les b € L (ie f(b,y) € L[y] est
séparable sauf un nombre fini de b € L).

Démonstration. D’apres le lemme 2.2, on peut supposer que f est unitaire en y. Son
discriminant D(x) € L[x] est non nul car f est séparable en y. Pour chaque b € L, le
discriminant de f(b,y) € L[y] est D(b). Donc f (b, y) est séparable pour tout b € I. qui
n’est pas une racine de D(x).

O

Proposition 2.7. Soit K une extension galoisienne de k(x) de degré n > 1. S’il existe un
polynéme f(x,y) € k[x,y] unitaire de degré n en y et a un générateur de K sur k(x) tel
que f(x,a) =0, alors
1. Pour presque tout b € k, si f,(y) := f(b,y) est irréductible dans k[y], alors le
corps k[y]1/(fp) est galoisienne sur k dont le groupe de Galois est isomorphe a G =
G(K /k(x)).

2. Soit 1 une extension finie de k contenue dans K. On suppose que h(x,y) € 1(x,y)
est irréductible comme un polynéme en y sur 1(x) et les racines de h(x,y) sont dans
K. Pour presque tout b € k, si f(b,y) est irréductible dans k[y], alors h(b,y) est
irréductible dans L[ y].

3. Il existe un nombre fini de polynémes P,(x,y) € k[x][y], irréductibles de degré > 1
en y tels que pour presque tout b € k, si chaque P;(b, y) n’a pas de racine sur k, alors
f (b, y) est irréductible dans k[y].

Démonstration. Chaque générateur o de K sur k(x) est une racine d’un polynéme f(y)
de degré n sur k(x). En multipliant un certain élément de k[x], on peut considérer f =
f(x,y) comme un polyndme en 2 variables. D’apres le lemme 2.2 on peut supposer que



f est unitaire en y. Alors f(x) = (y —a;)(y —ay)...(y —a,) ol a1,a,...qa, sont les
conjugués de a sur k(x).

(1) Pour b € k, posons wy, : k[x] — k I'évaluation en b (i.e h(x) — h(b)). On applique
le lemme 2.4 avec F = k(x), K = K,R =k[x],A= {a,a5...Q,}, F=ketw= wp,
S = R[A]. Alors il existe u[x] tel que pour chaque b verifiant u(b) # 0 (i.e w,(u) # 0),
wy, peut étre prolongé en &y : k[x][ay,ay...a,] — K = k(&(S)). Si fy = wy(f) est
irréductible, alors K = k[y]/(f,) et Gal(K /k) = Gal(K/k(x)). Comme pour presque
tout b € k, u(b) # 0, on obtient (1).

On suppose maintenant que u(b) # 0.

(3) Notons I un sous-ensemble propre non vide de {1,2...n}. Comme f est irréduc-
tible comme un polyndme en y sur k(x), le produit ]_[iel(y — a;) ne se situe pas dans
k(x)[y]. Alors il a quelques coefficients d; € k(x). On en déduit que d; € S car a; € S
pour i =1,2...n. Et d, verifie un polynéme irréductible P, sur k(x) de degré >1. On peut
choisir P, pour que les coefficients de P; soient dans k[x].

Si f, n'est pas irréductible, il y a un certain I comme ci-dessus tel que [ [,,(y — @) €
k[y]. Posons ¢ = &w,(d;). Alors ¢ € k et P,(b,c) = &(P;(d;)) = 0. Donc (3) est établi.

(2) Soit h(x,y) = hy(x) ]_[f=1 (y — B;) avec hy € l[x] et B; € K. Posons

A={aq,ay...a,} U{Bq,P;... B} U {tous les conjugués de 71,75 ...7s}

oul =k(yq,72---7s). D’apres le lemme 2.4 pour presque tout b € k, w;, peut étre prolongé
en @y : S =k[x][A] =K .

On suppose que f; est irréductible, alors K = k[y]/(f,). Comme [ C S, &, est iso-
morphe a un sous-corps de K ' que l'on identifie avec I (via ;). Via cette identification on
a:

h(b,y)=ho(0)| (v - BD.
i=1

Posons H = G(K /1(x)). Alors pour tout s € [ et tout o € H, on a o (s) = al(&')b(s)) =
&y(o(s)) = @,(s) = s. On en déduit que o € G(K /1). h étant irréductible comme un
polynéme en y sur I(x), il est séparable et le groupe H permute ses racines f3; transiti-
vement. Alors H = {0’ |0 € H} permute [5,./ transitivement. Pour presque tout b € k, on
a hy(b) # 0 et h(b,y) séparable. Alors le groupe H < G(K'/1) permute ses racines B
transitivement. Donc h(b, y) est irréductible sur [. O

Corollaire 2.8. Les conditions suivantes sur k sont équivalentes :

1. Pour chaque polynéme f (x,y) irréductible en 2 variables sur k de degré > 1len y, ily
a une infinité de b € k tel que f (b, y) est irréductible comme un polynéme en y.

2. Sil/k est une extension finie et h,(x,y),hy(x,y)...h,,(x,y) € [[x][y] sont irréduc-
tibles comme les polynémes en y sur l(x), alors il y a une infinité de b € k tel que
hy(b,y),hs(b,y)...h,(b,y) sont irreductibles dans L[ y].

3. Si Py(x,y),Py(x,y)...P.(x,y) € k[x,y] sont irréductibles de degré>1 comme un
polynéme en y sur k(x), il y a une infinité de b € k tel que tout le P;(b,y) n’a pas de
racine dans k.



Démonstration. (2) = (3) : Posons | = k,h; = P;,h, =P,...h, = P,.
(1) = (2) : Soit K une extention galoisienne finie de k(x) telle que h,(x,y),hy(x,y)
..h,(x,y) sont réductibles et [(x) € K. Alors il existe a € K tel que K = k(x)(a) avec
le polyndme minimal f(x,y) € k[x, y]. D’apreés la proposition 2.7(2) et la condition (1),
il y a une infinité de b € k tel que h,(b,y),hy(b,y)...h,(b,y) soient irréductibles dans
Iyl
(3) = (1) : C’est une application de la propsition 2.7(3). Comme tous les P;(x,y) €
k[x,y] sont irréductibles, il y a un nombre infini de b € k tel que tout le P,(b, y) n’a pas
de racine dans k. Alors il y a une infinité de b € k tel que f (b, y) soit irréductible comme
un polynéme en y. O

Définition 2.9. Un corps k est dit hilbertien s'il vérifie I'un des 3 conditions du corollaire
2.8.

2.4 Les propriétés d’un corps hilbertien

Lemme 2.10. Si k est hilbertien et f(x;,X,...x,) est un polynéme irréductible en s > 2
variables sur k de degré > 1 en x,. Alors :

1. Il y a une infinité de b € k tel que f(b,x,...x,) (en s — 1 variables) est irréductible
sur k.

2. Sip € k[xq,x5...x,] nlest pas nul, il existe by, b,...b,_; tels que p(by,b,...b,_;)
#O0et f(by,by...bs_1,x,) est irréducible comme un polynéme en x;.

Démonstration. (1) On se donne d un entier plus grand que la plus grande2 puissance de
toutes les variables présentes dans f. Notons Sy f (x,y) = f(x,y,y¢...y @ . llestdela
forme

Saf(x,y) = g(x)]f[gi(x,y)

ou g;(x,y) est irréductible de degré > 1 en y et g(x) € k[x]. Comme k est hilbertien, il
y a une infinité de b € k tel que tous les g;(b, y) soient irréductibles. Prenons seulement
tels b a partir de maintenant. Et on suppose de plus que g(b) # 0.

Sif(b,xy...x;)=h(b,x,... xs)h/(b, X5...x;)ouhet R’ ne sont pas constantes. S h(y)
et Syh () sont définis de la méme facon. On a S, f (b, y) = S4h(y)S4h (¥). Done Szh(y)
et S;h () sont a la fois les produits de certains g;(b, y) (2 un facteur prés sur k). Notons
H(x,y) et H (x,y), les produits de g;(x, y) correspondants. Alors

Saf (x,¥) = g(x)H(x,y)H (x,¥).

En utilisant 1’un1c1te de la décomposition d-adique, on a deux polynémes uniques
h(xl,x2 .X,) et [ (x1,x5...x;) tels que Sdh = gH et Sdh = H et la plus grande puis-
sance de X X présente dans h K est plus petite que d. Si la plus grande puissance
de f =hh' est aussi plus petit que d,on a f f d’apres l'unicité de la décomposition
d-adique. Donc f hh avec h et k' ne sont pas constants. Cela contredit le fait que f est
irréductible.



Donc f contient un monoéme K(xl)x’z2 .. .x_is avec un certain i, > d et k # 0. Comme

Z(b,xz ...x,) (resp K'(b,x,...x,)) est un multiple de h(x,...x,) (resp h), f(b,x2 LX)
est un multiple de f (b, x,...x,). Donc k(b) = 0.

Il y a un nombre fini de possibilités pour x (a un éléments de k pres) correspondant
A toutes les décompositions S;f = gHH . Si on choisit b distinct de ces racines dans «,
alors f(b,x,...x,) est irréductible.

(2) On montre par récurrence sur s. Le cas ou s = 2 est juste (1). Supposons que
C’est vrai jusqua s — 1. Alors p est un polyndéme en x,...x; a coefficients dans k[x,]. Par
(1) il existe by € k tel que f (x,...x,) := f(by,X,...x,) est irréducible et pour certains
coefficients ¢;(b;) # 0 de p. Donc p (xy...x,) := p(by, x5 ...x,) West pas nul. On applique
maintenant Ihypothése de récurrence, il existe b, ...b,_; € k tels que p'(by, Xxy...x,) #0
et f'(x,...x,) est irréductible. Ainsi (by, b, ...b,_;) convient. O

Corollaire 2.11. Si k est hilbertien, alors chaque extension engendrée par un nombre fini
d’éléments L'est aussi.

Démonstration. 1) Dans le cas ou F est une extension transcendante pure et engendrée
par un nombre fini d’éléments, on suppose que F = k(x;,x,...X,,) avec x;,x;...X,, al-
gébriquement indépendants sur k. Notons D = k[x;,X5...X,,]. Soit f(x,y) € F[x,y] est
irreductible de degré > 1 en y. On peut supposer que f € D[x7,X5...Xp,X,Y] est irré-
ductible d’apres le lemme 2.3. Donc il y a une infinité de b € k tel que f(x;,x5... X, b, ¥)
soient irréductibles par le lemme 2.10. Alors il est irréductible en y sur F. Finalement F
est hilbertien.

2) Soit K /k une extension engendrée par un nombre fini d’éléments. Tl existe F une
extension décrite dans (1) telle que K/F soit fini. F est hilbertien par 1. D’apreés la défini-
tion 2.9 et corollaire 2.8(2), chaque extension finie sur un corps hilbertien est encore un
corps hilbertien. Donc K est hilbertien.

O

Théoréme 2.12. Supposons k est hilbertien. Si G est un groupe de Galois fini d’'une certaine
extension sur k(xy,x,...x,,). Alors G est un groupe de Galois d’une certaine extension sur k.

Démonstration. Le cas m = 1 est claire par la proposition 2.7(1).
Sim>1, k(xy,x5...x,,) = k(x1,x5...x,_1)(x,,). Comme k(x;,x,...x,,_1) est hil-
bertien, on peut se ramener au cas m = 1. ]



3 Q est NN

Dans le deuxieme chapitre, on a déja vu la définition et les propriétés d’'un corps

hilbertien. |
I 2.8 (3). On s’intéresse aux racines des polyndémes. On étudie

plutdt les points ol un certain méromorphe prend les valeurs entiéres.

3.1 Aspect analytique

Théoréme 3.1 (Théoréme des fonctions implicites). Soit f(x,y) € C[x,y] de degré n >
1 eny. Soit ¢, € C tel que %(CO, b) # 0 pour toutes les racines b de f(c,y). Alors il existe

un voisinage V de c, et des fonctions holomorphes 11,...,3),, définies sur V telles que pour tout
ceV, f(c,y) an racines distinctes 1, (c),..., 3, (c).

Remarque 3.2. La condition %(CO, b) # 0 est équivalente a dire que f(cy, y) € C[y] est un
polyome séparable.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour une racine. Soit b une racine de
f(co,¥)- Posons f(xy +iyy, x5 + 1Y) = f1(x1,¥1, X2, ¥2) + if2(x1, Y1, X2, ¥2). f étant ho-

. . . . Y af.

lomorphe par rapport a chaque variable, la relation de Cauchy-Riemann s’écrit a% = ﬁ,
2 2

2h = _ 2% 14 matrice jacobienne est

3y, Jxy

Sh Oh ox, 2y, _IE

‘% 9fy
9y, 9y,

dx 8x2‘ =(%)2+(%)2 af |2'

Par hypothese, % |¢co,by 7 0. Donc d’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe

1, 1, de classe C! telles que dans un voisinage V de (c,, b)

F10c1, Y1, 91 (1, Y1), ¥2(x2, ¥2)) = 0.

fox1, y1, 9101, Y1), Y2(x2, ¥2)) = 0.

De plus, % # 0 dans V. On dérive par rapport a x; (resp y;) dans la premiére équation
(resp la deuxieme). On obtient :

Of , 0h 0% O Y _
dx; 0xy,90x; 9y, dx;
o} af, 0 af, @
2) ﬁ_kﬁ ,"b1+£ 1/)2 =0
0y: 9dx,dy; 9y, 9x
En utilisant la formule de Cauchy-Riemann, on fait (1)—(2) eton a:
9f1 ¢y Yy Ofy Oy Oy

6_x2( 0x, - 8y1)+6_yz( 0x, * oy

1)

)=0(@

10



De méme, on obtient :

of 0RO, 0fi 0us _

9y1 9x30y1 9y, 9n

0fs OO, 0 0% _

dx; Jdx99x; 9y, 9xq
ona:

8 | 8 B

En combinant (a) et (b), on a un systétme de Cramer et le déterminant non nul. Alors

9y 9y oy T - Donc v = v, + i1, convient.

Ix; - Iy Ix;

O

3.2 Valeurs entieres des fonctions || NG

Définition 3.3. Soit M C I (0. 1[ tel que
I < ¢

|

I B D e réunion
___________________________

I N s valeurs intermédiaires.

Il est di a H.A. Schwarz.

Lemme 3.5. Soient s; <s; <..<S$, avec m > 1. On se donne y(s), une fonction réelle

définie sur [sy,s,] de classe C™. Notons V,, I

1 sy 2 -
vm: 5 E E ." -_Sj)
1 s, s& -

Alors il existe o € 1sg, s, [ tel que

1
Vi

1 So e
1 Sm e

11




Démonstration. Soit F(s) [ NG

1
F(s)=|: I :
1
1

Notons
F(sm)
cC=
|
et
|

I N G (s) s'annule
I B - )

que
D’autre part, I N o, 2

oit les ¢; sont constantes [ -V, . I
I D'ou

1Mo) ¢ F(sp) RS
m! V... I V.
| O

Théoreme 3.6. Soient iy € Z et

k=i,
I, < convergente dans un voisinage de 0. Notons

B, l'ensemble des b € N tel que ¢(1/b) soit un [
tous les a; sont nuls (i.c. |G

Démonstration. : La démonstration se fait en plusieurs étapes. Soit ¢(t) une fonction
comme dans le théoréme 3.6 et on suppose que les a; ne sont pas presque tous nuls et
montre par 'absurde. Supposons que B(¢) soit infini car si c’est fini, la remarque 3.4
I

Etape 1 I sont réels.

12



Démonstration. La série

i=i,

a le méme rayon de convergence que ¢. On a ¢ (1/b) = ¢(1/b) pour tout b € B(¢).
Comme B(¢) est infini, par le principe des zéros isolés on en déduit que ¢ = ¢. Cela
| O

I : = ¢ (s~ definie sur C*. Ona

Etape 2 Montrer qu’il existe A > 0 et m , S € N satisfaisant la propriété suivante : Si

S0s S | ;(s..) €ZetS <s;<..<s, alors

Sm — Sg ng.

Démonstration. I

i=u
I o > 0. Les d I
que d,, # 0 car ¢ NG I o d vers d, quand s tend vers
plus Iinfini. | > O tel que 0 < [ < |24, | pours>S,.

On suppose maintenant que S; < s5 < ... < §,,, et on prend o comme dans le lemme

3.5. Alors || G —— On
I
m! 1
Vin 2 >
™)~ ™)
et

D’olu




| O

Etape 3 Soient b; < b, < I ... - >, > [ > o
I - mince.

Démonstration. | S - b, < B avec VN <
b < <IN o - :

B -, o <N

Il suit que (m — 1)\/ﬁA <N, d’ou

m—1<N'"2,

Donc

I < N +m <
I st mince. O

I st mince.

Démonstration. I EE (= ¢ (1/b)) est

un entier. G < dans B ou S I 2
Par I’étape 2, le reste de 'ensemble | comme une I

By, ..., B, I 3. Cecs cnsembles [N -
Donc B(¢) I 4 O

| O

3.3 Théoréeme I de Hilbert

Lemme 3.7. NN B
I < 7. on a:

(@) I existe « NN
avec |¢| NN < QLY.

(b) Si un certain ;(t) est une fraction rationnelle a coefficients complexes, alors il y a un

I, < Q.

_ des b € N tel que p(x,+ %,c)=0 pour certain ¢ € Q. Alors

14



Démonstration. I, s
I < 7 (lemme 2.6). I ns la suite.

(2) I

(b) Soit 4 : = ; [ NG
nul. Donc p(xy+ X, Y (x)) = 0 sur Q(x) pour x un nombre transcendant sur C. Puisque
YP((x) € C) I sur C(x), donc sur Q(x). Mais Qx) IINIINEGEN clos
dans C(x) I I < Q ().

soit € Gal(Q/Q). NG
I - ). Alors 1) (q) = v(q) pour tous q € Q avec (q) € Q. Sl y a une

e N - . I S son dans
I ) < () I sur Q). I
I S—

oy _____________J

k=0

avec p; (x) I

R 1 i
xp(xo + )y

est un élément de Z[x, y]. Notons ces coefficients par p;(x). Alors h(x) : = p,(x) est un

e

De plus, si |1/b] < ¢, IR I .-
=h(b)c € Z.

Soit ¢;(t) = [N rour 0 < [t] < e eti= 1, N
que sibe B(p, xp) et 1/b < ¢, alors ¢;(1/b) = IIIH < DN i — 1....-
B(p, x,) est contenu dans 'union de B(¢;). Par le théoreme 3.6, 'ensemble B(¢;) est
mince si ¢; [N O: si ¢, I (oS
B(¢;) est fini par (b). | I IEEIEEGEE B (p, x,) est mince. Donc (¢) en découle.

O

Théoreme 3.8 NN

Démonstration. On se | ) € Q[x][y] comme la condition (3) dans la défini-
tion. On peut choisir x, € Z comme dans le lemme 3.7. Soit C I'ensemble des b € N
tel que les 1'y) n'ont pas de racines dans Q. Notons ensemble B le
I dc C dans N. Alors B est I'union de B(pj, x(). B(p;, x,) est mince par
Lemme 3.7(c). Donc B est mince. Donc son | C est infini. Cela achéve la
démonstration. O

15



[ N, 1. 1, -, X,

n

i=1

comme un polynéme en y sur | Alors les racines sont aussi |GGG
I sur k. Donc l'action naturelle du groupe symétrique S, on tq,...t,, peut
étre prolongé en une action de S, sur k(tq,...,t,). Le corps invariant F par S, contient
x1,.-.X, e | I : I D :2utre part, comme t,,...,t, sont les racines
d’un polynéme de degré n sur | on a [k(t,...t,) : I < n!. 1 suit
I

I I X (CriSion SuT
1 1

4 Le N dc N

I © Soit V un Q-espace vectoriel de dimension finie. On suppose

Théoreme 4.1 I HE O1
e
|

Démonstration. Comme k est | ] clos et de I 0. a2 représen-

tation sur V est semi-simple et le | V se décompose en somme directe des

I V: de dimension 1 I
pour un certain caractere y; : A — k*. Soit v; I dc V; et soit X le sous

1

I D D
|

Soit A= Hom(A, k*) le groupe de caractéres IS I © : X
— A défini par v; — x;. Par construction, on a | Sl rour x € X et 0 € A
I I . (V).
I pctit que |A|=|A|, donc [k(V) : k(Y)] < [A]. Or [kV) : HEEEEEEEE
- |

I 2bélien libre car X T’est, on a k(Y) = k(y,, .., ¥,) pour une base
V1,0 Yy de Y. I

O
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de l'unité.

Lemme 4.3 (Speiser). NG
G. I
A €K, veV) Soit ¢ :V® K — V définie par ¢p(v &, A) = Av. Alors ¢|yog i est un
I

Démonstration. I un corps sur lequel G | Alors G agit sur
I
- S

I - ... I
sons 7 |

I
I = ¢ = 7o(eiq)e;. Done 7(e;y) = 1. I < K ® K et

.
I B coit G
- J _ EEHrs
- 1 |
I ), <V e K < - (o) = o

= 0(eiqYiq) © w =

=eqw et Q: w — | NN I - B O touve facilement que
I D N, ¢ | o, ic = P o P

—s |
B ) - VY <€ V. Dot ¢ 01 = idy. Or pour tout v ® A # 0 dans V ®; K,
e
A) = I — (d,,. Finalement ¢ |, MM <t ¢, o ;
|

O

Lemme 4.4. Soit K/k est un extension | NN cvec le groupe de Galois G. Soit

V un K—espace vectoriel de dimension m sur lequel G | NI
tout A€ K, veV,oegG, cAv)=c(A)o(v). Alors il existe ty,t,...t, INGTcnzNEE

Démonstration. [ B S

Posons t; = 1Q®, v; pouri=1,2...m.
fixe ty,t;... t,, (K(V))° I — B On conclut que (K(V))? =
I

O

17



Lemme 4.5 I B v (rosp. I
I ). N
w)* I

Démonstration. I le lemme NN - B v - (V) ®;
[

La réponse | de Noether ne dépend | (< 1a repré-
|

5 I

Emmy Noether était intéressé par ce probléme qui est lié au théoreme d’inverse de
Galois. NG N - a
I .
I ¢ I C-pendant,
—
I G = Z/47Z. .
Ensuite, Lenstra a trouvé un | avec G = Z/8Z et donné une condition
.
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