Variétés toriques et polytopes

S. Timsit - M. Zhykhovich

Table des matiéres

1 Polytopes simpliciaux 2
2 Variétés toriques affines 3
2.1 Cones polyédraux convexes . . . . . . . . . . .. .. ... ... 3
2.2 Construction de la variété associée a un cone polyédral convexe
saillant rationnel . . . . . ... o000 4
3 Variétés toriques générales 9
3.1 Eventails et variétés toriques . . . . . . .. ... 9
3.2 Lissité des variétés toriques . . . . .. ... 10
3.3 Topologie des variétés toriques . . . . . . . ... .. ... ... 11
3.4 Démonstration des relations de Dehn-Sommerville . . . . . . . 12
4 Bibliographie 14



1 Polytopes simpliciaux

Définition 1. Un polytope est I'enveloppe convexe dans R™ d’un ensemble
fini qui engendre l'espace affine R"™. On note f; le nombre de faces de dimen-
sion ¢ et f_; = 1. On a alors I'égalité d’Euler

fo—hitfom it ()" + (-1 =1

Un polytope simplicial est un polytope dont les faces de dimension n — 1
(les facettes) comportent toutes n sommets. On pose pour 0 < k <n

b= 30 () o g

i=k
Le but de cet exposé sera de montrer les relations de Dehn-Sommerville,
c’est a dire,
hi = hp_p, pour 0 < k <n (2)

hi_1 < hg, pour 0 < k <n/2. (3)

En effet, en observant que h,, = 1, on obtient que la relation (2) est une
généralisation de I’égalité d’Euler.

Pour cela, nous utiliserons du théoreme de dualité de Poincaré et du
théoreme Lefschetz ”difficile” qui sont des résultats de topologie et géométrie
algébrique.



2 Variétés toriques affines
2.1 Cones polyédraux convexes
Soit IV un groupe abélien libre de type fini de base ey, ..., e,:
N=%2e, D ... D Ze,,

et M =Zej @ --- @ Ze} son dual.

Définition 2. Un cone o dans un espace vectoriel réel Ng de dimension n
est polyédral convexe s’il s’écrit

g = {)\11)1 + ...+ )\rvr| )\1,...,)\7. Z 0}

avec v1,...,v, € Nr. On appelle dimension de ¢ la dimension de 'espace vec-
toriel o + (—o) qu'il engendre.

Définition 3. On définit le cone dual dans Mg par
o’ ={u € Mg| (u,v) > 0 pour tout v € g} .
Nous présentons maintenant quelques résultats sur les cones que 1'on uti-
lisera par la suite.
(a) Siv € 0, il existe u € ¢ tel que (u,w) < 0. On a (V) = 0.

On appelle face de o toute intersection cNu', pour u € ¢V (en particulier,
o est une face).
Une facette est une face de codimension 1.

(b) Toute face est un cone polyédral convexe et il n’y a qu'un nombre fini
de faces.

(c) Toute intersection de faces est une face. Toute face d’une face est une
face. Toute face autre que o est 'intersection des facettes qui la contiennent.

(d) Si o engendre Ng, on a

o= ﬂ {v € Ngr| (u,,v) > 0}

T facette



(e) Le cone ¢V est aussi polyédral convexe.

Proposition 4. Les trois conditions suivintes sont équivalentes:

(i) {0} est une face de o;

(ii) o ne contient pas de droite;
(iii) 0" engendre MRg.
Démonstration. (i) = (ii) il existe u € oV tel que {0} = o Nut. Si o
contient une droite D, soit x € D non nul on a u(z) > 0 et u(—=z) > 0 donc
u(r) = u(—x) = 0. Ainsi € o Nut donc x = 0, ce qui est absurde.

(i) = (iii) supposons ¢¥ n’engendre pas Mg, il existe v € ()" non nul.
Par conséquent o contient la droite engendrée par v.

(ili) = (i) Soit {e},...,e),} n éléments de ¥ qui engendre Mg. On pose
u=¢j+---+el. Il est clair que cNut = {0} donc {0} est une face de 0. [

On demandera ensuite a nos cones d’étre saillants, c’est-‘a-dire de vérifier
I'une de ces conditions.

On s’intéressera aux cones polyédraux convexes rationnels, c’est-a-dire
aux cones convexes o de Nr engendrés par des vecteurs de V.

(h) Si o est un cone polyédral convexe rationnel, le semi-groupe o¥ N M
est de type fini.

2.2 Construction de la variété associée a un cone polyédral
convexe saillant rationnel
Soit 0 € Ng un cone polyédral convexe saillant rationnel (on dira désormais

come). On considere le semi-groupe ¥ N M auquel nous allons associer
I’algebre

A, =Cls" N M]
construite de la manicre suivante: c’est un espace vectoriel de base (x").,,.c ;v
la multiplication est définie par y* - x* = y“**. Toute partic génératrice

(ui)1<i<s du semi-groupe o¥ N M détermine une partie génératrice (x");<i<s
de l'algebre A, .

Comme o¥NM est de type fini, A, l'est aussi, elle s’écrit donc comme quo-
tient d’un anneau de polynoéme CJ[Y7, ..., Y;] par un idéal. Comme C[Y7, ..., Y]



est noétherien cet idéal est engendré par un nombre fini de polynomes Fi, ..., F,.
La variété algébrique affine X, associée au cone o est par définition le sous-
ensemble de C* défini par les équations F} = --- = F,,, = 0.

Pour un cone o, on pose
Uy ={u:0"NM — C; u(0) = 1, u(m+m') = u(m)u(m'), YV mm’ € c"NM}.

On vas maintenent construire une bijection ® : X, — U, et on notera

Pz = (I)(SC)
Soit A, un quotient d’un anneau de polynéme C[Y7, ..., Y] par un idéal.
On peut considerer un point (y1,...,ys) de X, comme un idéal maximal

(Y1 —uy1,...,Ys —ys) de lalgebre A,. D’apres le Nullstellensatz cette corres-
pondance est bijective. Par ailleurs a chaque idéal maximal on peut associer
bijectivement un morphisme surjectif ¢ de C-algebres de la maniere suivante

I— (Y: A, — A, /I ~C).
L’application inverse est de la forme
(V: A, — C) — Keri.

On a donc associé a chaque point x de X, un morphisme surjectif de C-
algebre 1.

On peut alors construire un morphisme de semi-groupes ¢, € U comme
composé de I'application suivante

c'NM — A,

u+— x"

et de ¢,. Un point x € X, correspond donc a un morphisme ¢, de semi-
groupes

c'NM — (C,x)

u— X" Y (X")
et cette correspondance est bijective.

Remarque 5. Soit {uy,...,us} une partie génératrice du semi-groupe
oV N M. Dans ce cas, la variété X, est un sous-ensemble de C*. D’apres la
preuve de la proposition précédente, pour un point x = (z1,...,xs) € X, on
a un morphisme ®(x) = ¢, de la forme suivante: ¢, (u;) = z;, 1 < i < s. Et

pour ®~! on a
U, — X,



2 (@(ul)a ce 7@(“8)) :

La variété X, contient un point distingué, que 1'on notera z,. C’est le
point associé a ’application

0ey: 0 NM — (C,x)

1 siu€ot
u .
0 sinon
C’est bien un morphisme de semi-groupes, car la somme de deux éléments

de ¢V ne peut étre dans ot que s'ils y sont tous les deux.

On va donner quelques exemples de variétés toriques pour des cones
concrets. On fixe (eg,...,e,) une base de N et (ef,...,e) la base duale
de MR.

Exemple 1 Pour le cone ¢ = {0} on a 0¥ = Mg. Le semi-groupe ¢* N
M = M est engendré par +ej,..., + e} donc

A, = C[X1, X ,.. ., X, X, ]/(XaX] —1,..., X, X, — 1),
ot X; = x% et X; =y %. Dans ce cas la variété X, est isomorphe a (C*)",
qui s’appelle le tore T" de dimension n. C’est un groupe.
Le point t = (ty,...,t,) de T™ correspond au morphisme de semi-groupes

M — (C,x)

My, .., My) — t7 ot
1 n

qui est en fait un morphisme de groupes M — C*. Cherchons le point dis-
tingué xgpy. Comme o+ = M, gom{o}(u) = 1 pour tout u € M. Ce morphisme
correspond au point (1,...,1) de T". Donc zoy = (1,...,1).

Exemple 2 Si le cone o est RTe; +---+R'te,, on a
o' =R'e;+---+RTel .
Dans ce cas le semi-groupe 0¥ N M est engendré par e, ..., e’ et on obtient
A, =C[Xy,..., X,] .

La variété X, et C". Le point distingué z, est (0,...,0).



Exemple 3 Dans le cas général on considére 0 = R¥e; +---+Rte,,, ou
0<m<n.onaalors o =R'e; +---+R'%el +Rel, ., +---+Rej. Le

semi-groupe 0¥ N M est engendré par ej,...,er, *e€} . ,,..., Te:etona

Ay =CIX1, o X X1, X X XY

Dans ce cas la variété X, = C™ x (C*)"™™ et le point distingué est x, =
0,...,0,1,...,1).

On remarque les choses suivantes que 'on utilisera par la suite.

(1) Si 7 une face de o, on peut considérer la variété X,. Que peut-on dire
de X, par rapport a X,,? Par définition il existe u € oVNM tel que 7 = oNu™*.
On a en dualisant 7V = ¢V + R (—u) donc 7V N M = (¢V N M) + N(—u) et
A = Ay [x 7"/ (x"x " —1). La variété X, s’identifie donc au complémentaire
dans X, de la sous-varété définie par x* = 0.

En particulier, chaque X, contient X5, = T" comme ouvert. On dira
que X, est de dimension (complexe) n.

(2) Une propriété importante de variétés toriques est I’action du tore T"
(T™ est un groupe) sur ces variétés. On construit cette action de la maniere
suivante. Un point z de X, correspond a un morphisme de semi-groupes
0r : 0 N M — C et un point ¢t de T" correspond & un morphisme de
groupes ¢; : M — C* donc la restriction ¢;,vqy 1 0¥ N M — C est
un morphisme de semi-groupes. On definit t.z comme le point de X, qui
correspond au morphisme ¢ vy - @2 On peut écrire la loi de cette action
comme

Pta = Ptiovnm Pz

Lorsque 0 = {0}, c’est la loi de groupe de T™. Si 7 est une face de o,
I'inclusion X, C X, définie ci-dessus est équivariante pour 1’action de T™.

En effet avec les notations du point (1) un point  de X, appartient a
X, si et seulement si lui correspond un morphisme ¢, : ¥ N M — C, tel

que @, (u) # 0. Si @g(u) # 0 alors ;. (u) = Gievanr(t)@(u) # 0 et donc t.x
appartient a X,.

Proposition 6. L’action de T" sur X, a un point fixe si et seulement si o
engendre 'espace vectoriel Ng. Dans ce cas le point fixe est le point distingué

Ty

Démonstration. En effet, si x est un point fixe alors ¢;, = ¢, pour tout
t dans T, c’est-a~dire ¢ (u)p.(u) = . (u) pour tout ¢ € T™ et pour tout
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u€ o’ NM.Siu#0 il existe t € T" tel que ¢;(u) # 1 donc on a ¢, (u) =0
pour tout u # 0. Si o engendre Ng alors o = {0} et donc z est le point dis-
tingué x,. Si o n’engendre pas Ng, le cone ¢V contient une droite donc deux
points opposés non nuls u et —u, pour lesquels ¢, (u)p,(—u) = ¢.(0) = 1,
de sorte que x n’est pas fixe. Il

Proposition 7. L’orbite O, de z, sous l'action de T™ est isomorphe a
Tn=dm(9) " Si on note X! la variété torique associée au cone o et au sous-
réseau N, de N engendré par o N N, on a une décomposition

Xy~ X! x O,

Démonstration. On peut écrire N = N, & N” et donc pour le reseau dual
onaM =M @®M", on M est un réseau dual de N, et M" = o+ N M.
On a donc ¥ N M = (¢¥ N M) @& M" et ainsi une décomposition U, =
Us, n, X Hom(M",C*).

Pourt € T" et u € M on a:

oi(u) siue M"=octNM

Pt (1) = Pripas (0, (1) = {O .
s1inon

Donc {¢y. ,,,t € T"} = {0} x Hom(M",C*). Si on pose k = n —dim(o) alors
on peut choisir une famille (u},...,u},u1, — uy,...,ur, — uy) de générateurs du
semi-groupe ¥ N M tel que u},...,u’ engendre oV N M’ tandis que (uq, ..., uy)
est une base de 0 N M. On a

OU = (I)il({wt.xgat € Tn}) = {(07"'707()0t(u1)79075(”1)717"'790%”/?)7(pt(uk)71);t € Tn} :

Ce derniér ensemble est evidement isomorphe & T 4™(?)  Ainsi on a
X, =01U,) = d (U, n, x Hom(M",C*)) =

{(901(U/1)7-~->§01(uls)7@2(“1)7902(ul)ila-~-7902(uk)7902<uk)71)5 Y1 € Uo,NJ#Pz € Hom(M”,C*))}

qui est donc isomorphe a X! x O,. O



3 Variétés toriques générales

3.1 Eventails et variétés toriques

Définition 8. Un éventail est un ensemble fini de cones dans Ny tel que:

— toute face d’'un cone de A est dans A;

— l'intersection de deux cones de A est une face de chacun de ces deux

cones

A tout éventail, on peut associer une variété torique plus générale Xa,
pour cela, on lui associe ’ensemble des variétés affines (X, ) en, puis on re-
colle les variétés le long de leur intersection. En effet, soit o et 7 deux cones
de A, on effectue le recollement, en considérant la sous-variété ouverte X,n,
puis I'application qui identifie les éléments de X, aux éléments de X, sur
I'ouvert commun X,~,. Nous verrons l'identification plus en détail sur des
exemples.
Par ailleurs, cette variété est séparée, connexe (deux variétés toriques affines
ont toujours un ouvert non vide en commun) et de dimension n et comme T"
est contenu dans toutes les variétés toriques affines, il est aussi inclus dans
Xa. Comme le tore T™ agit sur chaque X,, on peut prolonger cette action
a Xa. D’apres un résultat précédent, les points fixes de cette action sont les
x, lorsque o apartient & ’éventail et engendre Ng.

Exemple 4 On considére 1'éventail A; = {R™,{0},R"} dans R. Les
variétés Xgr-,Xqoy et Xgr+ sont respectivement isomorphes C, C* et C.

Plus précisément, on écrit Xg- = {(x,1) tels que v € C} et Xg+ =
{(1,y) tels que y € C}, on va donc effectuer le recollement sur l'ouvert
Xy = C*, autrement dit si x € C* (1,2) on associe (z',1) dans un
sens et de méme dans l'autre sens. On obtient ainsi la variété Pg. Soit
r = (r1,79) € Pg on peut supposer que z; # 0, il est clair que z € Xg+,
donc Pg C X4, lautre inclusion étant claire, on 1'égalité cherchée.

Exemple 5 Soit (eq,...,e,) une base de N, on pose ¢g = —(e1 + ... +¢€,)
et on considere 1’éventail A,, des cones engendrés par les parties propres de
{eo,1,...,e,}. Iy an+ 1 cones de dimension n, chacun définit une variété
affine isomorphe a C™. On peut identifier ces variétés aux cartes affines de
P" avec un recollemant identique a celui de P". La variété X, est donc
I’espace projectif P™., 'action du tore est alors définie par

(t1, ..y tn)zo @y iy =[xty ooty
les point fixes de cette action sont les n + 1 points de coordonnées

1:0:...:0,[0:1:0:...:0],...,[0:...:0:1]
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On admettra le résultat suivant
Proposition 9. Une varété X, est compacte si et seulement si |J, ., 0 =
Ngr. On dit dans ce cas que I’éventail A est complet.

3.2 Lissité des variétés toriques

D’apres la définition de lissité, la variété algébrique X, est lisse au point
x si et seulement si I'idéal maximal m, de A, correspondant a x vérifie

dimg(m,/m2) =n.

Proposition 10. Une varété X, est lisse si et seulement si o est engendré
par une partie d’'une base de N

Démonstration. Soit ¢ un cone engendré par une partie {ey,...,e,} d'une
base {e1,...,e,}, 0 < m < n. D’apres 'exemple 2, dans ce cas X, = C™ x
(C*)"™™ et donc la variété est lisse.

Inversement, soit X, une variété lisse. Supposons d’abord que o engendre
Ngr. Soit m un idéal maximal de A, correspondant a x,. D’aprés la preuve
de la proposition 5, on a m = Keri,_, ou ¢,, : A, — C est un morphisme
surjective de C—algebre qui est définit sur la base (x"),c,vqas de la maniere
suivante 1, (x*) = ¢u, (u). Par définition d'un point z, on a v, (x*) =
Oe,(u) = 0, 81 u # 0 et ¥, (x°) = ¥, (1) = 1. Donc m = Keri,, est
engendré par les x*, v € 0¥ N M, u # 0. Ainsi m? est engendré par tous les u
qui sont somme de deux éléments de oY N M. Soit (u1),...,(us) les cotes de o,
ol uq,...,us sont les prémieres points sur ces cotes qui appartiennent a M. On
peut verifier qu'une famille (y",1 < ¢ < s) est linéairement indépendente
dans un C-espace vectoriel m/m?. D’apres le critere de lissité en x, on a
dimg(mg,/m?2) = n. Alors s = n et les (x*,1 < i < s) forment une base d’'un
C-espace vectoriel m/m?, ainsi uy,...,u,_1 et u, engendrent ¥ N M. Comme
oY N M engendre M comme groupe, (ug,...,u,) une base de M.

Dans le cas générale, d’apres un proposition 8 on a

Xo’ ~ X(,; x Oo ~ X(,y % Tn—dim(o)

Donc si X, est lisse, X! 'est aussi et d’aprés le cas précédent, o est engendré
par une base de N, = o NN + (—o N N). O

Comme XA est lisse si et seulement si pour chaque cone o de A la varité
X, est lisse, on a un proposition suivante.

10



Proposition 11. La variété X est lisse si et seulement si chaque cone de
A est engendré par une partie d’une base de N.

Lorsque o est simplicial, ¢’est-a-dire qu’il est engendré par dim(o) éléments
de N, la variété X, n’a que des singularités quotient. Si tous les cones o de
A sont simpliciaux, on dit que A est un éventail simplicial, X n’admet alors
que des singularités quotient.

3.3 Topologie des variétés toriques

Lemme 12. Pour tout éventail A, on a

XA: OO’)

gEA

ou O, est l'orbite de z, € X, C XA sous 'action de T".

Démonstration. Pour 'orbite O, C X,, on a
®(0,) = {p € U, tel que p(u) #0, siu € o= N M et p(u) = 0 sinon} .

Soit 7 = o Nu’ une face propre de o et x € X, C Xa. Alors ¢, (u) # 0
et comme u n’est pas dans o N M, on a x € O,. Ainsi pour chaque face
propre 7 de o l'intersection O, N X, est vide. Cela implique que pour deux
cones différents o7 € A et 09 € A les orbites O,, et O,, sont aussi différentes
(sinon l'intersection Oy, N X, s, n'est pas vide ).

Il reste & montrer que chaque x € X appartient a une orbite O, pour un
certain cone o € A. On peut choisir un cone o € A de dimension minimale,
tel que * € X,. On a p,(u) = 0 pour u € oV N M,u & o N M, car si-
non x € X,, ou 7 est une face propre de . Donc ¢, € ®(0,) c’est-a-dire
z € O,. O

Soit A un éventail. On veut maintenant calculer les nombres de Betti de
XA, définis par b;(Xa) = dim(H*(Xa,R)). On notera d; le nombre de cones

de dimension j dans A.

Théoréeme 13. Pour tout éventail A simplicial et complet, on a

bau(Xs) = 0 ) @)

i=k

les nombres de Betti impairs étant nuls.

11



Démonstration. On admet le fait qu’il existe, pour toute variété algébrique
complexe X, un polynome Py qui vérifie:
— si X est compacte et n’a que des singularités quotient, Py (t) = >, b;(X)t";
— 81 Y est une sous-variété fermée de X, on a Px(t) = Py (t) + Px_y(t);
— si X et Y sont des varétés, on a Pxyy (t) = Px(t)Py(t).
On a

Po(t) = Ppi_(000)(t) = Ppi(t) — Py (t) = > +1—-2=1— 1

En utilisant le lemme 11, on déduit

Px,(t) = Po,(t) = Y Ppa-ami () = >_ (1> = 1)~ ™).

cEA A<VAN oEA

En comparant les coefficients des polynomes Py et > A (t* — 1)r—dim(@) o
obtient (4). O

3.4 Démonstration des relations de Dehn-Sommerville

Soit @ un polytope dans Ngr. Une face (propre) de @) est un sous-ensemble
de @ du type
{v e Quv) =c}

ou u € Mg et ¢ € R sont tel que (u,v) > ¢ sur Q.

Tout polytope simplicial dans Ng peut étre approximé sans changer sa
combinatoire par un polytope simplicial ) a sommets dans Nq. On peut sup-
poser que () contient Iorigine dans son intérieur (sinon on peut le deplacer).
On associe a Q un éventail Ag des cones engendrés par les faces de Q.

Exemple Pour un polytope @ (a gauche) on associe I'éventail Ag(a
droite).

12



Pour Iévantail Ag on peut considérer la variété torique Xa, (on notera
plus simplement X)) de dimension complexe n. Comme A est simplicial et
complet, la variété Xy est compacte a singularités quotient. Le nombre d; de
cones de dimension ¢ dans A est, avec les notations de la section 1, le nombre
fi—1 de faces de dimension i — 1 de @ (on a défini f_; = 1). Les nombres de
Betti by, = dim(H?**(Xg,R)) sont donc, par le théoréme 12, les nombres hy,
définis en section 1.

Pour toute variété complexe compacte X, il existe pour chaque entier ¢
et chaque entier 7 une opération

i - H2<XaR) X H](XaR) I Hi+j(X>R) )

dite cup-produit. On utilise maintenant deux théoremes fondamentaux va-
lables lorsque X est a singularités quotient.

1. La dualité de Poincaré dit que si n est la dimension complexe de X,
pour tout entier ¢, 0 < ¢ < 2n, le cup-produit

—ioni: H(X,R) x H*" (X, R) — H*(X,R) ~ R

est une forme bilinéaire non dégénérée. Cela implique que dim(H*(X,R)) =
dim(H*"(X,R)) et donc b;(X) = by, _;. En particulier byi(X) = by,,_o; pour
0 <14 < n. En appliquant ce résultat a la varieté X, avec le théoreme 12, on
obtient les relations de Dehn-Sommerville (2) pour les polytopes simpliciaux.

2. Ensuite, le théoreme de Lefschetz difficile dit qu’il existe une classe h
dans H?(X,R) tel que les cup-produits par h

—ioo b H?(X,R) — H'(X,R),

soient injectifs pour 2¢ < n. On en déduit, avec le théoreme 12, les relations
(3) pour les polytopes simpliciaux.
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