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Mon mémoire de M2 porte sur la théorie homotopique de Morel et Voevod-
sky et quelques applications montrant comment elle permet d’obtenir d’une part
de maniére quasi-formelle des résultats déja connus pour des cas simples (typi-
quement dans les espaces topologiques) et d’autre part des résultats similaires
dans un contexte plus large.

Une premiére motivation de la théorie homotopique de Morel et Voevodsky
est de définir une théorie homotopique des schémas. Des résultats trés impor-
tants de cette théorie ont trait & la possibilité de faire un certain nombre de
constructions de la topologie algébrique dans le cadre des schémas, ce qui permet
d’en déduire la représentabilité «& homotopie présy» de théories cohomologiques.

Une deuxiéme motivation est d’avoir un cadre valable dans un contexte géo-
métrique trés général pour faire de la topologie algébrique, englobant la théorie
homotopique usuelle des des variétés topologiques ou différentielles, mais per-
mettant aussi d’étudier des objets géométriques plus compliqués ou abstraits. Si
on se donne une notion abstraite de variété, on souhaite pouvoir définir, entre
autres, la notion d’homotopie entre morphismes de variétés, et en déduire si
possible de maniére aussi proche de l'intuition et des définitions usuelles les
équivalents des notions usuelles (par exemple de groupe fondamental). On sou-
haite aussi bien évidemment retrouver les résultats auxquels on s’attend (par
exemple que le m; d’une variété contractile soit le groupe trivial). Enfin, on sou-
haite également pouvoir définir une notion d’intervalle, qui joue un role central
en topologie algébrique classique.

De maniére peut-étre un peu surprenante, historiquement, le développement
de la théorie abstraite de 'homotopie s’est faite essentiellement du plus général
vers le plus particulier. Les travaux de Quillen ([1]) définissent un cadre extré-
mement général ou les notions usuelles d’homotopie ont un sens, a savoir celui
des catégories de modéles fermée. 1l s’agit essentiellement des catégories dans
lesquelles les notions homotopiques fondamentales ont un sens. Ensuite viennent
des exemples plus concrets, et surtout, géométriques, de telles catégories qui per-
mettent de voir qu’il s’agit d’un cadre raisonnable pour s’atteler au probléme de
définir une théorie homotopique pour des variétés aussi genérales que possible.

Les travaux de Joyal et Jardine (voir par exemple [2]) vont dans ce sens, en
montrant que 'on peut obtenir une telle catégorie de modéles fermée & partir



d’objets géométriques trés généraux déja bien connus, les topos ([3])!, munis
d’une structure simpliciale permettant de mimer les constructions usuelles de
la topologie algébrique. Il s’agit 14 de résultats d’importance capitale puisque
qu’ils raménent 1’étude homotopique d’une variété V' (qu’elle soit topologique,
différentielle ou algébrique) a I’étude de la théorie homotopique du topos des
faisceaux sur V ou des faisceaux sur les variétés aux dessus de V.

Ensuite viennent les résultats de Morel et Voevodsky (voir par exemple [5])
qui rajoutent une notion d’intervalle et établissent une théorie homotopique pre-
nant en compte l'intervalle. Ceux-ci permettent de retrouver la théorie homoto-
pique usuelle (des CW-complexes par exemple, en utilisant I'intervalle [0; 1], ou
des espaces topologiques localement contractiles munies d’un intervalle contrac-
tile, voir [6]) mais surtout permettent de définir de maniére plus satisfaisante
une théorie homotopique en géométrie algébrique (application phare de lar-
ticle [5] est celui de la théorie homotopique des schémas lisses sur une base), o
la droite affine A! joue le role de 'intervalle.

Dans ce texte, nous donnons un apercu de la théorie de I’homotopie de Morel
et Voevodsky au travers des deux motivations évoquées; le fil conducteur sera
le probléeme de la classification des G-torseurs sur une variété. En premier lieu
nous le considérerons dans le cas topologique, et nous en donnerons une inter-
prétation homotopique & l'aide des outils de la théorie de Morel et Voevodsky,
dont nous expliquerons les grandes lignes de la construction, ce qui nous per-
mettra au passage de vérifier qu’elle coincide, sous de bonnes hypothéses, avec
la théorie homotopique usuelle. Puis, a titre d’ouverture, nous citerons quelques
résultats sur les espaces classifiants de schémas en groupes obtenus via la théorie
homotopique des schémas.

L’ensemble de la théorie repose sur des bases catégoriques assez lourdes, et
le lien avec les objets géométriques découle de résultats usuels de théorie des
topos (presque tous contenus dans [3]). Nous nous effor¢ons ici de donner une
présentation nécessitant peu de formalisme, ce qui impose en contrepartie de
ne décrire les constructions que dans les grandes lignes. Le lecteur intéressé par
plus de détails pourra consulter [6], ou bien évidemment [5].

1 Classification des torseurs

Nous voulons définir une cohomologie non-abélienne en degré 1, de sorte que
H'(X,G), ot X est un espace topologique? et G’ un groupe non nécessairement
abélien, classifie les G-torseurs sur X. Nous définirons ce H', puis nous en ver-
rons une description plus concréte via la cohomologie de Cech.

Les constructions que nous présentons dans cette section peuvent étre réali-
sées en se restreignant & des espaces topologiques. Toutefois, un des interéts de
la théorie homotopique abstraite étant d’étre valable dans un cadre beaucoup
plus large, il est utile de donner des constructions qui restent valables dans le

Lsignalons toutefois la thése d'Tlusie ([4]) qui prédate les travaux de Joyal et Jardine , mais
ou figurent de nombreux résultats de nature homotopique dans le cadre des topos, formulés
dans un langage différent.

2pas trop pathologique.



cas général. Nous nous placons dans le cadre des faisceauz sur les espaces topo-
logiques, ce qui permet d’exposer les idées de la construction générale tout en
gardant une bonne intuition des objets que I'on considére.

Soit T la catégorie des espaces topologiques, dont les fleches sont évidem-
ment les applications continues. On a une notion de recouvrement d’un objet de
T, une famille d’applications continues {U; — U} étant dite couvrante si I’appli-
cation | |U; — U est surjective, ce qui permet de définir une notion de faisceau
d’ensemble sur 7', de maniére similaire & la définition usuelle : on veut qu’une
application continue U — V induise une application F(V) — F(U), et que
I'on puisse recoller des sections coincidant sur un recouvrement en une unique
section globale. On note T' la categorie des faisceaux sur 7. Une categorie de
faisceaux est appelée un topos. Remarquons qu’on peut associer a un objet de T'
un faisceau par U — Hom(—, U). Enfin, étant donné un faisceau en groupes® G
sur T, le terme de G-objet ou de G-faisceau désigne un faisceau sur lequel agit G.

Les actions de groupes considérées seront, sauf mention du contraire, des
actions a droite. Il va de soi que le méme travail peut étre fait avec des actions
a gauche. Un certain nombre d’exemples seront donnés dans le langage topo-
logique pour plus de clarté, il va de soi qu’ils peuvent étre traduits en langage
«faisceautique.

Définition 1.1. Soit X un faisceau sur T. Un G-torseur ou G-fibré principal
homogéne sur X est la donnée d'un Y € T muni d’un épimorphisme* ¥ — X
sur lequel G agit librement, et tel que le quotient Y/G soit isomorphe a X.

Exemple 1.2.
— Le premier exemple de torseur est celui du torseur trivial G4, obtenu en
faisant agir G sur G x X par translations a droite.
— 81V — X est un fibré vectoriel de rang r, le fibré des repéres® F — X est
un G L,-torseur sur X.

Définition 1.3. Soient X — S et Y — S deux G-torseurs sur .S. Un morphisme
de G-torseurs X — Y est un morphisme équivariant (i.e. commutant a l’action
de G) de X vers Y au dessus de S, ¢’est & dire un morphisme X — Y commutant
a l'action de G, et tel que le triangle évident soit commutatif.

Les propositions suivantes donnent des informations structurelles intéres-
santes sur les G-torseurs.

Proposition 1.4. Soit X un objet de T et G un groupe dans T.
— Un G-torseur sur X est trivial si et seulement si il admet une section.
— Un objet Y € T sur lequel G agit librement et muni d’un epimorphisme
Y — X est un G-torseur si et seulement si il est localement trivial.

Démonstration. Pour la premiére assertion, il s’agit de remarquer que Autg(Gy),
le groupe des automorphismes de G4 commutant & I’action de G, est isomorphe

3]a définition d’un groupe et d’une action de groupe dans T consistant simplement a tra-
duire en diagrammes commutatifs les définitions usuelles, comme bon nombre de définitions
et propriétés usuelles habituellement données dans les ensembles mais valables dans un topos
quelconque.

4un morphisme induisant des surjections au niveau des fibres, ou de maniére équivalente
un morphisme admettant localement une section.

5i.e., le fibré |_|zeX FE. — X ou E, est I’ensemble des bases ordonnées de V..



a G (on définit une application Autg(G4) — G en envoyant un automorphisme
sur sa valeur en la section unité de G, et 'application dans I’autre sens est dé-
finie par les translations a gauche). Pour la deuxiéme, on utilise le fait qu’un
épimorphisme dans T est un morphisme admettant localement une section. [

Proposition 1.5. Tout morphisme u : X — Y de G-torseurs sur S € T est un
isomorphisme.

Démonstration. 1’idée est de prendre un recouvrement de S qui trivialise X
et Y. La restriction de v aux ouverts de ce recouvrement est alors un endo-
morphisme équivariant de G, donc est inversible. Il faut ensuite voir que 1'on
peut recoller ces restrictions en un isomorphisme, ce qui vient du fait que I'on
travaille avec des faisceaux. O

Définition 1.6. Si G — H est un morphismes de groupes dans i XetY
deux G-faisceaux, respectivement & droite et & gauche, on définit le produit
contracté X A®Y comme le quotient de X x Y par G opérant diagonalement,
ie. X XY xG— XxY, (2,9,9) — (9,9 y).

Le résultat suivant découle de propriétés élémentaires des morphismes de
topos.

Proposition 1.7. Soit f : X — Y un morphisme de faisceaux sur 7. Alors
f induit une application de I’ensemble des torseurs sur Y vers ’ensemble des
torseurs sur X.

Proposition 1.8. Soit G — H un morphisme de groupes dans TetX —>Y
un G-torseur. Alors X A€ H; — Y est un H-torseur.

Nous pouvons maintenant définir H(U,G) et H*(U,G) pour U € T et G
un faisceau en groupes (non nécessairement abélien).

Définition 1.9. Soit G € T. On pose H(—,G) = Hom(—,G). Pour U € T,
HO(U, —) est clairement un foncteur Grpz — Ens.

Définition 1.10. Soit U € T et G un faisceau de groupes sur 7. On définit
H'(X,G) comme l'ensemble des classes d’isomorphismes de G-torseurs sur X
pointé par la classe du torseur trivial G4. La proposition précédente fait de
H'(X,—) un foncteur de la catégorie des faisceaux en groupes sur 7' vers celle
des ensembles pointés.

Nous aimerions avoir un moyen concret de calculer le H! d’une variété. Nous
allons voir qu’on peut le calculer via des recouvrements de Cech.

Définition 1.11. Soit U un objet de T', U = {U; — U};ecr un recouvrement
de U dans T' et G' un faisceau de groupes sur 7. On note U;; = U; N Uj.

— on appelle 1-cocycle de U a valeurs dans G une famille u;; € G(U; )
telle que 'on ait (dans G(Uijr)) uijk = ufj.ué-k, ol ui1i2--~ik—likik+1~--in
l'image de u;, .4, par Papplication G(U1..,) — G(U1.. k—1,k+1,..n)-

— on dit que deux cocycles u;; et v;; sont cohomologues s'il existe une famille

g; € G(U;),1 € I telle que l'on ait (dans G(Us;)) vij = gij.uij(gij)_1
— on note H'(U, G) 'ensemble des classes de 1-cocycles a cohomologie prés,

pointé par la classe du cocycle unité.

est



Théoréme 1.12. Soit U € T et G un faisceau de groupes. On pose H' (U, G) =
lim H'(U, G), la limite inductive étant indexée par tous les recouvrements de

U. On a alors un isomorphisme canonique :
HY(U,G) ~ HY(U,G)

Démonstration. Notons Z'(U, @) I'ensembles des classes de 1-cocycles a va-
leur dans U. L’idée essenticlle est de considérer C°(U,G) = [[,; G(U;). On
définit une application f : C°(U,G) — Z'(U,G) en envoyant un élément de
C°(U, G) sur le cocycle défini par f(g);; = (gij)_l.gij. On faisceautise ensuite
cette construction, ce qui donne un morphisme f, et I'isomorphisme cherché est
induit par 'application qui envoie un cocycle sur la classe de son image inverse
par f. O

Le résultat suivant nous indique qu’il est raisonnable de voir H!(—,G)
comme un foncteur de cohomologie.

Théoréme 1.13. Soit 1 — A — B — C' — 1 une suite exacte de faisceaux de
groupes. La suite d’ensembles pointés :

1 — H(A) — H'(B) — H(C) — H'(4) — H'(B) — H'(C)

est exacte (la fleche HY(C) — H'(C') étant obtenue en associant & une section
de C = B/A la classe de son image inverse par le morphisme B — B/A).

2 L’aspect homotopique

Nous allons maintenant expliquer le lien entre ce H' et I’homotopie. La
premiére étape est de définir la catégorie homotopique simpliciale de T'. L’idée
fondamentale est de se donner une® classe de morphismes dans T, les équiva-
lences faibles, sachant que I'on veut qu'une équivalence faible X — Y dans T
soit, dans la catégorie homotopique, un isomorphisme. Pour cela, nous ne consi-
dérons pas directement 7' mais A°PT, la catégorie des faisceauz simpliciaux sur
T. On peut voir un faisceau simplicial X’ soit comme un foncteur A°? — T, A
étant la catégorie simpliciale”, mais aussi comme la donnée pour tout n d’un
faisceau A,,, munis de morphismes de faces et de dégénerescences vérifiant les
égalités simpliciales usuelles (voir [6]). A partir d’un faisceau simplicial, on peut
définir une réalisation topologique, et on définit les équivalences faibles simpli-
ctales comme des morphismes induisant des équivalences d’homotopie au niveau
des réalisations topologiques.

On a alors des outils techniques (la localisation permettant de définir une
catégorie homotopique® Ho(T) et un foncteur A°?T — Ho(T)) de sorte que les
équivalences faibles de A°P T soient précisément les morphismes envoyés sur les
isomorphismes dans Ho(7T). On a alors une notion d’éguivalence d’homotopie

entre morphismes de AT, et sous quelques hypothéses sur X',) € AOPT,

6en fait, il en faut deux autres; voir [6] pour I'axiomatique des catégories de modéles
fermées

"les objets de A sont les n = {0...n} et Homa (n,m) est ensemble des applications
croissantes de n dans m.

8¢’est I'axiomatique des catégories de modéles qui intervient ici, et il faut en fait se donner
également une classe de cofibrations qui sont en ’occurrence les monomorphismes de A°PT.



on ait Hompyery(X,Y) = 7n(X,)), m(X,)) désignant I'ensemble des classes
d’homotopie de Hom 5 ., #(X, ))
On peut maintenant énoncer un théoréme de classification des G-torseurs.

Définition 2.1. Soit G un faisceau de groupes sur 7. On définit un faisceau
simplicial EG par (EG),, = G™*!, avec pour morphismes de face les projections
et pour dégénérescences les morphismes diagonaux. On définit alors 'espace
classifiant de G, dénoté BG, comme le quotient de EG par I'action diagonale
de G.

Théoréme 2.2. Soit G un faisceau de groupes sur 7. Pour tout X € i on a
un isomorphisme canonique

H'(X,G) ~ Homyr) (X, BG)

L’étape suivante est de rajouter une notion d’intervalle & la théorie homoto-
pique déja définie. On se fixe donc un objet I de T" que l'on appelle intervalle,
muni d’un morphisme ig : @ — 1.

Définition 2.3. Un faisceau simplicial X sur T est dit I-local si pour tout fais-
ceau simplicial X, I'application naturelle Hompq ) (Y x 1, X') — Homge(y (Y, X)
induite par i est bijective. B

Un morphisme X — Y dans A°PT est une I-équivalence faible si pour
tout faisceau Z € AT I-local, I'application naturelle Homyo)(YV, Z) —
Hom(X, Z) est bijective.

En inversant formellement les I-équivalences faibles?, on obtient la catégorie
homotopique du site avec intervalle (T, I), notée Ho(T, I).

La premiére question a se poser aprés avoir défini cette catégorie homoto-
pique est de savoir si elle correspond bien & ce que I’on connait déja dans les cas
simples. Cela fait ’objet du théoréme suivant :

Théoréme 2.4. Soit S une sous catégorie des espaces topologiques vérifiant les
conditions suivantes :

— tout X € S est localement [-contractile (i.e. recouvert par des X; tel que

le morphisme naturel X; — e soit une I-équivalence faible).

— I est contractile.

— l'inclusion S — T commute aux produits fibrés.

— pour tout X € S et tout ouvert U de X, l'inclusion U — X est dans S.
Alors on a un isomorphisme canonique

Ho(T,I) — H*P

ou H'P désigne la catégorie homotopique usuelle (celle des CW-complexes, par
exemple).

On aimerait avoir un résultat de représentabilité du H' non abélien dans
Ho(T,I). C’est le cas sous certaines hypothéses.

Théoréme 2.5. Soit S une sous catégorie des espaces topologiques vérifiant les
hypothéses du théoréme 2.4. Alors pour tout espace topologique X € S et tout
groupe topologique G, on a un isomorphisme canonique

Hl (X7 G) = HomHo(T,I) (X7 BG)

9en gardant pour cofibrations les monomorphismes.



On prendra bien garde ici que X est un espace topologique et G un groupe
topologique, et non des faisceaux quelconques. Le théoréme reste toutefois in-
téressant, puisque ce qui nous intéresse est avant tout de classifier les torseurs
sur des variétés, sous un groupe topologique.

La clé de la preuve est de montrer que sous ces hypothéses, I'espace classi-
fiant BG est I-local, et que si X est contractile, alors H1(X,G) = H'(e,G) = 0.

Ce théoréme, combiné au théoréme 2.4, permet d’obtenir des informations
trés intéressantes sur la classification des torseurs sur une variété. On en déduit
par exemple de maniére formelle que si G est un groupe de Lie, H'(Vyg, G) =
H(Viop, G), c’est a dire que les G-torseurs sur une variété différentielle V' cor-
respondent a homotopie prés aux G-torseurs sur V' aprés oubli de la structure
différentielle.

3 Quelques résultats en géométrie algébrique

Le but de cette section est de donner, sans démonstration, quelques résultats
de la théorie homotopique des schémas concernant les espaces classifiants de
schémas en groupes. On se fixe pour toute la section un schéma de base S
noethérien et de dimension de Krull finie, et on se restreindra a 1’étude des
schémas lisses sur cette base. On note Sm/S la catégorie des schémas lisses,
séparés et de type fini sur S.

Nous aurons besoin dans cette section d’un peu plus de notions concernant
les topos ; nous renvoyons pour cela le lecteur a [3].

La topologie étale présente certains inconvénients qui nous améne a consi-
dérer la topologie Nisnevich.

Proposition 3.1. Soit X € Sm/S, on note Cy;s(X) la classe des familles de
morphismes de la forme U = (f; : U; — X);e; tel que :
— le morphisme | J;,.; U; — X soit surjectif.
— pour tout i, f; est étale.
— pour tout point x € X, il existe un indice ¢ € I et un point u € U; tel
que f;(u) = x et que f; induise un isomorphisme entre les corps résiduels
k(z) = k(u).
La donnée de C;s(X) pour tout X de Sm/S est une prétopologie sur Sm/S.
On note le site correspondant Sm/Sy;s, que on appelle gros site Nisnevich de

S.

On consideére le foncteur d’inclusion 7 : Sm/Se; — Sm/Snis du site des
schémas lisses, séparés et de type fini sur S muni de la topologie étale, vers le gros
site Nisnevich. Ce foncteur induit un foncteur entre les catégories homotopiques
simpliciales correspondantes. Si G est un faisceau de groupes sur Sm/Sy;s, on
définit B,;G = R m*BG (voir [6] pour la définition des foncteurs dérivés dans le
cadre des catégories de modéles), et on a un morphisme canonique BG — B, G.
On a le critére suivant pour savoir dans quel cas ces deux espaces coincident.

Théoréme 3.2. Le morphisme canonique BG — B.G est un isomorphisme
dans Ho(Sm/Syis) si et seulement si G est un faisceau étale et pour tout schéma
lisse U sur S, on a HY(U,G) = Hy,,,(U,G).
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