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1 Introduction

Définition 1.1. Soit n ≥ 0 un entier. On dit que λ est une partition de n si λ est une
suite décroissante d’entiers positifs λ = (λ1, λ2, ..., λk) tel que n = λ1 +λ2 + ...λk. Dans ce
cas, l’entier n est la taille de la partition λ, et sera noté |λ|, et k est le nombre de parts
de λ et sera noté l(λ). Si λ est une partition de n on écrit alors λ ` n.

On note P l’ensemble des partitions d’entiers (par convention la partition vide est la seule
partition de taille 0).
Si λ ∈ P, on définit

zλ :=
∏
i

mi!i
mi

où mi désigne le nombre de parts de taille i dans λ.

Polynômes symétriques : Soit x := (x1, x2, ...) une suite de variables. On dit que
f(x) est un polynôme symétrique si pour toute permutation σ de N à support fini on a

f(x1, x2, x3, ...) = f(xσ(1), xσ(2), xσ(3), ...)

et pour tout r ≥ 0
f(x1, x2, ..., xr, 0, 0...)

est un polynôme en x1, x2, ...xr. On note Λ l’espace des polynômes symétriques. On dispose
de plusieurs bases de Λ, indexées toutes par des partitions d’entiers :

1



1. Base monomiale : Soit λ une partition, et soit k := l(λ).

mλ :=
∑

i1,i2,..,ik deux à deux distincts

xλ1i1 x
λ2
i2
...xλkik

2. Fonctions power-sum : Soit j ≥ 1. On définit

pj :=
∑
i≥1

xji

et pour λ partition on définit pλ := pλ1 ...pλk où k = l(λ).
3. Fonctions de Schur : Soit n ≥ 1 et soit λ ` n. Alors on définit la fonction de Schur

assicié à λ :

sλ :=
∑
µ`n

χλ(µ)

zµ
pµ

où χλ désignent les caractères du groupe symétrique.

Polynômes de Jack : Dans ce mémoire, α désignera un paramètre dans R+, et b :=
α− 1.
Comme (pλ)λ∈P est une base de l’espace des polynômes symétriques, on définit sur Λ le
produit scalaire 〈., .〉α par

〈pλ, pµ〉α = δλµzλα
l(λ)

pour λ, µ ∈ P. Si λ ∈ P, on prend λi = 0 si i > l(λ).

Définition 1.2. On définit sur les partitions de taille n un ordre partiel ≤ appelé ordre
de dominance défini par : λ ≤ µ si et seulement si pour tout i on a

∑
j≤i

µj ≤
∑
j≤i

λj.

Les polynômes de Jack ont été introduits dans [Mac95] :

Théorème 1.1. Il existe une unique famille de fonctions symétriques (J (α)
λ (x)) qui vérifie

les deux propriétés suivantes :
1. Triangularité et normalisation : Si λ ` n, alors

J
(α)
λ =

∑
µ`n

uλµmµ

avec uλ[1n] = n! et uλµ = 0 sauf si µ ≤ λ.

2. Orthogonalité : si λ 6= µ alors 〈J (α)
λ .J

(α)
µ 〉α = 0

Exemple 1.1. — Pour α = 1, les polynômes de Jack coïncident avec les fonctions de
Schur à une constante prés (voir proposition 1.2 [Sta89]) :

J
(1)
λ = Hλsλ

où Hλ := |λ|!
χλ(1)

.
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— Pour α = 2, les polynômes de Jack sont appelés polynômes zonaux. (voir [Mac95]
chapitre VII).

Pour θ ∈ P on définit j(α)θ := 〈J (α)
θ , J

(α)
θ 〉α et p := (p1, p2, ..).

On définit les deux fonctions suivantes introduites dans [GJ96b], et qui dépendent du
paramètre b := α− 1 :

Définition 1.3.

τ
(1)
b (t,p,q(0),q(1)) =

∑
θ∈P

t|θ|

j
(α)
θ

J
(α)
θ (p)J

(α)
θ (q(0))J

(α)
θ (q(1))

et
Ψ

(1)
b (t,p,q(0),q(1)) = (1 + b)t

∂

∂t
ln τ

(1)
b (t,p,q(0),q(1))

Définition 1.4. On définit les séries de connexion cλµν(b) et hλµν(b) par

τ
(1)
b (t,p,q(0),q(1)) = 1 +

∑
n≥1

tn
∑

λ,µ,ν`n

cλµν(b)

zλ(1 + b)l(λ)
pλq

(0)
µ p(1)

ν (1)

Ψ
(1)
b (t,p,q0,q(1)) =

∑
n≥1

tn
∑

λ,µ,ν`n

hλµν(b)pλq
(0)
µ p(1)

ν (2)

Cartes biparties :

Définition 1.5. Une carte connexe est la donnée d’un plongement unicellulaire d’un
graphe connexe dans une surface connexe compacte sans bord à homéomorphisme près
(voir [Cha09] paragraphe 1.1.1).
On dit qu’une carte connexe est orientable si la surface sur laquelle elle est plongée l’est.
On définit le genre g de la carte par 2−2g = s−n+f où s désigne le nombre de sommets
de la carte, n le nombre d’arêtes et f le nombre de faces.

On considère qu’une carte non connexe est un ensemble de cartes connexes qu’on regarde
sur des surfaces indépendantes.
Une carte est orientable si toutes ses composantes connexes sont orientables.
La taille d’une carte M est le nombre d’arêtes qu’elle contient et sera noté |M |.
On appelle carte bipartie une carte dont les sommets sont coloriés en deux couleurs,
noir et blanc, et tel que toute arête lie deux sommets de couleurs différentes. Une carte
connexe est enracinée si elle admet un coin incident à un sommet blanc qui est marqué, et
orienté. Ceci revient d’une manière équivalente à distinguer le côté d’une arête, qui sera
par définition le côté qui suit le coin racine.
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On dit qu’une carte est de type (λ, µ, ν) si les degrés des sommets blancs (respectivement
noirs) se réordonnent en µ, (respectivement ν), et les degrés des faces se réordonnent en
λ. En particulier, l(λ) correspond au nombre de faces de la carte et l(µ) (respectivement
l(ν)) correspond au nombre de sommets blancs (respectivement sommet noirs). Le genre
de la carte bipartie vérifie alors 2g − 2 = n− (l(λ) + l(µ) + l(ν)).

Matchings : On considère l’ensemble à 2n éléments An := {1, 1̂, ..., n, n̂}. On note Fn
l’ensemble des matchings parfaits sur An, (ou encore les partitions de An en ensembles à
deux éléments). Dans la suite le terme matching sera utilisé pour désigner les matchings
parfaits. On note ε l’élément de Fn qui lie i à î pour tout i. Les éléments de An sans
chapeau sont dits de première classe, et les éléments avec chapeau sont dits de deuxième
classe.
Un matching est dit biparti si chacune de ses arêtes lie deux éléments de An de classes
différentes.
Soit λ = (λ1, ..., λs) une partition de n, alors on définit δλ l’élément de Fn tel que

δλ ={{1, 2̂}, {2, 3̂}..{λ1 − 1, λ̂1}, {λ1, 1̂},

{λ1 + 1, λ̂1 + 2}, ...}

Exemple 1.2. Pour n = 8 et λ = (3, 3, 2) on obtient la paire de matching (ε, δλ) de la
figure 1.

Figure 1 – Exemple de ε ∪ δλ pour λ = [3, 3, 2]

Définition 1.6. Si δ1,δ2...δm sont des matchings, alors on note le graphe formé par leurs
arêtes G(δ1, δ2, ..., δm). Et on définit Λ(δ1, δ2, ..., δm) comme la partition dont les parts sont
la moitié des tailles des composantes connexes de G(δ1, δ2, ..., δm).
On vérifie alors que Λ(ε, δλ) = λ. On définit pour λ, µ, ν ` n,

Fλµν := {δ ∈ Fn,Λ(ε, δ) = µ,Λ(δλ, δ) = ν}
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Goulden Et Jackson établissent dans [GJ96a] et [GJ96b] que dans les cas b = 0 et b = 1,
les fonction τ

(1)
b et Ψ

(1)
b sont les séries génératrices de cartes biparties et de matchings,

plus précisément on a le théorème suivant :

Théorème 1.2. (Goulden et Jackson 1996) : Pour λ,µ,ν ` n on a :
1. hλµν(0) est le nombre de cartes bipartie orientables de type (λ, µ, ν).
2. hλµν(1) est le nombre de cartes bipartie (orientables ou pas) de type (λ, µ, ν).
3. cλµν(0) est le nombre de matchings bipartis de Fλµν.
4. cλµν(1) est le nombre de tous les matchings de Fλµν.

Ils énoncent alors les deux conjectures suivantes qui restent :

La b-conjecture : Pour λ,µ,ν ` n, il existe une statistique ϑ sur les cartes enracinées
de type (λ, µ, ν) à valeurs dans les entiers positifs, tel que ϑ(M, c) = 0 si et seulement si
M est orientable, et

hλµν(b) =
∑

(M,c) de type (λ,µ,ν)

bϑ(M,c)

La Conjecture de Matching-Jack : Pour λ,µ,ν ` n, il existe une statistique θ sur
Fλµν à valeurs dans les entiers positifs, tel que θ(δ) = 0 si et seulement si δ est biparti, et
telle que

cλµν(b) =
∑
δ∈Fλµν

bθ(δ)

Remarque 1. La statistiques ϑ peut être vue comme une mesure de non orientabilité sur
les cartes enracinées, et la statistique θ comme une mesure de "non bipartité" sur les
matchings.

Remarque 2. Par le théorème 1.2, il est facile de voir que la b-conjecture (respectivement
la conjecture Matching-Jack) est équivalente à dire que hλµν (respectivement cλµν est un
polynôme à coefficients entiers positifs.

Ces deux conjectures, restent toujours ouvertes, et on ne sait pas non plus démontrer
aucune implication entre elles.

Plan du mémoire : Dans la section 2, on explique comment on peut décrire des cartes
biparties avec des matchings. Cette description sera utile dans la section 3 pour donner
quelques étapes de la démonstration des conjectures dans le cas b = 1 (points 2 et 4 du
théorème 1.2).
Dans la section 4, on énonce les résultats les plus récents en relation avec les deux conjec-
tures.
Dans la section 5, on donne une version généralisée des deux conjectures.
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2 Lien entre cartes biparties et matchings.

Soit M une carte bipartie à n arêtes. On dit qu’elle est étiquetée si il y a une bijection
entre les côtés des arêtes et An. Si la carte est enracinée, alors on demande que la bijection
envoie le côté racine sur 1 ∈ An.
On définit alors les trois matchings suivants :

1. le premier matching δ1 lie les paires de côtés qui forment un coin autour d’un sommet
blanc.

2. le deuxième δ2 lie les paires de côtés qui forment un coin autour d’un sommet noir.
3. le troisième δ3 lie les deux côtés de chaque arêtes.

Ainsi Λ(δ1, δ2) est le type des faces deM , Λ(δ1, δ3) est celui des sommets blancs et Λ(δ2, δ3)
est le type des sommets noirs.

Pour λ, µ, ν ` n, on obtient alors une bijection entre {(δ1, δ2, δ3) ∈ F3
n,Λ(δ1, δ2) =

λ,Λ(δ1, δ3) = µ,Λ(δ2, δ3) = ν} et les cartes biparties étiquetées de type (λ, µ, ν) (pas
forcément connexes). (Voir [GJ96a] paragraphe 3).

3 Cas b = 1

Dans ce paragraphe, on donne quelques étapes de la démonstration donnée dans [GJ96a]
des conjectures dans le cas b = 1.

Définition 3.1. Si δ1, δ2, δ3 ∈ Fn, on dit que (δ1, δ2, δ3) est de type (λ, µ, ν) si Λ(δ1, δ2) =
λ, Λ(δ1, δ3) = µ et Λ(δ2, δ3) = ν.

Définition 3.2. Soit

On définit Bn le sous groupe de S2n qui stabilise le matching ε 1. :

Bn := {σ ∈ S2n, σε = ε}

Bn est appelée le sous groupe hyperoctahédral de S2n.

1. On regarde ici S2n comme le groupe de permutation de An)
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On note Kλ les classes de double coset Bn\S2n/Bn indexées par λ ` n, et on définit Kλ

comme la somme de toutes les permutations dans Kλ.

Avec la description du paragraphe précédent, on a une bijection entre cartes biparties
étiquetées de type (λ, µ, ν) et triplets de matchings (δ1, δ2, δ3) du même type. Ce nombre
peut être lié aux coefficients de structure dans l’algèbre de double coset Bn\S2n/Bn :
en effet si on note bλµν := [Kλ]KµKν , alors le nombre de triplets de matchings de type
(λ, µ, ν) est donné par

(2n)!|Cλ|2n−l(λ)

|Bn|2
bλµν

D’autre part, pour b = 1 les polynômes de Jack coïncident avec les polynômes zonaux notés
Zλ (voir [Mac95] paragraphe 2 du chapitre VII.). Ces polynômes peuvent être exprimés
dans la base des fonctions power-sums :

Zλ =
1

|Bn|
∑
µ`n

φλ(µ)pµ (3)

où
φλ(µ) =

∑
σ∈Kµ

χ2λ(σ)

Ces caractères vérifient l’équation suivante :

bλµν =
1

|Kλ|
∑
θ

1

H2θ

φθ(λ)φθ(µ)φθ(ν) (4)

La définition 1.3 avec les équations (3) et (4) permettent de déduire que

τ
(1)
1 =

∑
n≥0

tn

(2n)!

∑
λ,µ,ν`n

∑
M de type (λ,µ,ν)

pλq
(0)
µ q(1)ν (5)

où la troisième somme se fait sur les cartes biparties étiquetées.
En prenant le log, et en oubliant toutes les étiquettes des cartes sauf l’étiquette 1 (qui
permet de choisir la racine) on obtient :

Ψ
(1)
1 =

∑
n≥1

tn
∑

λ,µ,ν`n

∑
(M,c) de type (λ,µ,ν)

pλq
(0)
µ q(1)ν (6)

où la troisième somme se fait sur des cartes enracinées.

L’équation (5) (respectivement (6)) permet d’obtenir la conjecture Matching-Jack (res-
pectivement la b-conjecture) dans le cas b = 1.
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4 Résultats en relations avec la conjecture.

Dans ce paragraphe λ, µ et ν désignent trois partitions de taille n. On définit d1 :=
n+ l(λ)−

(
l(µ) + l(ν)

)
, d2 := n− l(µ) et g = n+ 2− (l(λ) + l(µ) + l(ν)).

1. (La Croix 2009 [LC09]) Si on suppose la polynômialité des coefficients hλµν alors ils
s’écrivent de la forme

hλµν =
∑

0≤i≤b g2c
bg−2i(1 + b)i

2. (Dołega-Féray 2016 [DF16]) Les coefficients cλµν sont des polynômes à coefficients
rationnels en b, de degré majoré par min(d1, d2).

3. (Dołega-Féray 2017 [DF17]) Les coefficients hλµν sont des polynômes à coefficients
rationnels en b de degré g.

4. (Dołega 2017 [Dol17]) Si λ = [n], alors on a une interprétation du terme du plus
haut degré de h[n]µν avec une famille de cartes unicellulaires sans "anses".

5. Dans mon mémoire, je donne une interprétation en termes de matchings des termes
en [bd1 ]cλµν et [bd2 ]cλµν , et donc en particulier déterminer les cas où ces deux bornes
pour le degré de cλµν sont atteintes.

6. (Chapuy-Dołega 2020 [CD20]) si r ≤ n est un entier alors

hλµ,r :=
∑
l(ν)=r

hλµ,ν

est un polynôme à coefficients entiers positifs. En effet, ils démontrent ce résultat
dans un cadre plus général qui sera expliqué dans le paragraphe suivant.

7. Dans mon mémoire, je déduis du théorème précédent un résultat analogue pour les
coefficients c.

5 Conjectures généralisées :

Définition 5.1. Pour k ≥ 1, on définit

τ
(k)
b (t,p,q(0), ..,q(k)) :=

∑
n≥0

tn
∑
λ`n

1

j
(α)
λ

J
(α)
λ (p)J

(α)
λ (q(0))...J

(α)
λ (q(k))

et
Ψ

(k)
b (t,p,q(0),q(1), ...,q(k)) = (1 + b)t

∂

∂t
ln τ

(k)
b (t,p,q(0), ...,q(k))

où J (α)
θ désigne le polynôme de Jack associé à la partition θ, exprimée dans la base des

powersums.
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Ceci permet alors de définir les coefficients de connexion généralisés.
Pour λ, µ0, µ1, ..., µk ` n on définit cλµ0,µ1,...,µk(b) et hλµ0,µ1,...,µk(b) tel que

τ kb (t,p,q(0), ..,q(k)) = 1 +
∑
n≥1

tn
∑

λ,µ0,µ1,...,µk

1

zλ(1 + b)l(λ)
cλµ0,µ1,...,µk(b)pλq

(0)
µ0
...q(k)

µk

et
Ψk
b (t,p,q

(0), ..,q(k)) =
∑
n≥1

tn
∑

λ,µ0,µ1,...,µk`n

hλµ0,µ1,...,µk(b)pλq
(0)
µ0
...q(k)

µk

On peut alors énoncer une version généralisée de la b-conjecture : Pour toutes par-
titions λ, µ0, µ1, ..., µk ` n, cλµ0µ1...µk(b) et hλ

µ0µ1...µk
(b) sont des polynômes en b dont tous

les coefficients sont des entiers positifs.

5.1 Constellations

La définition suivante généralise la notion de cartes biparties.

Définition 5.2. Une k-constellation est une carte où les sommets sont coloriés de 0 à k,
et qui vérifie les deux conditions suivantes :

— Tout voisin d’un sommet de couleur 0 (respectivement k) est forcément de couleur
1 (respectivement k − 1).

— Les voisins d’un sommet de couleur i, avec 0 < i < k, sont de couleur i− 1 ou i+ 1,
et tout coin d’un tel point séparent des sommets de couleurs i− 1 et i+ 1.

On définit le degré d’un sommet de couleur 0 ou k, comme son degré dans la carte. Pour
les autres sommets, leurs degré dans la constellation est leurs degrés dans la carte divisé
par 2. On définit également le degré d’une face comme étant le nombre de de sommets de
couleurs 0 qu’elle contient. Ceci permet de définir le type de la constellation (λ−1, λ0, ..λk),
où λ−1 est la partition associée aux degrés des faces, et pour tout i ∈ JkK, λi comme la
partition associée aux sommets de couleurs i.

On définit la taille |M| d’une constellation M comme le nombre de coins de couleur 0.

Dans mon mémoire, je généraliser la description des cartes biparties avec des matchings
au cas des k-constellations. On commence par introduire la définition suivante :

Définition 5.3. 1. On appelle hyper-arête d’une constellation un chemin sur une face
qui lie un coin de couleur 0 et un coin de couleur k consécutifs.

2. Une constellation connexe M est enracinée si elle admet un coin orienté c de couleur
0 qui est marqué. Ceci revient à marquer une hyper-arête, qui sera par convention
celle qui suit le coin racine.
Si la constellation n’est pas connexe alors on dit qu’elle est enracinée si chacune des
composantes connexes est enracinée.
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3. On dit qu’une constellation de taille n est étiquetée si ses hyper-arêtes sont étique-
tées par An.
Une constellation étiquetée est enracinée par l’hyper-arête d’étiquette 1. On note
les constellations étiquetées avec un check ; M̌.

On remarque que le nombre d’hyper-arêtes est deux fois la taille de la constellation, et
que le nombre d’hyper-arêtes d’une face est deux fois son degré.

Remarque 3. Le cas des cartes biparties correspond au 1-constellations, et les hyper-arêtes
sont des côtés d’arêtes.

Dans l’exemple de la figure 2, on a une 2-constellation de taille 4 sur le plan projectif. Les
8 hyper-arêtes sont étiquetées par A4.

Figure 2 – Exemple d’une 2-constellation sur le plan projectif

5.2 Lien entre constellations et matchings :

Comme dans le cas des cartes, on peut parfaitement décrire une k constellation étiquetée
de taille n avec k + 2 matchings sur An :

1. pour i ∈ J0, k − 1K, on définit un matching δi, qui lie les étiquettes de deux hyper-
arêtes qui ont une arête de couleur (i, i+ 1) en commun.

2. δ−1 lie les étiquettes des hyper-arêtes adjacentes sur une face et qui partage un coin
de couleur 0.

3. δk lie les étiquettes des hyper-arêtes adjacentes sur une face et qui partage un coin
de couleur k.
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Ainsi le type des faces correspond à Λ(δ−1, δk), et pour tout i ∈ J0, kK le type des sommets
de couleur i correspond à Λ(δi−1, δi).

On obtient ainsi une bijection enre constellations étiquetées de type (λ, µ0, ..., µk) et

Fλµ0,...,µk := {(δ0..., δk−1) tel que Λ(ε, δ0) = µ0,Λ(δ0, δ1) = µ1, ...,Λ(δk−1, δλ) = µk}

Exemple 5.1. Dans l’exemple de la 2-constellation de la figure 2, on obtient les 4 mat-
chings suivants, δ−1 en rouge, δ0 en bleu, δ1 en vert et δ2 en noir.

4 1 2 3 4

4̂ 1̂ 2̂ 3̂ 4̂

Ceci permet de généraliser la démonstration du théorème 1.2 donnée dans [GJ96a] aux
cas des k-constellations :

Théorème 5.1. 1. hλ
µ0,...,µk

(0) est le nombre de k-constellations orientables enracinées
de type (λ, µ0, ..., µk).

2. hλ
µ0,...,µk

(0) est le nombre de k-constellations enracinées (orientables ou pas) de type
(λ, µ0, ..., µk).

3. cλ
µ0,...,µk

(0) est le nombre de k-uplets de matchings bipartis de Fλ
µ0,...,µk

.

4. cλ
µ0,...,µk

(0) est le nombre de tous les k-uplets de matchings de Fλ
µ0,...,µk

.

Si M est une constellation de type (λ, µ0..., µk), Alors on dira que (λ, µ0, l(µ1), ..., l(µk))
est le type marginal de M.

Le résultat le plus récent en relation avec la b-conjecture est le théorème suivant, démontré
par Chapuy et Dołega (voir [CD20]), donne une interprétation des somme marginales des
coefficients h généralisés, où on contrôle les deux premières permutations et la longueur
des autres partitions :

Théorème 5.2. Pour tout k ≥ 1, il existe une mesure de non orientabilité ν sur les
k-constellations enracinée, telle que ν(M, c) = 0 si et seulement si (M, c) est orientable,
et telle que pour tout n ≥ 1, λ, µ ` n, l1, l2, ..., lk ≥ 1. On a :

hλµ,l1,...,lk =
∑

(M,c) connexe de type
marginal (λ,µ,l1,...,lk)

bν(M,c)

où
hλµ,l1,..,lk :=

∑
l(µi)=li

hλµ,µ1,..,µk
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Dans mon mémoire, j’en déduis un théorème analogue pour les coefficients c :

Théorème 5.3. Soit λ ` n. Il existe une statistique ϑ sur les k-uplets de matchings de
Fn telle que ϑ(δ0, δ1, ..., δk−1) = 0 si et seulement si tous les matchings sont bipartis, et
telle que pour µ ` n, et l1, ..., lk ≥ 1.

cλµ,l1,l2,...,lk(b) =
∑

(δi)∈Fλµ,l1,...,lk

bϑ(δ0,δ1,...,δk−1)

où
cλµ,l1,..,lk :=

∑
l(µi)=li

cλµ,µ1,..,µk

La démonstration que j’utilise pour passer du théorème 5.2 au théorème 5.3 n’est pas
valable pour montrer que la b-conjecture implique la conjecture de Matching-Jack ; j’utilise
une propriété de la mesure de non orientabilité des constellations enracinées qui n’a été
démontré que dans un sens faible (celui où on ne contrôle que les longueurs des k-dernières
partitions).
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