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Résumé

Le théoréme de Bertini affirme, sous une forme faible, que pour toute variété X
quasi-projective lisse sur un corps algébriquement clos, il existe un hyperplan H tel
que H N X soit lisse. Il est alors naturel de se demander ce qu’il en est des corps finis :
le résultat reste-t-il vrai? Si ce n’est pas le cas, peut-on énoncer un résultat analogue ?

En 2004, Bjorn Poonen a répondu a ces deux questions avec [Poo04] : le théoréme de
Bertini énoncé ainsi est faux pour les corps finis, il est valide si au lieu de se restreindre
a des hyperplans, on s’autorise des hypersurfaces de degré aussi grand que 1’on veut. Ce
nouvel énoncé est en fait une conséquence d’un théoréme plus fort prouvé par Poonen,
qui calcule la densité des hypersurfaces validant le théoréme de Bertini au moyen de la
fonction zéta de la variété considérée :

Théoréme. Soit X un sous-schéma quasiprojectif lisse de P™ de dimension m > 0
sur Fy. Alors la fraction des f € Fylzo, ..., z,] homogénes de degré d tels que Uhyper-
surface Proj(Fy[zo, ..., z,]/(f)) intersecte X de maniere lisse tend vers (x(m + 1)71
lorsque d tend vers l'infini.

La premiére partie de ce mémoire sera consacrée a l’établissement de notre cadre
d’étude, a savoir les schémas. Dans un second temps, on définira la fonction zéta d’une
variété sur un corps fini, avant de se plonger dans la démonstration du théoréme de
Bertini pour les corps finis. On s’intéressera tout d’abord au cas particulier du plan
affine : le théoréme compte alors les courbes lisses du plan. La démonstration de ce
cas particulier met en jeu tous les ingrédients utilisés dans celle du théoréme général
tout en se formulant de maniére élémentaire. Cela nous fournira ainsi une intuition
de la preuve du cas général, qui nous permettra d’en exposer la plupart des étapes.
Cependant, comme certaines étapes nécessitent des notions trop avancées, cette preuve
ne sera ici pas compléte. Par exemple, on ne considérera que des sous-variétés, pour
lesquelles les intersections et la régularité sont plus simples & exprimer.
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1 Généralités sur les spectres

Cette partie est une étape nécessaire a l'introduction des schémas et des propriétés asso-
ciées ; mais elle a surtout vocation a fournir un cadre élémentaire pour la section [4.2]

1.1 Spectre d’un anneau

Dans cette section, A désigne un anneau commutatif unitaire.

Définition 1.1. Le spectre de A est 'ensemble des idéaux premiers de A ; on le note spec(A).
Pour tout idéal premier p € spec(A), le quotient A/p est intégre; on associe alors a p le
corps résiduel k(p) := Frac(A/p).
Si I est un idéal de A, on définit V(1) := {p € spec(A) | I C p}. Pour un élément f de A,

on fera souvent le raccourci V'(f) pour désigner V((f)).

On veut voir spec(A) comme un espace topologique. Notons déja que V((0)) = spec(A)
et V(A) = (). La proposition suivante montre qu’on peut définir une topologie sur spec(A)
dont les V(1) sont les fermés.

Proposition 1.2. 1. Si I, et I sont des idéaux de A, alors V(I,) UV (Iy) = V(I11) =
V(I NIL).

2. 8i (1;) est une famille d’idéaux de A, alors \V(I;) =V (> L)

Définition 1.3. La topologie de Zariski est la topologie sur spec(A) dont les fermés sont
les V(I).

FExemple 1.4. 1. La notion de spectre a été construite comme généralisation des espaces
topologiques rencontrés en géométrie algébrique classique. A ce titre, un exemple fonda-
mental est spec(k[zy, ..., x,]) qui correspond & l'espace k™ sur un corps k. Cet exemple
sera étudié en détail dans la section suivante.

2. Le spectre de Z est 'ensemble des nombres premiers, auquel on ajoute (0). Les corps
résiduels sont les I, et Q. Les fermés sont les parties finies ne contenant pas (0), ainsi
que spec(Z) tout entier.

Notons que la topologie de Zariski n’est en général pas séparée : 'adhérence d’un
point p € spec(A) est V(p), qui est égal & {p} si et seulement si p est un idéal maximal.

Définition 1.5. Si f est un élément de A, 'ensemble D(f) := {p € spec(A) | f & p} est un
ouvert, appelé ouvert principal.

Proposition 1.6. Les ouverts principauz forment une base de la topologie de Zariski.

Démonstration. Soit U = spec(A) \ V(I) un ouvert. Si p un point de U, l'idéal I n’est pas
contenu dans p donc il existe f € I\ p. Un point q € spec(A) contient f si et seulement s’il
ne contient pas I, donc 'ouvert principal D(f) est inclus dans U et contient p. O



Morphismes.
A un morphisme d’anneaux unitaires ¢: A — B, on peut associer une fonction

spec(B) — spec(A)

()

Elle est bien définie car ¢~!(p) est un idéal premier de B lorsque p est un idéal premier de A;
et elle est continue car f~1(V (1)) = V(B¢(I)) pour un idéal I de A.

Proposition 1.7. 1. Si ¢: A — B est un morphisme surjectif, alors l’application conti-
nue associée f: spec(B) — spec(A) est dimage V(ker ¢) et induit un homéomor-
phisme spec(B) — V (ker ¢).

2. Soit S un systeme multiplicatif de A. Le morphisme naturel ¢: A — S™LA induit un
homéomorphisme spec(S7'A) — {p € spec(A) | pN S = 0}.

En particulier, chaque fermé V(1) est homéomorphe a spec(A/I) et chaque ouvert prin-
cipal D(f) est homéomorphe & spec(Ay).

1.2 L’espace affine

Cette section est dédiée a I’étude d'un exemple fondamental de spectres et de I'intuition
géométrique associée. On travaillera sur un corps k, et on note A = k[xy,...,x,] 'anneau
des polynomes sur k.

Définition 1.8. L’espace affine de dimension n sur k est A} := spec(A) = spec(k[z1, ..., z,]).

Commencons par comprendre les points de I'espace affine, en particulier les points fermés
(c’est-a~dire les idéaux maximaux).

Lemme 1.9. Soit m un idéal maximal de A. Alors k(m) = A/m est une extension algébrique
de k.

Le degré du point associé est alors défini comme le degré de 'extension k(m)/k.

Démonstration. A est de type fini sur k, donc k(m) aussi. D’aprés le le lemme de Noether

(théoréme|A.2)), il existe un entier d et une injection finie k[ty, ..., tq] < k(m), avec ty, ..., t,
algébriquement indépendants sur k.
Supposons par I'absurde que d > 1. Comme i € k(m) est entier sur k[ty, ..., tq4], on peut
écrire ,
1n+ZQ L Q; € kit ta)
tl : 7 tz - ) 1y---50d
0<i<n—1
d’ou
- (— > Qit?‘l") =1
0<i<n—1
ce qui est impossible. Ainsi d = 0, donc k(m) est entier sur k. ]

Corollaire 1.10. Si k est une cloture algébrique de k, les points fermés P de A} s’identifient
avec les a € k™ modulo l'action du groupe Autyp k. St un a € k™ correspond a un point P,

alors deg P = [k(a) : k].



Démonstration. A un n-uplet a € k", on associe 'idéal maximal des polynémes qui s’annulent
en a. Réciproquement, si I’on se donne un idéal maximal m, alors k(m) se réalise comme sous-
corps de k d’aprés le lemme. Soit a = (ay, ..., a,) tel que la surjection canonique A — A/m =
k(m) envoie X; sur a; € k; m est alors 1'idéal des polynomes s’annulant en a et k(m) = k(a),
ce qui donne le degré annoncé. Remarquons que le n-uplet a € k™ dépend de l'inclusion
de k(m) dans k qui n’est pas canonique. Par exemple, tout b € k™ qui est I'image de a par
un élément Auty k convient ; et réciproquement, si b convient, alors on a un isomorphisme
de k(a) vers k(b) qui se prolonge en un automorphisme de k. O

Corollaire 1.11. Pour k = F,, le nombre de points fermés de A} de degré au plus d est
majoré par card ng = ¢,

Il est bon de voir les éléments de A comme des fonctions sur A} = spec(A) : informelle-
ment, la valeur d’un polynéme f en un point p est son image dans k(p). Dire que f s’annule
en p revient a dire que f € p.

Ainsi, P'ouvert principal D(f) est vu comme 1’ensemble des points n’annulant pas f. Pour
un idéal I de polynomes, V' (I) est 'ensemble des points annulant simultanément toute les
fonctions de 1'idéal : on retrouve la notion classique de variété algébrique.

En poursuivant 1’analogie qui consiste a voir A comme ’anneau des fonctions sur spec(A),
les anneaux Ay et A/I s’interprétent comme les anneaux de fonctions sur D(f) et V(1)
respectivement. Notons que cette interprétation est pour le moment incohérente. En effet,
le théoréme montre que V(I) et V(v/I) sont le méme espace topologique ; pourtant, les
anneaux A/I et A/v/T sont a priori différents. Cette incohérence sera levée dans le cadre des
schémas.

1.3 Irréductibilité

Définition 1.12. Un espace topologique X est irréductible lorsqu’il est non vide et qu’il ne
peut pas s’écrire X = F; U Fy avec F; et F, deux fermés stricts de X.

Proposition 1.13. Un ouvert non vide d’un espace topologique irréductible est irréductible.
Dans un espace topologique quelconque, l’adhérence d’une partie irréductible est irréductible.

Démonstration. Si X est un espace topologique irréductible et U est un ouvert de X, alors U =
X car X = UU(X \U). Ainsi si U est contenu dans I'union de deux fermés de X, 'un d’eux
est X. Maintenant si X est un espace quelconque et Y est une partie irréductible de X, alors
siY est contenu dans une union de deux fermés de X, I'un d’eux contient Y donc aussi Y. O

Définition 1.14. Un point n € X est dit générique sin = X.
Ezemple 1.15. Un point p € spec(A) est générique pour V(p).
Proposition 1.16. Un espace topologique admettant un point générique est irréductible.

Démonstration. Soient X un espace topologique et n un point générique de X. Supposons
que X = Fy U F, avec Fy, Fy des fermés de X, alorssin € F; (i = 1,2) ona X =7 C Fj.
Donc F; = X, ce qui prouve bien l'irréductibilité de X. O

Définition 1.17. Un anneau A est dit réduit si son nilradical 1/(0) est réduit a 0. Pour tout
anneau A, on définit A,eq := A/+/(0); c’est un anneau réduit.



Proposition 1.18. Pour tout anneau A, spec(A) = spec(Ayeq). De plus, ce spectre est irré-
ductible si et seulement si Aeq €St intégre.

Démonstration. Supposons que spec(A) est irréductible. Soient f,g € A tels que fg est
nilpotent. Alors spec(A) = V(fg) = V(f)UV(g), donc spec(A) = V(f) (quitte a échanger f
et g). Ceci veut dire que f est dans tous les idéaux premiers de A, donc est nilpotent d’aprés
le théoréme [A-3]

Réciproquement, si A,q est intégre, alors (0) est dans spec(A,.q) et en est un point
générique. O

Les fermés irréductibles de spec(A) sont donc exactement les V(p) = {p} avec p €
spec(A). Ainsi, les points de spec(A) sont en bijection avec ses fermés irréductibles.

Définition 1.19. Un espace topologique X est dit noethérien si toute suite décroissante de
fermés est stationnaire.

Remarque 1.20. Un anneau A est noethérien (en tant qu’anneau) si et seulement si spec(A)
I'est (en tant qu’espace topologique). En particulier, 'espace affine A} est noethérien.

Proposition 1.21. Dans un espace topologique noethérien X, tout fermé non vide peut
s’écrire Y =Y, U...UY, avec les Y; des fermés irréductibles tels que Vi # j,Y; € Y;. Cette
écriture est unique a permutation pres.

Les Y; sont alors les composantes irréductibles de Y, c’est-a-dire les fermés irréductibles
maximaux de Y.

Démonstration. Montrons tout d’abord l'existence d’une telle écriture de Y. Soit & l'en-
semble des fermés non vides de X qui ne peuvent pas s’écrire comme union finie de fermés
irréductibles et supposons & non vide. Comme X est noethérien, & doit avoir un élément
minimal. Si Y est un tel élément, alors Y n’est pas irréductible par définition de & donc il
s'écrit Y = Y UY” avec Y’ et Y” des fermés stricts de Y. Par minimalité de Y, Y’ et Y”
s’écrivent comme union finie de fermés irréductibles et donc Y aussi, ce qui est absurde. D’ou
I'existence d’une écriture de Y sous la forme Y = Y; U ... UY,. En enlevant quelques Y;, on
peut supposer Vi # j,Y; € Y;.

Passons maintenant a l'unicité. Si Y =Y/ U...UY/, alors Y] = U/_,(Y/ NY;). Comme Y/
est irréductible il existe ¢ tel que Y] C Y; , on peut supposer i = 1. De la méme maniére on
trouve j tel que Y1 C Y, ce qui donne j =1 et donc Y7 =Y. En répétant cet algorithme on
trouve finalement s =r et Vi € {1,...,7},Y; =Y. O

Remarque 1.22. Un espace topologique X est toujours recouvert par ses composantes irré-
ductibles (en particulier, elles existent). En effet, 'union d’une chaine croissante de fermés
irréductibles est irréductible, donc on peut appliquer le lemme de Zorn a I’ensemble des fermés
irréductibles qui contiennent un point fixé x (cet ensemble est non vide car il contient {z}).

1.4 Dimension

Définition 1.23. La dimension d'un espace topologique X est le plus grand entier n €
NU{oo} tel qu’il existe une suite Zy C Z; C ... C Z, de fermés irréductibles distincts de X.
On la note dim(X).



Proposition 1.24. Pour tout sous-ensemble Y de X, on a dim(Y) < dim(X).

Démonstration. Soit Zy C Z; C ... C Z, une suite strictement croissante de fermés ir-
réductibles de Y. On considére Z] 'adhérence de Z; dans X ; les Z/ sont donc des fermés
irréductibles de X. Comme Z; est fermé dans Y, Z; = Z/NY', donc la suite (Z]) est strictement
croissante. [

Proposition 1.25. Si la dimension de X est finie, alors c’est le maximum des dimensions
de ses composantes irréductibles.

Démonstration. La dimension de X est évidemment supérieure & la dimension de chaque
composante irréductible. Réciproquement, dans une suite maximale Zo C Z; C ... C Z,, de
fermés irréductibles distincts de X, le fermé Z, est une composante irréductible de X de
dimension n = dim(X). O

Proposition 1.26. Si (U;) est un recouvrement ouvert de X, alors la dimension de X est le
supremum des dimensions des Uj.

Démonstration. On sait que la dimension de chaque U; est inférieure a celle de X. Donnons-
nous maintenant une suite Zy C Z; C ... C Z, strictement croissante de fermés irréductibles.
Soient x un point de Zy et U un ouvert du recouvrement qui contient x. Chacun des U N Z;
est un fermé irréductible de U, et la suite (U N Z;) est strictement croissante (car Z; \ Z;_1 est
un ouvert non vide de I'irréductible Z; donc rencontre 'ouvert non vide Z; N U de Z;). [

Définition 1.27. Soit A un anneau. La hauteur d’un idéal premier p est le plus grand
entier n € N U {oo} tel qu’il existe une suite py C p; C ... C p, = p d’idéaux premiers
distincts. On la note ht(p).

La dimension de Krull de A est le supremum des hauteurs de ses idéaux premiers. On la
note dim(A).

Comme les fermés irréductibles de spec(A) sont les V(p) avec p premier, les notions de
dimension s’accordent bien :

Proposition 1.28. Soit A un anneau. Alors dim(A) = dim(spec(A)).
Le théoréme suivant, qu’on admettra, permet de calculer facilement des dimensions.

Théoréme 1.29. Soient k un corps et A un anneau intégre qui est une k-algébre finiment
engendrée. Alors
dim(A) = degtr, (Frac(A))

Pour un idéal premier p de A, on a
ht(p) + dim(A/p) = dim(A)
Corollaire 1.30. L’espace affine A} est de dimension n.

Définition 1.31. Une courbe (resp. hypersurface) de A} est un fermé dont toutes les com-
posantes irréductibles sont de dimension (resp. codimension) 1.

Lemme 1.32. Dans un anneau factoriel, tout idéal premier de hauteur 1 est principal.



Démonstration. Soient p un tel idéal, et f un élément de p. Comme p est premier, f a un
facteur premier p dans p. Alors (p) est un idéal premier non nul contenu dans p, donc est
égal a ce dernier. O

Proposition 1.33. Les hypersurfaces de A} sont données par les V(f), avec f non constant.

Démonstration. On rappelle que 'anneau k[xy, ..., z,| est factoriel et noethérien. Si f est
non constant, alors V(f) est 'union d’'un nombre fini de fermés V' (p) avec p des polynomes
irréductibles; cette union est la décomposition de V(f) en composantes irréductibles, et
chaque V (p) est de codimension 1 d’aprés le théoréme[1.29] donc V(f) aussi. Réciproquement,
soit V' (/) une hypersurface. Ecrivons sa décomposition en composantes irréductibles V(1) =
UV (p); elle est finie et chaque V(p) est de codimension 1, donc chaque p est de hauteur 1,
c’est-a-dire qu'il s’écrit p = (p) d’aprés le lemme précédent. Alors V(1) = V(][ p). O

1.5 Régularité d’une courbe plane en un point fermé

Les notions et résultats présentés ici seront surtout utilisés dans la section Le cadre
sera donc lespace affine A2, ou k = I, est un corps fini de caractéristique p. D’apres la section
précédente, une courbe est un fermé V(f), ot f est un polynéme non nul ; on désignera dans la
suite la courbe par f. De méme, on confondra un point fermé mp € A2 avec un couple P € k?
correspondant.

L’objectif est ici d’étudier sous quelles conditions une courbe f est lisse en un point
fermé P, ainsi que de déterminer la densité des telles courbes.

Définition 1.34. Une courbe f est lisse (ou réguliére) en un point P si elle ne passe pas

par P, ou si (g—i, g—i) ne s’annule pas en P. Autrement dit, elle est lisse si le triplet (f, %, g—i)

ne s’annule pas en P. Elle est singuliére en P si elle n'y est pas réguliére.

Remarque 1.35. Quelques remarques a propos de I'amalgame entre la courbe V(f) et f :
— Tl est abusif : en effet V(f) = V(f?), mais f # f2

— La définition de la régularité provient de la géométrie réelle; cependant elle est trés
peu satisfaisante dans la mesure ou elle repose sur f et non sur V' (f). Elle est d’autant
moins satisfaisante qu’elle ne produit pas toujours les mémes résultats pour des f
correspondant & la méme courbe : par exemple si f s’annule en P, alors f? est toujours
singuliére au sens de cette définition mais f peut quand méme étre réguliére.

On se permettra néanmoins de faire dans cette partie ’abus de considérer f au lieu de V(f) :

le point de vue des schémas (qui sera développé dans la partie suivante) effacera ce probléme
et fournira une définition intrinséque (et plus générale) de la régularité.

On montre dans cette section que I'ensemble des courbes singuliéres en P est m%. Pour
cela, introduisons ’espace cotangent :

Définition 1.36. L’espace cotangent en un point P est mp/m%.

Il peut étre muni d’une structure de k(P)-espace vectoriel de la maniére suivante : si f €
mp/m3 et o € k(P) = k[z,y]/mp, on choisit des représentants f € mp et & € k[z,y], et on
pose « - f comme étant l'image de &'f dans m%. On vérifie que cette définition est correcte
(ne dépend pas du représentant, et fournit bien une structure d’espace vectoriel).



Si f € mp/m% et f € mp en est un représentant, on vérifie que %(P) et g—g(P) ne

dépendent pas du choix de f Cela définit ainsi une application

Cmef o k(PR
P e (EP)LLP)

La proposition suivante donne alors la caractérisation désirée de la régularité.
Proposition 1.37. L’application ¢ est un isomorphisme de k(P)-espaces vectoriels.

Démonstration. — ¢ est un morphisme : vérification immeédiate.

— ¢ est surjective : notons P = (a,b) € k(P)%. Soit 7, le polynéme minimal de a sur k.
Supposons, par 'absurde, que 7/ (a) = 0. Alors 7, | «, donc 7, = 0. Ainsi, 7,(z)
s’écrit Y a;z?. Comme k est un corps fini, chaque a; a une racine p-iéme dans k,
notée b;; il vient alors m,(z) = (D bz')P, ce qui est impossible par irréductibilite.
Ainsi, 7/(a) = a # 0, et de méme 7} (b) = 3 # 0. On a donc une base de k(P)? formée
par o(ma(z)) = (@,0) et d(m(y)) = (0, B).

— ¢ est un isomorphisme : un systéme de générateurs de I'idéal mp donne aussi un systéme
de générateurs de P'espace vectoriel mp/m% ; il nous suffit donc de montrer que mp est
engendré par deux éléments. Il s’avére en fait que I'un de ces deux générateurs peut
étre m,(x), c’est a dire que mp/(m,(x)) est un idéal principal de klx,y]/(7.(z)); en
effet cet anneau est principal, car c’est (k[z]/(mq(2))[y], et k[x]/(m.(2z)) est un corps.

]

Remarque 1.38. Cette proposition admet en fait plusieurs degrés de généralité supplémen-
taires :

1. On peut remplacer & = F, par un corps de caractéristique nulle quelconque (par
exemple R), ou méme n’importe quel corps parfait.

2. En dimension n, on a un isomorphisme analogue entre mp/m% et k(P)"; la preuve
s’écrit de la méme maniére (pour montrer que mp est engendré par n éléments, le
cas n = 2 s’étend en une récurrence sur n). La régularité d’une hypersurface se définit
donc de fagon totalement analogue a celle des courbes du plan (sous les mémes réserves
que celles exprimées a la remarque |1.35)).

3. En caractéristique nulle, les quotients suivants m’ / mﬁfl peuvent se comprendre de la
méme maniére (suivant le point précédent, on se place en dimension n : mp est un idéal
maximal de k[zi,...,7,]). Comme pour i = 1, on vérifie que m%/m’5" est un k(P)-
espace vectoriel, et que le morphisme suivant est bien défini :

mp/mit = k(P)n)
o = (BE)

ol «v est un n-uplet de somme i et {(i,n) est le nombre de tels n-uplets (qui est aussi
la dimension de ’espace des polynomes homogénes de degré ).

On prouve alors que ¢ est un isomorphisme suivant le méme plan. Pour la surjecti-
vité, on considére, pour un n-uplet « fixé¢, 'élément de mi /t’a’;L1 correspondant au
polynome (1) ... m,(z,)*", oit w; est le polyndme minimal de a; (en écrivant P =

|| =1

(a1,...,a,)). Pour en déduire la bijectivité, il suffit alors de montrer que m%/ma! est
de dimension au plus I(7,n). Or on sait déja que mp est engendré (en tant qu’idéal)
i+1

41 s - a1 @ i
par n éléments uy, ..., u,; il en découle que les uf* ... u2" engendrent m’/mj .
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Corollaire 1.39. La densité des courbes lisses en P est (card k[x, y]/m%)~! = g 3des(P),

Démonstration. mp/m3 est un idéal de k[x,y]/m% et Panneau quotient associé est %ﬁf/] / 2—5;,
qui est isomorphe a k[z,y|/mp = k(P). D’aprés la proposition, on a alors

k[x;y] = card k(P) - card

2

mp

card = card k:(P)3 = g3des(P)

2 Généralités sur les schémas

Cette partie présente quelques notions et propriétés de base associées aux schémas. Elle
est en grande partie inspirée de [Har10].

2.1 Notion de faisceau
On introduit ici la notion de faisceau nécessaire a la définition des schémas.

Définition 2.1. Soit X un espace topologique. Un préfaisceau F de groupes abéliens est
la donnée pour tout ouvert U de X d’un groupe abélien F(U) et pour tout ouvert V C U
d’un morphisme pf : F(U) — F(V) (que l'on appelle application de restriction), vérifiant
les conditions suivantes :

(i) F(0) = {0} et pY = idy.
(ii) Pour tous ouverts U, V,W tels que W CV C U : pY, = py, o p¥

On définit de méme un préfaisceau d’anneaux commutatifs, d’algebres sur un corps ou un
anneau fixé. Un élément s € F(U) s’appelle une section de F sur U. Les exemples de faisceaux
les plus immédiats sont donnés par des algébres de fonctions (par exemple, le préfaisceau des
fonctions continues); c’est pour cela qu’on appelle les p!/ des applications de restriction, et
on notera donc sy = pi/(s).

Définition 2.2. On dit qu’'un préfaisceau F est un faisceau si les deux conditions de recol-
lement suivantes sont vérifiées :

(i) (Unicité) Si U est un ouvert de X et (U;) un recouvrement ouvert de U, alors pour
toute section s € F(U) vérifiant s, = 0 pour tout 4, on a s = 0.

(i) (Existence) Avec les notations ci-dessus, si des s; € F(U;) sont donnés avec la propriété
que pour tout 4,5 : (s;)jv,nv; = (85)|vinw;, alors il existe un unique s € F(U) tel que
pour tout ¢, sy, = s;.

Remarque 2.3. La condition d’unicité dans (i) est impliqué par (7).

Un faisceau est donc un préfaisceau avec la propriété que pour définir une fonction glo-
balement, il suffit de la définir localement.

Exemple 2.4. Si X est un espace topologique, on a le faisceau des fonctions continues
vers R : F(U) est 'ensemble des fonctions continues de U vers R. Les applications de res-
trictions sont évidentes.

En revanche, le préfaisceau des applications constantes n’est pas un faisceau. Le faisceau
correspondant (cela a un sens précis, qu’'on ne détaille pas ici) est celui des applications
localement constantes.
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Définition 2.5. Soit (I, <) un ensemble ordonné. On dit que [ est filtrant si et seulement si
Vi,jel,dkel,i<ketj<k

Soit I un ensemble ordonné filtrant. On se donne (F;, f;)igj,(m)e 2 avec F; des anneaux
et f; : By — E; des morphismes avec les propriétés :

(i) Viel, fi=id.
(ii) V(i,j. k)P i<k<j= fi=fFof

Alors on définit la limite inductive de (E;, f;) comme étant
w U
avec ~ la relation d’équivalence suivante :
(i,2) ~ (j,y) & Tk € Lk > i k> j, fi(z) = fi(x)
C’est aussi un anneau, intégre si chaque FE; I'est. C’est un corps si chaque F; en est un.

On peut aussi définir la limite inductive sous forme de probléme universel :

Proposition 2.6. Soit (X, f]’) un systéme inductif, la limite inductive E est munie de mor-
phismes ¢; : X; — X avec la propriété de compatibilité suiwante : Vi < j,¢; = ¢; 0 fi. De
plus, la donnée de (X, ¢;) est universelle au sens suivant : Si'Y est muni de morphismes ;
vérifiant les mémes propriétés de compatibilité que les ¢;, alors il existe un unique mor-
phisme u : X — Y, tel que le diagramme suivant :

5

soit commutatif, pour tout v < j.

Définition 2.7. Soit F un préfaisceau sur X et x € X. On définit la tige F, de F en x
comme la limite inductive des F(U) pour U ouvert contenant z.

On peut donc voir un élément de F, comme une paire (U, s) avec U un voisinage ouvert
de z et s € F(U), on on identifie deux paires (U, s) et (V,t) s’il existe W un voisinage ouvert
de x inclus dans U NV tel que sjy = tw.

Remarque 2.8. Supposons qu’on indice tous les ouverts contenant x par un ensemble I, notons
les (U;)ier- Ici Pordre sur I est donné par i < j < U; C U, I est alors bien filtrant car si 4, j
sont dans [, soit k 'indice de I tel que Uy = U; N U; (Uy, est non vide car z € U; N Uj), on
at<ketj<k.
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Remarque 2.9. 1. Si B est une base d’ouverts de X stable par intersection finie, pour dé-
finir un faisceau F sur X, il suffit de définir F(U) pour U dans B et de définir les
morphismes de restrictions p¥, pour U,V dans B, en respectant les conditions de com-
patibilité et de recollement. Ensuite, pour définir F(U) pour U un ouvert quelconque,
il suffit de le recouvrir par des ouverts U; € B et de prendre pour F(U) ’ensemble des
familles (s;); € [[; F(Us) telles que (s;)ju,nv; = (85)jv,nv; Pour tout i, j, les applications
de restrictions sont alors évidentes.

On vérifie que cette construction ne dépend pas du recouvrement choisi grace a la
propriété d’unicité du recollement.

2. Si F est un faisceau sur X, on peut le restreindre en un faisceau sur tout ouvert U

de X.

3. Si F est un faisceau, on peut restreindre toute section s € F(U) en s, € F, pour
tout x dans U. Alors deux sections s et ¢ coincident sur U si et seulement si pour
tout © € U s, = t,. On voit apparaitre ici ’analogie avec les fonctions mentionnée
précédemment. On voit s € F(U) comme une fonction sur U ainsi : si z € U, on
pose s(x) = s, I'image de s dans la tige F,.

Définition 2.10. Soit X un espace topologique. Un morphisme de faisceauxr ¢ : F — G
est une famille de morphismes ¢y : F(U) — G(U) satisfaisant la condition de compatibilité
suivante : pour tout ouvert U,V de X tels que V C U, le diagramme suivant :

FU) -2~ G(U)

|

¢
F(V)—=G(V)
est commutatif, les fléches verticales étant les restrictions.

Remarque 2.11. Un morphisme de faisceaux ¢ : F — G induit un morphisme sur les
tiges Fp — G,.

Enfin, on va définir la notion d’image directe d'un faisceau ce qui nous permettra de
changer d’espace :

Définition 2.12. Soit f : X — Y une application continue entre espaces topologiques. Pour
tout faisceau F sur X, on définit l'smage directe f.JF par :

fF (V) =F(f7(V))
pour tout V' ouvert de Y. C’est un faisceau sur Y.

Remarque 2.13. La tige en f(z) de f.F n’est pas en général F,. En revanche, il y a un
morphisme canonique ¢, de (f,F), vers F, donné par ¢,(s,V) = (s, f~1(V)). En effet, si s
est une section de F sur f~1(V') avec f(z) € V, alors par continuité de f, il existe un ouvert U
de X qui contient x, tel que f(U) C V, c’est a dire U C f~1(V), on peut donc restreindre s
auU.
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2.2 Le faisceau structural sur spec A

Définition 2.14. Soit A un anneau commutatif.

e Soit S une partie de A, on dit que S est un systéme multiplicatif si 1 € S et Va,y €
S,xy € S.

e On définit le localisé de A par rapport au systéme multiplicatif S, noté S™'A, I'es-
pace A x S que 'on quotiente par la relation d’équivalence :

(a,s) ~ (d',s") & 3t € S, t(as’ —ad's) = 0.

On note alors a/s la classe d’équivalence de (a,s) et on obtient un anneau avec les

opérations usuelles :
¢, ¢ _gstas o @ o
s s  ss ¢ s s ss

Le but de cette section est de construire un faisceau d’anneaux Ox sur l’espace topolo-
gique X = spec A, tel que pour tout p € spec A, la tige de Ox en p soit A, qui est le localisé
de A par rapport a la partie multiplicative A\ p, ce sera donc un anneau local avec pour seul
idéal maximal pA, car on a inversé tous les éléments qui ne sont pas dans p. On veut aussi que
pour tout f € A, la restriction du faisceau Ox a D(f) soit isomorphe & Oy avec Y = spec Ay,
ot Ay est le localisé de A par rapport a la partie multiplicative {1, f, f2,...}. Cette idée
est assez intuitive car on veut voir Ox(U) comme étant I’anneau des fonctions réguliéres
sur U, ainsi si U = D(f), on définit pour tout p € U, (a/f")(p) = a/f" mod p. 1l
est donc nécessaire que f ne s’annule pas en p, c’est & dire f ¢ p. On aura en particu-
lier HY(X,Ox) := Ox(X) = A. On dit que H°(X, Ox) est 'anneau des fonctions réguliéres
sur X.

On va d’abord définir Ox (D(f)) et les applications de restriction Ox (D(f)) — Ox(D(g))
lorsque D(g) € D(f). On pose Ox(D(f)) = Ay. Si D(g) C D(f), cela implique que pour
tout p € spec A, f €ep=gep,doncyg € \/m d’apres le théoreme . Donc il existe m > 0
et b € Atels que g™ = fb, ainsi, f est inversible dans A, et on obtient un morphisme Ay — A,
canonique par définition de la localisation (cela revient a envoyer af~" sur ab™g~™"). De
plus, c’est un isomorphisme si D(f) = D(g). On a donc bien défini Ox(U) et les restric-
tions Ox (U) — Ox (V) pour U,V des ouverts principaux de spec A.

Maintenant d’aprés la partie [I les ouverts principaux forment une base de topologie B
de spec A, et cette base est stable par intersection finie, étant donné que D(f)ND(g) = D(fg).
D’apreés la remarque [2.9] il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.15. Soit (U;) un recouvrement de U € B par des ouverts principaux. Alors si
on se donne des s; € Ox(Us) avec (si)u,nu; = (8))jv,nu, pour tout i, j, il existe une unique
section s € Ox(U) telle que sy, = s; pour tout i.

Démonstration. Il suffit de montrer le cas U = spec A, quitte & remplacer A par un loca-
lise Af. On pose U; = D(f;), I'hypothése U = [JU; se traduit par :

V<Z<fi>> = ﬂwfi) =0,

c’est & dire que l'idéal engendré par les f; est A tout entier. On écrit alors 1 € Y ._.(fi)
avec F' une partie finie. Notons que pour tout entier k > 1: U = {J,. D(f;) = U,cp D(fF)

et donc 1 € ZZGF(fzk)
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On commence par montrer 'unicité, soit s € A tel que pour tout ¢ € F, sy, = 0
dans Ay,. Cela signifie que 'image de s dans Ay, est nulle donc comme F' est une partie
finie, il existe un entier m > 0 tel que pour tout « € F, f/"s = 0. Mais d’aprés la remarque
précédente 1 € >, n(f7"), donc s € >, .(sfi™) = {0}.

Passons maintenant a I'existence, supposons donnés des s; dans Ox (U;) = Ay, vérifiant la
condition de recollement. On peut trouver m > 0 tel que s; = b; f; ™ pour tout ¢ dans F', avec
les b; dans A. La condition de recollement donne que s; et s; ont la méme image dans Ay, ,
on peut donc trouver r > 0 tel que

(i fj" = b fi")(fif;)" =0 (1)
pour tout i,j dans F. D’aprés le début de la preuve, on peut écrire 1 = Z]EF ajf]m”

avec a; € A. On cherche tout d’abord s € A tel que pour tout 7, I'image de sf/" — b; soit
nulle dans Ay,. Pour i € F', on a :

(sfi" = bi) =sfi" — Zajf;nJrTbi

jEF

s=Y_abif}

jEF

Posons

alors
(sf" = 0:) =Y a; [ (b f* = bif}")
jEF
et la relation (1) donne que pour tout ¢ dans F, (sf/" —b;) fI = 0. Donc 'image de (sf/" —b;)
est nulle dans Ay,, ce qui montre que sy, = s; dés que 7 € F.

Maintenant soit j quelconque, les restrictions de sy, et s; a U; N U; sont les mémes
pour tout ¢ dans F' : en effet la premiére est aussi la restriction de sy, = s; a U; N Uj. Ceci
implique s; = sy, a cause de 'unicité vue plus haut car chaque U; est recouvert par les U;NU;
pour ¢ dans F'. O

Cette démonstration montre aussi que :
Lemme 2.16. L’espace topologique spec A est quasi-compact

Démonstration. En effet, on a vu dans la démonstration précédente que de tout recouvre-
ment (U;) par des ouverts principaux, on pouvait extraire un sous-recouvrement fini (U;);cp.

O

Le faisceau Ox sur X = spec A s’appelle le faisceau structural de X. On peut notamment
noter qu’il nous est maintenant possible de distinguer spec k, spec L et spec k[t]/t* avec k, L
des corps : les spectres sont tous constitués d’un seul élément mais les faisceaux structuraux
sont différents.

Proposition 2.17. Soit X = specA et p € X, la tige Ox, du faisceau structural en p est
isomorphe a A,.
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Démonstration. L’ouvert D(f) contient p si et seulement si f ¢ p. Il faut donc montrer que
le morphisme canonique
(]5 : %ﬂA f = Ap
fép
est un isomorphisme.
Explicitons tout d’abord ce morphisme. On a pour tout f & p une inclusion ¢y : Ay — A,.
Ensuite, on note si D(g) C D(f), p} : Ay — A, Papplication de restriction. On montre

alors que pour tout f & p, 1y = ¢40 pg. En effet, comme D(g) C D(f), on a g € \/m,
donc on peut trouver n > 1 et b € A tels que ¢g" = fb, on a alors p/(f~%) = b*/g""
et le résultat suit. Donc par la proposition ¢ est bien défini et on peut calculer ses
valeurs : pour tout f € peta € A, ¢laf ™, D(f)) =ts(af ") =af V. La compatibilité des
fonctions ¢, ¢, et pg permet de montrer que la valeur trouvée a I'arrivée ne dépend pas du
choix du représentant (af~, D(f)) dans la limite inductive.

On voit donc que la surjectivité de ¢ est directe. Soit f € p, a € Aet N € N, alors af ™V
a pour antécédent la classe de (af~, D(f)) dans la limite inductive.

Montrons l'injectivité de ¢ : Si af ™™ a une image nulle dans A,, il existe g & p tel
que ag = 0 ce qui implique que I'image de af~™" dans A;, est nulle, donc par définition elle
est aussi nulle dans la limite inductive des Ay pour f & p. [

Remarque 2.18. On aurait aussi pu définir le faisceau Ox sur X = spec(A) en prenant
pour Ox(U) les fonctions s : U — Iley A, vérifiant : pour tout p de U, s(p) € A,, et au
voisinage de tout p de U, s provient d'un élément de Ay pour un certain f (c’est a dire qu’il
existe un voisinage principal V' = D(f) N U contenant p et un élément a € Ay tels que pour
tout g € V, s(q) = a).

2.3 Notion de schéma

Définition 2.19. Un espace annelé est la donnée d’un couple (X, Ox) avec X un espace
topologique et Ox un faisceau d’anneaux sur X (appelé faisceau structural de X tel que
pour tout x dans X, Oy, est un anneau local. Si on note M, l'idéal maximal de Ox,
alors Ox . /M, est appelé le corps résiduel de z.

D’aprés la partie précédente, spec A muni de son faisceau structural est un espace annelé.
La définition du corps résiduel correspond bien a celle donnée dans le cadre des spectres, en
vertu de la propriété suivante : si p € spec(A) est un idéal premier de A, alors A,/pA, est
canoniquement isomorphe a Frac(A/p).

Ezemple 2.20. 1. Sur specZ, la tige du point générique (0) est Q et celle de (p) est 'anneau
des entiers p-adiques Z,. Les corps résiduels sont donc Q et QQ, respectivement.
2. Sur A} = spec(klt]), le corps résiduel du point générique est k(t). Celui de (P) pour P
un polynome irréductible est k[t]/(P). C’est une extension finie de k.

3. De maniére plus générale, si A est un anneau, alors le corps résiduel de p € spec A
est Frac(A/p). Si A est intégre le corps résiduel du point générique (0) est Frac A.

Un schéma va étre un espace annelé qui va ressembler localement au spectre d’un anneau.
Pour arriver a cette définition, il nous faut d’abord définir la notion de morphisme entre
espaces annelés.
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Définition 2.21. Soit ¢ : A — B un morphisme entre anneaux locaux. ¢ est local si 'image
de lI'idéal maximal de A est contenue dans celui de B. C’est équivalent & demander que la
préimage de I'idéal maximal de B soit 'idéal maximal de A.

Définition 2.22. Un morphisme d’espaces annelés (X, Ox) — (Y, Oy) est la donnée d’une
paire (f, f*) ot f: X — Y est une application continue et f*: Oy — f,Ox un morphisme
de faisceaux sur Y, tels que pour tout x dans X, le morphisme induit

fﬁg : Oy7y — OXJ
soit local, avec y = f(z)

Remarque 2.23. D’aprés la remarque [2.13) f# est défini de maniére canonique.

On définit aussi la composée de deux morphismes d’espaces annelés et la notion d’iso-
morphisme d’espace annelé de maniére claire.

Définition 2.24. Un schéma affine est un espace annelé qui est isomorphe & spec A muni
de son faisceau structural pour un certain anneau A.

Remarque 2.25. On a vu qu'un morphisme d’anneaux ]7: A — B induit une fonction conti-
nue f:Y = spec(B) - X = spec(A). On peut en faire un morphisme d’espaces annelés
en définissant f* de la maniére suivante. Si U est un ouvert de X, a chaque élément s €
Ox(U) C [lyer Ap, on associe fi(s) € f,Oy(U) C [Toe 10y By défini par FH(s)q = f(s40)
ol on étend le morphisme f: A — B au localisé f: Ayq) — By de maniere naturelle. Ceci
définit bien un morphisme f*. Vérifions & présent qu’il est local. En chaque point q € spec(A)
d'image p = f(q) = fvfl(q), le morphisme induit fc? A, — By est I'extension naturelle de f,

et elle envoie p sur f(p) C q, donc elle envoie pA, dans qB,.

On peut montrer que chaque morphisme d’espaces annelés de spec(B) vers spec(A) (munis
des faisceaux structuraux) provient d’'un morphisme d’anneaux de A vers B de cette maniére.
Il y a donc une bijection entre les deux types de morphismes, qui d’ailleurs respecte la
composition. Ceci explique pourquoi la définition de morphisme d’espaces annelés impose
que les morphismes sur les tiges soient locaux.

On est maintenant en mesure de définir la notion de schéma :

Définition 2.26. Un schéma est un espace annelé (X, Ox) admettant un recouvrement
ouvert U; tel que chaque U; muni de la restriction de Ox soit un schéma affine. On notera
souvent H°(X, Ox) I'anneau des sections globales Ox(X).

Un morphisme de schémas est alors un morphisme entre les espaces annelés correspon-
dants.

Les schémas affines fournissent évidemment des exemples de schémas. Une autre classe
de schémas sera définie dans la section suivante.

Remarque 2.27. Un morphisme de schémas f : X — Y induit des morphismes locaux entre
les anneaux locaux Ox , et Oy, pour chaque z € X et y = f(x) et donc un morphisme entre
les corps résiduels k(z) — k(y).

Définition 2.28. On dit qu'un schéma X est réduit si pour tout  dans X, Ox, est réduit
(c’est a dire qu’il n’admet pas d’élément nilpotent non nul).
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Proposition 2.29. Soit X un schéma. Alors X est réduit si et seulement si pour tout U
ouvert de X, Ox(U) est réduit.

Démonstration. Supposons que pour tout U ouvert de X, Ox(U) est réduit. Soit x € X ;
alors x est inclus dans un ouvert affine U = spec A avec A réduit. Si p est 'idéal premier
de A correspondant a z, il faut montrer que Ox, = A, est réduit. Or, si f/g est nilpotent,
il existe h € p et m > 1 tels que hf™ = 0, ainsi on a (hf)™ = 0 et donc hf = 0 car A est
réduit. Ainsi, f/g est nulle dans A,.

Réciproquement, supposons X réduit. Soit U un ouvert de X et f € Ox(U) nilpotent.
Alors pour tout z dans X, 'image f, de f dans la tige Ox, est nilpotente donc nulle.
Comme Ox est un faisceau, f est nulle. n

Remarque 2.30. Si A est un anneau, on sait que le quotient A,.q de A par son nilradical
est réduit. On a une surjection canonique A — A.q qui donne un homéomorphisme sur son
image spec A,.q — spec A. Les schémas spec A,eq et spec A ont le méme espace topologique
sous-jacent. On peut généraliser cette construction : pour tout schéma X, on construit un
schéma X,.q, équipé d’'un homéomorphisme sur son image X,.q — X, qui posséde le méme
espace topologique sous-jacent que X. On prend comme faisceau le quotient de Ox par N
ou N est le faisceau défini par U — N (U) ou N(U) est I'ensemble des s € Ox(U) telle
que s, est nilpotent pour tout x € U.

Définition 2.31. On dit qu’un schéma X est intégre s’il est irréductible et réduit.

On admettra les deux propositions suivantes (pour la démonstration, on pourra se reporter
a [Har10]).

Proposition 2.32. Soit X = spec A un schéma affine, alors X est intégre si et seulement
si A est intégre.

Si X est un schéma quelconque non vide, X est intégre si et seulement si Ox(U) est
integre pour tout ouvert U de X non vide.

Proposition 2.33. Soit X un schéma irréductible. Alors ’espace topologique X contient un
unique point générique 1. St de plus X est integre, anneau Ox, est un corps, appelé corps
des fonctions de X, qui est le corps des fractions de Ox (U) pour tout ouvert affine non vide U
de X.

Points d’un schéma

Définition 2.34. Soit S un schéma fixé. Un S-schéma (ou schéma sur S) est un schéma X,
muni d’'un morphisme X — S. Un morphisme de S-schémas est un morphisme X — Y qui
est compatible avec les morphismes X — S et Y — S, c’est a dire qu’on a le diagramme

commutatif suivant :
S

Quand X, Y sont des S-schémas, on notera homg (X, Y’) tous les morphismes de S-schémas
entre X et Y.

X Y
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Remarque 2.35. Quand S = spec(A) est affine, on abrégera souvent « spec(A)-schéma » en
« A-schéma ». Si X est un A-schéma, le morphisme A = H%(spec(A), Ogpec(a)) — H(X, Ox)
se prolonge en des morphismes A — Ox(U) pour tous ouverts U de X, ce qui fait de Ox un
faisceau de A-algébres.

Réciproquement, soit X un schéma tel que Oy soit un faisceau de A-algébres. On a
alors, pour chaque ouvert U C X et chaque point x € X, des morphismes ¢y : A — Ox(U)
et ¢p: A = Ox,. Posons f(x) = ¢;1(M,) : c’est un idéal premier de A, donc f définit
une application de X dans spec(A). Notons que f(z) est 'ensemble des éléments de A dont
I'image dans Ox , n’est pas inversible. Si a est un élément de A, alors f~*(D(a)) est 'ensemble
des z € X tels que ¢,(a) est inversible. C’est donc l'ensemble des z € X tels qu'il existe un
ouvert U C X contenant x et pour lequel ¢y7(a) est inversible. L’image réciproque f~1(D(a))
est alors I'union des tels ouverts U, donc est ouverte. On a donc montré la continuité de f,
et méme plus : f~1(D(a)) est recouvert par des ouverts U; comme précédemment. On a
donc, pour chaque i, un b; € U; qui est 'inverse de ¢y, (a). La restriction de b; a U; N U;
est l'inverse de qumUj(a), donc elle coincide avec la restriction de b; & cet ouvert. Ainsi on
a b € U dont la restriction a chaque U; est b;; et la restriction de b¢y(a) a chaque U; est
1, donc c’est 1. Ainsi ¢y (a) est inversible, donc ¢y s’étend en un morphisme fﬁD(a): A, —
Ox(f~Y(D(a))). On construit donc un morphisme de faisceaux f* qui avec f donne un
morphisme de schémas X — spec(A).

Définition 2.36. Soit k£ un corps. Un schéma de type fini sur k est un k-schéma qui admet
un recouvrement fini par des ouverts affines U; = spec A;, avec A; des k-algébres de type fini.

Définition 2.37. Le degré d'un point fermé x d’un schéma X de type fini sur & est le degré
de lextension k(z)/k. C’est un nombre fini d’aprés [1.10]

Proposition 2.38. Soient X un schéma de type fini sur un corps fini k et d un entier
naturel. Alors le nombre de points de x de degré au plus d est fini, majoré par s* avec s un
nombre ne dépendant que de X.

Démonstration. Comme X est recouvert par un nombre fini d’ouverts affines, on peut sup-
poser que X lui-méme est un spec A avec A une k-algébre de type fini. Le résultat découle

alors de [IL111 O

Définition 2.39. Soient A un anneau et X un A-schéma. Soit B une A-algébre. Un B-point
de X est un élément de homgye 4(spec B, X). On notera alors X (B) 'ensemble des B-points
de X (A étant sous-entendu).

Ezxemple 2.40. 1. Le cas de k un corps et L une extension de corps de k sera traité en
détail dans la partie [3]

2. Soit X = A}, = spec(R[T]). Il y a deux C-points de X dont 'image est x = (T?+1). En
effet, le corps résiduel de z est R[T]/(T? + 1), et les éléments de homgpecr(spec C, X)
qui envoient le point de spec C sur x sont uniquement déterminés par les morphismes
de corps résiduels homg 1o (R[T]/(T? + 1),C). Il y en a deux, ce qui donne bien deux
points. On peut voir ces deux points comme i et —i. On a bien tenu compte ici des
multiplicités, car dans I'espace topologique A}, on ne peut pas distinguer i et —u.
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2.4 L’exemple des Proj

Nous avons vu comment donner une structure de schéma affine a spec A pour tout an-
neau A. On va maintenant définir un schéma Proj B pour tout anneau gradué B, qui pourra
étre vu comme ’analogue des variétés projectives.

Soit B = -0 Ba un anneau gradué. Les éléments de By sont appelés les éléments
homogénes de degré d. Pour mieux visualiser les choses, on pourra considérer toute la suite en
prenant comme référence B = Az, ..., x,] avec A un anneau, B, étant alors les polynomes
homogenes de degré d. Un idéal I de B est dit homogene s’il est engendré par des éléments
homogenes. C’est équivalent a demander que I = @g>o(f N By), et dans ce cas (B/I) est
gradué, et on a (B/I); = By/(BaNI). On note By = @®4-0By4. On pourra remarquer que le
radical d’un idéal homogéne est homogéne.

Définition 2.41. On note Proj B I'’ensemble des idéaux premiers homogénes de B qui ne
contiennent pas B.

On va munir Proj B d’une structure de schéma. Dans le cas on B = k[xo,...,x,], es-
pace P} correspondra alors a Proj(k[zo, . . ., z,]). On comprend assez bien pourquoi il faut tra-
vailler avec des polynomes homogénes : dans l'espace projectif (xo, ..., z,) = (Azg, ..., Ax,)

pour tout A € k*. Ensuite, imposer la condition de ne pas contenir B, vient du fait
que (0,...,0) n’appartient pas a I’espace projectif.

La construction du schéma Proj B est trés analogue a celle de spec A. On définit la
topologie en prenant comme fermés les ensembles V. (/) pour I un idéal homogéne de B,
ou V, (I) est 'ensemble des p € Proj B contenant I. On a les mémes propriétés que dans le
cas des spectres :

Vi(By) =0 VD) UVi(J) = Vi(IJ) = V(I N J)
Vi({o}) =Proj B (\Va(L) = V2 (3 1,)

On utilise ici le fait que si I est un idéal homogéne ne contenant pas B, I est premier
si et seulement si pour tous a,b homogenes, on a ab € I = a € I oub € I. Les ouverts
principauz de Proj B sont les Dy (f) = {p € ProjB | f € p} pour f un élément homogeéne
de B. Les D, (f) forment une base de la topologie.

Remarque 2.42. Si on fait ’hypothése que B est engendrée en tant que By-algeébre par les
éléments homogénes de degré 1 (c’est par exemple le cas de Alxy, ..., z,| 'anneau gradué des
polynémes homogénes a coefficients dans un anneau A), alors les D, (f) avec f homogéne
de degré 1 recouvrent Proj B. En effet, I'idéal B engendré par les f de degré 1 est B, tout
entier. Ainsi, soit p € Proj B, alors B, € p, ainsi Zdegle(f) Z p, donc il existe f de degré
1 tel que f & p, ce qui signifie que p € D, (f).

On construit maintenant le faisceau structural Ox de X = Proj B, avec les mémes condi-

tions que dans le cas affine. Il faut les deux propriétés suivantes :

(i) La tige Ox,p en p est isomorphe a By, ot B, est 'ensemble des éléments homogénes
de degré zéro dans le localisé de B par rapport aux éléments homogénes non dans p.
De maniére plus explicite, ce sont les éléments de la forme a/b avec a et b homogénes
de méme degré et b & p.

19



(ii) L’anneau des sections Ox (D (f)) sur D, (f) est isomorphe a By qui est le sous-
anneau de By constitué¢ des éléments homogenes de degré 0, ou l'on a gradué¢ By
par deg(z/f*) = degx — kdeg f. Ainsi, B(y) peut étre vu comme 'ensemble des a/f"
avec a homogéne de degré N deg f.

Pour pouvoir définir le faisceau structural de X = Proj B, il nous faut d’abord regarder
les propriétés de la localisation sur Proj B.

Lemme 2.43. Soient B un anneau gradué et f un élément homogéne de degré > 0. Alors :

(a) L’application
w:p = (pBr) N By

est une bijection de D (f) surspec(By)). Un idéal homogéne I de B est inclus dans p
si et seulement si u(I) (que l'on définit comme u(p) en remplacant p par I) est inclus

dans u(p). On a en particulier (Vo (1)) =V, (u(1)).

(b) Si g est un élément homogéne de degré > 0 de B avec D, (g) C D, (f), alors on a un
homomorphisme canonique d’anneauz By — B, qui est un isomorphisme si D, (g) =

D, (f).

Démonstration. a) Montrons tout d’abord que u est bien définie. Soit p € D, (f), alors pB;
est un idéal premier de By, donc son image réciproque pBy N By par l'inclusion By — By
est un idéal premier de By (on rappelle que pBy N By n’est que 'ensemble des éléments
de pBy de degré zéro). Dans la suite, on note p : B — By le morphisme de localisation, qui
est compatible avec les graduations de B et de By.

Montrons la surjectivité de u. Soit r le degré de f et Q un élément de spec By). QBy
est alors un idéal homogéne de By (car les éléments de Q sont homogeénes de degré 0). Son
radical /OBy l'est donc aussi, et p := p~'(,/QBy) est un idéal homogene de B qui ne
contient pas f. En effet, cela vient du fait que 1 ¢ Q, si f appartient a /QBy, alors il
existe N > 0,k > 0,1 > 1,a,b € B avec dega = N deg f > 0, tels que a/f" € Q et

a b
SN
comme N + k + [ > 0, ceci implique que ab est inversible dans By donc en particulier a est
inversible dans By, ce qui impose que a est une puissance de f car dega > 0, et comme dega =
Ndeg f,onaa= f"etdonca/fN =1€ Q ce qui est absurde.

On remarque aussi que les éléments homogeénes de degré zéro de QB sont les éléments
de Q. Le point important est de montrer que /QDB est premier. Pour cela, on prend a, b
deux éléments homogenes de By tels que ab € QBy, alors (a” f~98)(b" f~4°8?) est homogene
de degré zéro et appartient & QBy, donc il appartient & Q. Comme Q est premier, on a
par exemple a"f~9°€% € Q et donc a” € QB; ce qui est ce qu’on voulait. Ainsi, p est
premier car c’est I'image réciproque de /QBy par p. De plus, u(p) = /QB;NB(y. Or, tout
élément r homogene de degré zéro dans /QB; vérifie : pour un certain k > 0, 2% € OBy
et 2¥ est homogéne de degré zéro, d’oit ¥ € Q ce qui veut dire x € Q, car Q est premier.
Finalement, u(p) = Q et u est bien surjective.

Pour montrer I'injectivité, on peut remarquer qu’il suffit de montrer la seconde assertion
de a), en effet si pour I, on prend un idéal premier q, alors par symétrie des roles de p et g,
on aurait u(p) = u(q) < p =q.

o fN+k+l —ab

fl
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Pour montrer la seconde assertion de a), on remarque que si p € D, (f) et I est un idéal
homogeéne de B avec u(I) C u(p), alors pour tout  homogéne dans I, on a (z7/f4%62%) € u([)
d’ou (z"/f8*) € u(p) C pBy, ceci implique que 2" € (pBy N B) = p. Et finalement, x € p
car p est premier.

b) Si Dy(g9) C Dy(f), on peut écrire g = fb avec b € B, et on peut supposer b
homogeéne quitte a le remplacer par 'une des ses composantes homogénes. On en déduit un
homomorphisme canonique B(y) — By, obtenu en envoyant a/f" sur ab™ /¢g"N. Si D, (f) =
D, (g) c’est un isomorphisme. Il suffit d’échanger les roles de f et g pour le voir. O]

Théoréme 2.44. Soit X = Proj B. Pour f homogeéne de degré > 0, on pose Ox(D,(f)) =
By et pour Di(g) C Di(f), on définit des morphismes de restriction Ox(Dy(f)) —

Ox(D4(g)) via le lemme[2.43, b). Alors

(a) La condition ci-dessus définit un faisceau Ox sur X, tel que pour tout f € B, l'espace
annelé D, (f) (muni de la restriction de Ox ) soit isomorphe a spec B(yy. En particu-
lier, Proj B est un schéma.

(b) La tige Ox, est isomorphe & By pour tout p de Proj B.

Démonstration. a) Remarquons d’abord que Proj B C spec B et que la topologie sur Proj B
est celle induite par spec B. En effet, si ¢ € B s'écrit ¢ = g9 + ... + gq avec g; € B,
alors V(g) NProj B = N, Vi (g;) donc D(g) NProj B = |J’_, D4 (g;) d’o le résultat vu que
les D(g) dorment une base d’ouverts de spec B.

On considére alors pour f homogéne de degré > 0, I'application u : D, (f) — spec By
définie au lemme D’aprés ce qui précede, cette application est continue vu que c’est
la restriction & Dy (f) C D(f) ~ spec By de 'application spec By — spec By associée a
Vinclusion B(yy < By. D’autre part, u est bijective et fermée d’aprés le lemme a) car
les V., (I) pour I idéal homogene forme une base des fermés de la topologie, 'application u est
donc bicontinue. Enfin, comme u est compatible aux restrictions, les conditions de recollement
pour Ox sont bien vérifiées sur I'ouvert D, (f) car elles le sont sur spec B(y) d’apreés le lemme
Comme les D, (f) forment une base de la topologie de X (ils sont stables par intersection
finie), on a bien un faisceau Ox sur X et par définition, la restriction de Ox a D, (f) fait
de D4 (f) un espace annelé isomorphe & spec By).

b) La tige Ox  est la limite pour f & p des Ox (D, (f)) = B(y). Ainsi, cette tige est By,
par le méme argument que dans la proposition [2.17] n

Remarque 2.45. 1. On n’a plus du tout Ox(X) = B pour X = Proj B. Par exemple,
si X = P} = Projk|xg,...,z,], alors on a un recouvrement de X par les ouverts
principaux D (z;) = speck[zo/z;, ..., xn/2;]. On voit donc que Ox(P}) = k.

2. On aurait aussi pu définir le faisceau Ox sur X = Proj B en prenant pour Ox(U) les
fonctions s : U — Hyep By vérifiant : pour tout p de U, s(p) € By, et au voisinage de
tout p de U, s provient d’un élément de B(y) pour un certain f.

2.5 Sous-schémas

Contrairement a la géométrie différentielle, le cadre des schémas de la géométrie algébrique
ne fournit pas de notion naturelle de sous-schémas. On ne pourra définir que les notions assez
distinctes de sous-schéma ouvert et fermé, qui correspondent en quelque sorte aux deux points

de la proposition
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Définition 2.46. Soit X un schéma. Un sous-schéma ouvert de X est un ouvert U de X
muni de la restriction du faisceau de Ox a U.

Une immersion ouverte est un morphisme de schémas X — Y qui induit un isomorphisme
entre X et un sous-schéma ouvert de Y.

Un sous-schéma ouvert U de X est un schéma. Pour vérifier ceci, il faut trouver un
recouvrement affine de U. On a un recouvrement de X par des spec(A4;). Chaque U Nspec(A;)
est un ouvert de spec(4;), donc s’écrit comme 'union d’ouverts principaux D(f;;). Il ne reste
plus qu’a remarquer que ces ouverts principaux sont affines, ce qui vient de la construction
des faisceaux structuraux qui donne D(f;) ~ spec((4;)y,, ).

Exemple 2.47. Si A est un anneau et f € A, le morphisme de schémas spec(Ay) — spec(A)
induit par A — Ay est une immersion ouverte sur D(f).

Pour un sous-schéma fermé, c’est plus compliqué : il n’y pas de structure canonique de
faisceau sur un fermé d’un schéma. On commence donc par définir les immersions fermées :

Définition 2.48. Une immersion fermée est un morphisme de schémas f: X — Y tel que :
1. L’application continue induite par f est un homéomorphisme de X sur un fermé de Y.
2. Le morphisme de faisceaux f*: Oy — f,Ox associé & f est surjectif sur les tiges.
Un sous-schéma fermé d’un schéma Y est une classe d’équivalence d’immersions fer-

mées i: X — Y ou l'on identifie deux morphismes (X, i) et (X', i) lorsqu’il existe un isomor-
phisme ¢: X — X’ tel que ¢/ o ¢ = 1.

FExemple 2.49. 1. Si A est un anneau et I est un idéal de A, le morphisme d’anneaux A —
A/I induit un morphisme de schémas f: spec(A/I) — spec(A). Comme on l'a vu, f
induit un homéomorphisme entre spec(A/I) et le fermé V' (I). De plus, pour p € V(I), le
morphisme fi: A, — (A/I)/(p/I) est surjectif. Ceci fait de spec(A4/I) un sous-schéma
fermé de spec(A). En particulier, en reprenant la remarque on voit qu’on a en
fait une immersion fermée spec(A,eq) — spec A et plus généralement une immersion
fermée X eq — X qui fait de X,.q un sous-schéma fermé de X.

Remarquons que les sous-schémas fermés spec(A/I) et spec(A/+/T) sont a priori diffe-
rents, mais on le méme espace topologique sous-jacent V(I) = V(\/I).

2. De méme qu’avec les spectres, si B est un anneau gradué¢ et I est un idéal homo-
géne de P, alors pour le morphisme canonique f: B — B/I d’anneaux gradués, on
peut définir une immersion fermée de Proj(B/I) vers Proj(B), dont I'application conti-
nue f: Proj(B/I) — Proj(B) est donnée par f(p) = f~(p). Cette immersion a pour
image le fermeé V. (1).

2.6 L’espace projectif
On travaille sur un corps k. Soit B I'anneau gradué k[xo,. .., x,].

Définition 2.50. L’espace projectif de dimension n sur k est P} := Proj(B).

De méme que 'espace affine A} est un analogue de k", la proposition suivante montre
que Pespace projectif est un analogue de (k"' \ {0})/k*.

Proposition 2.51. Les points fermés de Py sont en bijection avec k™™ \ {0} modulo Uaction
des groupes Auty k et k.
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Démonstration. Soit P un point fermé de P}, notons m 'idéal homogene de B associé. Quitte
a permuter des indices, on peut supposer que P € D, (xp). En gardant la notation du
lemme [2.43] I'idéal u(m) de A = k[z; /o, ..., 2, /7] est un point fermé de spec(A). 11 existe
donc a = (1,a4,...,a,) € k" tel que u(m) est I'ensemble des f € A qui s’annulent en a.
Soit m’ € Proj(B) l'idéal de B engendré par les polyndémes homogénes qui s’annulent sur
orbite de a sous l'action des groupes Auty k et k*. Alors m’ € D, (zg) et u(m) = u(m’),
donc comme u est une bijection, m = m’. O]

Le degré d’un point P € P} est le degré de l'extension k(P)/k. Comme le corps résiduel
est un objet local, le degré d’un point appartenant a un ouvert affine peut se calculer dans

cet ouvert affine. Ainsi, si P est un point correspondant a un (n + 1)-uplet a = (ay, ..., a,),
alors deg P = [k(a) : k].

Définition 2.52. Une variété projective sur un corps k est un schéma de la forme Proj(B/I)
avec I un idéal homogene de B = k[xo,...,x,]. C’est en particulier un sous-schéma fermé
de P}.

Une variété quasi-projective est un sous-schéma ouvert d’une variété projective.

2.7 Dimension

Théoréme 2.53. Soit X un schéma intégre de type fini sur k dont on note K le corps des
fonctions. Alors :

1. La dimension de X est finie et dim X = degtr; (K)
2. Pour tout ouvert non vide U de X, on a dim X = dimU

3. Pour tout point fermé P € X, on a dim X = dim Ox p

Démonstration. Chaque ouvert affine de X a le méme corps de fonctions que X d’aprés le
théoreme , donc a pour dimension degtr, (K) d’apreés le théoréme . Le premier point
découle alors de la proposition [1.4]

Le deuxiéme point découle du premier par le théoréme [2.33

Pour le troisiéme point, le deuxiéme permet de se ramener au cas ot X est affine, cas qui
est évident. O

Corollaire 2.54. Soit X un schéma de type fini sur k, pas forcément intégre, dont toutes les
composantes irréductibles ont la méme dimension. Alors pour tout ouvert non vide de U, on
a dim(U) = dim(X).

Démonstration. Les composantes irréductibles de X recouvrent X, donc il existe une com-
posante Y qui intersecte U. Munissons Y de sa structure de sous-schéma fermé réduit de X.
Comme Y est irréductible réduit de type fini, le théoreme[2.53]assure que dim(X) = dim(Y) =
dim(Y NU) < dim(X), donc dim(X) = dim(U). O

Ceci va nous permettre de caractériser les hypersurfaces projectives.

Définition 2.55. Une hypersurface de 'espace projectif P} est une variété en dimension n
dont toutes les composantes irréductibles sont de dimension n — 1.

Proposition 2.56. Les hypersurfaces intégres sont données par les Proj(B/(f)) ot f € B :=
klxo, ..., z,] est un polynome homogéne non constant.
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Démonstration. Soit Proj(B/I) une hypersurface intégre, avec I un idéal premier homogéne.
Prenons x € B\ I homogéne et irréductible non constant (x existe car I ne contient pas B ),
notons U = D (z). Alors si UNV,.(I) est non vide, toutes ses composantes irréductibles sont
de dimension n— 1 d’aprés le corollaire [2.54] D’apres [1.33] I'idéal u(I) de B,y (en gardant les
notations de est engendré par un élément f/2* ot f € B est un polyndéme homogéne
qui n’est pas multiple de z. Soit g € I homogeéne de degré d. On peut écrire

9 _af
zd ol gk
avec a homogeéne qui n’est pas multiple de . Comme af n’est pas multiple de z, k +1 — d
est négatif et donc g est dans l'idéal (f). Maintenant on sait qu'il existe h € I homogéne
et un entier [ tels que f/x* = h/z!. Comme f n’est pas divisible par z, [ — k est positif
et fa'=% =h € I. Or I est premier, donc f € I. Ceci montre que I=(f). ]

2.8 Reégularité d’une hypersurface, espace tangent

On part d’abord d’une hypersurface affine. Soient A = k[zy,...,z,], f un élément de A
non nul et z un point fermé de spec(A/(f)). Soit y le point fermé de A} correspondant & z,
d’idéal maximal m.

Notons E le k(y)-espace vectoriel k(y)™ et E* son dual. Soit D Iapplication de A dans E*
définie par

“~ OP
D(P)(t1,...,t,) = t;
( )( 1, ) ) Zzl 81‘1 (y>
« Classiquement », I’espace tangent en x de spec(A/(f)) se définit comme ker D(f). L’objectif
sera de traduire ceci de maniére plus « schématique ».
Notons M = m/(f) l'idéal maximal de A/(f) correspondant au point z. On a une suite
exacte de k(y)-espaces vectoriels

0— (f)/((f)Nnm?) = m/m* = M/M* =0

On a vu a la section que la restriction de D a m induit un isomorphisme de k(y)-espaces
vectoriels entre m/m? et E*. Appliquons alors D aux deux premiers termes : on obtient la
suite exacte

0—D((f) = E*—= M/M*—=0

Comme on travaille avec des espaces vectoriels, le passage au dual préserve l'exactitude (le
noyau du dual d’une fleche est I'ensemble des formes linéaires qui s’annulent sur 'image de
la fleche, I'image du dual d’une fleche est ’ensemble des formes linéaires qui s’annulent sur
le noyau de la fléche). On obtient la suite exacte

0+ D((f) < E <+ (M/M?*)* <0

Comme précisé plus haut, le noyau de la fléeche de gauche est ’ensemble des formes linéaires
sur E* qui s’annulent sur D((f)) (vu comme sous-espace de E*), c’est-a-dire les éléments
de E qui annulent les éléments de D((f)) (par l'isomorphisme naturel (E*)* ~ FE). Ceci
donne une injection de (M/M?)* dans E d’image ker D(f) (puisque D((f)) est le k(y)-espace
engendré par D(f)) : ainsi (M/M?)* se réalise comme P'espace tangent. Il ne reste alors plus
qu’une étape vers une caractérisation véritablement intrinséque, qui prend la forme du lemme
suivant (qu’'on admettra) :
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Lemme 2.57. Soient A un anneau et M un idéal maximal de A. Alors les A-modules M /M?
et M Ay /M?Ayr sont isomorphes.

Ayant en téte le théoréme on en vient donc naturellement aux définitions suivantes
qui généralisent les développements de la section :

Définition 2.58. Soit X un schéma. L’espace tangent de X en un point x € X est le dual
du k(x)-espace vectoriel M, /M2, ot M, est I'idéal maximal de Ox .. Il est noté Tx ..

On dit que X est régulier (ou lisse) en x si 'anneau local Ox, est régulier, c’est-a-dire
que dimy(z) Mg/ M2 = dim Ox, et on dit que X est régulier s'il est régulier en chaque point.

Remarque 2.59. Une immersion ouverte induit un isomorphisme d’espaces tangents, et une
immersion fermée induit une injection d’espaces tangents.

Remarque 2.60. On admet que la régularité d’un schéma se vérifie sur ses points fermeés (se
référer a [Harl(, 6.14] pour les détails).

Le développement ci-dessus montre que pour X = spec(A/(f)), 'espace tangent est entié-
rement fixé par U'injection (f)/((f)Nm?) — m/m?, c’est-a-dire par la valeur de f modulo m?;
et que I'espace tangent est de dimension n — 1 si cette valeur est non nulle, et de dimension n
sinon.

Dans le cas d'une hypersurface projective X = Proj(B/(f)) étudiée en un point x, on se
ramene au cas affine. On regarde I'immersion fermée i: X — IP;. Supposons que la coordon-
née xo ne s’annule pas en y = i(x); alors ¢ induit une immersion fermée spec(B,y)/(fo)) —
spec(B(z,)) entre des sous-schémas affines ouverts de X et P} respectivement (ou fo désigne
I'image de f dans B(,,)). L'inclusion de ’espace tangent en x de X dans celui de P} est alors
'inclusion de I'espace tangent de spec(B(y,)/(fo)) dans celui de spec(B(,)). ChOlSll" Tx »
parmi les sous-espaces de codimension au plus 1 de Tpp , revient donc au ch01x de fo mo-
dulo m? , (avec myo l'idéal de y dans spec(B(,))), c’est a dire au choix de f modulo m?
(avec my 1’1deal de y dans P}).

Remarque 2.61. Le développement de cette section étudie la régularité d’une hypersurface de
I’espace affine. Le raisonnement est le méme pour I’étude de I'intersection d’une variété affine
lisse X avec une hypersurface spec(k[zy,...,x,]/(f)). Ecrivons X = spec(A) ou cette fois-
ci A=k[xy,...,2,)/I, ot I est un idéal. L’intersection étudiée est alors spec(A/(f)) ot f est
la valeur de f modulo /. Remplagons également £ par T'x ,. Cette réécriture permet d’utiliser
exactement le méme raisonnement (mais ici le fait que D induit un isomorphisme entre m/m?
et (T'x ;)" provient simplement de I'hypothése de régularité sur X ; la section montrait que
cette hypothése s’appliquait a l’espace affine). Cela montre alors que I'intersection de X avec
une hypersurface spec(k[z1,...,2,]/(f)) est lisse en un point z si et seulement si f ¢ m2,
ot m2 est I'idéal de x dans X.
De méme que ci-dessus, cette caractérisation est la méme dans un cadre projectif.

2.9 Notion d’Ox-module

Définition 2.62. Soit X un schéma. Un Ox-module (ou faisceau de modules sur X) est
un faisceau de groupes abéliens F sur X tel que pour tout ouvert U de X, F(U) soit
un module sur 'anneau Ox (U), avec de plus une compatibilité entre les applications de
restriction F(U) — F(V) et Ox(U) - Ox(V)siV C U.

25



Un morphisme d’Ox-modules est un morphisme F — G de faisceaux tel que pour tout
ouvert U de X, le morphisme de groupes F(U) — G(U) soit un morphisme de Ox(U)-
modules. On définit aussi la notion de sous Ox-modules et de quotient de O x-modules.

Pour deux Ox-modules F et G, on appelle F ®p,, G le faisceau de modules sur X associé
au préfaisceau U — F(U) @0, @) G(U) (voir pour la définition). Sa fibre en un point P
est Fp ®oy p 9p-

Proposition 2.63. Soit F un préfaisceau sur un espace topologique X. Alors on définit un
faisceau F* sur X en prenant pour F+(U) l’ensemble des applications s : U — ey F, telles
que pour tout x de U, s(x) € F, et d’autre part s coincide avec une section de F au voisinage
de x. Le faisceau F* vérifie (F1), = F, pour tout x € X et il est équipé d’un morphisme de
préfaisceau F — F+ vérifiant la propriété universelle suivante : tout morphisme de F dans
un faisceau G s’étend de maniére unique en un morphisme de faisceaur F — G.

Définition 2.64. Soit X un schéma. Un faisceau d’idéaux sur X est un sous Ox-module du
faisceau structural Ox.

Soient A un anneau et M un A-module. On pose X = spec A.

Définition 2.65. On définit un Ox-module M sur X par le méme procédé que celui utilisé
dans la définition du faisceau structural Ox. En particulier, on a M(D(f)) = My = M ®4 Ay

pour tout f de A, et ]\Ajp =M, =M ®4 A, pour tout p de spec A.

Remarque 2.66. On construit bien un faisceau ainsi, car toutes les applications de restriction-
sont déja été définies. En effet, d’aprés la partie sur la construction de spec A, si D(g) C D(f)
alors on a un morphisme Ay — A, et ¢’est un isomorphisme si D(f) = D(g). On obtient donc
un morphisme de restriction My — M, et les propriétés de recollement sont bien vérifiées
car elles le sont pour le faisceau structural Oyx.

On peut traiter le cas analogue pour un anneau S = a0 9d gradué et M = &P a>0 Ma
un S-module gradué (c’est a dire Sy - M; C My.,;). On fait I'hypothése supplémentaire que S
est engendrée comme Sy-algébre par une famille finie d’éléments de S;. Typiquement S peut
étre le quotient de 'anneau gradué A[zo, ..., x,] avec Sy = A. On pose X = Proj S.

Définition 2.67. On définit un Ox-module M de la ‘méme maniere qu’on a défini Ox. En

particulier, M = M, pour tout p dans Proj S, et M D5y = My pour tout f élément
homogéne de S ou M) désigne le sous Sy)-module des eléments homogénes de degré
zéro du localisé de M par rapport aux elements homogenes non dans p, et My désigne le
sous S(y-module des éléments de degré zéro du localisé¢ M.

Remarque 2.68. Ici aussi, il faudrait normalement montrer que définir M uniquement sur les
ouverts principaux suffit mais comme dans le cas de X = spec A, tout a déja été montré
précédemment lors de la construction du faisceau structural sur Proj S.

Définition 2.69. Soit X = Proj.S. Pour tout n € Z, on pose Ox(n) = (n), ou S(n) désigne
le module gradué S avec la graduation « décalée » suivant la formule S(n); = S,4q4. Pour
tout Ox-module F, on définit de la méme maniére F(n) = F ®o, Ox(n).

Ezemple 2.70. Si on prend S = k[zo, ..., x,], alors X = P} = Proj S et on a :

HY(X,0x(d)) =S,
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Proposition 2.71. Soit Y une sous-variété finie de P} (c’est-a-dire, ici, que 'espace sous-
jJacent est fini). Alors pour tout entier naturel d, les anneaur H°(Y, Oy (d)) et H°(Y, Oy) sont
isomorphes (mais de maniére non canonique).

Démonstration. Si F est un faisceau sur l'espace discret Y, alors F(Y) est le produit des F(P)
sur les points P de F. Cela nous raméne au cas ou Y est réduit a un point, qui correspond
a un idéal homogeéne maximal m de S = k[zo, ..., z,]. On peut alors écrire Y = Proj(S/I)
ou [ est un idéal homogéne de S dont le radical est m. Soit j tel que z; ne s’annule pas en Y.
Alors z; est inversible modulo m, donc aussi modulo m* pour tout entier naturel k, d’aprés le
lemme de Hensel. Comme le radical de I est m, une des puissances de m est contenue dans I.
Ainsi x; est inversible modulo 1.

L’application de S dans S(d) définie par f — x;-l f induit alors un isomorphisme de S/I
dans S(d)/I(d) = (S/I)(d). O

3 La fonction zéta de HASSE-WEIL

A chaque variété sur un corps fini, on peut associer une fonction analytique, la fonction
zéta de Hasse-Weil, qui présente des propriétés similaires a la célébre fonction zéta de Riemann

)= J[ a-p"

p premier

On présentera ici les définitions et propriétés dont nous aurons besoin, qui sont tirées de
[Mus11].

3.1 Quelques préliminaires

Soit k = IF,. On dit qu'un schéma X est une variété sur k si c’est un k-schéma de type
fini.

Soit X une variété sur k. On va éclaircir la notion de K-points, avec K une extension
algébrique de k (ce qui est le seul cas que I'on considére). On a par la définition m

X(K) := homgpec ks (spec K, X)

Or on a vu qu'un morphisme de schéma entre spec K et X est la donnée de deux applica-
tions (f, fy), avec f :spec K = {(0)} — X et de f; : Ox — f.Ogpec - Ceci revient donc a se
donner un point fermé x € X et un k-morphisme k(z) < K. Ainsi, X (K) se réécrit :

Proposition 3.1. Si K est une extension algébrique de k, alors

X(K) = | | homy_ug(k(z), K)

xEXcl

avec X l'ensemble des points fermés de X.
En particulier, X (k) est l’ensemble des points fermés x de X de corps résiduel k.

On en déduit alors le résultat suivant :
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Proposition 3.2. 5i K est une extension de degré v de k, alors :

En effet, il ne peut avoir un morphisme de corps k(z) — K que si deg(x) = [k(z) : k]
divise [K : k] = .

De plus, si on note deg(x) = e avec e divisant r, alors on a une action transitive du groupe
de Galois G(Fr, ) >~ Z/rZ sur homy,_,(k(z), ') donnée par la composition a gauche car on
travaille avec des morphismes de k-algébres. Le stabilisateur de chaque élément est isomorphe
a G(Fy,Fge). On en déduit donc par I’équation des classes que :

[ homy g (k(), K)| = ¢
et on a alors le résultat suivant :

Proposition 3.3. Si X est une variété sur un corps fini k et que K/k est une extension de
degré r alors

X ()| =) ex|{z € Xa|deg(z) = e} |

elr

En vertu de la proposition[2.38, ce nombre est fini et borné par r?s™ ou s est un nombre qui
ne dépend que de X.

Remarque 3.4. Si X est affine, en considérant une injection fermée X — A} défini par les
équations fi,..., f4, on trouve alors :

X(K)={ue K"| fi(u) =0,V1 <i<d}

Remarque 3.5. On note que | X (K)| ne dépend que du cardinal de K dés que K est fini.

3.2 La fonction zéta de Hasse-Weil

On est maintenant en mesure de définir la fonction zéta d’une variété :

Définition 3.6 (Fonction zéta de Hasse-Weil). Soit X une variété sur un corps fini k. On
pose Ny, = | X (F,m)| et on définit la fonction zéta de X par :

Z(X,t) =exp <Z %tm>

m>1

D’apres la remarque [3.5] et la proposition N,, est bien défini et la série a un rayon de
convergence non nul.

On peut donner une autre forme de la fonction zéta analogue a I’expression sous forme
de produit eulérien de la fonction zéta de Riemann.

Proposition 3.7. Pour toute variété X sur I, :

Z(Xx,t)= ] (1 —tttn=

zeX
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Démonstration. On note a, := |{z € X | deg(x) = r}| pour tout r > 1, alors le membre de
droite se réécrit [[2,(1—¢")~* (le produit converge bien). De plus, on sait par la proposition
que Ny, =), ra,. Passons maintenant au calcul de Z(X,?) :

log Z(X,t) =) %tm =) Y TZ’”tm

m>1 m2>1r/m
trl

=2 @) T

r>1 1>l
=Y (—a)log(1—t") = log(1 — ")

r>1 r>1
= log (Hu — tT)““)

r>1
et on obtient le résultat en passant a ’exponentielle des deux cotés de 1’égalité. O

Remarque 3.8. Si ¢ = (¢’)™ alors on peut définir sur X une structure naturelle de variété

1
sur F, et comme [k(z) : Fy] = m[k(x) : F ] on en déduit par la proposition que Z (X /F,,t) =
Z(X/F,,t™).

Remarque 3.9. Dans la derniére partie du mémoire, on utilisera la notation suivante : pour X
une variété sur I, on note :

(x()=Z(X,¢*) = [ A=q ") =exp (Z %q‘ms)

PeX

3.3 Quelques calculs et propriétés

Exemple 3.10 (Espace affine). Soit k = F, et X = A" il est clair que pour toute extension
finie k" de k, X (k') = (K')", ainsi :

Z(A" t) = exp (Z %tm>

m>1
= exp (—log(1 — ¢"t))
1
1—qmt

On va maintenant énoncer une proposition qui va nous aider a calculer la fonction zéta
de certaines variétés.

Proposition 3.11. 57 X est une variété sur F, et Y est une sous-variété fermée de X, alors
en posant U = X \Y, on a :

Z(Y,t) = Z(X,t) x Z(U,t)

Démonstration. On a de maniére évidente que | X (Fym)| = |Y (Fym)| + |U(Fym)| pour tout
m > 1. La propostion vient du fait que exp(u + v) = exp uexp v pour tout u,v € tQ[|t]]. O
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On peut maintenant calculer la fonction zéta de ’espace projectif :

Corollaire 3.12. La fonction zéta de l’espace projectif est :

1
Q-0 —qt)...(1—q)

Démonstration. On procéde par récurrence sur n :
Pour n = 0 : Pi = A est un espace constitué d’'un point et par I'exemple , on a
0 _ 1

Z([Py,,t) = -
Maintenant supposons la propriété vraie au rang n — 1 : On a une injection fermée

n—1 7 4 .
P, — Pg, donnée par :

Z(quat) =

(1 ... xp) 6]P’§q’1|—>(0:x1 Looiag) € PR
et le complémentaire de 'image de cette injection est {(1: 2y :...:x,)} qui est isomorphe
a A" par (1:ay:...:m2,) € PR = (21,...,2,) € A". On conclut finalement en utilisant
B.111 O

4 Le théoréme de BERTINI

4.1 La méthode du crible

La méthode introduite par Poonen dans [Poo04] pour étendre le théoréme de Bertini aux
corps finis est connue sous le nom de méthode du crible. Etudions d’abord un exemple d’une
application arithmétique de cette méthode.

La densité des entiers sans facteurs carrés

On définit la densité d’une partie A de N par :

4(A) = lim card(A N [0;n])

n—-+4o0o n + 1

Par exemple, la densité de kN est % ce que 'on peut interpréter comme « la probabilité qu’un
entier soit divisible par k est 1/k ».

On définit de méme les densités supérieures et inférieures en prenant la lim sup et la lim inf
dans la définition.

Calculons la densité des entiers sans facteurs carrés.

Un entier n est sans facteur carré si et seulement si pour tout p premier, p? ne divise
pas n. On sait de plus par le lemme chinois que les événements « p divise n » et « ¢ divise n »
sont indépendants. On s’attend donc & ce que la probabilité qu’un entier soit sans facteur
carré soit :

1
p({entiers sans facteurs carrés}) = | | (1 — —2),
p
peEP

et on va voir que c’est effectivement le cas. Mais I'argument d’indépendance ne tient plus
lorsque 'on considére une infinité de nombres premiers. On a donc recours a la méthode du
crible : on va considérer tous les nombres premiers < r avec r arbitraire, calculer la proportion
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des facteurs sans carrés pour ces nombres premiers < r et ensuite faire grandir r. Il faudra
montrer alors que 'erreur qu’on commet en omettant les grands nombres premiers tend bien
vers 0. Cela revient & établir que la densité supérieure des entiers qui sont divisibles par p?
pour un p premier grand est 0. Il faut donc montrer que :

(card {n < B | p* divise n pour un p > 7"}) _0
B !

lim lim sup
T30 Boo

ce que 'on prouve ainsi :

card {n <B ! p? divise n pour un p > r} < Z card {n <B | p? divise n}

p>r
p premier

= > B/

p>r
p premier

SZB/TLQ

n>r

SB/ 5
, X
= B/r

Il reste alors a diviser par B, prendre la limite lorsque B — oo, et enfin prendre la limite
lorsque 7 — oo ce qui donne bien 0.

Principe de la méthode

Dans 'exemple ci-dessus, la propriété d’étre sans facteur carré s’est décomposée en une
collection de propriétés relatives a chaque nombre premier, ces propriétés étant indépen-
dantes. On a alors pu faire un crible : on commence par supprimer les entiers qui ne vérifient
pas la propriété en 2, puis, parmi ceux qui restent, les entiers qui ne vérifient pas la propriété
en 3, puis en 5, puis en 7, et ainsi de suite. L’enjeu était alors de montrer que le calcul naif
passe correctement & la limite.

Pour démontrer le théoréme de Bertini sur un corps fini, on aura recours au méme genre
de méthodes : on a une propriété géométrique des polyndémes, et cette propriété se décompose
en des propriétés locales en les points (fermés) du plan. Le crible ne porte alors plus sur les
nombres premiers, mais sur les points.

4.2 Comptage des courbes lisses du plan affine
On définit la densité d’une partie P C F [z, y| par :

. card (PNF,[x,y]<q)
_ l q Y =
IU’(P) d*l}}:loo card IFq [$7 y] <d

et on définit la densité supérieure de la méme maniére en utilisant la lim sup. On a alors le
résultat suivant :

Théoréme 4.1. Si P est l'ensemble des f € F,[x,y] tels que {f = 0} est lisse en tous les
points fermés de A2, (ici on précise lisse de dimension 1, c’est a dire 0 & P), alors

W(P) = Ca2(3)7"
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D’apres les calculs de la partie , cette valeur vaut <=2,
La démonstration suit un crible sur les points fermés. Ces points fermés seront répartis
en trois catégories, suivant leur degré (faible, moyen, haut).

Les points de faible degré

Soit r > 0, on définit P, comme 'ensemble des f € F,[z,y| tels que f soit lisse en tout
point P fermé de degré < r de A2

Lemme 4.2. On a

deg P<r

Démonstration. Soient mp C IFy[x,y] 'idéal maximal correspondant a P et I := [ ., po, M-
Remarquons que :

1. f appartient & P, si et seulement si 'image de f par le morphisme :

F,|z,
Folr.glea % ] Fol

m
deg P<r P

est non nulle en chaque facteur.

2. Pour d assez grand, le morphisme ¢, est surjectif. En effet, le lemme chinois nous
autorise a voir ¢4 sous la forme

F
Bl y]sa % D00

et si Vy =Imepg, ona Vi, = Vy+2Vy+yVy, donc la suite V; est strictement croissante
pour 'inclusion puis elle stationne car le F,-espace vectoriel Fq{f’y} ~ [] Falow] oot de
mp

dimension finie (d’aprés [1.39)).
D’apres ces deux remarques et le résultat [1.39, on a pour d assez grand

u(P,) = H (1 _ q—3degP)

deg P<r

Les points de degré moyen

On pose :

Q, = U {f € Fylz,yl<a

d

il existe P tel que r < deg P < d/3
en lequel {f =0} n’est pas lisse

Lemme 4.3. On a
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est sur-

Démonstration. On sait par la preuve du lemme précédent que Fy |z, y|<q — [Q’y}
m%,

]Fq[zvy}

jective pour d > dim = 3deg P . Ainsi, la densité des éléments de F [z, y]<4 qui sont

m?,
dans m% est ¢ 398" Ainsi :

i(Q,) <limsup Y g 2%=”

d—+oo r<deg P<d/3

et le terme de droite tend vers 0 lorsque r — +00 car Y p oo ferme @ 87

effet :

converge. En

Z 73degP Z Ceq

Ppoint fermé

avec ¢, le nombre de points fermés de A? de degré e, qui vérifie ¢, = O(¢*) d’apres|(1.11} [

Les points de haut degré
On définit :

R = U {f € Fylz,y]<a

Lemme 4.4. On a u(R) =0

il existe un point P tel que deg P > d/S}

en lequel f = 0 n’est pas lisse

Démonstration. Avant de commencer , il est important de noter que :

(d+1)(d+2)

> — O(d?)

dimIFq IE‘q ['177 y]éd =
St fo, 91,92, h sont choisis aléatoirement dans Fy[v,y]<d, Folz, yl<@-1)/p, Folt, yl<@-1)/p;
Fqlx, yl<q/p respectivement (p étant la caractéristique de F;), alors

fi=fotzgi +ygy +h"

est un polynome choisi aléatoirement dans F,[x,y|<s. Montrons ce fait : comme p est la
caractéristique de IF,, application ¢ : (fo, g1, g2, h) — fo+ g7 + g5 + h? est linéaire entre deux
espaces de dimension finie sur F,. Donc pour tout f € F [z, y]<q, card ¢~ ({f}) = card ker ¢.
La loi est donc bien uniforme et on peut générer f ainsi. Ceci nous permettra de découpler
les dérivées partielles de f :

e Tout d’abord : Si fj est fixé, la probabilité conditionnelle sur g; que dim {% = O} =1
est 1 — o(1) quand d — oo, et ce uniformément en fy. En effet, on a :

o _on
8x_(9x+gl

Donc dim{% =0} ne dépend que de g; (ici fy est fixé), et cette dimension peut étre égale
a 0,1 ou 2.
of _

Remarque 4.5. L’équation Z af 0 + g7 d'inconnue g; a au plus une solution par unicité de
la racine p-iéme dans F,. C’est ce que nous utilisons dans la suite.
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Si dlm{d—f =0} =2 alors 2 7 = (0 ce qui donne au plus une valeur possible pour ¢;. Le
cas dim{ 8f = 0} = 0 est impossible car un polynéme non nul définit forcément une variété
de dimension 1. Ainsi :

0 1
P(dlm{ai 0}:1>:1_W:1_0(1)

e Supposons fy et g; choisis tels que dim {af = O} = 1, la probabilité conditionnelle sur g,

tel que dim { of — gg O} =0 est 1 —o(1) quand d — oo, uniformément en f; et g;.

Remarque 4.6. Ici, comme dans le cas précédent, 3 8f = a];) + g5 ne dépend que de g, car fy
est fixé; et cette équation d’inconnue g, a au plus une solution.

Remarque 4.7. Dire que dim {gi = ?)5 = } = 1 signifie que X = {af = 0} etY = {g_ch = 0}

ont une composante irréductible en commun de dimension 1, en effet X NY s’écrit comme
union de ses composantes irréductibles. Soit Z une composante irréductible de dimension 1
de X NY, alors Z C X donc Z est une composante irréductible de X. De méme, Z est une
composante irréductible de Y.

On va étudier g—i sur chaque composante irréductible de X. On écrit % sous forme de

produit de facteurs irréductibles :

of

ox
avec s < d — 1, les R; deux a deux premiers entre eux et irréductibles, on pose d; = deg R; .
Pour tout idéal a, on définit Z(a) = {P € A?| f(P) =0,Vf € a}. Soit a; l'idéal engendré
par R;;ona X =7 (g—i) = Z(a;)U...UZ(as). On montre aisément que Z(a) est irréductible
si et seulement si a est un idéal premier. Ici, les R; étant irréductibles, a; est bien un idéal
premier donc Z(a;) est une partie irréductible de A% et pour i # j , on a Z(a;) ¢ Z(a;);
par unicité c’est donc I’écriture de X en composantes irréductibles. Donc X et Y ont une

composante irréductible en commun si et seulement si g—g est divisible par un des R; (c’est-

a~dire 3—5 € (R;)). Il vient donc que :

(om {35 -0} e (O (e w)) < S (G rrem)

Soit ga0 (de degré au plus (p — 1)/d) une solution de %—’;? + 950 € (R;) (si elle existe). Alors
pour un gs quelconque, ‘% + g5 € (R;) si et seulement si gy — gb o = (g2 — g2,0)? € (), si et
seulement si g2 — g2 € (RZ) (car R; est irréductible donc (R;) est premier), si et seulement
s’il existe @ tel que go — gap = QR;, et alors () est nécessairement de degré au plus M —d;.
Tout ceci montre que

0 cardF, |z, 1) /p—d, (d7—di(3+2(d-1)/p))/2 < 4=d/p i 4. < =L
P | R; divise —f < ol Yl<@-v/p-a, _J) 4 <gq S? d; < >
dy card o[z, y]<(da-1)/p 0 sinon

— 5] Qe
= R .. R%

Cette étude permet d’avoir la borne uniforme désirée :

p(amld _9f =0p=1])<sq¢¥ <dg¥" ——0
or 0y d—o0
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e Enfin, si on fixe fy, g1 et go tels qu’ils vérifient les conditions précédentes, alors la

— Oz
degré supérieur a d/3 est 1 — o(1) lorsque d — oo, uniformément en fy, g1, go.
Pour montrer cela on utilise le théoréme de Bézout :

probabilité conditionnelle sur le choix de A tel que { f= 9f — g—i = O} n’ait pas de point de

Théoréme 4.8 (Bézout). Soit C, D deux courbes algébriques affines planes sur un corps k
algébriquement clos de degré m et n respectivement. Si les deux courbes n’ont pas de compo-
santes irréductibles en commun, alors le nombre de points d’intersection de C' et D comptés
avec multiplicités est mn.

Le choix de fy, g1 et go permet d’appliquer le théoréeme a C' = {% = 0} et D =

{g—i = }(Ici, le corps qu’on considére n’est pas algébriquement clos, le théoréme de Bé-
zout fournit donc une borne supérieure). Comme la multiplicité d’un point d’intersection est
au moins égale a son degré, il vient

> deg(P) < (d—1)°
PeCND
Il y a donc au plus M ol 3d points de degré supérieur a d/3 dans CND = {g—i = g—£ = }
Fixons un tel point P. On cherche a majorer la probabilité en h que f passe par P. On
peut appliquer le méme raisonnement que précédemment, si by est une solution particuliére
de I'équation f(P) = 0, alors h; est une autre solution si et seulement si hg — h; € mp, ainsi
I’ensemble des solutions est hy + mp. La probabilité vaut alors au plus

card(Fy [z, yl<a/p N mp)

card Fy [z, y]<a/p

D’aprés un raisonnement de la partie sur les points de faible degré (croissance en e puis
stationnement de I'image de la projection canonique F [z, y]<. — F [z, y]/mp), cette quantité
est majorée par ¢~ ™in(d/pdeg(P)) — o—d/p,

Remarque 4.9. Si la caractéristique vaut 2 (i.e p = 2), alors au lieu de majorer par g¥r il
faudrait majorer par ¢~ ™(#/24/3) — ¢=4/3 et on poursuit la preuve de la méme maniére.

Donc finalement, en regardant sur tous les points de C'N D de degré supérieur a d/3 :

P ({f = g—i = g—zjj = O} contient un point de degré > d/3> < 3(d ;i/i)Q/d dﬁoo> 0
Ainsi, on a bien
n(R) =0
O

Enfin, on a pour tout r > 0,

et quand r — oo,

et done :



4.3 Le théoréme de Bertini sur un corps fini

Nous passons maintenant au grand résultat de ce mémoire : le théoréme de Bertini sur
un corps fini. A l'origine, le théoréme de Bertini affirme entre autres que si X est une variété
projective lisse sur un corps algébriquement clos alors il existe un hyperplan dont 'intersection
avec X est lisse.

Comme nous le verrons dans la partie [5.1} ce théoréme tombe en défaut pour un corps
fini. La question que 'on se pose ici est de savoir s’il devient vrai lorsqu’on 'on ne cherche
pas a intersecter X avec un hyperplan mais avec une hypersurface. Pour y répondre, il nous
faut d’abord introduire quelques objets dont nous aurons besoin dans la suite.

Si k = F, est un corps fini, on pose S = F,[zo,...,x,]. On note alors Sy le F,-espace
vectoriel des polynomes homogénes de degré d et enfin Shomog = (U, > Sa- Enfin, pour tout f €
Shomog, on note H; le sous-schéma donné par Proj(S/(r)) C P". On définit la densité d'une
partie P C Shomog PAr :

W(P) = lim card(P N Sy)
d—+oo  card Sy
si la limite existe. On définit également 7i(P) et pu(P) en prenant respectivement la lim sup et
la lim inf dans la définition de la densité. On est maintenant en mesure d’énoncer le théoreme
de Bertini sur un corps fini. Celui-ci permet en particulier de répondre a notre question par
I’affirmative : on peut trouver des hypersurfaces qui intersectent notre variété de facon lisse.

Théoréme 4.10 (Bertini sur un corps fini). Soit X une sous-variété quasiprojective lisse
de P" de dimension m > 0 sur F,. Soit

P = {f € Shomog | Hf N X est lisse de dimension m — 1}

Alors u(P) = Cx(m+1)~%

Remarque 4.11. On retrouve en particulier le résultat que nous avons démontré dans le cas
du plan affine : X = A? est un sous-schéma lisse quasiprojectif de P? de dimension 2 sur F,
et on avait bien trouvé que p(P) = (42(3)7".

L’idée de la preuve est comme dans le cas du plan de regarder les polynomes par degré
croissant et d’enlever ceux pour lesquels Hy N X n’est pas lisse de dimension m — 1.

On peut généraliser ce que I'on a vu dans le cas du plan : la condition de régularité en
un point P fermé d’une fonction f ne dépend que des coefficients de Taylor d’ordre 1 de f
dans le corps résiduel de P, ce qui donne m + 1 conditions dans k(P). On s’attend donc
a ce que la probabilité d’étre lisse en P soit de 1 — g~ ™+ dee? ot lorsqu’on considére un
nombre fini de points, les conditions sont indépendantes (on le verra dans la preuve), donc
les probabilités se multiplient. On s’attend donc a ce que la probabilité que Hy N X soit lisse
de dimension m — 1 soit

[T (=g 00e) = Ce(m+ 1)

P fermé

Seulement la légitimité du produit infini n’est pas fondée. Cette difficulté se contourne de
la méme maniére que dans le cas du plan.

On démontre en fait une variante plus forte du théoréme de Bertini qui permet d’imposer
des conditions de Taylor sur la densité des fonctions qui nous intéressent.
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Expliquons donc d’abord ce qu’on entend par conditions de Taylor. Soit Z une sous-
variété finie de P", c’est & dire, ici, que 'espace topologique sous jacent de Z est fini.
Notons Pj, ..., Ps les points de Z (ce sont alors des points fermés). Les immersions ou-
vertes P; — Z sont des immersions fermées (Z est discret) qui se composent en des immersions
fermées ;: P, — P et on a HY(Z,0z) = H*(P,,0p,) & ... ® H(P,, Op,). Inversement, si
on a un nombre fini d’immersions fermées ¢;: P; — P" sur des points, les P; sont des spectres
d’anneaux A; et en prenant Z égal a spec(A; @...@ A;), les immersions ¢; se factorisent avec
les immersions P; — Z en une immersion fermée Z — P".

Soit f € Sy. Pour chaque i allant de 1 & s, soit j(i) le plus petit indice j tel que la
coordonnée z; soit inversible sur P; (c’est-a-dire P; appartient a louvert affine U; = D, (z;)).
Alors xj_(‘il) f est un élément de Opn(Uj(;)), donc s’envoie sur H(P;, Op,) par I'immersion
fermée ¢;. On note alors f|, I'élément de H°(Z, O) qui recolle ces morceaux.

Si pour chaque point P;, I'immersion ¢; est 'immersion Proj(S/ mfi), ou m; est I'idéal de S
correspondant & P; et k; est un entier positif, alors f|; représente les différentes valeurs de f
modulo mf La remarque explique pourquoi on appelle cela une condition de Taylor.

Théoréme 4.12 (Bertini avec des conditions de Taylor). Soit X wune sous-variété quasipro-
jective de P™ sur F,. Soit Z une sous-variété finie de P™, on suppose que U := X \ (Z N X)
est lisse de dimension m > 0. Soit T C H°(Z,0z). On pose

P ={f € Shomog | Hf NU est lisse de dimension m — 1 et f|, € T'}

alors
card T

H(P) = card HY(Z,Oy)

CU(m + 1)_1

Pour démontrer ce théoréeme, on reprend la preuve dans le cas du plan, en séparant les
points selon leur degré. On considére les points de degré faible, moyen puis élevé.

Les points de faible degré

De la méme maniére que dans le cas du plan, on pose une une application ¢4 qui restreint
les fonctions aux idéaux qui vont nous intéresser ici.

Soit A = Fy[z1,...,z,] Panneau des fonctions sur A" := {zy # 0} C P". On identifie Sy
avec I'ensemble A<, = {f € A| deg f < d}

Lemme 4.13. Soit Y un sous-schéma fini de P* sur un corps k, alors l'application
bq: Sq = H(P", Opn(d)) — H(Y, Oy (d))
est surjective pour d > dim H(Y, Oy) — 1.

Remarque 4.14. D’aprés la proposition [2.71], on peut aussi considérer que 'application ¢4 est
a valeurs dans H°(Y, Oy).

Démonstration. On admet ici que 'application ¢4 est surjective a partir de d assez grand.
On va en revanche montrer que, ce fait étant connu, nécessairement la suite est constante a
partir de dim H°(Y, Oy) — 1.

On veut déhomogénéiser les éléments de Sy pour avoir une application [Fy-linéaire de A<,
vers H°(Y, Oy). Pour cela, on note Y = {Y;,...,Y,} C P". On cherche alors une forme
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linéaire non nulle yo telle que pour tout i € [1,s], yo(ﬁ-) # 0 avec }7; un antécédent de Y;
par IFZ“ — P". 1l suffira ensuite de compléter yo en une base (yo, - .., y,) de (IFZ“)*.

Cela revient a se donner un hyperplan ne contenant aucun des 371-, on va raisonner par
cardinalité. Comptons le nombre d’hyperplans de IF’;“ : un hyperplan H est caractérisé
par H = ker ¢ avec ¢ une forme linéaire et ¢ est unique a homothétie prés. Or une forme
linéaire n’est rien d’autre qu’un polynéme homogéne de degré 1. On trouve donc ¢"t! — 1
formes linéaires non nulles et en tenant compte du fait que deux formes linéaires proportion-
nelles donnent le méme hyperplan, on obtient finalement en notant ¢, le nombre d’hyperplans

n—+1
de Fy™ que o

qg—1

Cq =
Donc ¢, ~ ¢" lorsque ¢ tend vers l'infini.

Maintenant, pour = € IFZ“ \ {0}, comptons le nombre b, d’hyperplans contenant z. On
peut supposer que la premiére coordonnée zy de x est non nulle. Une forme linéaire u qui
s’annule en x est alors entiérement déterminée par ses coordonnées uq, ..., u,. En retirant
la forme linéaire nulle et en quotientant par ¢ — 1, on trouve

et b, ~ ¢"! quand ¢ tend vers I'infini.

Finalement, il y a au plus sb, = O(¢""!) hyperplans passant par au moins un point de Y,
ainsi si on élargit F, (en prenant une extension finie F, de degré suffisamment grand) on
aura ¢, > b, et on trouve l'existence d’une forme linéaire y, (& valeurs F/) qui convient.

On a donc un changement de variables qui est un isomorphisme de F,-espaces vectoriels
entre Sy et un sous-Fy-espace de Fy[zo, . .., z,]<q, tel que 'image de xy ne s’annule pas sur Y.
On renomme (zo, ..., x,) 'image du (n + 1)-uplet (xy,...,z,) initial par le changement de
variables. En prenant xy = 1, on voit que ¢, peut étre vu comme une application d’une sous-
[F,-algeébre de Fy[zq,...,x,] isomorphe a A<; (qu’'on notera abusivement A,) vers B :=
H°(Y, Oy). Soit b = dim B, pour tout ¢ > —1, on note B; 'image de A<; dans B. Alors on
a0=DB_4C ByC By C...,etdonc B; = Bj;; pour un certain j € [—1,b — 1]. Comme
dans la partie précédente on peut exprimer By en fonction de By, :

Bjz = Bjsi + ) éa(2:)Bjo1 = Bj + Y ¢a(w:i)B; = Bji1.
=1 i=1

Ainsi on a B; = Bji1 = Bjio = ... et donc la suite (B;) est stationnaire. Comme on sait
qu’a partir d'un certain rang ¢4 est surjective, forcément la suite stationne en B. Donc ¢4
est surjective pour d > j et donc en particulier lorsque d > b — 1. O

Si U est un schéma de type fini sur F,, on pose U., 1’ensemble des points fermés de U de
degré < r. On définit de la méme maniére U-,.

Lemme 4.15 (densité des points singuliers de faible degré). Avec les hypotheses et notations
du théoréme, on pose :

P :={f € Shomog | Hf NU est lisse de dimension m — 1 en tout P € U., et f|, € T}
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Alors :

card T
M(Pr) — 1— q*(m+1)degP _
card HY(Z, Oy) Pl_U[O( )
Démonstration. On note U, = { Py, ..., Ps}. Soit m; I'idéal associé & P; et Y; le sous-schéma

fermé de U correspondant au faisceau d’idéaux m? C Oy, enfin soit Y = |JY;. Alors Hy N U
n’est pas lisse de dimension m — 1 en P; si et seulement si la restriction de f a Y; est nulle
d’aprés la remarque 2.61 Ainsi, P, N S, est I'image réciproque de

T x I (H(v;, 0x,) \ {0})

i=1

par 'application [F -linéaire

Ga: Sq = H’(Opn,Opn(d)) = H' (Y U Z,0yuz(d)) ~ H*(Z,Oz) x H H(Y;, Oy), (2)

=1

le dernier isomorphisme provenant de la proposition 2.71] Rappelons que cet isomorphisme
n’est pas canonique : il dépend d'un choix, en chaque point de Y U Z, d’une coordonnée x;
ne s’annulant pas en le point. Pour les points de 7, il faut choisir j minimal, de sorte que ce
choix coincide avec celui qui a servi a définir f|.

Par le lemme appliqué a Y U Z, on sait que ¢4 est surjective pour d assez grand,
d’ou :

card (T x [[:_,(H°(Y;, Oy,) \ {0})) card T 2

o _ 1— —(m+1)deg P;
n(Pr) Faes card (H°(Z,0z) x [[;_; H°(Y;, Oy;))  card H'(Z,Oy) g ( ! ) ’

car Panneau de fonctions H°(Y;, Oy;) a une filtration : 0 C m;/m? C Oy p,/m? = H'(Y;, Oy;)
dont les quotients sont des k(P;)-espaces vectoriels de dimension m et 1 respectivement. [

Les points de degré moyen

Comme dans la partie précédente, on cherche d’abord a calculer la proportion des fonc-
tions qui ne vont pas étre lisses en un point P de degré fixé :

Lemme 4.16. Soit U une sous-variété lisse quasiprojective de P" de dimension m > 0
sur Fy. Si P € U est un point fermé de degré e < miﬂ, alors la proportion des f € Sy telles

que Hy N U n'est pas lisse de dimension m —1 en P est g (e,

Démonstration. L’idée est toujours la méme : si m est 1'idéal associé a P sur U, les fonctions
f € Sy qui ne vont pas marcher sont celles telles que f € m?. On peut formaliser la situation
ainsi. Soit Y le sous schéma fermé de U correspondant & m2. Alors les fonctions f € Sy qui
nous intéressent sont celles du noyau de Papplication de restriction ¢4 : H(P", O(d)) —
H(Y,Oy(d)) = H°(Y,Oy). Maintenant, dim H°(Y,Oy) = (m + 1)e < d, donc d’apres le
lemme ¢q est surjective. On en déduit par le théoréeme du rang que la F,-codimension
de ker ¢4 dans S, est (m + 1)e, ce qui donne le résultat. ]

On est maintenant en mesure de montrer que la densité des points de degré moyen qui
posent probléme est nulle :

39



Lemme 4.17. Soit U une sous-variété lisse quasiprojective de P" de dimension m > 0 surlF,.
Posons

d
il existe P € U avecr < deg P < tel que HyNU
m

Q= J< f €S +1

d>0 n’est pas lisse de dimension m — 1 au point P

Alors
Q) = 0.

Démonstration. On utilise le lemme précédent et la majoration card U(F,m) < ¢¢®™ pour
un ¢ > 0 ne dépendant que de U. Cette majoration provient de [LW54].

[d/(m+1)]

< Z card {P € U, | deg P = e} ¢~ ™"V (par le lemme précédent)
[d/(m+1)]

< Z card U(F m)g~mt1e

< i qumqf(erl)e

_
=1

card(QI"Y N Sy)
card Sy

Ainsi, 7(Q™%) < ¢¢" /(1 — ¢~') qui tend vers 0 quand r tend vers U'infini. O

Les points de haut degré

Lemme 4.18. Soit P un point fermé de A" de degré e sur F,. Alors la proportion des
min(d+1,e)

fonctions f qui s’annulent en P est au plus ¢~ .

Démonstration. Soit evp : A<y — Fye la fonction d’évaluation en P. La preuve du lemme [4.13]
montre que dimr, (evp(A<y)) augmente strictement avec d jusqu’a stationner en e = dimg, .
On a donc pour tout d : dimg, (evp(A<q)) > min(d+ 1, e) et donc la codimension de ker(evp)
est au moins min(d + 1, e). O

Lemme 4.19. Soit U une sous-variété quasiprojective lisse de P" de dimension m > 0 surlF,.
On pose :

Qhaut — U {f € Sd

o n’est pas lisse de dimension m — 1 au point P

il existe un point P € Usq/ims1) tel que Hy N U}

Alors
ﬁ( Qhaut) — 0

Soit P un point fermé. Si on a montré le résultat pour deux ouverts V et W, alors le
résultat est vrai pour VUW. On peut donc supposer que U est un ouvert affine contenant P. U
est alors paramétré par un systéme de coordonnées locales t1,...,t, € A de A" autour de P
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tel que au voisinage de P, U soit donné par les équations ¢,,.1 = ... = t, = 0 et 'assertion
« f n’est pas lisse en P » soit équivalente & :

fP)=0.f(P)=...=0nf(P)=0

On n’expliquera pas ici comment se ramener a ce cas.

Ceci fait, on suit le modéle de la démonstration dans le cas du plan : soient 7 =
max;(degt;), v = [(d—7)/p|, et n = |d/p]. Sion choisit au hasard fy € A<q, g1,...,9m € A<,
et h € A<,, alors on génére aléatoirement tous les polynéomes de A<, par :

f=fo+dti+...+¢tm+hP

On peut donc calculer la probabilité que f ne soit pas lisse en P grace a ce découpage
qui permet de découpler les dérivées partielles. En effet, 0;f = 0;fo + ¢'0;t;. On va choi-
sir fo, 91, - - -, Gm, h chacun leur tour : pour 1 <1 < m, posons

On montre alors, comme dans le cas du plan, une série de lemmes permettant d’estimer
les probabilités conditionnées sur le choix des g;.

Lemme 4.20. Pour 1 < ¢ < m — 1, supposons que l'on ait choisi fo,q1,...,9; tels que
dim W; < m — 1. Alors la probabilité que dimW; 1 < m —i—1 est 1 — o(1), ot le o(1) ne
dépend que de U.

Démonstration. Sion appelle Vi, ...,V les F,-composantes irréductibles de dimension m — 4
de (W;)red, alors par une version généralisée du théoréme de Bézout (voir [Ful84, p. 10]),

[ < Cy(degdyif)...(degd;f) = O(d") lorsque d — oo

avec Cy une constante qui dépend uniquement de U.
Remarque 4.21. On notera que le O(d") ne dépend que de U.

Maintenant, soit k € {1,...,i}. Comme dimV}, > 1, il existe un j qui dépend de k tel
que la projection de la coordonnée z;(V}) soit une variété de dimension 1 (sinon si pour
tout j, x;(V%) est de dimension 0, alors Vj, serait de dimension 0). Il faut controler la taille
de I'ensemble :

Gr = {911 € A<y | 01 f = Oy fo + 9711 0isatisy est nul sur Vi, }

Or si g et ¢’ sont dans G, en prenant la différence et en divisant par 0;t;, on voit que g— ¢’
est nul sur V. Ainsi, si G n’est pas vide, en notant [, 'idéal de A<, des fonctions s’annulant
sur Vi, alors tous les éléments de Gy, ont la méme image dans A<, /I;. Donc la probabilité
pour que g soit dans Gy est 1/ card(A<,/I;). Or la codimension de [}, est plus grande que y+1
car tous les polynoémes en x; non nuls ne s’annulent pas sur V; et dimg, Fylz;]<, = 7 + 1,
ainsi card(A<,/I}) > ¢"*'. Donc la probabilité que ;41 f soit nulle sur 'un des Vj, est au
plus lg7 ! = O (d'q~4"7/P)) = o(1) lorsque d — oc. O

Remarque 4.22. Ici, on voit que la démonstration est trés similaire au cas du plan. En effet,
pour ne pas diminuer la dimension entre W; et W, il faut que {9;41f = 0} ait une compo-
sante irréductible en commun avec W;. On a alors utilisé & nouveau le théoréme de Bézout
pour borner le nombre de composantes irréductibles de WW; et utiliser un argument d’algebre
linéaire pour trouver le résultat.
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Lemme 4.23. Supposons que l’on ait choisi fo, g1, ..., gm de sorte que W, soit de dimension
0. Alors la probabilité que Hy N Wy N Usqjmyr) soit vide est 1 — o(1) lorsque d — oo, ol
le o(1) ne dépend que de U.

Démonstration. En réutilisant le théoréme de Bézout comme dans la preuve précédente on
obtient que card W, = O(d™). Pour un point P € W,,, 'ensemble H des h € A, pour

lesquels Hy passe par P est soit vide, soit un translaté du noyau de ker (evp : A<, — k(P)).
Si deg P > d/(m + 1), alors par le lemme ,ona

card H
— <q
card A<,

et 4

ou v =min(|d/p|] +1,d/(m+ 1)), ainsi :
P(Hy N Wy, N Usajmer) # 0) < card(W,,,)g™" = O(d™q™") = o(1) lorsque d — oo
car v croit linéairement en d. L]

On peut maintenant conclure la preuve du lemme [£.23 Soit f € S, choisi aléatoirement.
Les deux lemmes précédents montrent qu’avec probabilité [ [, (1—o(1))-(1—o(1)) = 1—o(1),
on a dimW; = m — ¢ pour tout i = 0,...,m et Hy N Wy NUsq/msr) vide. Mais Hy N W,
est la sous-variété de U définie par les équations f(P) = 01 f(P) = ... = O, f(P) = 0,
donc H;yNW,,,NUx q/(m+1) est exactement I’ensemble des points de HyNU de degré > d/(m+1)
ou Hy NU n’est pas lisse de dimension m — 1.

Preuve des théorémes
Preuve du théoréme[].19 : Par le lemme [£.15], on a

. cardT' 1
rlggoMPr) ~ card H(Z, Oz)CU(m+ Y

De plus, la définition des différents ensembles implique que P C P, C P U Q7Y U Qhevt,
donc 7(P) et u(P) different de p(P,) d’au plus f(Q*) 4+ m(Q ). Par les lemmes et
M4.17], on obtient :

. card T’
u(P) = lim p(P,)

_ -1
r—00 N cardHO(Z, Oz)CU(m+ 1> .

Preuve du théoréeme[].10. 1l suffit de prendre Z = () et T' = {0} dans le théoréme [4.12]. [

5 Applications

Avant de donner quelques applications du théoréme [£.12] faisons la remarque suivante :
I'appartenance d'un point fermé P € P" a une hypersurface Hy, la régularit¢ de Hy en P
ainsi que ’espace tangent peuvent étre exprimées par des conditions de Taylor. Cela parait
intuitivement clair ; une condition d’ordre 0 donne la « valeur » de f en P, relative a ’appar-
tenance de P a Hy, et une condition d’ordre 1 donne la valeur en P des dérivées d’ordre 1,
relative a I'espace tangent. Explicitons ceci.

42



Soit z; la plus petite coordonnée qui ne s’annule pas en P. Les propriétés que nous
cherchons a exprimer sont locales : on peut donc se restreindre a I’ouvert affine donné par x; #
0, qui est spec(A) ou A = k[x1/zj,...,x,/z;]. L'intersection de cet ouvert avec Hj est la
variété H, donnée par g := x;d f =0, ou d est le degré de f. Notons m’, 'idéal maximal
de A correspondant a P.

Alors H; passe par P si et seulement si H ; passe par P, si et seulement si g € m’. De
méme pour les propriétés d’ordre 1 : étant donné un sous-espace V' C Tpnp = Tipec(a),p
de codimension au plus 1, il existe d’aprés la section un élément v € A/m’3 tel que :
Tu, p= TH;], p =V si et seulement si la valeur de g modulo m’ﬁ est u et Hy est lisse en P si
et seulement si V' est de codimension 1, si et seulement si u est non nul.

D’apreés la discussion qui précéde I’énoncé du théoréme [£.12] ce sont précisément des
conditions de Taylor (non vides) pour le sous-schéma spec(A/m’3) de spec(A) C P", dont
I'espace topologique est le singleton {P}. Si I'on se donne plusieurs points Py, ..., P, alors
I'intersection de telles conditions de Taylor non vides en chacun des points P; se traduit
en une condition de Taylor globale sur 'union Z des Z; = spec(A;/m7 ) (vus comme sous-
schémas de P™), qui est non vide : en effet, les Z; forment une partition de Z en ouverts
(topologiquement), donc a chaque r-uplet de fonctions g; € HY(Z;, Oz) correspond une
unique fonction de H°(Z,Oy). On a donc montré le résultat suivant :

Lemme 5.1. S l’on se donne un nombre fini de points fermés de P™ avec, pour chaque point,
une propriété locale d’ordre 0 ou 1 (au sens défini ci-dessus), alors il existe un sous-schéma
fini Z de P et un sous-ensemble T C H°(Z,Oyz) non vide tel que

Vf € Shomogs flz € T <= Hj vérifie toutes les propriétés données

5.1 Optimalité du théoréme |4.10

Etant donnée une variété projective lisse X sur k, le théoreme [4.10] affirme existence
d’une hypersurface dont l'intersection avec X est lisse. C’est une sorte de généralisation
du « vrai » théoréme de Bertini, qui porte sur les corps algébriquement clos; seulement ce
dernier est beaucoup plus fort, puisque dans ce cas 'hypersurface peut étre prise de degré 1.
Le résultat suivant montre que l'on ne pouvait pas se permettre d’avoir, sur les corps finis,
une version moins faible du théoréme de Bertini que ne ’est le théoréme 4.10]

Théoréme 5.2. Soient k = F, un corps fini, n > 2 et d > 1 des entiers. Il existe une
hypersurface lisse X de P} telle que pour tout f € S;U...USq, HfNX n'est pas une variété
lisse de dimension n — 2.

Démonstration. Numérotons f1, ..., f; les éléments de S;U...US,;. Pour chaquei =1,...,,
choisissons un point P; € Hy, distinct des P; déja choisis (pour j < i) ; ¢’est possible car f; = 0
a une infinité de solutions dans k. En utilisant le lemme et en appliquant le théoréme
a P, on obtient f € Shomog vérifiant les deux conditions suivantes : (a) X := H; est lisse de
dimension n—1 sauf éventuellement en les P;, et (b) en chaque P;, 'espace tangent de X est un
hyperplan, qui en plus est égal a celui de Hy, lorsque cette derniére est lisse de dimension n—1
en P;. Alors X est une hypersurface lisse; et pour chaque i =1,...,d, X N Hy, n’est pas une
variété lisse de dimension n — 2 car son espace tangent en P; est de dimension n — 1. O
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5.2 Courbes remplissant 1’espace, variétés évitant ’espace

Sur un corps infini k, un sous-ensemble de k™ défini par un systéme d’équations polyno-
miales non nulles (une variété algébrique au sens classique) ne peut étre k™ tout entier : en
effet, un polynéme non nul donne lieu a une fonction polynomiale non nulle. D’autre part,
si k est algébriquement clos et les équations n’ont pas d’incompatibilité algébrique, alors le
Nullstellensatz affirme que la variété ne peut pas étre vide.

Ceci tombe en défaut lorsque k est un corps fini. Cependant, cela redevient vrai dans le
contexte des schémas : un systéme d’équations a toujours une solution et une non-solution
dans k™... mais on retrouve ces comportements si ’on borne le degré des points fermés que
I'on considére. L’objectif de cette section est d’expliquer ce point.

Théoréme 5.3. Soient X une sous-variété quasiprojective lisse de P" de dimension m > 1
sur F, et F' un ensemble fini de points fermés de X. Alors existe des hypersurfaces H et H'
de P™, l'une contenant F et l'autre [’évitant, telles que H N X et H' N X soient lisses de
dimension m — 1.

Démonstration. On cherche H et H' sous la forme H; avec f € Spomog, avec dans l'idée
d’utiliser le théoréme [4.12] Pour H’, les conditions de Taylor sont simplement de ne pas
passer par les points de F'. Pour H, on se fixe, pour chaque point P de F', un hyperplan Vp
de Tpn p ne contenant pas T'x p. Les conditions qu’on demande sur Hy sont alors de passer
par les points P de F' et d’y avoir Vp pour espace tangent ; ainsi, ’espace tangent de Hy N X
en P sera Vp NTx p, de dimension m — 1, donc H; N X sera lisse de dimension m — 1 en P.
D’apres le lemme , ceci se traduit par des conditions de Taylor (au sens du théoréme
non vides, ce qui permet de conclure. O

Corollaire 5.4. Soient X wune variété projective lisse de dimension m > 1 sur F,, F' un
ensemble fini de points fermés de X et | un entier entre 1 et m — 1. Alors il existe des sous-
variétés projectives lisses Y C X et Y' C X de dimension [ telles que F CY et FNY' = ().

Démonstration. On procéde par récurrence descendante sur [. L’initialisation est automa-
tique pour Y (on prend X), et elle est fournie par le théoérme pour Y. Pour I'hérédité :
supposons qu’on ait Y; et Y} vérifiant I’énoncé, avec [ > 1. Le théoréme fournit Y;_; conve-
nable; et pour Y, |, il suffit de prendre n’importe quelle sous-variété de Y, de dimension [ —1,
par exemple une fournie par le théoréme [4.10] O

Corollaire 5.5 (Courbes remplissant I'espace). Soient X wune variété projective lisse de

dimension m > 1 sur F, et E une extension finie de IF,. Alors il existe une courbe projective
lisse Y C X telle que Y (E) = X(E).

Démonstration. C’est une application du corollaire [5.4] avec | = 1 et F' ’ensemble des points
fermés correspondant & X (E), c’est-a-dire les points de degré divisant [E : F,| (d’aprés la

proposition . O

Corollaire 5.6 (Variétés évitant l'espace). Soient X une variété projective lisse de dimen-
sionm > 2 sur F,, E une extension finie de I, et | un entier entre 1 et m —1. Alors il existe
une sous-variété projective Y C X de dimension | telle que Y (E) = ().

Démonstration. Comme pour les courbes remplissant 1’espace, c’est une application directe
du corollaire avec I' I'ensemble des points fermés de X de degré divisant [E : F,|. O
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5.3 Singularités de dimension positive

Présentons ici une troisiéme application des résultats de Poonen. Ce ne sera pas une
application du théoréme de Bertini a proprement parler, mais plutot une conséquence de la
preuve.

Soit X une sous-variété quasiprojective lisse de P} de dimension m sur k& = F,. Etant
donné f € Shomog, notons (Hy N X)sne I'ensemble des points en lesquels Hy N X n’est pas
lisse de dimension m — 1. L’intersection de cet ensemble avec chaque ouvert affine est le lieu
d’annulation simultanée des %, ol fest la déhomogénéisation de f sur cet ouvert affine et
les z; sont les coordonnées déhomogénéisées, donc est fermé. Ainsi (Hy N X )gng est fermé.

Le théoréme montre que pour X non vide, la probabilité que (HN.X)sing soit non vide
est non nulle. En revanche, lorsque c’est le cas, ce fermé est presque siirement de dimension

zéro : c’est ce qu’on montre ici.

Théoréme 5.7. Soit X une sous-variété quasiprojective lisse de P} de dimension m > 0.
Notons
S = {f € Shomog | dim (Hy N X)ging > 1}

Alors u(S) = 0.
Démonstration. Si (Hp N X )ging est de dimension non nulle, alors il est infini (sinon il serait
discret donc de dimension 0). Il contient donc en particulier des points fermés de degrés aussi

grand qu’on veut. Ainsi, en reprenant les notations du lemme 4.19) S € Q"**. 11 suffit alors
de prendre U = X dans ce lemme pour avoir la conclusion. O

A Reésultats d’algébre

On énonce ici quelques résultats classiques d’algébre commutative. Les démonstrations
peuvent se trouver dans n’importe quel livre sur le sujet, par exemple [Lan05].

Théoréme A.1. Si A est un anneau factoriel (resp. noethérien), alors A[Xy,...,X,] est
factoriel (resp. noethérien).

Théoréme A.2 (Lemme de normalisation de Noether). Soit A une algébre de type fini sur
un corps k. Alors il existe un entier d et un morphisme injectif fini k[Ty,...,T;] — A.

Théoréme A.3. Soient A un anneaw commutatif unitaire et I un idéal de A. Le radical /T
de I est lintersection des idéaux premiers contenant I. En particulier, le nilradical de A
(’ensemble des nilpotents) est l'intersection de tous les idéauz premiers de A.

Références

[Ful84] William Fulton. Introduction to Intersection Theory in Algebraic Geometry. Number
no. 54 in Conference board of the mathematical science. Conference Board of the
Mathematical Sciences, 1984.

[Har10] David Harari. Géométrie algébrique. http://www.math.u-psud.fr/ harari/
enseignement/geoalg/cours.pdf, 2010.

[Lan05] Serge Lang. Algebra. Graduate Texts in Mathematics. Springer New York, 2005.

45


http://www.math.u-psud.fr/~harari/enseignement/geoalg/cours.pdf
http://www.math.u-psud.fr/~harari/enseignement/geoalg/cours.pdf

[LW54| Serge Lang and André Weil. Number of points of varieties in finite fields. American
Journal of Mathematics, 76(4) :819-827, 1954.

[Mus11] Mircea Mustatd. Zeta functions in algebraic geometry. http://www.math.lsa.
umich.edu/ mmustata/zeta_book.pdf, 2011.

[Poo04] Bjorn Poonen. Bertini theorems over finite fields. Annals of mathematics,
160(3) :1099-1127, 2004.

Pool4| Bjorn Poonen. Selmer group heuristics and sieves. http://www-math.mit.edu/
%
“poonen/papers/aws2014.pdf, 2014.

46


http://www.math.lsa.umich.edu/~mmustata/zeta_book.pdf
http://www.math.lsa.umich.edu/~mmustata/zeta_book.pdf
http://www-math.mit.edu/~poonen/papers/aws2014.pdf
http://www-math.mit.edu/~poonen/papers/aws2014.pdf

	Généralités sur les spectres
	Spectre d'un anneau
	L'espace affine
	Irréductibilité
	Dimension
	Régularité d'une courbe plane en un point fermé

	Généralités sur les schémas
	Notion de faisceau
	Le faisceau structural sur `39`42`"613A``45`47`"603AspecA
	Notion de schéma
	L'exemple des `39`42`"613A``45`47`"603AProj
	Sous-schémas
	L'espace projectif
	Dimension
	Régularité d'une hypersurface, espace tangent
	Notion d'OX-module

	La fonction zêta de Hasse-Weil
	Quelques préliminaires
	La fonction zêta de Hasse-Weil
	Quelques calculs et propriétés

	Le théorème de Bertini
	La méthode du crible
	Comptage des courbes lisses du plan affine
	Le théorème de Bertini sur un corps fini

	Applications
	Optimalité du théorème 4.10
	Courbes remplissant l'espace, variétés évitant l'espace
	Singularités de dimension positive

	Résultats d'algèbre
	Références

