ECOLE NORMALE SUPERIEURE 1ERE ANNEE
ANNEE 2017-2018 ALGEBRE 1

TD11 : Groupe symplectique, groupe orthogonal, groupe unitaire.

Exercices x : a préparer a la maison avant le TD, seront corrigés en début de TD.
Exercices xx : seront traités en classe en priorité.
Exercices x x x : plus difficiles.

Exercice 1 : x
Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
a) Montrer que tout endomorphisme de E admet un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.
b) Soit ¢ une forme quadratique définie positive sur E. Montrer que pour tout u € O(FE,q), il
existe une base orthonormée e de F, des entiers positifs r, s,t tels que n = r + s + 2t et des
réels 01,...,0, € R\ 7Z, tels que

I. 0 0 0
0 —IL 0 0
Mate (u) _ 0 0 R91 0 s
O O 0 Ret
\ N . cos) —sinf
ou Ry désigne la matrice < sinf  cosf )

c) En déduire que sous les hypotheses précédentes, SO(E, q) est connexe par arcs.

Exercice 2 :
Soit Fy un corps fini & g éléments, de caractéristique différente de 2. Soient n > 1,0 € Fyet e € Fy \]F;Q.
Notons S(2n,b), S(2n + 1,b) et S:(2n,b) les nombres respectifs de solutions des équations

ol —yi+ -+ ay —yn =0, (1)
ol —yi ot —yn T2 = b, (2)
i —yi + o +alk —eyl =b. (3)
a) Montrer
S(2n.b) - {qz:_i I,
q —q sib#0;
@ sib=0;

S@2n+1,0) = { ¢®" —q*  sib¢Fx?
"+ q" sibEIFqXQ;

2n—1 n n—1 :
" —q"+q si b= 0;

S:2nb) =90, 1 .
q +4q si b # 0.

b) En déduire

[020+1(Fg)l = 24" T (¢* - 1),

3 .
—_ =

05,(Fy)| = 2¢"" " V(g" — 1) [T (¢* - 1),

—

.
I

—_

05, (Fg)| = 2" V(g + 1) T] (¢* - 1).
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Exercice 3 : xx

Soit V' un R-espace vectoriel de dimension 3 muni de la forme quadratique définie positive f(z1, z2, z3) =
2% + 2% + 23. Le but de cet exercice est de montrer que SO(V, f) est simple. Soit N un sous-groupe
distingué non trivial de SO(V;, f).

a) Montrer que si N contient un renversement, alors N = SO(V, f).

b) Soit Ny la composante connexe de 'identité de N. Montrer que Ny est un sous-groupe distingué
de SO(V, f).

c) Montrer que N = {id} si et seulement si Ny = {id}.

d) Montrer que la fonction
P No — [_1) 1]

t —1
qgr— r(g;

est bien définie et continue.
e) Montrer qu'il existe g € Ny tel que ¢(g) < 0.
f) Montrer qu’il existe g € Ny tel que ¢(g) =0

g) Conclure.

Exercice 4 : *%

Soit V' un R-espace vectoriel de dimension n > 5 muni de la forme quadratique définie positive
f(z1,...,z) = 2% + -+ + 22. Le but de cet exercice est de montrer que PSO(V, f) est simple.
Soit N un sous-groupe distingué non trivial de PSO(V, f) et soit N le sous-groupe de SO(V, f) lui
correspondant.

a) Montrer que si N contient un renversement, alors N = PSO(V, f).

b) Supposons qu’il existe un sous-espace U de V de dimension 3 tel que N N SO(U, f|y) # {id}.
Montrer qu’alors N = PSO(V, f).

c¢) Conclure (on pourra considérer le commutateur d’un élément r € N \ {£id} ayant un vecteur
fixe non nul avec la composée de deux réflexions bien choisies).

Exercice 5 : *x
On note Zy) le sous-anneau de Q formé des rationnels & dénominateur impair. On note G = O3(Q).

a) Montrer que G C Matg(Z3))-

b) Pour tout n € N*, on pose G, :={A € G : 3B € Mat3(Z(s)), A = I3 + 2" B}. Montrer que G,
est un sous-groupe distingué de G.

Montrer que (), cn« G = {13}

Montrer que G1 & G et que G1 ¢ SO3(Q).

Montrer que pour tout n > 1, G, 41 g Gh.

Montrer que pour tout n > 2, G, C SO3(Q).

Pour tout n > 2, montrer que G, /Gpny1 = (Z/27)3.
Montrer que G/G; = Gs.

Montrer que G /G2 = (Z/27)*.

Comparer la structure de O3(Q) avec celle de O3(R).
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Exercice 6 : x*
Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et soient a, 8 € K*. On note (1,i,j,k) la base
canonique de K*, et on note H,, g I'unique structure de K-algebre sur K 4 définie par

1 est le neutre pour la multiplication, i2 = «, j2 =p,ij=—ji=k.

a) Définir la norme réduite N : H, 3 — K et la conjugaison H, 3 — H, 3.



Montrer que si K est algébriquement clos, alors H, 5 est isomorphe a Maty(K).

Montrer que Hy, g est une algebre a division (i.e. un “corps non commutatif”) si et seulement
si N est une forme anisotrope sur le K-espace vectoriel H, g.

Montrer que si K = Fg, alors H, g n’est pas integre.

Soient o, 3" € K*. Montrer que les K-algebres H, g et H,/ g sont isomorphes si et seulement
si les normes N et N’ associées sont des formes quadratiques isométriques.

Exercice 7 : **x*

Soient K un corps de caractéristique # 2, o, € K*. On note H := H, g (voir I'exercice 6 pour la
définition) et H* := {z € H: N(x) # 0}.

Pour tout ¢ € H* et z € H, on note Sy(x) := grqg~". On rappelle que 'on dispose de la norme N sur
H qui est une forme quadratique.

a)
b)

Montrer que pour tout ¢ € H* et tout x € H, N(S,(x)) = N(z).

Montrer que pour tout ¢ € H*, S‘IIK = idg et S4(P) = P, ou P := vect(s, j, k) C H désigne
I’espace des quaternions purs.

En déduire un morphisme de groupes s : H* — O(P, N) et montrer que son noyau est K*.

Montrer que pour tout p € P* := PN HX, s(p) est le renversement d’axe p. En déduire que
s(H*) =SO(P, N).

En déduire un isomorphisme H* /K* = SO(P, N).

On suppose a = B = 1. Montrer que N est une forme isométrique a la forme quadratique
(z,y,2) = 22 —y?—22 sur K3. Montrer que PGLy(K) = SO3(K, N) et PSLy(K) =2 Q3(K, N) :=
D(Os(K,N)).

Montrer que pour tout u € SO(H, V), il existe a,b € H* tels que u(z) = axb pour tout x € H.
Montrer en outre que N(a)N(b) = 1.

Montrer que pour tout u € O(H, N) \ SO(H, N), il existe a,b € H* tels que u(xz) = axb pour
tout = € H.

Notons U := {(a,b) € H* xH* : N(a) = N(b)}. Construire un morphisme de groupes surjectif
S:U — SO(H, N) et calculer son noyau.

On suppose a = 8 = 1. Montrer que N est une forme hyperbolique sur Mats(K) et que les
groupes PQu (K, N) := P(D(O4(K, N))) et PSLy(K) x PSLo(K) sont isomorphes.

Exercice 8 : **x*
Soient K = F,; un corps fini de caractéristique impaire et n € N*. On note PQE(K) le quotient du
groupe dérivé de O (K) par son centre.

2)
b)

)

d)

Déterminer O;(K), SO1(K) et PQy(K).
Montrer que OF (K) est isomorphe au groupe diédral D,_;. Identifier SO5 (K) et PQF (K).

En considérant le corps F
et PQ; (K).

42> montrer que O, (K) est isomorphe & Dyy1 et identifier SO, (K)

On suppose n = 3. On note V' le K-espace vectoriel des matrices 2 x 2 de trace nulle.
i) Exhiber une base naturelle de V' comme K-espace vectoriel.
ii) Montrer que GL2(K) agit naturellement sur V.
iii) En déduire un morphisme de groupes p : GL2(K) — GL(V) = GL3(K) que l'on explicitera.
iv) Montrer que Ker(p) = K*I5.
v) Montrer que pour tout A € GLy(K), det(p(A)) = 1.
vi) Vérifier que le déterminant définit une forme quadratique non dégénérée sur V.
vii) En déduire des isomorphismes PGLg(K) = SO(V,det) = SO3(K).
viii) Montrer que 1'on a des isomorphismes PGLa(K) x {£1} = O(V,det) = O3(K).



ix) Montrer que PQ3(K) = PSLy(K).
e) On suppose n = 4. On note W := Maty(K), et pour tout M € W, on note Q(M) := det(M).
i) Montrer que @ est une forme quadratique sur W qui est somme de deux plans hyperboliques.
ii) Montrer que GL2(K) x GLy(K) agit naturellement sur W.

iii) Soit A, B € GLy(K). Montrer que 'action de (A, B) sur W préserve @ si et seulement si
det(A) = det(B), et que cette action est triviale si et seulement s’il existe A € K* tel que
A= B=\.

iv) En déduire un morphisme de groupes injectif i : ((SLa(K) x SLa(K)) x K*) /K* — O(W, Q),
ou l'on explicitera le groupe de gauche.

v) Montrer que (Im (i),T) = O(W,Q), ou T : W — W est défini par T(M) := ' M et décrire
SO(W, Q).

vi) En déduire que PQJ (K) = PSLy(K) x PSLo(K) si |K| > 3.

vii) Décrire PQj (F3).

Exercice 9 : *xx*
Soit K un corps de caractéristique # 2, V un K-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme
quadratique sur V.

a) On note I(q) I'idéal bilatere de T'(V') engendré par les éléments de la forme v®v—g(v) pour v €
V. On pose C(q) :=T(V)/I(q). Montrer que C(q) est une K-algebre, canoniquement isomorphe
a /\ V comme K-espace vectoriel, et admettant une décomposition C(q) = C(q)T®C(q)~ définie
par le degré des éléments de T'(V).

Vérifier C'(q)" est une sous-algebre de C(q).
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Montrer que dimg C(q) = 2™ et donner une base de C(g) comme K-espace vectoriel.
Montrer que V se plonge naturellement dans C(q).

Calculer C(q) lorsque K = R, dimg(V) < 2. Généraliser au cas ou K est quelconque et
dimg (V) < 1.

f) Calculer le centre de C(q).

g) On note a := idg g+ ® —idg(g)- € GLk(C(g)) et pour tout x € C(q)*, pr € Endk(C(q))

défini par p, : 2z — a(z)zz~!. Montrer que cela définit un morphisme de groupes p : C(¢q)* —
GLk(C(q))-

h) On note I'(V, q) := {z € C(q)* : pz(V) C V}. Montrer que I'(V, q) contient les vecteurs non
isotropes de (V, q).

i) On suppose ¢ non dégénérée. Montrer que Ker(p) = K*.

j) Montrer qu'il existe un unique t € GLk(C(q)) tel que t), = idy et t(xy) = t(y)t(z) pour tout
z,y € C(q).

k) Pour tout z € C(q), on pose T := t(a(x)). Montrer que la formule N(z) := 2T définit une
application N : C'(q) — C(q) induisant un morphisme de groupes N : I'(V,q) — K™*.
1) On suppose ¢ non dégénérée. Montrer que Im (p) = O(V q).
m) On suppose ¢ non dégénérée. Montrer que I'on dispose d’un morphisme naturel 6 : O(V, q) —
n) On suppose g non dégénérée et isotrope. Montrer que 6 : SO(V, q) — K*/(K*)? est surjectif.

0) On suppose ¢ non dégénérée. On note Pin(V,q) := Ker(N) = {g € I'(V,q) : N(g) = 1} et
Spin(V, q) := {g € Pin(V, q) : det(p(g)) = 1}. Montrer que 'on a des suites exactes de groupes :

1 {£1} = Pin(V,q) & O(V,q) & K*/(K*)?

et
1 — {1} — Spin(V, q) & SO(V,q) & K*/(K*)2.



p) On suppose K = R et ¢ non dégénérée et non définie. Montrer que 6 : SO(V,q) — K*/(K*)?
est surjective.

q) Montrer les isomorphismes suivants : Spin, (C) = C*, Sping(C) = SLa(C), Spiny (C) = SLy(C) x
SL2(C), Spins(C) = Spy(C), Sping(C) = SL4(C), ainsi que Spiny(R) = Uy(C), Sping(R) =
SUQ(C), Spin4(R) = SU2 ((C) X SUQ((C)

Exercice 10 :
On considere V = F§ muni de la forme bilinéaire z - y = Z?:1 z;y;. On note g := (1,...,1) € V.

a) Donner la définition des groupes Sp,,(K) lorsque K est un corps de caractéristique 2.

b) Montrer que W := xOL /g est naturellement muni d’une forme bilinéaire alternée non dégénérée.

)
¢) En déduire un morphisme naturel &g — Sp,(F2).
d)

Conclure que Spy(F2) = Sg.

Exercice 11 : xx %

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et soit m > 3. On munit V = K?" de la forme
bilinéaire alternée usuelle B; on note Sp,,,(K) le groupe symplectique correspondant. Soient s,t €
Spom (K) des involutions.

1
a) Montrer qu’il existe une décomposition V = E(s) & E_(s), ou E4(s) et E_(s) désignent les
espaces propres de s associées aux valeurs propres 1 et —1, respectivement.

b) En déduire une bijection entre ’ensemble des involutions de Sps,, (K) et Pensemble des sous-
espaces non dégénérés de V.

On dit que 'involution s est de type (2r,2m — 2r) si U'espace E,(s) est de dimension 2r. On parle
d’involution extrémale pour une involution de type (2,2m — 2) ou (2m — 2,2). Dans ce cas-1a, on note
Es(s) lespace E4(s) de dimension 2.

c) En considérant les familles commutatives maximales d’involutions conjuguées dans Sp,, (K),
montrer que tout automorphisme de Sp,,,(K) envoie une involution extrémale sur une involu-
tion extrémale.

On dit que des involutions extrémales s et ¢ forment un couple minimal si on a dim(FE2(s)NEa(t)) = 1.
Si S C Spy,,(K) est un ensemble d’involutions extrémales, on note C(S) Iensemble des involutions
extrémales qui commutent & tout élément de S.

d) Montrer que s et ¢ forment un couple minimal si et seulement si (st # ts et pour tous s',t' €
C(C({s,t})) avec s't' At's" on a C(C({s,t})) = C(C({s',t'}))).

e) Déterminer les ensembles maximaux I d’involutions extrémales tels que toute paire d’éléments
de I forme un couple minimal ou commute.

Soit n > 3. Une application ¢ : K™ — K™ est dite semi-linéaire s’il existe un automorphisme de corps
0 : K — K tel que ¢ soit 6-linéaire, c’est-a-dire :

e On a ¢(v+v') = ¢(v) + ¢(v'), pour tous v,v" € K"
e On a ¢(Mv) = 0(\)é(v), pour tout v/ € K™ et tout A € K.

L’ensemble des applications semi-linéaires inversibles forment un groupe, noté I'L,, (K) et appelé le
groupe des transformations semi-linéaires de K.

On admet le théoreme fondamental de la géométrie projective, qui est I’énoncé suivant : soit ¢ :
P"(K) — P"(K) une bijection telle que trois points Ai, Aa, Az de P"(K) sont alignés si et seule-
ment si ¢(A1), p(A2), p(As) le sont. Alors il existe un automorphisme de corps o : K — K et une
transformation o-linéaire v € T'L,+1(K) telle que ¢ soit induite par .

On définit enfin I'Sp,,, (K) comme le sous-groupe de I'Lg,, (K) des éléments préservant la forme B.



f) Montrer que tout automorphisme de Spy,,(K) est de la forme x + aza™! pour un certain
élément a € I'Spy,, (K).

Exercice 12 :
Déterminer les groupes unitaires, orthogonaux et symplectiques en dimension 1 et 2.

Exercice 13 : x %%
Soient p un nombre premier impair, f > 1 et ¢ = p/ . Soit b la forme sur (qu)?’ X (Fq2)3 définie par
b(u,v) = ugvd + ugvd + ugv]

a) Déterminer I’ensemble A des droites isotropes de b. Quel est le cardinal de A?

b) Notons (e1,e2,e3) la base canonique de (F2)®. On définit aussi les éléments tq 5 et hy 5 de
PU3(FF,2) correspondant respectivement aux matrices

1 -8 « Y 0 0
0 1 B | el 035 o0
0 0 1 00 ¢

avec les conditions 6'79 = 1, v # 0, a + a9 + B1+9 = 0. Déterminer le stabilisateur de e; dans
PU3(F2) et montrer que T := {tap | a +af + B4 = 0} en est un sous-groupe distingué.

c¢) Montrer que l'action de PSU3(FF,2) sur A est 2-transitive.
d) Calculer le sous-groupe dérivé T, de T

¢) On appelle transvection unitaire de (F,2)? toute transvection de (F,2)® préservant la forme b.
Montrer que v € Us(F,2) est une transvection unitaire si et seulement si il existe o € F
vérifiant o + a4 = 0 et a € (F,2)* isotrope tels que pour tout z € (F2)3, on ait u(x)
x + ab(a,z)a (on dit que u est une transvection unitaire de vecteur a).

2

L)

f) Pour tout vecteur isotrope a, montrer que 1’ensemble T}, des transvections unitaires de vecteur
a forme un sous-groupe abélien distingué dans le stabilisateur de a sous SU3(F2).

g) Montrer que toute transvection unitaire est un commutateur dans SU3(IF2).

h) Montrer que le sous-groupe de SU3(F,2) engendré par les transvections unitaires agit transiti-
vement sur {z € (F2)3 : b(z,z) = 1}.

i) Montrer que SU3(IF2) est engendré par les transvections unitaires.

j) Montrer que PSU3(F,2) est un groupe simple.

Exercice 14 : *x %
Soient p un nombre premier impair, r > 1 et ¢ = p.
a) On note Vi, Vs := (F,2)%, et (e, f;) la base canonique de V;. On munit V := V} ®F , V2 de la
forme bilinéaire symétrique b définie par b(v; ® va, v} ® vh) := by (v1,v])b2(ve,v5), ou b; est la
forme bilinéaire alternée sur V; telle que b;((1,0),(0,1)) = 1. On pose enfin

V"= Vectr,{e1 ® ez, 1 @ fo, de1 @ fa+ Afi®eg : A€Fp}C V.

i) Montrer que dimg, V' = 4.
ii) Construire un morphisme de groupes SLa(F,2) — O(V',b).
iii) En déduire un isomorphisme de groupes PQ, (IF,) = PSLy(F,2).
b) On note (e;) la base canonique de Fg et on note W := /\2(15‘3).
i) Quelle est la dimension de W comme Fy-espace vectoriel 7

ii) Montrer que W est muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée naturelle f telle
que pour tout o : {1,2,3,4} — {1,2,3,4}, f(e,1) A €5(2),€0(3) N €5(4)) = €(0), avec par
convention €(0) = 0 si o n’est pas bijective.

iii) Montrer que GL4(F,) agit naturellement sur W.



iv) Construire un morphisme de groupes SLy(F,) — O(W, f).
v) En déduire un isomorphisme PQg (F,) = PSL4(F,).
¢) On note (e1, ez, e3,e4) une base orthonormée pour la forme sesquilinéaire naturelle sur X :=

&qu)‘l, et X' C /\2X le sous-Fg-espace vectoriel engendré par les vecteurs Aeg(1) A €5(2) +
Aes(3) N\ €5(4), pour tout o € Ay et A € Fpo.

i) Montrer que dimp, X’ = 6.

ii) Montrer que X’ est muni d’une forme bilinéaire symétrique f telle que pour tout o € 2y,
A€ qu,

FAeo(1y A ega) + Aeo(s) A €o(a), (1) N €o(2) + Tla() A €a(e) = MNi+ M.

iii) Construire un morphisme de groupes SU4(F2) — O(X’, f).
iv) En déduire un isomorphisme de groupes Py (F,) = PSU4(F 2).



