ECOLE NORMALE SUPERIEURE 1ERE ANNEE
ANNEE 2015-2016 ALGEBRE 1

TD12 : Représentations des groupes finis II

Exercices x : a préparer a la maison avant le TD, seront corrigés en début de TD.
Exercices %« : seront traités en classe en priorité.
Exercices x x % : plus difficiles.

Exercice 1 : x
Soit G un groupe fini, soit H un sous-groupe de G et soit m une représentation de GG de caractere Y.

a) Montrer que la restriction de m & H a pour caractere la restriction y|z.

b) Si 7 est irréductible, est-ce que x|g est un caracteére irréductible 7

Solution de l’exercice 1.
a) Clest évident : pour tout h € H, on a xx (h) = tr(m, (h)) = tr(7(h)) = x(h) = x|, (h).

b) Non : si G est un groupe fini non abélien, H = {1} le sous-groupe trivial de G et 7 une
représentation complexe irréductible de G de dimension > 2 (une telle représentation existe),
alors toute droite de 7 est un sous-espace strict non nul de 7 stable par H, donc x|, n’est pas
irréductible.

Exercice 2 : x
Soit G un groupe fini, soit H un sous-groupe de G et soit (m, V') une représentation de H. On pose

W:=Ind$4(n):={f:G =V |VeeGVYhe H f(hx)=mn(h)f(x)},

avec action de G donnée par g(f) : z — f(xg).
a) Montrer que Ind% (7) est une représentation de G. Quelle est sa dimension ?

b) Si m est irréductible, est-ce que Ind% (7) est une représentation irréductible de G'?

Solution de l’exercice 2.

a) On vérifie facilement les points suivants :
— D’ensemble Ind% (7) est un sous-espace vectoriel de V.
— la formule (g, f) ~ g(f) définit une action de groupe linéaire de G sur Ind% ().
— pour tout g € G et f € Ind%(w), f(g) € Indg(ﬂ') : en effet, pour tout h € H et x € G, on a

f(g)(hz) = f(h(zg)) = m(h)f(xg) = n(h)f(g)(x).

Ces trois points assurent que Ind%(w) est naturellement une représentation de G.

En outre, si R C G désigne un ensemble de représentants de G modulo H, l'application
Ind%(ﬂ) — VI définie par f — f|r est une application linéaire, et c’est un isomorphisme
par définition de Ind% (7) : un élément de Ind% () est entidrement déterminé par 'image des
éléments de R. Cela assure que dim (Ind (7)) = |R| dim(V), i.e.

dim (Ind% (7)) = [G : H]dim V.

b) Non : pour avoir un contre-exemple, on s’inspire de I’exercice 3 suivant. On considére un groupe
G non trivial et H = {1} le sous-groupe trivial. La représentation trivial de H, notée triv, est
irréductible. Alors exercice 3 assure que Ind% (triv) ~ K[G], ot K[G] désigne la représentation
réguliere de G. Or on sait que cette derniere est irréductible si et seulement si |G| = 1, ce que
I'on a exclut.



Exercice 3 :
Soit G un groupe fini; notons triv la représentation triviale du sous-groupe {eg} de G. Déterminer la
représentation Ind?ec 3 (triv).

Solution de ’exercice 3. Par définition, on a
Ind%’;}(triv) ={f: V-G =VY,

avec 'action de G définie par g(f) := f(.g9).
On voit donc tout de suite que Ind?e} (triv) est isomorphe a la représentation réguliere de G.

Exercice 4 : *x
Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G. On va définir une application entre espaces de
fonctions centrales

C(H) — C(G)
fo=ofe
D’abord on définit f° : G — C par

) = {f(:n) sixze H,

0 sinon.

Ensuite on pose f%(g) = ‘—;I' >sec fOlzgz™t).
a) Montrer que f& € C(G).
b) Supposons que f est un caractere irréductible. Est-ce que f¢ est irréductible ?

¢) Soit (m, V) une représentation de H et soit y son caractere. Montrer que ¢ est le caractere de

Ind% (7).

Solution de l’exercice 4.

a) Soient gx € G. Alors par définition on a
G gzg™") = HZfO (y(gzg")y™") HZfO y9)z(yg) ™).
H]| =2 - HI &
Or 'application y +— yg est une bijection de GG, donc on a
fCgzg™") = Z Plyry™) = %),
yEG

donc f¢ € C(G).

b) Non : prenons H = {eg}, avec G un groupe non trivial, et triv la représentation triviale de H,
qui est un caractere irréductible de H. Alors par définition triv® est la fonction indicatrice leg
de {eg}, et donc pour tout z € G

wivi(@) =Y flgrg™) = D 1=|GClleg(2).

9eG g€Ggrg—l=eq
Par conséquent, on constate que triv® est le caractere de la représentation réguliere de G, qui
n’est pas irréductible.

c¢) On a vu a l'exercice 2 que la représentation Indg(w) se décomposait en somme directe de
sous-espaces vectoriels de la forme

Ind%(7) =PV,

g€ER



ou R C G est un ensemble de représentants de G modulo H et V9 = V, avec l'inclusion
V9 C Ind%(r) définie par v + f,, olt f, : R — V est la fonction indicatrice de {g} C R
multipliée par v. En explicitant 'action de G sur cette décomposition, on trouve facilement
que, pour tout g € G,

XInd§ (r) (9) =X ger:ggyren Xve (999~ ") = 2 eR: gyt H xv(g'gg ™)
1 1 G(

= 1] DgeGiggy-1 XV(9'99 ") = g Lgea XV (999" = X (9),

d’ot finalement Xnd§ () = x©.

Exercice 5 : (Réciprocité de Frobenius, point de vue des représentations)
Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G, m une représentation de H et p une représentation

de G.

a)

b)

Montrer :
Homg (p, Ind§ (7)) = Homp (py,,, 7).

En déduire que, si p et m sont irréductibles, la multiplicité de p dans Ind%(w) est égale a la
multiplicité de 7 dans pj,,.

Solution de l’exercice 5.

a)

Définissons une application naturelle a : Homg(p, Ind% (7)) — Homp (p),,, 7). Si ¢ : p —
Indg(ﬂ) est un morphisme de G-représentations, on définit ¢ = a(¢) comme ’application
linéaire ¢ : p|,, : 7 tel que Y(v) := ¢(v)(eq). Un calcul simple assure qu’effectivement ¢ = a(¢)
est H-équivariante, et que 'application ¢ — «(¢) est linéaire.

Réciproquement, on définit une application 3 : Hompy/(py,,7) — Homg(p, Ind% (m)) en intro-
duisant pour tout ¢ : pj — 7, 'application linéaire ¢ = 3(¢)) : p — Ind% (7), ot p(w) : G — V
est définie par g — 1(g-w). On vérifie également que [3(1)) est G-équivariant, et que 'application
[ est linéaire.

Alors en suivant les définitions, on obtient que pour tout ¥ : pjg — 7, a(B()) = 1, et pour
tout ¢ : p — Ind%(n), B(a(®)) = ¢. Donc « et B sont inverses 'une de l’autre, donc elles
définissent un isomorphisme naturel

Homg (p, Ind% (7)) = Homp (p),,, ) -

Le lemme de Schur assure que la multiplicité de p dans Ind% () est égale & la dimension de
Pespace vectoriel Homg (p, Ind% (7). De méme, la multiplicité de 7 dans p|, est égale a la
dimension de ’espace vectoriel HomH(p‘ > 7). La question a) assure que ces deux entiers sont
égaux.

Exercice 6 : (Réciprocité de Frobenius, point de vue des caracteéres)
Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de GG, ¢ une fonction centrale sur G et ¥ une fonction
centrale sur H. Montrer

(6, 9) = (¢lu, ).



Solution de ’exercice 6. L’exercice 4 permet le calcul suivant :

($,45) = @Zml)w%m

zeG

= LS ey

|G‘ zeG
WEG/H

1

= @ > ey e (yay )
ze€G,yeG/H

1

S0

heH

= <¢|H’ ¢> )

d’ou le résultat.

Exercice 7 : (Théoréme de Frobenius)

Soit m > 1 un entier et soit G un groupe fini. Soit X un ensemble & n éléments muni d’une action
transitive de G, soit zg € X et notons H le stabilisateur de xg. On suppose que tout élément de G
autre que l'identité fixe au plus un élément de X.

On note G1 ensemble des éléments de G' qui agissent sur X sans point fixe ; on pose Gy := G U {1}.

a) Déterminer le cardinal de Gj.

b) Soit x, le caractére de la C-représentation de permutation donnée par laction de G sur X et
soit x1 le caractere de la représentation triviale. On pose x = X, — X1. Montrer que x est un
caractere.

c) Soient 1) un caractere irréductible de H et ¢ le caractére de l'induite de H & G. On pose
¢ = g — ¥(1)x. Montrer que ¢ est un caractere irréductible de G. En déduire que Gg est un
sous-groupe distingué de G.

d) Montrer que G est le produit semi-direct de H par Gy.

Solution de l’exercice 7.

a) L’hypothese nous dit que {1} U |J (Stabg(x) \ {1}) est une union disjointe. Le cardinal de
zeX
Uy Stabx est alors n(|H| — 1) + 1 = |G| —n + 1. Ainsi le cardinal de Gy est n.
b) Remarquons d’abord que x,(g) est égal au cardinal de Fix(g). On veut montrer que la représentation
de permutation o contient la représentation triviale. Pour cela calculons :

1
(o 1) = 17 |+ Y xelg) | =1

Cela assure que la représentation triviale est une sous-représentation de o (avec multipli-
cité 1), donc y est le caractére d’une sous-représentation de o supplémentaire de cette sous-
représentation triviale.

¢) En utilisant 'exercice 2, on a ¢(1) = ny(1) — (n — 1)p(1) = ¢(1).
Soit g € G1. On a ¢(9) = ¥a(g) — ¥(1)(xs(g9) — 1), or x(g) = 0 car g ne fixe aucun point de
X, donc ¢(g) = ¥a(g) +1(1). Or pour tout ¢’ € G, on a g'gg’~! € H si et seulement si g fixe
g'xg, ce qui n’arrive jamais. Donc la formule permettant de calculer ¢ (voir exercice 4) assure
que ¥g(g) = 0. Donc finalement, pour tout g € Gy, ¢(g) = ¥(1).
Soit g € G\ Go. Alors g fixe exactement un point de X, donc il existe h € H conjugué a g dans
G et la formule de l'exercice 4 assure que 'on a ¢(g) = ¥(h).



On calcule ensuite

0d) = &(vwr+ ¥ wer+s ¥ ¢<g>¢><g>)
g€Go\{1} g#1, gelJ Stab(z)
= g v+ X w1 +n ¥ 1/)(’%)@0(’1))-
g€Go\{1} he H\{1}

Reste a utiliser le fait que 1) est un caractere irréductible pour en déduire que (¢, ¢) vaut 1.
Des lors, ¢ est le caractére d’une représentation irréductible ou alors son opposé. Mais on a
¢(1) = (1) > 0, d’ou le résultat.

Comme on a ¢(g) = ¢(1) pour tout g € Gy, on sait que Gy est dans le noyau de la représentation
correspondant a ¢.

Soit g € G\ Gp. Alors g est conjugué a un élément h € H \ {1}. Comme les caracteres
irréductibles forment une base des fonctions centrales sur H, il existe un caractere irréductible
W avec P (h) # 1(1). Des lors, g n’est pas dans le noyau de la représentation ¢ correspondant a
ce ©. Finalement, G est exactement l'intersection des noyaux des représentations de caractere
e — ¥(1)x, ou ¥ parcourt 'ensemble des caracteres irréductibles de H. En tant que tel, Gy
est bien un sous-groupe distingué de G.

d) On a les propriétés suivantes :

— H est un sous-groupe de G, G est un sous-groupe distingué de G.

— HNGy = {1} car tout élément de H fixe xg et les éléments de Gy \ {1} sont sans point fixe.

— Montrons que G = Gg - H. Pour cela, on considere I’application 7w : Gg — X définie par
7(g) := g-xo. Puisque les éléments de Go\ {1} ne fixent pas xg, on voit que 7 est injective. Or
la question a) assure que |G| = n = | X]|, donc 7 est bijective. Donc G agit transitivement
sur X.
Soit alors g € G. Par le raisonnement précédent, il existe go € Gy tel que g - xo = go - xo.
Donc h := gglg € H et g = goh. Cela assure que G = Gy - H.

Les trois points précédents assurent que G est le produit semi-direct de H par G (voir TD4,

exercice 2).

Exercice 8 : (Critére de Mackey)

Soit G' un groupe fini et soit k un corps algébriquement clos de caractéristique premiere & |G|. Soient

H et K des sous-groupes de G et soit (p, W) une représentation de H sur k. On pose V := Ind% W.

Soit S un systéme de représentants de K\G/H contenant 1. Pour s € S, on pose Hy = sHs ! N K et

on note W la représentation de Hg correspondant au morphisme P = GL_(J/V ) .
x = p(sT xs)

a) Montrer que V est isomorphe a P, g Indgs W en tant que représentation de K.
b) Montrer que V est irréductible si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) W est irréductible;
(ii) pour tout s € S\ {1}, Hom(Ws, W|g,) = 0 (on dit alors que Wy, et W|g, ne s’entrelacent
pas).

Solution de l'exercice 8.

a) Omn a vu aux exercices 2 et 4 que ’on a une décomposition d’espaces vectoriels V- = € 9€G/H gW.
Pour s € S, on définit V() = @geKsH/H gW ; c’est une sous- K-représentation de V,etona V. =
D.cs V(s)- Le groupe K agit transitivement sur les gW pour g € KsH /H et le stabilisateur de
sW est H,. On peut donc réécrire Vis) = @D ep/p, 9(sW) = Indf; (sW). Et sW est isomorphe
a Wy en tant que Hg-représentation. D’ou le résultat.

b) En appliquant la question a) & K = H, on sait que V' est isomorphe a @, 4 Indgs (Ws) en tant
que H-représentation. Appliquons la réciprocité de Frobenius (voir exercice 5) :

Homg (V, V) ~ @ses Homy (W, Indf W).

5



En appliquant une réciprocité de Frobenius a droite cette fois-ci, on obtient
Homp (W, Indjj, W) ~ Homp, (W), ,W).

Les dimensions étant additives, V' est irréductible si et seulement si dim Hompy (W, W) =1 et
dim Homgp, (W), ,Ws) = 0 pour tout s € S'\ {1}. D’out I'équivalence demandée.

Exercice 9 : %
Soit G un groupe fini et (V, p) une représentation complexe de GG, de caractere .
Montrer les deux équivalences suivantes :

a) le caractere x est a valeurs dans R si et seulement si V' admet une forme bilinéaire non dégénérée
invariante par G.

b) la représentation p provient d’une représentation réelle par extension des scalaires si et seule-
ment si V' admet une forme bilineaire symétrique non dégénérée invariante par G.

Solution de l’exercice 9.

a) On note V* 'espace dual de V. On dispose de la représentation duale de p définie par p* : G —
GL(V*) telle que pour tout g € G, p*(g) : f — f(g~!-). Alors un calcul simple via la base duale
assure que pour tout g € G,

xv+(9) = x(g7") = x(9).-
Par conséquent, x est a valeurs réelles si et seulement si yy+ = x si et seulement si V' et V*
sont isomorphes comme représentations de G si et seulement s’il existe une forme bilinéaire
V ®V — C non dégénérée invariante par G (on rappelle qu’on dispose toujours de la forme
bilinéaire naturelle invariante par G et non dégénérée V @ V* — C).

b) — On suppose d’abord que V =V ®r C et p = pg ®r C, ou (Vo, po) est une représentation de
G sur R. Alors on voit V) comme un sous-R-espace vectoriel de V' stable par G, et donc on
aV =Vy@®iVy. On munit Vy de la forme quadratique définie positive qg invariante par G
définie par sa forme polaire by :

bo(w,y) ==Y (g-2,9-v),

geG

ou (.,.) est un produit scalaire quelconque sur V.
Alors gp ®r C est une forme quadratique sur V', dont la forme polaire est la forme bilinéaire
symétrique non dégénérée invariant par G recherchée.

— Réciproquement, supposons V muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée B,
invariante par G. On sait (comme dans le point précédente) que V' admet un produit scalaire
hermitien (défini positif) (.,.) et invariant par G' (obtenu en moyennant un produit hermitien
quelconque sur V). La non-dégénérescence de (.,.) assure que pour tout z € V, il existe un
unique ¢(x) € V tel que B(z,-) = (¢(x),-). On voit facilement que ¢ : V. — V est une
bijection antilinéaire, donc p? := ¢ o ¢ € GL(V). On a alors, pour tout z,y € V/,

(¢*(2),y) = B(p(),y) = By, ¢(2)) = {¢(y), o(x))

par symétrie de B. Or le produit (.,.) est hermitien, donc on déduit de I’égalité précédente
que

(@*(x),y) = (P2(y),2) = (2. 9°(y)) »

ce qui assure que ¢? est unitaire. Or pour tout = € V, on a (@%(z),z) = (p(z),o(z)),
donc ? est définie positive. Donc la réduction des endomorphismes hermitiens assure qu’il
existe un unique u € GL(V) hermitien défini positif tel que p? = u? (et on sait que u est
un polynéme en ¢). Posons alors o := @ ou~!. Alors 02 = idy, i.e. o est une involution
antilinéaire de V. Donc V' se décompose en une somme directe de R-sous-espaces propres
V=Vi®V_aveciVy =V_.OnadoncV ="V, @iV,. Enfin, B et (.,.) sont invariants par
G, donc on en déduit que ¢, v et o sont G-équivariants, donc V, et iV, sont stables par G.
Cela assure que V est une représentation réelle de G telle que V ~ V. ®g C.



Exercice 10 : (Représentations complexes de G,,) * * x

Soit n > 1 un entier et soit A une partition de n, c’est-a-dire une suite (A;)g>1 d’entiers naturels
vérifiant n =), Ay avec A\, > Ay41 pour tout . A cette partition A, on associe un tableau de Young
T\, qui est un tableau de n cases alignées a gauche dans lequel la ¢-eme ligne a A; colonnes.

Le groupe symétrique &,, s’identifie au groupe de permutations des cases de Ty. On définit alors le
sous-groupe Py (resp. @)) comme étant respectivement le stabilisateur des lignes (resp. des colonnes)
de T)\. On appelle projecteurs de Young les éléments de C[&,,] suivants

1

1
ay = — g, by=— £(9) 9,
[Py 2<p, 0 20,5

ou £(g) désigne la signature de la permutation g. On pose ¢y = axby.

a) Supposons g € &, \ Py@Q,. Montrer qu’il existe une transposition ¢ € Py vérifiant g~ 'tg € Q).

b) En déduire 'existence d’une application linéaire [y : C[&,] — C telle que 'on ait aygby =
Ix(g)ca pour tout g € C[G,,].

¢) Soit p une partition de n. On introduit 'ordre lexicographique sur les partitions de n : on a
A > ps’il existe j > 1 tel que A\j > pj; et A\; = p; pour tout ¢ < j. Supposons A > u. Montrer
que 'on a a)\C[&,]b, = 0.

d) Soit A une algeébre. Un élément e € A est dit idempotent s'il vérifie e = e. Montrer que pour

tout A-module & gauche M, on a Hom4(Ae, M) ~ eM. Montrer que cy est proportionnel & un
idempotent de C[S,,].

e) Soit V) la représentation de &, donnée par multiplication & gauche sur l'espace C[S,]c).
Montrer que l'application A — V) induit une bijection entre ’ensemble des partitions de n et
I’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de &,, sur C.

Solution de [’exercice 10.

a) Soient g € &,,, T =Ty et T = ¢gT. On veut montrer qu’il existe i et j dans {1,2,...,n} qui
sont sur une méme ligne dans T et sur une méme colonne dans 7”. Supposons que deux tels
indices n’existent pas. Alors tous les éléments de la premiere ligne de 1" se retrouvent dans des
colonnes distinctes de 7'. On peut donc trouver ¢; € gQxg~ ! tel que ;7" ait la méme premiere
ligne (& permutation sur la ligne preés) que T'. Soit alors p; € Py tel que p1T et 17" ont méme
premiere ligne. Soit S)l\ I’ensemble des permutations de &,, fixant point par point la premiere
ligne de p1T. On peut de méme trouver gz € gQrg~ ' N S)l\ et po € P\ N S)l\ tels que pap1T et
q2q1 T ont leurs deux premieres lignes identiques. On consideére ensuite Sg le sous-groupe de
S)l\ fixant les points des deux premieres lignes de pap T, etc... Par récurrence, on a finalement
p € Py et g € Q) tels que pT = gqg~'T". Autrement dit, on a pg~' = g € P\Q\.

b) Si g s’écrit pq avec p € Py et ¢ € Q), on a axgby = e(q)cy. Si g n’est pas élément de P\Q), soit
t € P\ donné par la question a). On a alors

axgby = axtgby = axg(g~'tg)by = —axgby ,

de sorte que cette quantité est nulle.

c) Soit g € &,,. Pour répéter 'argument de la question b), il nous suffit de trouver ¢t € Py tel que
g~ 'tg soit un élément de Qu-Onpose T =Ty et T' = ¢gT),. Sion a A\; > 1, existence d’indices
i et 7 qui sont sur la méme ligne de T et la méme colonne de T” est claire par le principe des
tiroirs. Si on a A\; = pu1, il existe p; € P et q1 € gQag™! tels que T := ;1T et Ty := 11"
ont méme premiere ligne. On travaille ensuite sur la deuxieéme ligne de 75 et T3, etc... Comme
I’hypothese assure que A > p, il existe un plus petit indice « avec Ay > po. Par principe des
tiroirs, la a-ieme ligne de T}, va alors contenir deux indices qui sont dans la méme colonne de
T!. Cela assure le résultat.

—  Homy(Ae, M) ) eM <+ Homy(Ae, M)

. I
. ((16 N aem) (S f(e) < f sont inverses l'une

d) Les applications

de l'autre.
Par la question b), on a ci = [x(bray)cy. Aussi, comme on a ci(l) = 1, le coefficient I (byay)
n’est pas nul. Il s’ensuit que l,\(bxa)\)*lc)\ est un idempotent.



5. Supposons A > p. On a par la question d) :
Homg, (Vi, V,,) = Homg,, (C[G,]cy, C[G,]cy) =~ exC[G,]cy, .

Siona A > p, cet espace est nul par la question c). Dans le cas A = p, 'espace est de dimension
1 par la question b). De ce fait, on sait que les V) sont irréductibles et que V) et V,, sont
isomorphes si et seulement si A = p. Enfin, il y a autant de classes de conjugaison dans &,, que
de partitions de n, ce qui permet de conclure.

Exercice 11 : %% %
On garde les notations de I’exercice précédent. Soit Uy la représentation Indg: C.

a) Montrer que la représentation obtenue par multiplication & gauche sur C[&,]ay est isomorphe
a Uy.
b) Montrer la décomposition Uy = P LA K, \V,,oules K, sont des entiers naturels avec K, = 1.
Les entiers K, sont appelés nombres de Kostka.
On définit les ensembles suivants, qui correspondent a ajouter ou enlever une case sur le tableau de
Young T :
A(X) = {v partition de n + 1 | 37, Vi, v; = A\ + 045},
R(X) = {v partition de n — 1 | 37, Vi, v; = \; — 05}

c) Montrer que V) est isomorphe a €, RO\ V, en tant que &,,_1-représentation.

d) Montrer que Indgz,qu ~ @D, A@w) V) est un isomorphisme de &,,-représentations.

Solution de ’exercice 11.

a) Soit V une représentation irréductible de &,,. Par réciprocité de Frobenius (voir exercice 5), on
a
Homg, (U, V) ~ Homp, (id, V).
De plus, C[Py]ay est isomorphe a la Py-représentation triviale puisque pour tout p € Py, on a
pay = ay. Enfin, le dernier isomorphisme provient des propriétés du produit scalaire :

Homgn(U,\, V) ~ HOHIP)\ ((C[P)\]a,\, V) >~ Homgn(C[Gn]a)\, V) .

b) On a
Homg, (Uy,V,,) = Homg, (C[G,]ax, C[G,]c,) ~ axC[&,]c, -

Ce dernier est nul dans le cas A < p et est de dimension 1 si A = p.

c) Soit v une partition de n — 1. Toute injection ¢ : &,_1 — &, se prolonge linéairement en
t: C[6,-1] — C[S,] et munit V) d’une structure de représentation de S,,_1. On a par la
question d) de I'exercice 10 :

Homg, ,(V,,V)) = Homg,,_, (C[S,—1]cy, C[Gy]en) ~ t(c,)C[S,)ey -

En choisissant ¢ correspondant & l'inclusion canonique de {1,2,...,n — 1} dans {1,2,...,n},
on obtient la condition v; < \; pour tout ¢ pour que cet espace de morphismes soit non nul.
Autrement dit, il est nécessaire d’avoir v € R(\).

n—1
Réciproquement, soit v € R(\). Si o désigne le n-cycle (12 --- n), alorsona &, = @ &,_10".
k=0
On a ainsi

n—1
HOIH@;"?1 (Vy, V)\) = @ HOIngni1 ((C[Gn_l]CV7 C[Gn_l]akC)\) .
k=0

Un seul de ces termes est non nul, de dimension 1, et si ng est la case enlevée de A pour obtenir
v, alors cela correspond au terme k = n — ng.



d)

La réciprocité de Frobenius (voir exercice 5) nous donne
Homg,, (Ind%:i1 V,,Va) ~ Homeg,, ,(V,, V)

et le résultat résulte de la question précédente.

Exercice 12 : (Théoréme de Burnside) * x x
Soient p,q deux nombres premiers, o, 3 € N. Soit G groupe fini tel que |G| = p®¢®. L’objectif de
I'exercice est de montrer que GG est résoluble.

a)

b)

c)

d)

Soient (1, ...,(, € C des racines de 'unité. Montrer que w

seulement si (1 + -+ + ¢, = 0 ou (; = (1 pour tout <.

est un entier algébrique si et

Soit H un groupe fini, p une représentation irréductible de H sur C, de caractere Y.

i) Montrer que pour tout h € H, si c¢(h) désigne le cardinal de la classe de conjugaison de h

dans H, alors c(h)% est un entier algébrique.

—

ii) Montrer que pour tout h € H, si c¢(h) est premier avec x(1), alors % est un entier
algébrique.

iii) Sous les hypotheses de la question b)ii), montrer que si x(h) # 0, alors p(h) est une ho-
mothétie.

Soit h € H tel que c¢(h) soit une puissance d’un nombre premier. En considérant la représentation
réguliere de H, montrer que G contient un sous-groupe strict distingué N tel que I'image de h
dans H/N soit centrale dans H/N.

Montrer par récurrence que G est résoluble.

Solution de ’exercice 12.

a)

Rappelons que si a € C est un nombre algébrique (i.e. la racine d’un polynéme de Q[X]), on
appelle conjugués de « les racines du polynéme minimal de o dans Q[X]. On montre d’abord le
résultat suivant : si « et 8 sont deux nombres algébriques, alors a+ 8 est un nombre algébrique
et les conjugués de o + 3 sont de la forme o/ + 3, ot o et 3/ sont des conjugués de o et 3
respectivement. Par hypothese, o et 8 sont algébriques de polyndémes minimaux respectifs P
et @ : les racines de P (resp. Q) sont exactement les conjugués de a (resp. ). On introduit
les matrices compagnons A et B associées aux polynomes P et () : ce sont des matrices a
coefficients dans Q dont les polynémes caractéristiques sont exactement P et (). On considere
alors la matrice C := A® I + I ® B. C’est une matrice a coefficients dans Q dont les valeurs
propres sont exactement les sommes d’un conjugué de « et d’un conjugué de 5. Donc o+ 3 est
algébrique et son polynéme minimal divise le polynéme caractéristique de C', donc les conjugués
de a + 3 sont des valeurs propres de C, donc de la forme souhaitée.

Répondons maintenant a la question a). On note a := w et supposons que a est un
entier algébrique. Ce qui précede assure que les conjugués de « sont également de la forme
o = w, avec (] racine de I'unité pour tout i. Par conséquent, tout conjugué de « est un
nombre complexe de module < 1. Si les (; ne sont pas tous égaux, alors I'inégalité triangulaire
assure que |a| < 1, et par conséquent le produit des conjugués de a est de module < 1; or
ce produit est, au signe pres, le coefficient constant du polynéme minimal P de a dans Q[X];
comme « est une entier algébrique, P est a coefficients entiers, donc son coefficient constant est

un entier de valeur absolue < 1, il est donc nul; donc P = X par irréductibilité, donc a = 0.
On a bien montré que si « était un entier algébrique, alors a = 0 ou (; = (1 pour tout .

La récipoque est évidente.

i) Voir cours, lemme IV.3.5.

ii) Les entiers c(h) et x(1) sont premiers entre eux, donc le théoreme de Bézout assure qu’il

existe des entiers a,b € Z tels que ac(h) 4+ bx(1) = 1. En multipliant par %, on obtient



c)

Or la question b)i) assure que c(h)% est un entier algébrique, et x(h) est un entier

algébrique (c’est une somme de racines de 'unité), donc comme l'ensemble des entiers
algébriques est un sous-anneau de C, on déduit de la formule précédente que % est un
entier algébrique.

iii) Si on note n = p(1) la dimension de la représentation p, on sait que a := % = w,
ou les ¢; sont des racines de I'unité qui sont les valeurs propres de p(h). La question b)ii)
assure que « est un entier algébrique, qui est non nul par hypotheése, donc la question b)i)
assure que (; = ¢ pour tout i, donc p(h) est diagonalisable avec toutes ses valeurs propres

égales a (1, donc p(h) = (1id, donc p(h) est une homothétie.

Si h =1, le résultat est évident en prenant N = {1}. Supposons désormais h # 1. On note pg
la représentation réguliere de H. On sait que xg(h) = 0 car h # 1, ot xg = ZX Ny X, Ol X
décrit les caracteres irréductibles de H et ny = dim(x) = x(1). On a donc }_  x(1)x(h) = 0,
done 3 iy X(1)x(h) = —1, donc

x(Wx(h) 1
X;mv p  p

Comme —I% n’est pas un entier algébrique, il existe x # triv (dont on note p la représentation

correspondante) tel que Xx(h) gy pas un entier algébrique. En particulier, on a x(h) # 0

et p ne divise pas x(1) = dim(x). Donc les entiers ¢(h) et x(1) sont premiers entre eux. Alors

la question b)iii) assure que p(h) est une homothétie. On définit alors N := Ker(p) qui est un

sous-groupe distingué de G, distinct de G car y # triv. Or p(h) est une homothétie, donc p(h)

est central dans le groupe linéaire de p, donc p(h) est central dans I'image de G dans ce groupe,

donc 'image de h est centrale dans G/N.

On raisonne par récurrence sur |G|. Un groupe dont le cardinal est un puissance d’un nombre

premier est nilpotent, donc résoluble. On peut donc supposer que a, 5 > 1.

Ecrivons I’équation aux classes pour l'action de G sur lui-méme par conjugaison : on a |G| =

1+ZE;&1€G/conj c(h). Réduisons cette égalité modulo ¢ : on obtient 1+ZE¢1€G/conj c(h) =0]q].

Par conséquent, il existe h € G tel que ¢ ne divise pas c(h).

Or c(h) divise |G|, donc ¢(h) est une puissance de p.

Alors la question c¢) assure qu'il existe un sous-groupe distingué strict N C G tel que I'image

de h dans G/N soit centrale dans G/N. On a alors deux cas :

— si N # {1}, on applique 'hypothese de récurrence aux groupes N et G/N qui sont de
cardinal divisant strictement celui de GG, donc ils sont résolubles, donc G est résoluble.

— st N = {1}, alors h € Z(G), donc Z(G) # {1}, donc on peut appliquer I'hypothese de
récurrence aux groupes Z(G) et G/Z(G), qui sont donc résolubles, donc G est résoluble.
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