ECOLE NORMALE SUPERIEURE 1ERE ANNEE
ANNEE 2017-2018 ALGEBRE 1

TD3 : Groupes abéliens de type fini

Exercices x : a préparer a la maison avant le TD, seront corrigés en début de TD.
Exercices *x : seront traités en classe en priorité.
Exercices x x % : plus difficiles.

Exercice 1 : *
Montrer que les groupes Z/127Z x Z/90Z x Z/25Z et Z/100Z x Z/30Z x Z/9Z sont isomorphes.

Solution de l’exercice 1. On utilise le lemme chinois pour voir que les deux groupes sont isomorphes
au groupe
()27 x Z]AZ) x (37 x |Z|9Z) x (Z/5Z x 7.]257) .

Cette écriture est la décomposition en composantes p-primaire. On peut aussi écrire la décomposition
en facteurs invariants de ces deux groupes, et ’on trouve :

Z/30Z x Z./900Z .

Exercice 2 : x
Montrer qu'un groupe abélien fini non cyclique posseéde un sous-groupe isomorphe & Z/pZ x Z/pZ
pour un certain nombre premier p.

Solution de ’exercice 2. Le théoréme du cours assure qu'un tel groupe GG est isomorphe & un produit
Z)AWZ X -+ X L]d,Z, avec d; > 2 et d;|d;+1. Comme G n’est pas cyclique, on a r > 2. Il existe un
facteur premier p de dy, alors p divise tous les d;, et Z/pZ est isomorphe & un sous-groupe de chacun
des Z/d;7Z (c’est le sous-groupe de p-torsion). Alors le sous-groupe de p-torsion de G est isomorphe a
(Z/pZ)", qui contient clairement un sous-groupe isomorphe a Z/pZ x Z/pZ.

Exercice 3 :
a) Combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal 360 7 Faire la liste complete de ces groupes.

b) Plus généralement, pour tout entier n, combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal n?

Solution de l'exercice 3.

a) On écrit la décomposition en facteurs premiers de 360 = 23.32.5. Alors si G est un groupe de
cardinal 360, T5(G) est un groupe abélien de cardinal 23, il y a donc 3 classes d’isomorphisme
de tels groupes, & savoir Z/8Z, Z/27 x 7./4Z et (Z/27Z)3. De méme, il y a exactement deux
classes d’isomorphisme possibles pour T3(G), & savoir Z/97Z et (Z/37)?, et T5(G) est isomorphe
a Z/5Z. Par conséquent, il y a exactement 3.2 = 6 classes d’isomorphisme de groupes abéliens
d’ordre 360, dont les décompositions p-primaires et en facteurs invariants sont les suivantes :

7./87 x 7./97. x 7./57. = 7,/3607.

(Z.)27 x ZJAZ) x Z.J9Z x Z/5Z = 7./ 27 x 7./180Z
(Z./22)3 x )97 x Z./5Z = 7.)27 x 727 x 7./90Z
7./8Z x (Z./37)? x 7.)57 = 7./37 x 7.]120Z
(Z)27 x 7.JAZ) x (Z./3Z)* x 7./57. = L./67 x 7./60Z
(Z.)27)3 x (Z)3Z)* x Z./57. = 7.)27 x Z/6Z x Z./30Z .



b)

On utilise la classification des classes d’isomorphisme de groupes abéliens finis. Notons n =
pit ... p&r la décomposition de n en facteurs premiers. Alors on sait que la classe d’isomorphisme

d’un groupe abélien d’ordre n est caractérisée par ses facteurs invariants (dy,...,ds) qui sont
des entiers > 1 tels que d;|di+1 et di...ds = n. Par conséquent, chaque d; se décompose
di = py""...py"", avec les contraintes suivantes : pour tout j, oy ; < a;i1; (pour tout i) et

D1 i = Q.

Par conséquent, le nombre de choix possibles pour les a; est exactement H;:l p(ay), ou p(a)
désigne le nombre de partitions de «, i.e. le nombre de facons d’écrire ’entier @ comme une
somme croissante d’entiers strictement positifs.

Exercice 4 :

a)

b)

Le nombre de classes de conjugaison dans G5 est le méme que le nombre de groupes abéliens
de cardinal 32 a isomorphisme pres. Pourquoi ?

Généraliser au nombre de classes de conjugaison dans &,,.

Solution de l'exercice 4.

a)

b)

Les deux ensembles en question sont naturellement en bijection avec I’ensemble des partitions
de 5.

Soit p un nombre premier. Notons G,, I’ensemble des classes d’isomorphisme de groupes abéliens
de cardinal p”, P, I'ensemble des partitions de U'entier n et C), I’ensemble des classes de conju-
gaison dans &,,. On dispose des applications suivantes

p: P, — Gy
et
v P, — Cy
ol pour toute partition (ni,...,n,) de n, ¢((ni,...,n,)) est la classe d’isomorphisme de

Ili-, Z/niZ et ((na,...,n,)) est la classe de conjugaison de la permutation (1,2,...,n1)(n +
1,...,n1+mn2)...(n1 +---+n,—1 +1,...,n). On voit alors facilement que ¢ et 1 sont des
bijections, donc |Cy,| = |G|, i.e. il y a autant de classes de conjugaison dans &,, que de classes
d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre p”.

Exercice 5 : *
Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu’il existe dans G un élément d’ordre égal a I’exposant de G
(c’est-a-dire au ppcm des ordres des éléments de G).

Solution de ’exercice 5.
— On commence par une preuve ”élémentaire” : montrons d’abord que pour tous x,y € G d’ordres

respectifs m et n premiers entre eux, le produit xy est d’ordre m.n. Il est clair que (zy)™" =1

donc l'ordre de 2y divise mn. Soit maintenant k > 1 tel que (zy)¥ = 1. En élevant & la puissance
n, on obtient ¥ = 1, donc m divise kn. Or m et n sont premiers entre eux, donc m divise k.
Par symétrie, on a aussi que n divise k, donc mn divise k, donc xy est d’ordre mn.

On décompose l'exposant de G en facteurs premiers : exp(G) = p* ...p&", avec les p; premiers
distincts. Par définition de ’exposant de G, pour tout 1 < ¢ < r, il existe g; € G dont 'ordre est
divisible par p}*, disons égal & pi".m,. Alors g;"* est d’ordre p;", et on a vu qu’alors I’élément
g:=g{"...g/"" € G est d'ordre exactement p{*...p%" = exp(G).

Une preuve moins élémentaire : le théoreme de classification des groupes abéliens finis assure
qu’il existe des entiers 2 < dj|...|ds tels que G soit isomorphe & Z/d1Z X --- x Z/d,Z. 11 est
alors clair que exp(G) = d, et que 'élément (0,...,0,1) € Z/d1Z X - -- X Z/d,Z est d’ordre d,.

Exercice 6 : *
Soit G un groupe et soient H et K des sous-groupes de GG. On suppose que :

a)

HaGet K<G;



b) HK =G,
c) HhK =e.
Montrer que G est isomorphe a H x K.

Solution de ’exercice 6. Montrons d’abord que H et K commutent. Soient h € H et k € K. Comme
H est distingué dans G, on a kh~'k~! € H, donc hkh™'k~! € H. De méme, K est distingué dans G,
donc hkh™! € K, donc hkh™'k~! € K. Donc hkh~'k~! € HN K = {e}, donc hk = kh.

Montrons maintenant que pour tout g € G, il existe un unique couple (h, k) € H x K tel que g = hk.
L’existence est assurée par I'hypotheése b). Pour I'unicité, soient h,h' € H et k,k' € K tels que
hk = WK'. Alors kk'~' = h='h/ est dans H N K, donc I’hypothese c) assure que kk'~! = h=!h/ = e,
donc h = h' et k = K/, d’ot1 'unicité.

On considere alors lapplication ¢ : H x K — G définie par ¢(h,k) := hk. Le fait que H et K
commutent assure que @ est un morphisme de groupes. L’existence et 1'unicité prouvée plus haut
assurent que @ est une bijection. Donc G est bien isomorphe au groupe H x K.

Exercice 7 : *x
Soit K un corps et soit G C K* un sous-groupe fini d’ordre n. On va montrer que G est un groupe
cyclique.
a) Montrer que l'ordre de tout élément de G divise n.
b) Soit d un diviseur de n et € G d’ordre d. Soit H le sous-groupe cyclique de G engendré par
x. Montrer que tout élément d’ordre d est dans H.
¢) On note N(d) le nombre d’éléments de G d’ordre d. Montrer que N(d) = 0 ou ¢(d), et que
> djn, as0 NV (d) =n.
d) Conclure.

En particulier, si p est un nombre premier, (Z/pZ)* ~ Z/(p — 1)Z, et si K est un corps fini, K* est
un groupe cyclique.

Solution de l'exercice 7.
a) C’est le théoreme de Lagrange.

b) Considérons le polynéme P = X% —1 € K[X]. Comme K est un corps, le polynéme P a au plus
d racines dans K. Or tout élément du groupe H est d’ordre divisant d, donc tous les éléments
de H sont des racines de P. Or le cardinal de H est égal a l'ordre de z, c’est-a-dire a d. Donc
H contient toutes les racines de P dans K.

Soit maintenant y € G d’ordre d. Alors y est racine de P, donc y est dans H.

¢) Supposons N(d) # 0. Alors il existe z € G d’ordre d. La question b) assure que tout les
éléments d’ordre d dans G sont exactement les éléments d’ordre d dans (z) qui est un groupe
cyclique d’ordre d. Or un groupe cyclique d’ordre d a exactement ¢(d) éléments d’ordre d, donc
N(d) = ¢(d)-
En outre, on peut partitionner GG selon l'ordre des éléments, i.e. G est la réunion disjointe, pour
d divisant n (par la question a)), des ensembles G4 formés des éléments d’ordre d. En calculant
les cardinaux, on trouve donc |G| =3, |Gy, i.e. n.= 3y, N(d).

d) La question c) assure que n =}, N(d). Or on sait que n = >, ¢(d). Donc }-,, N(d) =
>_djn ¢(d). Or pour tout dn, N(d) < ¢(d), donc on a bien pour tout dn, N(d) = ¢(d). En
particulier, N(n) = ¢(n) > 0, donc il existe un élément d’ordre n dans G, i.e. G est cyclique.

Exercice 8 : *x
Si A est un anneau, on note A* le groupe (multiplicatif) des éléments inversibles de A.

a) Soit G un groupe monogene. Montrer que le groupe des automorphismes de G est en bijection
avec I’ensemble des générateurs de G.

b) Montrer que pour tout n € N, on a un isomorphisme de groupes Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*.



c¢) Soit p un nombre premier impair et soit a > 1. Quel est 'ordre de 1 + p dans (Z/p“Z)* ? En
déduire que (Z/p°Z)* ~ Z/p* (p — 1)Z.

d) Expliciter (Z/2°Z)* pour a > 1.

e) En déduire (Z/nZ)* pour n € N.

Solution de l'exercice 8.

a) Soit Gy l'ensemble des générateurs de G et soit gp un élément de Gy. Alors si ¢ est un au-
tomorphisme de G, I'image de ¢ est engendrée par ¢(go); ce qui veut dire que ¢(gp) est un
AutG — GO

. Comme
= ©(go0)

générateur de G. On définit alors une application (ensembliste)

go est générateur, ’application est bijective.

b) Il est bien connu que l'ensemble des générateurs de (Z/nZ,+) est exactement l’ensemble
des classes d’entiers premiers a n, qui coincide donc avec ’ensemble des éléments inversibles
(Z/nZ)* de 'anneau Z/nZ. On vérifie alors facilement que la bijection de la question a) est un
isomorphisme de groupes entre Aut(Z/nZ) et (Z/nZ)*.

c) Dans Z, montrons par récurrence sur k > 1 qu’il existe Ay premier & p vérifiant (1 + 1!))1”]C =
1 + M\ppFtl. L'étape d’initialisation pour k£ = 1 est claire via la formule du bindme, puisque
p divise exactement (’5) Montrons I’hérédité : soit £ > 1, on a (1 + p)pk =1+ M\pFT! par
hypothese de récurrence, donc on obtient (1 4—p)pk+1 =14+ "2\ + >E, (f) )\};p(i_l)(kﬂ)_l)
et le résultat est montré par récurrence.

En particulier, 1 + p est d’ordre p®~! dans (Z/p*Z)*.

En utilisant I'exercice 7, on sait que (Z/pZ)* est cyclique, d’ordre p—1. Notons z un générateur
de (Z/pZ)* et prenons un relevement z; de xg dans (Z/p®Z)*. Par cardinalité, 'ordre de z;
est de la forme (p —1)p® pour un certain s < «, de sorte que z := x’fs est d’ordre p— 1. Comme
x et 1+ p ont des ordres premiers entre eux et comme le groupe (Z/p®Z)* est abélien, on a vu
que x(1 4+ p) est donc d’ordre p®~L(p — 1) = p(p®) et (Z/p*Z)* est donc cyclique.

d) Remarquons d’abord que (Z/2Z)* = {1} et (Z/4Z)* ~ 7Z/2Z. Supposons maintenant o >
2. Par une récurrence semblable & celle effectuée au b), on montre que 5 est d’ordre 2%~2
dans (Z/2°Z)*. Observons maintenant le morphisme surjectif 7 : (Z/2°Z)* — (Z/AZ)* :
son noyau est exactement (5), et m(—1) = —1. Par conséquent, les sous-groupes (5) et (—1)
vérifient les hypotheses de l'exercice 6, donc (5) x (—1) = (Z/2%Z)*. On obtient donc finalement
(Z)2°7)* ~ 7.)]27 x 7.]2° 2.

e) Sin = Hp p?r est la décomposition en facteurs premiers de n, alors le lemme chinois nous
donne

(Z/nZ)* ~ (Z)222) x [ (Z/(p—-VZxZ/p*'Z).
p#2, ap>1

Exercice 9 :
Déterminer les entiers n € Z pour lesquels (Z/nZ)* est cyclique.

Solution de lexercice 9. Sin = ]_[p pr est la décomposition en facteurs premiers de n, la question d)
de I'exercice 8 assure que

(Z/nZ)* ~ (z/2°°2) x [ (2/(p—VZxZ/p*'Z).
p#2,ap>1

En remarquant qu’un groupe cyclique ne peut pas contenir plus d’un élément d’ordre 2, on conclut
que (Z/nZ)* est cyclique si et seulement si n = p* ou 2p® avec p un nombre premier impair et o > 0
oun =4.

Exercice 10 : *x
Décomposer le groupe G = (Z/1877)* sous la forme donnée par le théoreme de structure des groupes
abéliens de type fini.



Solution de l’exercice 10. Comme 187 = 11.17, I'exercice 8 assure que
G (Z/1172)* x (ZJ)1TZ)" 2 ZJ10Z x ZJ16Z = 7./27 x 7./80Z .
Les facteurs invariants de G sont donc 2 et 80.

Exercice 11 : *x

a) On considere H := {(a,b) € Z? : a — b est divisible par 10}. Montrer que H est un sous-groupe
de Z?2, calculer son rang, en donner une base et décrire le quotient Z2/H.

b) On note H le sous-groupe de Z? engendré par (2,5), (5,—1) et (1, —2). Déterminer une base
de H et décrire le quotient Z*/H.

¢) On note H le quotient de Z3 par le sous-groupe engendré par les vecteurs (4,8, 10) et (6,2,0).
Déterminer la structure du groupe H.

Solution de l’exercice 11.

a) Il est clair que H est un sous-groupe de Z2. Soit (a,b) € Z2. Alors (a,b) € H si et seulement
s'il existe k € Z tel que b = a + 10k. Cela assure que H = {(a,a + 10k) : (a,k) € Z*} =
Z(1,1) & Z(0,10), donc que H est de rang 2, de base (1,1) et (0,10). Alors (1,1) et (0,1)
forment une base de Z? adaptée & l'inclusion H C Z?, ce qui assure que Z?/H = Z/10Z.

b) On applique l'algorithme de réduction des matrices a coefficients entiers pour montrer que des
opérations élémentaires sur les colonnes de la matrice obtenue en inscrivant les trois vecteurs
donnés en colonne, a savoir

2 5 1
( 5 —1 -2 ) ’

00 1

09 -2 )"
Cela assure que (1, —2) et (0,9) forment une base de H. Donc H est de rang 2, et ((1, —2); (0, 1))
est une base adaptée & I'inclusion H C Z2, ce qui assure que Z?/H = 7./97.

aboutissent & la matrice

¢) En réduisant la matrice correspondante, on voit qu’une base du sous-groupe Z(4,8,10) +
7(6,2,0) est donnée par (—20,0,10) et (6,2,0). Cela assure qu'une base adaptée a l'inclu-
sion de ce groupe dans Z3 est donnée par les trois vecteurs (—2,0,1), (3,1,0) et (1,0,0). Donc
le quotient H est isomorphe & Z & Z/27 @® 7./10Z.

Exercice 12 :
Soit n > 1. Constuire dans R un sous-groupe isomorphe a Z".

Solution de ’exercice 12. Soient p1, ..., p, des nombres premiers distincts. Considrons le sous-groupe
additif de R engendr par log(pi),...,log(pn). Si ai,...,a, € Z sont tels que ajlog(p1) + -+ +
an log(py) = 0, alors en prenant ’exponentielle on trouve pi* ...p% =1 donc a; = -+ = a, = 0. Donc

ce sous-groupe est isomorphe a Z™. _

Autre exemple : le groupe engendré par 227, 1 < i < n convient aussi.

Autre exemple : le groupe engendré par les racines carrées des n premiers entiers positifs sans facteurs
carrés 1,v/2,...,1/m convient aussi.

Encore un autre exemple : si # € R est un nombre transcendant (il en existe, par cardinalité), alors
le sous-groupe engendré par 1,0, ...,0" ! convient également (pour un exemple explicite, on pourra
prendre # = 7, mais la preuve de la transcendance est difficile, ou plus directement un nombre de
Liouville comme 6 = 320 107#).

Exercice 13 :
Soit n > 1 est un entier. Montrer que tout systéme libre maximal dans Z" est de cardinal n.
Donner un exemple ou un tel systéme n’est pas une base.

Solution de [’exercice 13. On peut voir G = Z" comme un sous-groupe de Q". Soit e1,...,e, un
systeme libre maximal de G.



— Supposons r > n. Alors ey, ..., e, n’est pas libre sur Q donc il existe ¢1,...,q- € Q tels que
qre1 + - + gre,, = 0. Quitte a multiplier par le PPCM des dénominateurs des ¢1,...,¢q,, on

peut supposer que qi,...,q, € Z. Donc ey, ..., e, n’est pas libre sur Z.

— Supposons r < n. On vient de voir que eq, ..., e, est libre sur Z si et seulement si eq, ..., e, est
libre sur Q. Or si r < n, alors eq,...,e, n'est pas une base du Q-espace vectoriel Q", donc il
existe e,11 € G tel que ey, ..., e, e,41 soit libre sur Q donc sur Z, et alors ey, ..., e, n’est pas
maximal.

Enfin, le systéeme (2,0,...,0), (0,2,...,0),...,(0,...,0,2) est libre de cardinal n, donc maximal, mais
ce n’est pas une base de Z™ puisque (1,0,...,0) n’est pas dans le sous-groupe engendré (la somme des

coordonnées d’'un vecteurs du sous-groupe engendré est toujours paire).

Exercice 14 :
Soit e; = (ai,...,ay) € Z™ un vecteur tel que le pged de ses coordonnées vaut 1. Montrer que 1’on
peut compléter e; en une base (eq,...,e,) de Z™.

Solution de l'exercice 14. L’exercice équivaut & trouver une matrice dans GL,(Z) dont la premiere
ligne est formée des entiers aq, . . ., a,. On le montre par récurrence sur n. Soit d le pged de a1, ...,an_1
et notons a, = a;/d pour tout 1 <i < mn — 1. Alors, par hypothese de récurrence, il existe une matrice
D de taille (n — 1) x (n — 2) telle que la matrice

appartienne & GL,_1(Z). Par hypothese, pged(ay,,d) = 1 donc il existe v, w € Z tels que a,v+dw = 1.
Alors la matrice

day ... dal,_, ay
0

0

D 0

0

—vay ... —wval,_; w

convient.

Exercice 15 : %
Déterminer les facteurs invariants des matrices suivantes a coefficients dans Z :

(2 4) (69 —153) ;g __461 123
4 11 12 27 19 _3 3

Solution de Uexercice 15. On peut le faire de deux fagons différentes a priori : soit en calculant le
PGCD des coefficients de la matrices, puis le PGCD des mineurs de taille 2, etc..., soit en appliquant
I’algorithme de réduction des matrices a coefficients entiers via des opérations élémentaires sur les
lignes et les colonnes (cette second méthode est sans doute la plus rapide dans le troisieme exemple).
Dans les deux cas, on trouve les résultats suivants, ou ~ désigne I’équivalence des matrices a coefficients

entiers :
2 4 1 0
4 11 06 )’
69 —153 3 0
12 27 09 )’



12 -6 2 1 0 0
7 —41 13 |~ 0 2 0
19 -3 3 0 0 16
Les facteurs invariants sont donc respectivement (1,6), (3,9) et (1,2, 16)

Exercice 16 :

a)

b)

Soit G un groupe abélien de type fini et soit f : G — G un morphisme surjectif. Montrer que
f est un isomorphisme. Ceci est-il nécessairement vrai si ’on remplace surjectif par injectif ?

Soit G un groupe abélien libre de type fini et soit f : G — G un morphisme. Définir le
déterminant det(f) € Z de f et montrer que f est injectif si et seulement si det(f) # 0. Dans
ce cas, montrer que l'on a |Coker(f)| = |det(f)].

Solution de ’exercice 16.

a)

Notons F le sous-groupe de torsion de G, de sorte que G := G/F est un groupe abélien libre
de type fini, i.e. isomorphe a Z". On voit alors que f induit un morphisme fios : ' — F et un
morphisme surjectif f : G — G. On choisit une base (e1,...,e,) de G. Comme f est surjectif,
pour tout 1 < i < n, il existe d; € G tel que f(d;) = e;. On consideére alors le morphisme
g : G — G défini par g(e;) := d; pour tout i. On voit alors que (d;) est une base de G. Par
construction, on a fog = idg. Alors le calcul matriciel assure que ’on a aussi gof= idg, donc
f est un isomorphisme. Comme [ est injectif, on en déduit que fiors : F* — F est surjectif, et
comme F' est fini, fios est un isomorphisme de F'. Il est alors facile de conclure que f est un
isomorphisme de G.

Variante : pour tout n > 1, on a une inclusion Ker(f") C Ker(f""1) et un isomorphisme
Ker(f"1)/Ker(f") = Ker(f). On peut montrer que la suite des noyaux Ker(f") est une suite
croissante de sous-groupes de G. Or on voit facilement que G = F x Z™ n’admet pas de suite
croissante non stationnaire de sous-groupes, donc la suite des Ker(f™) est stationnaire : il existe
n > 1 tel que Ker(f") = Ker(f"*!). On en déduit donc que Ker(f) = 0, ce qui conclut la preuve.
La conclusion n’est plus valable si ’on remplace surjectif par injectif. Par exemple, le morphisme
de multiplication par 2 dans Z est injectif, mais son image est le sous-groupe strict 2Z C Z,
donc ce n’est pas un isomorphisme.

On définit det(f) comme le déterminant de la matrice de f (a coefficents dans Z) dans une
base quelconque de G sur Z. En effet, la formule classique de changement de bases assure que
ce déterminant est bien défini (il ne dépend pas de la base choisie). Cela revient a définir det(f)
comme le déterminant de ’endomorphisme fde Q" induit par f via un isomorphisme G = Z"
(correspondant au choix d’une base de G).

Supposons det(f) # 0. Alors lapplication linéaire correspondante f : Q" — Q" est de
déterminant non nul, donc elle est injective, ce qui assure que sa restriction a Z" est injec-
tive, donc f est injective.

Réciproquement, supposons que det(f) = 0. Alors il existe € Q" non nul tel que f(x) = 0.
Or il existe m € Z \ {0} tel que mz € Z™. On a alors f(mz) = mf(z) =0, et mx # 0, donc f
n’est pas injective sur Z".

On suppose désormais que det(f) # 0. Le théoreme de réduction des matrices a coefficients

entiers assure qu’il existe deux bases (z;) et (y;) de G et (di,...,d,) des entiers positifs tels
que Mat, ,(f) = diag(d,...,d,). En particulier, on a det(f) = +d; ...d, et 'image de f est
engendrée par les vecteurs (diyi, ..., dyyn). Comme (y1,...,y,) est une base de G, on voit que

Coker(f) := G/Im (f) =[]\ Z/d;,Z. Donc en particulier, on a |Coker(f)| = |d; ...d,|, d’ou le
résultat.

Exercice 17 : *x %%
Soient Ay, ..., A, des groupes abéliens de type fini et f; : A; — A;11 des morphismes de groupes. On
dit que la suite

0 A A, Imtg g



est exacte si fi est injectif, f,,—1 est surjectif, et pour tout 1 < i <n — 2, Im(f;) = Ker(fi+1).
Montrer que si la suite est exacte, alors > ;" | (—1)'rang(A4;) = 0.

Solution de l’exercice 17. On remarque qu’une telle suite exacte se découpe en des suites exactes
courtes de la forme

0 —Im (fi—l) = Ker(fi) — Ai i} Im (fz) = Kel"(fzq_l) — 0,

et qu’il suffit donc de démontrer la formule souhaitée pour un telle suite exacte courte. On suppose
donc n = 3.

On sait que le rang d’un groupe abélien G de type fini est le cardinal maximal d’une famille libre de
G, i.e. le plus grand entier n tel que G admette un sous-groupe (ou un quotient) isomorphe & Z".
On note r; le rang de A;. Il existe donc un sous-groupe de B; de A; isomorphe a Z™:. Si (e, ..., €n,)
est une base de B3, on peut trouver pour tout 1 < j < nz un élément d; € As tel que fa(d;) = e;.
Alors le sous-groupe de Ap engendré par fi(Bp) et par les d; est isomorphe & Z™*"3 : en effet, si
(€1,...,¢n,) est une base de By, pour tous (A1,..., Any, f1, ..., fng) € Z™T tels que Y, A fi(ci) +
Zj pjd; = 0, on a (apres application de fo) Zj pje; = 0 dans As, donc tous les p; sont nuls, donc
> Aifi(ei) = 0, donc par injectivité de fi, Y, A\ic; = 0, donc tous les \; sont nuls, donc la famille
(filery ..., fileny),di, ..., dpg) est bien libre. On a donc o > 71 + 73. Le théoréme de la base adaptée
assure que fi(A1) N B est un sous-groupe abélien libre de rang s, tel que le quotient soit de rand
ro — 81 (pas forcément libre). Donc s1 < r; et 79 — s1 < 13, donc r9 < 71 + r3. Donc finalement
r9 = r1 + r3, ce qui conclut la preuve.

Exercice 18 : xxx
On se propose de redémontrer le théoreme de structure des groupes abéliens finis.
On appelle caractere d’un groupe abélien fini G tout morphisme G — C*.

a) Si H est un sous-groupe d’un groupe abélien fini G, montrer que tout caractere de H se prolonge
en un caractere de G.

b) Soit G un groupe abélien fini. On note H un sous-groupe de G engendré par un élément de G
d’ordre maximal. Montrer que l'on a un isomorphisme G = H x G/H.

c¢) Conclure.

Solution de l'exercice 18.

a) On monter le résultat par récurrence sur n := [G : H|. C’est clair si n = 1. Supposons donc
n > 1 et le résultat vrai pour tous les sous-groupes H' de G tels que [G : H'| < n. Soit
X : H — C* un caractere de H. Choisissons = € G \ H, et notons m > 2 I'entier minimal tel
que ™ € H. On note enfin H' := (H, z). Comme 2™ € H, a := x(z™) € C* a bien un sens. On
sait que a admet (au moins) une racine m-iéme, choisissons-en une que l’on note ag. On pose
alors x' : H' — C* défini par x/(ha*) := x(h)ak. Vérifions que X’ est bien défini et que c’est un
caractére de H'. Tout d’abord, supposons que ha* = Wz¥ | avec h,h/ € H et k, k' € Z. Alors
h=1h = 2 ¥ donc k — k' est multiple de m. Notons par exemple k — k' = mr. Alors on a

X(h)al = x(ha™)af = x(h)x(z™")ak = x(h)ak =™ = x(h)ak ,

ce qui assure que ' est bien défini. Montrons maitenant que c’est un morphisme de groupes :
soient h,h“ € H et k, k' € Z. On a alors

¥ (hat W) = (W) = (Wl Yl ™ = x(R)x(W)al ™ = x(hyalx ()l = ' (ha*)x (W),

donc X’/ est un caractere de H'.
Enfin, il est clair par construction que X\/ =X

L’hypothese de récurrence assure alors que x’ se prolonge en un caractere de G, car [G : H'] <
[G : H|, donc x se prolonge bien en un caractere de G.



b)

Notons d l'ordre du sous-groupe cyclique H et w : G — G/H la projection canonique. Il est
clair qu’il existe un caractere surjectif (et méme un isomorphisme) x : H — p4(C), ot ug(C)
désigne le sous-groupe de C* formé des racines d-iemes de 1'unité. La question a) assure alors
que  se prolonge en un caractere x’ : G — C*. Remarquons que par définition de H, I’exposant
de G est égal & d, ce qui assure que y’ est un morphisme & valeurs dans py(C). En particulier,
on dispose d’'un morphisme de groupes surjectif

pi=xtox:G—H.
Alors le morphisme
v:G— HxG/H

défini par 1(g) := (¢(g), 7(g)). Alors Ker(¢)) = Ker(p) NKer(m) = Ker(x) N H. Or X, = x est
injectif, donc Ker(¢)) = {e}, donc ¢ est injectif, donc par cardinalité, ¢ est un isomorphisme.

La question b) jointe & une récurrence simple sur |G| assure que tout groupe abélien fini G est
isomorphe a un produit de groupes cycliques de la forme

G2Z/hWZx ... 1]dT.

avec dy > 2 et d;|d; 41 pour tout i.

Il reste & montrer 'unicité d’une telle écriture. Cela peut se faire assez facilement avec une
récurrence sur r, ou alors en suivant la preuve du cours.



