
École Normale Supérieure 1ère année
Année 2017-2018 Algèbre 1

TD4 : groupes résolubles et nilpotents, croissance des groupes

Exercices ? : à préparer à la maison avant le TD, seront corrigés en début de TD.
Exercices ?? : seront traités en classe en priorité.
Exercices ? ? ? : plus difficiles.

Si G est un groupe, on note C0(G) := G et Cn+1(G) := [G,Cn(G)], à savoir le sous-groupe de G
engendré par les commutateurs ghg−1h−1, avec g ∈ G et h ∈ Cn(G). On dit que G est nilpotent s’il
existe N ≥ 0 tel que CN (G) = {e}. Dans ce cas, l’entier N ≥ 0 minimal tel que CN (G) = {e} est
appelé classe de nilpotence de G.

Exercice 1 : ?
Soit G un groupe.

a) Donner une définition des groupes nilpotents en termes de suite de composition.

b) Montrer qu’un groupe nilpotent est résoluble.

c) Que dire de la réciproque ?

d) Montrer que le centre d’un groupe nilpotent est non trivial.

e) Montrer que si G est nilpotent et H est un sous-groupe de G, alors H est nilpotent.

f) On suppose désormais dans la suite que H est un sous-groupe distingué de G. Montrer que si
G est nilpotent, G/H est nilpotent.

g) On suppose H et G/H nilpotents. Le groupe G est-il nilpotent ?

h) Les groupes S3 et S4 sont-ils résolubles ? nilpotents ?

i) Soit p un nombre premier. Montrer que tout p-groupe est nilpotent (on pourra montrer que le
centre d’un tel groupe est non-trivial, en utilisant la partition du groupe en classes de conju-
gaison).

j) (***) Soient p, q, r trois nombres premiers. Montrer que tout groupe d’ordre pqr est résoluble.
Un tel groupe est-il nilpotent ?

k) On suppose G fini. Montrer que si G est nilpotent, alors tout sous-groupe maximal de G est
distingué (la réciproque est vraie, mais plus difficile).

Solution de l’exercice 1.

a) Montrons que G est nilpotent si et seulement s’il existe une suite de sous-groupes de G

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn+1 = {e}

telle que pour tout i, Gi CG et Gi/Gi+1 est central dans G/Gi+1.

Si G est nilpotent, il suffit de prendre Gi := Gi(G) pour tout i.

Réciproquement, on voit que la condition ”Gi/Gi+1 central dans G/Gi+1” équivaut à l’inclusion
[G,Gi] ⊂ Gi+1, donc une récurrence simple assure que l’on a pour tout i, Ci(G) ⊂ Gi, donc
Cn+1(G) = {e}, donc G est nilpotent.

b) On montre facilement par récurrence que pour tout n ∈ N, on a Dn(G) ⊂ Cn(G). Cela assure
l’implication demandée.

c) La réciproque est fausse : le groupe G = S3 est résoluble puisque sont groupe dérivé est le
groupe abélien A3

∼= Z/3Z, donc D2(G) = {id} (G est extension d’un groupe abélien par un
autre groupe abélien). En revanche, G n’est pas nilpotent puisque C1(G) = A3 n’est pas central
dans G (le 3-cycle (123) ne commute pas avec (12) par exemple), donc C2(G) = [S3,A3] est
un sous-groupe non trivial de A3

∼= Z/3, donc C2(G) = A3 = C1(G), donc Cn(G) = A3 pour
tout n ≥ 1.
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d) Soit G un groupe nilpotent. Il existe un entier n ≥ 0 maximal tel que Cn(G) 6= {e}. Alors
Cn+1(G) = {e}, donc [G,Cn(G)] = {e}, ce qui signifie que le sous-groupe non trivial Cn(G)
est contenu dans le centre de G. Donc Z(G) 6= {e}.

e) Une récurrence simple assure que pour tout n ≥ 0, Cn(H) ⊂ Cn(G), d’où le résultat.

f) La projection canonique π : G → G/H est un morphisme de groupes, donc une récurrence
assure que π(Cn(G)) ⊂ Cn(G/H) pour tout n. Or π est surjectif, donc une nouvelle récurrence
assure que π(Cn(G)) = Cn(G/H) (un commutateur dans G/H se relève en un commutateur
dans G...). Cette égalité assure le résultat.

g) Non. Si G = S3, H = A3 et G/H = {±1}, alors H et G/H sont abéliens donc nilpotents, alors
que G n’est pas nilpotent par la question c).

En revanche, on a le résultat plus faible suivant : si H ⊂ G est un sous-groupe central, alors G/H
nilpotent implique G nilpotent. En effet, la question précédente assure que si Cn(G/H) = {e},
alors Cn(G) ⊂ H, donc Cn+1(G) = [G,Cn(G)] ⊂ [G,H] ⊂ [G,Z(G)] = {e}, donc G est
nilpotent.

h) On voit facilement que ces groupes sont résolubles : pour S3, le sous-groupe dérivé est abélien,
donc il est bien résoluble. Pour S4, le sous-groupe dérivé est A4, qui admet un sous-groupe V4

distingué isomorphe à Z/2Z × Z/2Z (le sous-groupe des bitranspositions) tel que le quotient
A4/V4 soit d’ordre 3, donc abélien, ce qui assure que S4 est résoluble. Pour S3, voir la question
c). Et S3 est isomorphe à un sous-groupe de S4, donc la question e) assure que S4 n’est pas
nilpotent.

i) Soit G un groupe de cardinal pn. On montre par récurrence sur n que G est nilpotent. Si n = 1,
c’est évident car un groupe d’ordre p est commutatif. On suppose n ≥ 2. Alors on considère la
partition de G en classes de conjugaison : on note g ∼ g′ si g et g′ sont conjugués dans G. Alors
G =

∐
g∈G/∼C(g), où C(g) désigne la classe de conjugaison de g dans G. Or C(g) est réduite

à un élément si et seulement si g ∈ Z(G). Donc on déduit de la réunion précédente la formule

|G| = |Z(G)|+
∑

g∈(G\Z(G))/∼

|C(g)| .

Or pour tout g ∈ G \Z(G), l’application G→ C(g) définie par h 7→ hgh−1 induit une bijection
G/ZG(g)

∼−→ C(g), où ZG(g) est le sous-groupe de G formé des éléments qui commutent avec g.
En particulier, ZG(g) est un sous-groupe strict de G, donc |G/ZG(g)| est une puissance positive
de p. Par conséquent, la formule |G| = |Z(G)|+

∑
g∈(G\Z(G))/∼|C(g)| assure que |G| est divisible

par p, donc le centre Z(G) de G n’est pas réduit à {e}, donc G/Z(G) est de cardinal pi avec
0 ≤ i < n. Par hypothèse de récurrence, G/Z(G) est nilpotent, donc la remarque dans la
réponse à la question g) assure que G est nilpotent.

j) — On suppose d’abord que p = q = r. Alors G est nilpotent par la question i), donc G est
résoluble.

— On suppose maintenant p = q 6= r. Les théorèmes de Sylow assurent que np = 1 ou r et
nr = 1, p ou p2. Supposons que nr = p2. Alors G contient exactement p2(r−1) = p2r−p2 =
|G|−p2 éléments d’ordre r, et un p-Sylow de G est de cardinal p2, ce qui assure que G admet
un unique p-Sylow, i.e. np = 1. Si l’on supose que nr = p, alors nécessairement np 6= r (sinon
on aurait p|r − 1 et r|p − 1, ce qui est absurde), donc np = 1. Finalement, dans tous les
cas, on a soit nr = 1, soit np = 1. On a donc dans G un sous-groupe distingué d’ordre r
ou d’ordre p2, donc abélien, tel que le groupe quotient soit d’ordre p2 ou r, donc abélien
également. Cela assure que G est résoluble. En outre, G n’est pas nécessairement nilpotent
(cf par exemple G = S3 × Z/2Z).

— On suppose maintenant que p < q < r. Alors nr = 1 ou nr = pq, et nq = 1, r ou pr.
Supposons que nr 6= 1 et nq 6= 1. Alors G admet exactement pq(r− 1) élément d’ordre r, et
au moins r(q − 1) éléments d’ordre q. Donc on a

|G| ≥ pq(r − 1) + r(q − 1) = pqr + (q − 1)r − pq ≥ pqr + pr − pq = |G|+ p(r − q) > |G| ,

ce qui est contradictoire. Donc n1 = 1 ou nq = 1, donc G admet un sous-groupe distingué
d’ordre premier (donc abélien), tel que le quotient soit un groupe dont le cardinal est produit
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de deux nombres premiers distincts. En particulier, ce quotient est résoluble (voir TD2,
exercice 9, a)), donc G est résoluble. En revanche, G n’est pas toujours nilpotent, voir par
exemple G = S3 × Z/5Z.

k) On suppose G nilpotent. Soit M ⊂ G un sous-groupe maximal. Il existe un entier n ≥ 1
minimal tel que Cn(G) ⊂ M . Par minimalité de n, il existe g ∈ Cn−1(G) \ M . Alors on a
[g,M ] ⊂ [Cn−1(G), G] ⊂ Cn(G) ⊂ M , ce qui assure que gMg−1 ⊂ M , donc g ∈ NG(M) \M .
Donc NG(M) est un sous-groupe de G contenant strictement M . Par maximalité de M , cela
implique que NG(M) = G, donc M est distingué dans G.

Exercice 2 : ??
Soit G un sous-groupe de GLn(C). On note Tn(C) le sous-groupe de GLn(C) formé des matrices
triangulaires supérieures.

a) Montrer que si G est connexe, alors D(G) l’est aussi.

b) Montrer que si G est abélien, alors G est conjugué à un sous-groupe de Tn(C).

c) On suppose G résoluble connexe. Montrer que G est conjugué à un sous-groupe de Tn(C).

Solution de l’exercice 2.

a) Par définition, D(G) =
⋃
n∈N∗ Gn, où Gn désigne l’ensemble des éléments de G qui s’écrivement

comme produits de n commutateurs dans G. Montrons que pour tout n, Gn est connexe :
l’application cn : G2n → G définie par cn(g1, . . . , g2n) := [g1, g2] . . . [g2n−1, g2n] est continue,
et son image est exactement Gn. Cela assure que Gn est connexe car G2n l’est. Or pour tout
n ≥ 1, Gn contient l’élément neutre de G, donc D(G) admet un recouvrement par des parties
connexes de G ayant toutes un point de G en commun, donc D(G) est connexe.

b) Tout élément de GLn(C) est trigonalisable, donc tout élément de G est trigonalisable. Or G
est abélien, donc les éléments de G sont cotrigonalisables, i.e. il existe P ∈ GLn(C) telle que
PGP−1 ⊂ Tn(C).

c) Soit G un groupe résoluble. On note V le C-espace vectoriel Cn. Montrons que si n > 1, V
admet un sous-espace vectoriel strict non nul stable par tous les éléments de G. Pour ce faire,
on raisonne par l’absurde, i.e. on suppose qu’aucun sous-espace vectoriel strict non nul de V
n’est stable par G, et on va montrer que n = 1. On raisonne alors par récurrence sur la “classe
de résolubilité” du groupe G, i.e. sur l’entier minimal r ≥ 1 tel que Dr(G) = {In}.
— Si r = 1, alors G est abélien, donc la question b) assure que V admet une droite stable par

G, donc l’hypothèse implique que n = 1.
— On suppose r > 1. Alors H := Dr−1(G) est un sous-groupe commutatif distingué dans G,

non trivial. La question b) assure que quitte à conjuguer, on peut supposer que H est un
sous-groupe de Tn(C). On définit

W := {v ∈ V : v est vecteur propre de tout élément de H} .

On sait que W contient une droite, donc W 6= {0}. Montrons que W est stable par G. Soit
w ∈W et g ∈ G. Alors pour tout h ∈ H, on a h(g(w)) = g(g−1hg(w)), et g−1hg ∈ H puisque
H est distingué, donc g−1hg(w) est proportionnel à w, donc h(g(w)) est proportionnel à
g(w), donc g(w) ∈ W . Donc W est bien stable par G. Par hypothèse, on a donc W = V .
Cela signifie que V admet une base de vecteurs propres pour tous les éléments de H, i.e.
que quitte à conjuguer, on peut supposer que H ⊂ Dn(C), où Dn(C) désigne l’ensemble des
matrices diagonales de GLn(C).
Montrons maintenant que H ⊂ Z(G) : pour tout h ∈ H et tout g ∈ G, h et ghg−1 ont les
mêmes valeurs propres. Or il n’existe qu’un nombre fini de matrices diagonales à valeurs
propres fixées. Donc cela assure que l’application ch : G→ H définie par ch(g) := ghg−1 est
d’image finie. Or cette application est continue et G est connexe, donc ch(G) = {h}. Cela
assure que h est dans le centre de G, donc H ⊂ Z(G).
Soit h ∈ H \ {In}. Soit U un espace propre de h. Puisque h commute avec tous les éléments
de G, on voit que U est stable par G. Or U est non trivial, donc l’hypothèse initiale assure
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que U = V . Donc h est une homothétie (matrice scalaire). Or h ∈ D(G) ⊂ SLn(C), donc
det(h) = 1, donc H est fini. Or la question a) assure que H est connexe, donc H = {In}, ce
qui est contradictoire avec le fait que H = Dr−1(G) 6= {In}.

On a donc montré que si n ≥ 2 (ce qui est le cas si G n’est pas abélien), V admet un sous-espace
vectoriel W strict non nul stable par G. On note W ′ un supplémentaire de W . La décomposition
V = W⊕W ′ assure alors que quitte à conjuguer, G est contenu dans le sous-groupe des matrices
“triangulaires supérieures par blocs”, avec des blocs de taille dim(W ) et dim(W ′) : tout élément

g ∈ G s’écrit g =

(
gW ∗
0 gW ′

)
. Donc l’image de G par le morphisme g 7→ gW est un sous-

groupe résoluble connexe de GLdim(W )(C), donc par récurrence, comme dim(W ) < n, quitte à
conjuguer encore, on peut supposer que les matrices gW sont triangulaires supérieures pour tout
g ∈ G. De même, quitte à choisir une bonne base de V/W , on peut supposer que les matrices
gW ′ sont triangulaires supérieures pour tout g ∈ G. Alors il est clair que G est un sous-groupe
de Tn(C).

Exercice 3 : ??
Soit G un groupe de type fini. On définit le sous-groupe de Frattini de G (noté φ(G)) comme l’inter-
section des sous-groupes maximaux de G.

a) Montrer que Q ne possède pas de sous-groupe maximal.

b) Montrer que G admet au moins un sous-groupe maximal. La preuve est-elle plus simple si G
est fini ?

c) Montrer que φ(G) est distingué dans G et même qu’il est stable par tout automorphisme de G
(on dit qu’il est caractéristique). On note π : G→ G/φ(G) la projection canonique.

d) Soit S ⊂ G une partie de G. Montrer que S engendre G si et seulement si π(S) engendre
G/φ(G).

e) Montrer que φ(G) est exactement l’ensemble des éléments g ∈ G tels que pour toute partie
S ⊂ G, on a : 〈S, g〉 = G =⇒ 〈S〉 = G.

f) (***) Montrer que si G est fini, alors φ(G) est nilpotent.

g) On suppose G fini. Montrer que si G est nilpotent, alors D(G) ⊂ φ(G) (la réciproque est vraie,
mais plus difficile).

h) On suppose que G est un p-groupe.

i) Montrer que tout sous-groupe maximal de G contient D(G) et le sous-groupe Gp engendré
par les puissances p-ièmes dans G.

ii) Montrer que G/φ(G) est le plus grand quotient abélien de G d’exposant p.

iii) Que peut-on en déduire sur le nombre minimal de générateurs de G ?

iv) Montrer que φ(G) = D(G).Gp.

Solution de l’exercice 3.

a) SoitH un sous-groupe strict de Q/Z. Il existe donc x ∈ Q/Z tel que x /∈ H. NotonsH ′ := 〈H,x〉.
C’est un sous-groupe de Q/Z contenant strictement H. Or x ∈ Q/Z est d’ordre fini n. On
considère l’élément x

n ∈ Q/Z : si x
n ∈ H

′, alors il existe m ∈ Z et h ∈ H tel que x
n = h + mx.

Donc x = nh+ 0 = nh, donc x ∈ H, ce qui est contradictoire. Donc x
n /∈ H ′, donc H ′ 6= Q/Z,

doncH n’est pas maximal dans Q/Z. Cela assure que Q/Z n’admet pas de sous-groupe maximal.

b) On suppose G 6= {e} et on écrit G = 〈a1, . . . , an〉. On considère l’ensemble E des sous-groupes
stricts de G. C’est un ensemble non vide, muni de la relation d’ordre donnée par l’inclusion.
Montrons que toute partie non vide totalement ordonnée F de E admet un majorant dans E .
Soit F une telle partie. On définit alors

M := 〈H;H ∈ F〉 =
⋃
H∈F

H .
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Il est clair que M est un sous-groupe de G contenant chacun des H ∈ F . Montrons que M 6= G.
Si on avait M = G, alors pour tout i, ai ∈M , donc pour tout i, il existe Hi ∈ F tel que ai ∈ Hi.
Or F est totalement ordonné, donc il existe H ∈ F tel que ai ∈ H pour tout 1 ≤ i ≤ n. Alors
H = G puisque les ai engendrent G. Ceci est une contradiction car H ∈ F est un sous-groupe
strict de G. Cela assure donc que M 6= G, i.e. que M ∈ E .

On peut alors appliquer le lemme de Zorn pour déduire que l’ensemble E admet un élément
maximal, ce qui revient à dire que G admet un sous-groupe maximal.

Si le groupe G est fini, l’ensemble des sous-groupes de G est fini également, on peut se passer
du lemme de Zorn en considérant un sous-groupe strict de G de cardinal maximum.

c) Soit ϕ ∈ Aut(G). Alors pour tout sous-groupe maximal H ⊂ G, ϕ(H) est un sous-groupe
maximal de G, et l’application H 7→ ϕ(H) est une permutation de l’ensemble des sous-groupes
maximaux de G. Par conséquent, on a

ϕ(φ(G)) =
⋂

H⊂G maximal

ϕ(H) =
⋂

H⊂G maximal

H = φ(G) ,

donc φ(G) est un sous-groupe caractéristique de G.

d) Le sens direct est clair puisque π est surjective. Montrons le sens réciproque : on suppose que
H = 〈S〉 n’est pas égal à G. Alors H est contenu dans un sous-groupe maximal M de G. Comme
H contient φ(G), π(H) s’identifie à H/φ(G), qui est un sous-groupe strict de G/φ(G). Cela
assure que 〈π(S)〉 ⊂ H/φ(G) est un sous-groupe strict de G/φ(G), donc π(S) n’engendre pas
G/φ(G).

e) La question précédente assure que si g ∈ φ(G), alors pour tout S ⊂ G, on a 〈S, g〉 = G =⇒
〈S〉 = G. Soit maintenant g ∈ G \φ(G). Alors il existe un sous-groupe maximal H de G tel que
g /∈ H. On considère alors S := H ⊂ G. il est clair que 〈S〉 = H 6= G alors que 〈S, g〉 = G par
maximalité de H. D’où la description de φ(G) recherchée.

f) Soit P un p-Sylow de φ(G). Comme φ(G) est distingué dans G, on en déduit que G =
φ(G)NG(P ). La question d) assure alors que G = NG(P ), donc P est distingué dans G, donc
dans φ(G). Donc tout sous-groupe de Sylow de φ(G) est distingué dans φ(G), ce qui assure que
φ(G) est produit de ses groupes de Sylow, donc φ(G) est nilpotent (voir exercice 1).

g) On suppose G nilpotent. Alors l’exercice 1 assure que pour tout sous-groupe maximal H de
G, H est distingué, donc G/H est un groupe simple nilpotent, donc G/H est cyclique d’ordre
premier, donc abélien, donc D(G) ⊂ H. Donc D(G) ⊂ φ(G).

h) i) Soit H un sous-groupe maximal de G. La preuve de la question précédente assure que H
est distingué dans G et G/H est cyclique d’ordre p, ce qui assure que H contient D(G) et
Gp.

ii) La question précédente assure que G/φ(G) est un groupe abélien d’exposant p. Soit main-
tenant H un sous-groupe distingué de G tel que G/H soit abélien d’exposant p. No-
tons πH : G → G/H la projection. On a donc un isomorphisme G/H ∼= (Z/pZ)r. On
considère alors les r-projections πi : (Z/pZ)r → Z/pZ : il est clair que H =

⋂n
i=1Hi,

où Hi := Ker(πi ◦ πH : G → Z/pZ), et que les Hi sont des sous-groupes maximaux de
G (car d’indice p). Donc H ⊂ φ(G), ce qui assure l’existence d’un morphisme surjectif
π′ : G/φ(G) → G/H tel que π′ ◦ π = πH . Donc G/φ(G) est bien le plus grand quotient
abélien d’exposant p de G.

iii) Soit g1, . . . , gm une famille génératrice de G. Alors π(g1), . . . , π(gm) engendrent G/φ(G),
donc m ≥ dimFp(G/φ(G)). Or G/φ(G) admet une partie génératrice minimale de cardinal
dimFp(G/φ(G)), et en choisissant des relevés de ces générateurs dans G, on obtient une
famille génératrice (voir question d)) de G de cardinal dimFp(G/φ(G)). Cela assure que le
nombre minimal de générateurs de G est égal à dimFp(G/φ(G)).

iv) La question h)i) assure que D(G).Gp ⊂ φ(G). Or G/D(G).Gp est clairement un groupe
abélien d’exposant p, donc la question h)ii) assure que φ(G) ⊂ D(G).Gp, ce qui conclut.
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Exercice 4 : ??
Soit G un groupe de type fini. Pour toute partie génératrice finie A de G, pour tout m ∈ N, on note
BG,A(m) l’ensemble des éléments de G qui s’écrivent comme produits d’au plus m éléments de A∪A−1.
On pose βG,A(m) := |BG,A(m)|. Si β et β′ sont deux fonctions N → R+, on notera β � β′ s’il existe
c > 0 et a ∈ N∗ tels que pour tout n, β(n) ≤ cβ′(an), et β ∼ β′ si β � β′ et β′ � β.

a) Montrer que BG,A(m) est une boule dans l’espace métrique (G, d), où d est une distance que
l’on précisera.

b) Soient A et A′ deux parties génératrices finies de G. Montrer que βG,A ∼ βG,A′ . On notera donc
abusivement βG = βG,A.

c) Calculer βG si G est un groupe fini, si G = Z, si G = Zn, si G est le groupe libre à n générateurs
(i.e. le groupe des mots finis sur un alphabet de n lettres, avec leurs inverses, pour la loi de
concaténation des mots).

d) Montrer que βG(n) � en.

e) Si G′ est un groupe de type fini, calculer βG×G′ .

f) Montrer que si H ⊂ G est un sous-groupe de type fini, alors βH � βG, et si H est d’indice fini,
alors βH ∼ βG.

g) Soit H un quotient de G. Comparer βH et βG.

h) Montrer que si G = SL2(Z), alors G est de type fini et βG(n) ∼ en.

i) Montrer que si G est nilpotent de classe 2, alors il existe d ≥ 0 tel que βG(n) � nd.
j) Montrer que si G est nilpotent, alors il existe d ≥ 0 tel que βG(n) � nd.
k) Montrer que le groupe G = Z2 oA Z, où le produit semi-direct est défini via la matrice A :=(

2 1
1 1

)
, est un groupe résoluble tel que βG(n) ∼ en.

Solution de l’exercice 4.

a) Soient g, h ∈ G. On définit d(g, h) comme le nombre minimal de termes dans une écriture
de gh−1 comme produit d’éléments de A ∪ A−1. Il est clair que cela définit une application
d : G×G→ N telle que
— pour tous g, h ∈ G, d(g, h) = d(h, g) (car l’ensemble A ∪A−1 est stable par inverse).
— pour tous g, h ∈ G, d(g, h) = 0 si et seulement si g = h.
— pour tous g, h, k ∈ G, d(g, k) ≤ d(g, h) + d(h, k).
Donc (G, d) est un espace métrique, et BG,A(m) est la boule fermée de centre e et de rayon m
pour cette distance d.

b) Il suffit de le montrer pour A′ = A ∪ {α} avec α ∈ G. Il est clair que pour tout m ≥ 0, on a
BG,A(m) ⊂ BG,A′(m), donc βG,A � βG,A′ . Or α ∈ G s’écrit α = a1 . . . ar avec ai ∈ A pour tout
i. Soit g ∈ BG,A′(m). Alors g = a′1 . . . a

′
k s’écrit comme un produit de k ≤ m éléments de A′.

Pour tout 1 ≤ i ≤ k, soit a′i ∈ A, soit a′i = α et a′i est produit de r éléments de A. Cela assure
que g est produit d’au plus kr éléments de A. Donc BG,A′(m) ⊂ BG,A(km), donc βG,A′ � βG,A.
Donc finalement βG,A ∼ βG,A′ .

c) — Si G est un groupe fini, alors on peut prendre A = G et on voit que βG,A(m) = |G| pour
tout m ≥ 1, donc βG ∼ 1.

— Si G = Z, on peut prendre A = {1}, et on voit que BG,A(m) = {−m,−(m−1), . . . , 0 . . . ,m−
1,m}, donc βG,A(m) = 2m+ 1, donc βG(m) ∼ m.

— Si G = Zn, on peut prendre A = {−1, 0, 1}n, et on voit que BG,A(m) = Zn ∩ [−m;m]n,
donc βG,A(m) = (2m+ 1)n, donc βG(m) ∼ mn.

— Si G est le groupe libre à n ≥ 2 générateurs, notés a1, . . . , an, on peut considérer A =
{a1, . . . , an}, où ε est l’élément neutre (mot vide). Alors on a βG,A(m) ≥ nm en considérant
uniquement les mots de m lettres parmi a1, . . . , an, et on a βG,A(m) ≤ (2n + 1)m de façon
évidente. Donc βG(m) ∼ nm ∼ em.

d) En considérant le nombre de mots possibles de longueur m sur un alphabet à 2|A|+ 1 lettres,
il est clair que βG,A(m) ≤ (2|A|+ 1)m, donc βG(m) � em.
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e) On choisit une partie génératrice finie A (resp. A′) deG (resp.G′) stable par inverse et contenant
l’élément neutre. Alors A×A′ est une partie génératrice de G×G′, et on a une bijection naturelle
BG,A(m)×BG′,A′(m) ∼= BG×G′,A×A′(m), ce qui assure que βG×G′ ∼ βGβG′ .

f) Il existe une partie génératrice finie A de H. On choisit une partie génératrice finie B = A∪A′
de G. Il est alors clair que BH,A(m) ⊂ BG,B(m), ce qui assure que βH � βG.

On suppose maintenant que H est d’indice fini dans G. On munit G de la distance dG définie
par une partie génératrice finie (fixée) de G. Il est clair que l’action de G sur lui-même par
translation est une action par isométries. On note E ⊂ G un ensemble (fini) de représentants de
G modulo H. On note R := max{dG(e, x) : x ∈ E}. Alors E ⊂ BG(R) et G =

⋃
h∈H BG(h,R),

i.e. G = H.BG(R).

On définit alors l’ensemble fini S := BG(2R+ 1) ∩H.

On va montrer que S engendre H et comparer βH,S(m) à βG(m).

Soit h ∈ H. On peut trouver g0, . . . , gm ∈ G tels que g0 = e, gm = h et dG(gi, gi+1) = 1, avec
m minimal, i.e. m = dG(e, h).

Comme G =
⋃
h∈H BG(h,R), pour tout i, il existe hi ∈ H tel que gi ∈ BG(hi, R), et on peut

supposer h0 = e et hm = h.

On a alors d(hi, hi+1) ≤ 2R + 1, ce qui assure que si := h−1
i hi+1 ∈ S. On en déduit via une

récurrence simple que

h = hm = hm−1h
−1
m−1hm = hm−1sm = s1 . . . sm .

Cela montre en particulier que H = 〈S〉, et que dH,S(e, h) ≤ m = dG(e, h)

Soit alors m ∈ N et g ∈ BG(m). On sait qu’il existe alors h ∈ H tel que dG(g, h) ≤ R. Alors
dG(e, h) ≤ R + m par inégalité triangulaire. On a montré en outre que dH,S(e, h) ≤ dG(e, h),
donc dH,S(e, h) ≤ R+m. Cela assure que

BG(m) ⊂
⋃

h∈BH,S(R+m)

BG(h,R) .

En calculant les cardinaux, on en déduit que

βG(m) ≤ |BG(R)|βH,S(R+m) ,

ce qui assure que βG � βH , d’où finalement

βH ∼ βG .

g) Si A est une partie génératrice finie de G, et si π : G → H est la projection canonique, alors
π(A) est une partie génératrice finie de H. Il est alors clair que π : BG,A(m)→ BH,π(A)(m) est
une application surjective, ce qui assure que βH � βG.

h) C’est un résultat classique que SL2(Z) est de type fini. On considère le sous-groupe H de

SL2(Z) engendré par les matrices A =

(
1 2
0 1

)
et B =

(
1 0
2 1

)
. Soient alors r ≥ 1 et

k1, l1, . . . , kr, lr ∈ Z des entiers tous non nuls.

Montrons que Ak1Bl1 . . . AkrBlr 6= I2.

Pour cela, on définit par récurrence M0 = I2, M2i+1 = M2iA
ki et M2i+2 = M2i+1B

ri , et on

note M2i =

(
m(2i) ∗
∗ ∗

)
et M2i+1 =

(
∗ m(2i+ 1)
∗ ∗

)
. Une récurrence simple assure que

|m(i)| ≥ i+ 1 pour tout i. Cela assure immédiatement que le produit Ak1Bl1 . . . AkrBlr 6= I2.

Par conséquent, H est isomorphe au groupe libre à deux générateurs A et B (il faut pour
cela également regarder des produits de la forme précédente avec k1 = 0 ou lr = 0). Donc
βH(m) ∼ em par la question c). Cela assure que βG(m) ∼ em grâce aux questions d) et f).
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i) Si G est abélien de type fini et de rang r, alors βG(m) ∼ mr grâce au théorème de classification
des groupes abéliens de type fini et au cas de Zr.
On suppose maintenant G nilpotent de classe 2. Alors Z := D(G) est un sous-groupe central
de G, et c’est un groupe abélien de type fini. Donc βZ(m) ∼ mr. Fixons une partie génératrice
A = {g1, . . . , gn} de G (stable par inverse et contenant e) de G. Soit alors g ∈ BG(m). L’élément
g s’écrit comme un produit d’au plus m éléments de A. On cherche à regrouper ces éléments
pour écrire g sous la forme g = gk11 . . . gknn d, avec d ∈ Z. Pour ce faire, on constate que gigj =
gjgi[g

−1
i , g−1

j ], donc tout échange de deux générateurs produit un commutateur ”à droite”, i.e.
un élément de Z. Comme Z est central, on peut écrire cet élément “à la fin” de l’écriture
de g comme produit. De cette façon, une récurrence simple assure que l’on peut écrire g =
gk11 . . . gknn d, avec 0 ≤ ki ≤ m et d ∈ Z produit d’au plus m2 commutateurs de la forme [gi, gj ].
Donc en prenant pour partie génératrice de Z un partie finie contenant les [gi, gj ], on en déduit
que βG(m) ≤ mnβZ(m2). Comme βZ est polynômiale (cas des groupes abéliens de type fini), il
existe r ≥ 0 tel que βZ(m) ∼ mr, donc on en déduit qu’il existe d ≥ 0 tel que βG(m) � nd.

j) Si G est abélien de type fini et de rang r, alors βG(m) ∼ mr grâce au théorème de classification
des groupes abéliens de type fini et au cas de Zr.
On suppose G nilpotent de classe c ≥ 2. On considère le sous-groupe H = D(G) de G. Il est clair
queH est de type fini, nilpotent de classe≤ c−1. Par récurrence, on peut supposer que βH(m) �
mr. On prend une partie génératrice finie A = {g1, . . . gn} (stable par inverse et contenant e) de
G. Soit alors g ∈ BG(m). L’élément g s’écrit comme un produit d’au plus m éléments de A. On
cherche à regrouper ces éléments pour écrire g sous la forme g = gk11 . . . gknn d, avec d ∈ H. Pour
ce faire, on constate que gigj = gjgi[g

−1
i , g−1

j ], donc tout échange de deux générateurs produit
un commutateur ”à droite”. On est ensuite amené à échanger ce commutateur avec un autre
générateur gk, ce qui produit un élément de la forme [g−1

k , [g−1
i , g−1

j ]] ∈ C2(G). On poursuit

de cette façon jusqu’à obtenir une écriture de g de la forme g = gk11 . . . gknn d avec d ∈ H : on
voit que d est produit d’au plus m2 éléments [gi, gj ], d’au plus m3 éléments [gi, [gj , gk]], etc...

finalement, on peut écrire g = gk11 . . . gknn d avec d ∈ H produit d’au plus m2 + · · ·+mc ≤ mc+1

commutateurs de la forme précédente (commutateurs des gi). Or tous ces commutateurs sont
des mots de longueur bornée k sur un ensemble fini de générateurs de D(G), ce qui assure que
βG(m) = O(mnβH(kmc+1)), donc βG(m) � mn+r(c+1). Cela assure donc le résultat.

k) Il est clair que A admet deux valeurs propres réelles λ et λ−1, avec λ > 2.

Montrons d’abord qu’il existe un vecteur v ∈ Z2 tel que pour tout n ∈ N, les vecteurs
∑n

i=0 εiA
iv

sont deux-à-deux distincts si (ε0, . . . , εn) décrivent {0, 1}n+1. La matrice transposée de A admet
aussi λ pour valeur propre. Donc il existe une forme linéaire f : R2 → R telle que tAf = λf . Il
suffit alors de prendre v ∈ Z2 \Ker(f) (la vérification est laissée au lecteur).

On voit v comme un élément de G, et on note t = (0, 0, 1) ∈ G. On fixe un ensemble S de
générateurs de G contenant v et t. En particulier, pour tout ε ∈ {0, 1}n+1, les éléments gε :=
vε0(tvt−1)ε1 . . . (tnvt−n)εn sont des éléments deux-à-deux distincts de G. Donc l’application
ε 7→ gε définit une injection de {0, 1}n+1 dans G telle que pour tout ε, dG,S(e, gε) ≤ 3n+ 1. On
en déduit donc que pour tout n, βG,S(3n+ 1) ≥ 2n+1, ce qui implique que βG,S(n) ∼ en grâce
à la question d).

Exercice 5 : ? ? ?
On note Σ∗ l’ensemble des mots (finis) sur l’alphabet Σ = {0; 1}, i.e. Σ∗ :=

⋃
n∈N Σn. On note G le

groupe S(Σ∗). On note a ∈ G l’élément défini par a(1m) := 0m et a(0m) := 1m pour tout m ∈ Σ∗.

a) Montrer que les formules suivantes définissent des éléments b, c et d de G : b(0m) = 0a(m),
c(0m) = 0a(m), d(0m) = 0m, b(1m) = 1c(m), c(1m) = 1d(m) et d(1m) = 1b(m). On note
Γ := 〈a, b, c, d〉 ⊂ G.

b) Montrer que a2 = b2 = c2 = d2 = id et que bc = cb = d, cd = dc = b , bd = db = c.

c) Montrer que tout élément de Γ s’écrit comme produit des éléments a, b, c, d, avec un terme du
produit sur deux égal à a.

d) Pour tout n ≥ 1, on note Γn := {γ ∈ Γ : γ|Σn = id}. Montrer que Γn est un sous-groupe
distingué strict d’indice fini de Γ.
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e) On définit ϕ1 : Γ1 → G×G par ϕ1(γ) := (γ0, γ1), où γε(w) est le mot tel que γ(εw) = εγε(w).
Montrer que ϕ1 est un morphisme de groupes injectif.

f) Montrer que les morphismes ϕε : Γ1 → Γ définis par γ 7→ γε sont surjectifs. En déduire que Γ
est infini.

g) Montrer que ϕ1(Γ1) est un sous-groupe d’indice fini de Γ× Γ.

h) Montrer que Γ n’est pas à croissance polynomiale, i.e. pour tout d ≥ 0, nd ≺ βΓ(n).

i) Montrer que pour tout γ ∈ Γ1, l(γ0) + l(γ1) ≤ l(γ) + 1, où l(g) désigne le nombre minimal de
symboles a, b, c, d nécessaires pour écrire g.

j) Pour tout n ≥ 1, généraliser les contructions précédentes pour obtenir un morphisme injectif
ϕn : Γn → ΓΣn tel que ϕn(Γn) est un sous-groupe d’indice fini de ΓXn .

k) Montrer que pour tout γ ∈ Γ3, si on note ϕ3(γ) = (γε)ε∈Σ3 , alors∑
ε∈Σ3

l(γε) ≤
5

6
l(γ) + 8 .

l) Montrer que Γ n’est pas à croissance exponentielle, i.e. βΓ(n) ≺ en. On dit que Γ est à croissance
intermédiaire.

Solution de l’exercice 5.

a) Une récurrence simple sur la longueur des mots de Σ∗ assure que les formules indiquées
définissent des applications b, c, d : Σ∗ → Σ∗. On vérifie maintenant que ce sont des bijections.
Pour cela, on montre que b2 = c2 = d2 = id. On raisonne par récurrence sur la longueur des mots
de Σ∗. Il est clair que b2(ε) = c2(ε) = d2(ε) = ε, où ε désigne le mot vide. Soit m ∈ Σ∗ un mot de
longueur n ≥ 0. Alors b2(0m) = b(0a(m)) = 0a2(m) = 0m, c2(0m) = c(0a(m)) = 0a2(m) = 0m,
d2(0m) = d(0m) = 0m. Et on a, par récurrence sur n, b2(1m) = b(1c(m)) = 1c2(m) = 1m,
c2(1m) = c(1d(m)) = 1d2(m) = 1m et d2(1m) = d(1b(m)) = 1b2(m) = 1m. Donc b2 = c2 =
d2 = id. Donc b, c, d ∈ G.

b) On a déjà vu que a2 = b2 = c2 = d2 = id. Montrons les autres relations par récurrence sur la
longueur d’un mot m ∈ Σ∗. On a en effet

bc(0m) = b(0a(m)) = 0a2(m) = 0m, cb(0m) = c(0a(m)) = 0a2(m) = 0m, d(0m) = 0m,

et

bc(1m) = b(1d(m)) = 1cd(m) = 1b(m) , cb(1m) = c(1c(m)) = 1dc(m) = 1b(m) , d(1m) = 1b(m) .

De même,

cd(0m) = c(0m) = 0a(m) , dc(0m) = d(0a(m)) = 0a(m) , b(0m) = 0a(m) ,

et

cd(1m) = c(1b(m)) = 1db(m) = 1c(m) , dc(1m) = d(1d(m)) = 1bd(m) = 1c(m) , b(1m) = 1c(m) .

Enfin,

bd(0m) = b(0m) = 0a(m) , db(0m) = d(0a(m)) = 0a(m) , c(0m) = 0a(m) ,

et

bd(1m) = b(1b(m)) = 1cb(m) = 1d(m) , db(1m) = d(1c(m)) = 1bc(m) = 1d(m) , c(1m) = 1d(m) .

On conclut donc que bc = cb = d, cd = dc = b et cd = db = c.

c) C’est une conséquence simple de la question b), via une récurrence (on peut diminuer la longueur
d’une écriture d’un élément de Γ comme produit de a, b, c, d dès que deux éléments consécutifs
dans ce produit sont distincts de a).
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d) On considère l’application ψn : Γ→ Aut(Σn) définie par γ 7→ γ|Σn : celle-ci est bien définie car
tout élément de Γ envoie Σn dans Σn car c’est le cas des générateurs de Γ. En outre, ψn est un
morphisme de groupes, et Aut(Σn) est un groupe fini de cardinal (2n)!. Donc Γn = Ker(ψn) est
un sous-groupe distingué de Γ d’indice divisant (2n)!. Et c’est un sous-groupe strict car a /∈ Γn.

e) Vérifions que ϕ1 est un morphisme de groupes : soient γ, γ′ ∈ Γ1.

Alors ϕ1(γ ◦ γ′) = ((γ ◦ γ′)0, (γ ◦ γ′)1). Et par définition, on a pour tout m ∈ Σ∗ et x ∈ {0; 1},

(γ ◦ γ′)(xm) = γ(γ′(xm)) = γ(xγ′x(m)) = xγx(γ′x(m)) ,

ce qui assure que (γ ◦ γ′)x(m) = (γx ◦ γ′x)(m), donc ϕ1 est un morphisme de groupes.

Montrons son injectivité : soit γ ∈ Ker(ϕ1). Alors pour tout m ∈ Σ∗ et x ∈ {0; 1}, γ(xm) =
xγx(m) = xm, donc γ = id. Donc ϕ1 est injectif.

f) On calcule ϕ1(b) = (a, c), ϕ1(c) = (a, d) et ϕ1(d) = (id, b), puis ϕ1(aba) = (c, a), ϕ1(aca) =
(d, a) et ϕ1(ada) = (b, id). Cela assure immédiatement que ϕ0 et ϕ1 sont surjectifs. Comme Γ1

est un sous-groupe strict de Γ, cela assure que Γ est infini.

g) On note B le plus petit sous-groupe distingué de Γ contenant b. Alors on vérifie que 〈a, d〉 se
surjecte sur Γ/B via la projection Γ→ Γ/B. Or il est clair que 〈a, d〉 ∼= D4, donc [Γ : B] divise
8.

Pour γ ∈ Γ, la question précédente assure qu’il existe g, g′ ∈ Γ1 tels que ϕ0(g) = ϕ1(g′) = γ.
Alors un calcul simple assure que ϕ1(gadag−1) = (γbγ−1, id) et ϕ1(g′dg′−1) = (id, γbγ−1). Donc
B × {id} et {id} ×B sont contenus dans ϕ1(Γ1). Donc B ×B ⊂ ϕ1(Γ1). Donc [Γ× Γ : ϕ1(Γ1)]
divise [Γ × Γ : B × B] = [Γ : B]2 = 64, donc ϕ1(Γ1) est un sous-groupe d’indice fini (divisant
64) de Γ× Γ.

h) Les questions d) et g) assurent que Γ et Γ×Γ admettent des sous-groupes d’indice fini isomorphes
(à Γ1), donc l’exercice 4, question f) assure que βΓ ∼ βΓ×Γ ∼ βΓ

2. Supposons alors qu’il existe
k ∈ N∗ (que l’on peut supposer minimal) tel que βΓ(m) � mk. Alors on aurait βΓ(m)2 ∼
βΓ(m) � mk, donc βΓ(m) � m

k
2 , donc par minimalité, on aurait k = 1 et βΓ(m) ∼ m (car Γ est

infini). Alors βΓ(m) ∼ βΓ
2(m) ∼ m2, ce qui est contradictoire. Donc Γ n’est pas à croissance

polynomiale.

i) Soit γ ∈ Γ1. La question c) assure que γ s’écrit sous l’une des quatre formes suivantes (et on
peut supposer cette écriture minimale) :

γ = a ∗ a ∗ · · · ∗ a ∗ a ,

γ = a ∗ a ∗ · · · ∗ a∗ ,

γ = ∗a ∗ · · · ∗ a ∗ a

ou
γ = ∗a ∗ · · · ∗ a∗ ,

où les symboles ∗ désignent des éléments de l’ensemble {b, c, d}.
Alors les morphismes ϕε appliqués à ces décompositions s’écrivent explicitement via les règles
suivantes (que l’on démontre par récurrence sur la longueur de γ) :

(I) ϕ0(γ) = γ0 s’obtient en remplaçant les a par id et en remplaçant chaque symbole ∗ suivant
la règle : si ∗ vient après un nombre impair de symboles a, alors ∗ = b est remplacé par a,
∗ = c par a et ∗ = d par id ; si ∗ vient après un nombre pair de symboles a, alors ∗ = b est
remplacé par c, ∗ = c par d et ∗ = d par b.

(II) ϕ1(γ) = γ1 s’obtient en remplaçant les a par id et en remplaçant chaque symbole ∗ suivant
la règle : si ∗ vient après un nombre pair de symboles a, alors ∗ = b est remplacé par a,
∗ = c par a et ∗ = d par id ; si ∗ vient après un nombre impair de symboles a, alors ∗ = b
est remplacé par c, ∗ = c par d et ∗ = d par b.

En appliquant ces règles, on voit facilement que dans chacun des quatre types de décomposition
mentionnés, on a toujours

l(γ0) + l(γ1) ≤ l(γ) + 1 .
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j) Il suffit de considérer l’application ϕn : Γn → ΓΣn définie de la façon suivante : pour tout
γ ∈ Γn, pour tout ε ∈ Σn, pour tout m ∈ Σ∗, γ(εm) est un mot de la forme εγε(m), et on pose
alors ϕn(γ) = (γε)ε∈Σn . On adapte alors la preuve de la question g) pour montrer que ϕn(Γn)
est d’indice fini dans ΓΣn

.

k) Il s’agit de raffiner l’argument de la question i). Étant donné γ ∈ Γ3, le calcul de ϕ3(γ) = (γε)
se fait en appliquant, à une écriture minimale de γ, trois fois les règles (I) et (II) énoncées
dans la réponse à la question i). À chaque application de l’une de ces règles, on constate que la
longueur de γ est diminuée de ld(γ) − 1, où ld(γ) est le nombre de symboles d dans l’écriture
de γ considérée ; et en outre, chaque lettre c de γ produit une lettre d après application de la
règle (I) ou (II), laquelle lettre sera supprimée à l’application suivante d’une des deux règles.
Et chaque lettre b de γ fournit une lettre c après la première application d’une des deux règles,
laquelle lettre c fournit une lettre d à la deuxième application, laquelle lettre d disparâıt à la
troisième application. Or l’une des lettre b, c, d apparâıt strictement plus que l(γ)

6 − 1 fois dans
l’écriture de γ, donc la conjonction de la question i) avec les remarques précédentes aboutit à
l’estimation souhaitée : ∑

ε∈Σ3

l(γε) ≤
5

6
l(γ) + 8 .

l) On a donc montré que pour tout γ ∈ Γ3, on a∑
ε∈Σ3

l(γε) ≤
5

6
l(γ) + 8 .

Cela implique que

βΓ3(m) ≤
∑

(n1, . . . , n8) ∈ N8∑
i ni ≤

5
6m+ 8

βΓ(n1) . . . βΓ(n8) .

On pose alors λ := limn→+∞
n
√
βΓ(n) (on vérifiera que cette limite existe). Supposant λ > 1,

l’inégalité précédente implique après quelques calculs que λ ≤ λ
5
6 , ce qui est contradictoire.

Donc λ ≤ 1, ce qui assure que βΓ(n) ≺ en.
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