ECOLE NORMALE SUPERIEURE 1ERE ANNEE
ANNEE 2017-2018 ALGEBRE 1

TD5 : Actions de groupes et théoremes de Sylow

Exercices x : a préparer a la maison avant le TD, seront corrigés en début de TD.
Exercices xx : seront traités en classe en priorité.
Exercices x x % : plus difficiles.

Exercice 1 : x
Soit p un nombre premier.

a) Montrer qu'un groupe de cardinal p? est commutatif.

b) Combien d’éléments d’ordre p y a-t-il dans un groupe de cardinal p? Et dans un groupe de
cardinal p??

Exercice 2 :
Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. En considérant ’ensemble

E:={(g,x) eGxX:g-x=u},

calculer le nombre moyen de point fixes d’un élément de G.
Que dire en particulier si 'action est transitive ? Que dire de la moyenne du nombre de points fixes
d’une permutation aléatoire 7

Exercice 3 : (Lemme de Cauchy)
Soit G un groupe fini et soit p un nombre premier divisant le cardinal de G. En utilisant une action
convenable de Z/pZ sur ’ensemble

X={(g1,--,9) €G’ | g1---gp =1}

prouver que G admet un élément d’ordre p (sans utiliser les théoremes de Sylow!).

Exercice 4 : x
Combien y a-t-il de colliers différents formés de 9 perles dont 4 bleues, 3 blanches et 2 rouges ?

Exercice 5 : xx
Soit G un groupe.

a) On suppose que G est fini et on note p le plus petit nombre premier divisant le cardinal de G.
Montrer que tout sous-groupe de G d’indice p est distingué.

b) On suppose que G est infini et qu’il admet un sous-groupe strict H d’indice fini. Montrer que
G n’est pas un groupe simple.

Exercice 6 :

a) Montrer que si G est un groupe fini et H un sous-groupe strict de G, alors la réunion des
conjugués de H n’est pas égale a GG tout entier. Que dire si le groupe G est infini et si H est
d’indice fini dans G 7 Et si on ne suppose plus H d’indice fini ?

b) Soit G un groupe fini agissant transitivement sur un ensemble fini X tel que |X| > 2. Montrer
qu’il existe g € GG ne fixant aucun point de X.

Exercice 7 :

Soit GG un groupe fini non trivial agissant sur un ensemble fini X. On suppose que pour tout g # e € G,
il existe un unique x € X tel que g - © = . On souhaite montrer que X admet un point fixe sous G
(nécessairement unique).



a) On note Y := {x € X : Stabg(z) # {e}}. Montrer que Y est stable par G.

b) On note n =|Y/G| et yi,...,y, un systeme de représentants de Y/G. Pour tout i, on note m;
le cardinal de Stabg(y;). En considérant Pensemble Z := {(g,z) € (G\{e}) x X : g- 2 = x},

montrer que
n

1—&:2(1—7;).

i=1
¢) En déduire que n = 1.
d) Conclure.

Exercice 8 : *xx

a) Soit G' un p-groupe fini agissant sur un ensemble fini X. On note X ’ensemble des points
fixes de X sous G. Montrer que
| XY = |X| (mod. p).

b) Soit G un p-groupe agissant sur un ensemble fini X dont le cardinal n’est pas divisible par p.
Montrer que X admet un point fixe sous G.

¢) Soit G un p-groupe fini et H # {e} un sous-groupe distingué de G. Montrer que 'intersection
de H avec le centre de G n’est pas réduite a 1’élément neutre.

d) Montrer qu'un groupe d’ordre p" admet des sous-groupes d’ordre p’ pour tout 0 < i < n.

e) Soit p un nombre premier congru & 1 modulo 4. On souhaite montrer que p est somme de deux
carrés d’entiers. On note

X = {(2,y,2) e N’ 1 2% + dyz = p}.
i) On définit 7 : X — X par les formules suivantes

i (x,y,2)— (x+2z,2,y—z—2)siz<y—z,
Qy—z,yx—y+z)siy—z<z<2y,
(x —2y,x —y+z,y)six>2y.
Vérifier que ¢ est bien définie.
Montrer que ¢ est une involution.

Montrer que ¢ a un unique point fixe.

)
)
iv) Montrer que |X| est impair.
) Montrer que I'application j : X — X définie par j(z,y, ) := (z, z,y) admet un point fixe.
) Conclure.

Exercice 9 :
Soit n > 1 un entier. Montrer qu’il n’existe qu'un nombre fini de classes d’isomorphisme de groupes
finis admettant exactement n classes de conjugaison.

Exercice 10 : %

a) Calculer le groupe des isométries directes (resp. indirectes) d’un tétraedre régulier dans l’espace
euclidien de dimension trois (on pourra regarder l'action de ce groupe sur les sommets du
tétraedre).

b) Mémes questions pour un cube et un octaeédre (on pourra regarder l'action du groupe des
isométries du cube sur les diagonales de ce cube).

¢) Mémes questions pour un dodécaedre et un icosaedre (on pourra regarder 'action du groupe
des isométries du dodécaedre sur les ”grands cubes” inscrits dans ce dodécaedre).



Exercice 11 : (Théoréme de Pdlya)  x x

Soit G un groupe fini, agissant sur un ensemble fini X de cardinal N.

Notons Zg x = ﬁ >gec Huexsg) Xwl € ZIX1, .., XN]-

Soit Cy, := {1,...,n}, appelé "ensemble des couleurs”. On appelle ”coloriage de X en < n couleurs”

une application f : X — C,. On note C(X,n) 'ensemble de ces coloriages. Si f € C(X,n), on note
-1 -1

type(f) == le W x= 0l ¢ Z[Xy,...,Xp]. St A C C(X,n), on note Na 1= } ;4 type(f) la

fonction génératrice de A.

On cherche & dénombrer les coloriages de X en n couleurs a l'action de G pres.

a) Calculer Zg x dans les exemples suivants :

i) G agissant sur lui-méme par translation.

ii) G =6, agissant sur X ={1,...,n}.

)
iii) G =7Z/nZ ou D,, agissant sur I’ensemble X des sommets d’un polygone régulier a n cotés.
)

iv) G est le groupe des isométries (resp. des isométries directes) d’un polyedre régulier agissant

sur ’ensemble X des faces dudit polyedre.

b) Montrer que G agit naturellement sur C(X,n) et que type : C(X,n) — Z[X1,...,X,] est
constante sur les orbites de G. On peut donc définir type : C(X,n)/G — Z[X1,...,X,] et N3
pour une partie A C C(X,n)/G. Si A= C(X,n)/G, on notera Ny, := Nj.

¢) Montrer que N x/c est un polynome symétrique.

d) qutrer que NX/G(XL oo Xn) =Zg x(S1,...,Sn) dans Z[ X1, ..., Xy], ou Si(Xq,..., X,,) =
Xi4-+ X

e) En déduire que |C(X,n)/G| = Zg x(n,...,n) = & >gea n*9) ol A(g) désigne le nombre de
cycles de g dans la décomposition de g vu comme permutation de X.

f) Dénombrer les coloriages des faces d’un cube en < n couleurs a isométrie pres. Et les coloriages
en exactement n couleurs ? Donner enfin la répartition selon les types de coloriages (par exemple,
le nombre de coloriage avec une face bleue, deux faces blanches et trois faces rouges).

g) Meémes questions en remplacant le cube par un icosaeédre.

h) Que dire du nombre de colliers de k perles avec au plus n couleurs ?

Exercice 12 : *x
On suppose qu’il existe un groupe simple G d’ordre 180.

a) Montrer que G contient trente-six 5-Sylow.

b) Montrer que G contient dix 3-Sylow, puis que deux 3-Sylow distincts ne peuvent pas conte-
nir un méme élément g # eg. (Indication : on pourra considérer les ordres possibles pour le
centralisateur de g; on observera qu'un groupe d’ordre 18 admet un unique 3-Sylow.)

c¢) Conclure.

Exercice 13 : *x
Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts.

a) Montrer qu'un groupe d’ordre pg n’est pas simple.
b) Montrer que si p < g et p ne divise pas ¢ — 1, alors tout groupe d’ordre pq est cyclique.

c) Soit G un groupe simple d’ordre p®m, avec a > 1 et m non divisible par p. On note n, le
nombre de p-Sylow de G. Montrer que |G| divise n,!.

d) Montrer qu'un groupe d’ordre p™q", avec p < q, 1 < m < 2 et n > 1, n’est pas simple.

e) Montrer qu'un groupe d’ordre p?q ou pg n’est pas simple.

Exercice 14 : %
Montrer qu'un groupe non commutatif d’ordre < 60 n’est pas simple.

Exercice 15 : *xx
On cherche a montrer que 25 est le seul groupe simple d’ordre 60.



Faire la liste des éléments de 25 avec leur ordre respectif. Décrire les classes de conjugaison
dans As.

Montrer que 25 est simple.

Soit G un groupe simple d’ordre 60. Montrer que le nombre de 2-Sylow de G est égal a 5 ou a
15.

En déduire que G contient un sous-groupe d’ordre 12.

Conclure.

Exercice 16 : *x %
Soit G un groupe fini.

a)

Soit H un sous-groupe de G d’indice n. On note z1,...,z, € G un ensemble de représentants
de G modulo H. L’action de G sur G/H induit une action de G sur {1,...,n}, et pour tout
g€ Getl<i<n,ilexiste h;, € H tel que gz; = x4.;h; 3. On note enfin 7 : H — H/D(H) la
projection canonique. Montrer que la formule

V(g):=m ( hz’,g)
i=1

définit un morphisme de groupes G — H/D(H) indépendant du choix des z;.

Avec les notations précédentes, soit h € H. On considere l'action de (h) sur X = G/H et on
note ¢gi,..., g, des éléments de G tels que les classes [g;] des g; dans X forment un ensemble
de représentants pour cette action. Pour tout ¢, on note n; 'entier minimal non nul tel que

h™ - [g;] = [g:]. Montrer que
V(h) = (H gfh”ig@) |

=1

Soient S un p-Sylow de G et A, B C S des parties stables par conjugaison dans S. Montrer que
si A et B sont conjuguées dans G, alors elles le sont dans Ng(S) (on pourra considérer deux
p-Sylow de Ng(A)).

Soit S un p-Sylow de G tel que S C Z(Ng(S)). Montrer que le morphisme V : G — S défini a
la question a) est surjectif. En déduire qu’il existe un sous-groupe distingué H de G tel que S
soit isomorphe & G/H.

En déduire que si G est simple non cyclique, alors le cardinal de G est divisible par 12 ou

son plus petit facteur premier apparait au moins au cube dans sa décomposition en facteurs
premiers.

Exercice 17 : *xx%

Montrer qu’un groupe d’ordre 60 < n < 168 avec m non premier n’est jamais simple.
Montrer que SL3(F3) et PSLy(F7) sont d’ordre 168.

Montrer que SL3(F2) est simple.

Soit G simple d’ordre 168. Montrer que G est isomorphe & PSLy(F7).

Montrer que ’on a un isomorphisme entre SL3(IF3) et PSLo(F7).



