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CHAPITRE 1

EXTENSIONS DE CORPS

1. Anneaux

Nous reviendrons au chapitre III plus longuement sur la théorie des anneaux. Nous nous contentons ici
des quelques préliminaires nécessaires pour aborder la théorie des extensions de corps.

Tous nos anneaux sont commutatifs unitaires (mais il se peut que 1 = 0; cela arrive si et seulement si
I’anneau est nul !). Un morphisme (d’anneaux unitaires) f : A — B doit vérifier f(14) = 1.

Un élément de A est inversible (on dit aussi que c’est une unité de A) s’il admet un inverse pour la
multiplication. L’ensemble des éléments inversibles, muni de la multiplication, est un groupe noté habi-
tuellement A*.

Un anneau A est intégre (« anneau intégre » se dit « integral domain », ou simplement « domain » en
anglais) s’il est non nul et si le produit de deux éléments non nuls de A est encore non nul. C’est un corps
s’il est non nul et si tout élément non nul de A admet un inverse.

Si un anneau A est intégre, on définit son corps des quotients (ou corps des fractions) K4 comme

I’ensemble des « fractions » %, avec a € Aetb € A-{0}, modulo la relation d’équivalence

a d

—~ — <= ab =db.
b v
Muni des opérations (addition et multiplication) habituelles sur les fractions, on vérifie que K 4 est bien un
corps.
Exercice 1.1. — Soit A un anneau.

a) Si A est integre, montrer que I’anneau A[X] des polyndmes a une indéterminée a coefficients dans A est
aussi integre.

b) Si A est intégre, quelles sont les unités de A[X]?

b) Si A est quelconque, caractériser les unités de A[X] (c’est difficile a faire directement ! Noter que (2X +
1)? = 1 dans (Z/4Z)[X], donc 2X + 1 est une unité dans cet anneau).

1.1. Idéaux. — Si A est un anneau, une partie I C A est un idéal si c’est un sous-groupe additif et si,
pour touta € Aettoutb € I, on aab € I. C’est exactement la propriété qu’il faut pour pouvoir mettre sur
le groupe additif A/I une structure d’anneau qui fait de la projection canonique A — A/ un morphisme
d’anneaux.

Le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A — B est un idéal de A noté Ker(f) (mais ’image de f
n’est en général pas un idéal de B). Plus généralement, I’image réciproque par f d’un idéal de B est un
idéal de A. Si I est un idéal de A, le morphisme f se factorise par la projection A — A/T si et seulement
si I C Ker(f).

Exemple 1.2. — L’anneau A est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont {0} et A.

Exemple 1.3. — Les idéaux de ’anneau Z sont les I,, = nZ, avec n € N.
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L’intersection d’une famille quelconque d’idéaux de A est encore un idéal de A. Si S est une partie de
A, Uintersection de tous les idéaux de A contenant S est donc un idéal de A que 1’on notera (S), ou AS.
C’est I’ensemble des sommes finies 2?21 a;si,pourn € N,a; € Aets; € S.

Soit I un idéal de I’anneau A. L’anneau A/T est intégre si et seulement si I est un idéal premier, ¢’est-
a-dire qu’il est distinct de A et qu’il vérifie la propriété :

Ya,be A abel=(acloubel).

L’anneau A/T est un corps si et seulement si I est un idéal maximal, ¢’ est-a-dire qu’il est distinct de A
et que I’'unique idéal de A contenant strictement [ est A (en particulier, tout idéal maximal est évidemment
premier). Il résulte du théoréeme de Zorn que tout idéal de A distinct de A est contenu dans un idéal
maximal (), En particulier, tout anneau non nul posséde un idéal maximal.

Exemple 1.4. — L’anneau A est un corps si et seulement si {0} est un idéal maximal de A.
Exercice 1.5. — Soit A un anneau. Montrer 1’égalité
U m=4-4a"

m idéal maximal de A

Exercice 1.6. — Soit ¢ I’anneau des fonctions continues de [0, 1] dans R..
a) Montrer que les idéaux maximaux de & sont les

I. ={f e?| f(z) =0},

pour chaque z € [0, 1] (pour lesquels € /I, ~ R).
b) Montrer que tout idéal premier de € est contenu dans un unique idéal maximal de %, et qu’il y est dense
(pour la topologie de la convergence uniforme). Tout idéal premier fermé de % est donc maximal 2.

1.2. Divisibilité, éléments irréductibles. — Soit A un anneau intégre et soient a et b des éléments de A.
On dit que a divise b, et on écrit a | b, s’il existe ¢ € A tel que b = ag. En termes d’idéaux, c’est équivalent

N

a (a) 2 (b). En particulier, 0 ne divise que lui-méme, et une unité divise tous les éléments de A.

Ona(a | betb | a)sietseulement s’il existe u € A* tel que a = wb. On dit alors que a et b sont
associés.

Un élément de A est irréductible si a n’est pas inversible et que si a = xy, alors soit x, soit y est
inversible. La seconde condition signifie que les seuls diviseurs de a sont ses associés et les unités de A.

Enfin, on dit que des éléments de A sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs communs sont les
unités de A. Par exemple, si a est irréductible, tout élément de A est ou bien premier avec a, ou bien
divisible par a.

Exemple 1.7. — Les éléments irréductibles de Z sont les +p, avec p nombre premier. Ceux de R[X] sont
les polyndmes de degré 1 et les polynomes de degré 2 sans racine réelle.

Soit a un élément non nul de A. Si I'idéal (a) est premier, a est irréductible, mais la réciproque est
fausse en général, comme le montre I’ex. 1.9 ci-dessous.

1. Soit I un idéal de A distinct de A. L’ensemble des idéaux de A contenant I et distincts de A est inductif car si (I;) jc s est une
famille totalement ordonnée d’idéaux de A distincts de A, la réunion | J e 1I; est encore un idéal (parce que la famille est totalement
ordonnée) distinct de A (parce qu’elle ne contient pas 1 4). On applique alors le lemme de Zorn.

2. En revanche, la description générale des idéaux premiers de ¢ est un probleme trés difficile ! Méme montrer qu’il existe des
idéaux premiers non maximaux n’est pas évident (cf. exerc. I11.3.4).
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Exemple 1.8. — Sin > 1, anneau Z/nZ est integre si et seulement si n est premier. C’est alors un
corps. On a

n est un nombre premier < 1’idéal (n) est premier < n est irréductible.

Exemple 1.9. — Dans le sous-anneau Z[z\/g} de C, le nombre 3 est irréductible (pourquoi ?), mais 1’idéal
(3) n’est pas premier, car 3 divise le produit (1 + i1/5)(1 — 4v/5) mais aucun des facteurs.

Noter que la « bonne fagon » de voir I’anneau Z[iv/5] est de le considérer comme 1’anneau quotient
Z[X]/(X? +5) : inutile de construire C pour cela !

1.3. Anneaux principaux, anneaux euclidiens. — Un anneau A est principal (« principal ideal do-
main », ou « PID », en anglais) si A est integre et que tout idéal de A est principal, c’est-a-dire qu’il
peut étre engendré par un élément. L’anneau Z est donc principal (ex. 1.3), mais pas I’anneau % de I’ex.
1.6, ni I’anneau Z[X] des polyndmes a coefficients entiers, ni I’anneau K [X,Y] des polyndmes a deux
indéterminées a coefficients dans un corps K.

Dans la pratique, on montre souvent qu’un anneau integre est principal en exhibant une division eucli-
dienne sur A, c’est-a-dire une fonction ¢ : A-{0} — N telle que pour tous éléments a et b de A, avec
b # 0, on puisse écrire a = bg+ 71 avecr = 0,our # O et p(r) < p(b). Les deux exemples fondamentaux
sont :

e I’anneau Z est euclidien pour la fonction p(n) = |n|;
e si K estun corps, I'anneau K [X| est euclidien pour la fonction p(P) = deg(P).

Si on a une telle fonction ¢, on montre qu’un idéal I non nul de A est engendré par tout élément x non nul
de I pour lequel ¢(x) est minimal.

Exercice 1.10. — Si K est un corps, I’anneau des séries formelles K [[X]] est euclidien. Ses idéaux sont {0}
etles I, = (X™) pour chaque m € N.

Exercice 1.11. — 1’anneau des nombres décimaux (c’est-a-dire les nombres rationnels dont le développement
décimal est fini) est principal.

Exercice 1.12. — Montrer que les idéaux maximaux de I’anneau ¢ des fonctions continues de [0, 1] dans R
ne sont pas principaux (cf. exerc. 1.6 et II1.2.16). Que se passe-t-il si I’on remplace % par I’anneau des fonctions
continues de classe ¥ de [0, 1] dans R ?

Exercice 1.13. — Soit A un anneau intégre dans lequel tout idéal premier est principal. Montrer que 1’anneau A
est principal (Indication : on pourra considérer un élément maximal I dans la famille des idéaux non principaux
de A, des éléments x et y de A= I tels que xy € I, un générateur z de I'idéal I + (z), un générateur w de
I'idéal {a € A | az € I}, et montrer que zw engendre I).

Si a et b sont des éléments d’un anneau principal A, I’idéal (a, b) est engendré par un élément de A,
uniquement déterminé a multiplication par un élément inversible de A pres. On I’appelle un pgced (« plus
grand commun diviseur » ; « gcd », ou « greatest common divisor », en anglais) de a et b, parfois noté a A b.
De méme, I’idéal (a) N (b) est engendré par un élément de A, uniquement déterminé & multiplication par
un élément inversible de A pres, le ppcm (« plus grand commun multiple » ; « Iem », ou « least common
multiple », en anglais) de a et b, parfois noté a V b. Dans ce contexte, le « théoréeme de Bézout », qui dit que
a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe x et y dans A tels que

za+yb=1

est une tautologie. Mentionnons comme conséquence un résultat classique (nous reviendrons sur ces ques-
tions dans le § II1.1).
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Lemme 1.14 (Lemme de Gauss). — Soit A un anneau principal. Si a, b et ¢ sont des éléments de A tels
que a divise bc mais est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. — Ecrivons bc = ad et xa + yb = 1. On a alors ¢ = (za + yb)c = xac + yad, qui est
bien divisible par a. O

Dans un anneau principal A, les équivalences de ’ex. 1.8 restent vraies.

Proposition 1.15. — Soit A un anneau principal et soit a un élément non nul de A. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) l'idéal (a) est premier, ¢’est-a-dire que I’anneau quotient A/(a) est intégre ;

(i1) a est irréductible ;

(iil) I’idéal (a) est maximal, c’est-a-dire que I’anneau quotient A/(a) est un corps.
En particulier, 1’anneau Z[i1/5] de 1’ex. 1.9 n’est pas principal.

Démonstration. — On sait qu’en général (iii) = (i) = (ii). Supposons a irréductible et soit I un idéal
de A contenant (a). Comme A est principal, on peut écrire I = (x), de sorte qu’il existe y € A tel que
a = xy. Comme q est irréductible, soit x est inversible et I = A, soit y est inversible et I = (a). Comme
a n’est pas inversible, on a (a) # A, donc I'idéal (a) est maximal. O

Nous montrerons plus tard (cor. I11.2.6) de fagon indépendante que tout anneau principal est factoriel,
c’est-a-dire que tout élément non nul s’écrit de facon unique comme produit d’irréductibles. Comme nous
aurons besoin dans le chapitre suivant de ce résultat dans le cas particulier de I’anneau principal K[X], ol
K est un corps, nous donnons ici une démonstration ad hoc.

Théoréme 1.16. — Soit K un corps. Tout élément non nul P de K[X] admet une décomposition
m
P=u H P
i=1
avecu € K* et m > 0, out les polynémes Py, . . ., Py, sont irréductibles unitaires, distincts deux a deux.

Cette décomposition est unique au sens suivant : si P = v [, Q:' est une autre telle décomposition,
onam = n et il existe une permutation o € G, telle que QQ; = Py(;) et s; = T,(;) pour tout i €
{1,...,m}.

Démonstration. — On procede par récurrence sur le degré de P, les assertions étant claires lorsque celui-
ci vaut 0.

Supposons donc P de degré > 1 et montrons d’abord I’existence d’une décomposition. Si P est irré-
ductible de coefficient directeur u, on écrit simplement P = u(P/u). Sinon, il existe une décomposition
P = QR ou Q et R sont non constants et on applique 1’hypothese de récurrence a () et R.

C’est ’unicité qui est le point important. Comme ()1 est irréductible, le lemme de Gauss (lemme 1.14)
entraine que () divise I'un des P;, que I’on note P ;). Comme ce dernier est irréductible et que ces
deux polyndmes sont unitaires, ils sont égaux. Il suffit maintenant d’appliquer I"hypothese de récurrence a
P/Q1 = P/P,q). -
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2. Corps

Si K et L sont des corps, un morphisme (de corps) de K vers L est un morphisme d’anneaux unitaires
de K vers L ; il est nécessairement injectif et I’on dit que L est une extension de K. On identifiera souvent
une extension K < L avec une inclusion KX C L.

L’intersection d’une famille quelconque de sous-anneaux de L est encore un sous-anneau de L. Si A est
une partie de L, I’intersection de tous les sous-anneaux de L contenant K et A est donc un sous-anneau de
L que ’on notera K[A]; c’est une K -algebre integre appelée sous-anneau de L engendré par A.

De méme, I’intersection d’une famille quelconque de sous-corps de L est encore un sous-corps de L. Il
existe donc un plus petit sous-corps de L contenant K et A, que 1’on appelle le sous-corps de L engendré
par A, noté K(A); c’est le corps des fractions de K[A]. On dit qu’une extension K < L est de type fini
s’il existe une partie finie A C L telle que L = K(A).

2.1. Caractéristique d’un corps. — Soit K un corps. Il existe un plus petit sous-corps de K, appelé
sous-corps premier de K : ¢’est le sous-corps engendré par 1. Il est isomorphe soit a Q, auquel cas on dit
que K est de caractéristique 0, soit & un corps de la forme Z/pZ (que 1’on note plus habituellement F,) ;
I’entier p est alors premier et I’on dit que K est de caractéristique p. Dans ce dernier cas,onap-1x = Og
et la formule magique )
(1) Vo, y € K (z+y)? =P + o~
Autrement dit, I’application de Frobenius

Frg: K — K

r +—xP

est un morphisme de corps (injectif). On note K son image.

2.2. Racines de I'unité. — Soit K un corps et soit n un entier > 1. On appelle groupe des racines
n-iemes de ’unité dans K le groupe multiplicatif

pn(K) ={¢ e K [¢" =1}

1l a au plus n éléments. Un élément ¢ de p,,(K) est dit racine primitive n-iéme de Iunité si (? # 1 pour
toutd € {1,...,n—1};en d’autres termes, si  est d’ordre n dans le groupe u,, (K). S’il existe une racine
primitive n-iéme de I’unité dans K, elle engendre le groupe u,,(K), qui est alors isomorphe a Z/nZ. 1y
a alors

p(n) := Card((Z/nZ)*) = Card{d € {1,...,n— 1} | dAn=1}.

différentes racines primitives n-iemes de 1’unité.

Exercice 2.1. — Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soit r un entier > 1. Quels sont les groupes
ppr (K)?
Proposition 2.2. — Pour tout corps K et tout entier n > 1, le groupe 1, (K) est cyclique d’ordre un

diviseur de n. Plus généralement, tout sous-groupe fini de (K*, x) est cyclique.

En particulier, le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.

3. On peut I’obtenir en remarquant que la dérivée du polyndme (X + y)P € K[X] est nulle, de sorte que le coefficient de X?,
pour chaque 0 < i < p, est nul (puisque la dérivée de X* ne I’est pas).
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Démonstration. — Posons m = Card(u,, (K)). Tout élément ¢ de p,, (K) est d’ordre un diviseur d de m
(par le théoréme de Lagrange) et de n (puisque ™ = 1); c’est alors une racine primitive d-iéme de 1’unité.
On a vu plus haut que I’ensemble Py C i, (K) des racines primitives d-ieémes de ’unité est soit vide, soit
de cardinal ¢(d). Comme

Nn(K) = U Py,

dlmAn

onadoncm < 3, ., (d). On vérifie (exercice !) que pour tout entiere > 1,ona } -, ¢(d) = e. On
en déduit m < m A n, donc m | n, et P,, # &. Il existe donc un élément d’ordre m dans p., (K), qui est
ainsi cyclique. Ceci montre le premier point.

Si G est un sous-groupe de (K*, x) de cardinal m, il est contenu par le théoréme de Lagrange dans le
groupe cyclique g, (K), qui est de cardinal au plus m. On a donc G = p,,, (K) ~ Z/mZ. Ceci termine la
démonstration de la proposition. O

2.3. Extensions de corps. — Le degré d’une extension de corps K — L est la dimension du K-espace
vectoriel L, notée [L : K. Lextension est dite finie si ce degré I’est.

Exemple 2.3. — Ona[C:R]=2,[C: Q] =ccet [K(X): K] =o00®.
Théoréme 2.4. — Soient K — L et L — M des extensions de corps. On a
[M:K]=[M:L]L:K].

En particulier, I’extension K — M est finie si et seulement si les extensions K — L et L — M le sont.

Démonstration. — Soit (I;);cr une base du K-espace vectoriel L et soit (m;),c.; une base du L-espace
vectoriel M. Nous allons montrer que la famille (I;m;)(; j)erx s est une base du K-espace vectoriel M.

Cette famille est libre. Supposons que 1’on ait une relation Z(i JeIxT ki jlim; = 0,avecdes k; ; € K

presque tous nuls. On a
0= Z k:i,jlimj = Z(Z ki’jli)mj.

(i,5)elxJ jeJ iel
Comme la famille (m;) e est libre, on en déduit que pour chaque j € J,ona
> kijli =0.
il
Comme la famille (I;);c est libre, on en déduit que pour chaque i € I et chaque j € J,onak; ; = 0.

Cette famille est génératrice. Soit y un élément de M. Comme la famille (m;);ec s est génératrice, il
existe des x; € L presque tous nuls tels que y = > jes xjm;. Comme la famille (1;)iecr est génératrice,
il existe pour chaque j € J des k; ; € K presque tous nuls tels que z; = » ., k; jl;. On a donc

Y =2 ey et kigli
On en déduit
[M : K] = Card(I x J) = Card(I) Card(J) = [M : L][L : K],

ce qui termine la démonstration du théoreme. U

4. On ne se préoccupera pas des différentes « sortes » d’infini dans ce cours ; mais ce degré devrait bien sir étre considéré comme
un cardinal.
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2.4. Eléments algébriques et transcendants. —

Définition 2.5. — Soit K — L une extension de corps et soit x un élément de L. On dit que z est
algébrique sur K s’il existe un polynéme non nul P € K[X] tel que P(z) = 0. Dans le cas contraire, on
dit que x est transcendant sur K.

L’extension K — L est dite algébrique si tous les éléments de L sont algébriques sur K.

Exemple 2.6. — Le corps C est une extension algébrique de R. Le réel v/2 est algébrique sur Q. L’en-
semble des réels algébriques sur Q est dénombrable : il existe donc des nombres réels transcendants sur
Q (on dit souvent simplement « transcendants »). Le nombre réel ) -, 10" est transcendant (Liouville,
1844), ainsi que 7 (Lindemann, 1882). -

Soit K — L une extension de corps et soit z € L. Le sous-anneau K [z] de L engendré par x est I’image
du morphisme de K-algebres
pr: K[X] — L
Q@ — Q)

Théoréme 2.7. — Soit K — L une extension de corps et soit x un élément de L.

a) Si x est transcendant sur K, le morphisme @, est injectif, le K-espace vectoriel K |x] est de dimen-
sion infinie et I'extension K — K (x) est infinie.

b) Six est algébrique sur K, il existe un unique polynéme unitaire P de degré minimal vérifiant P(x) =
0. Ce polynéme est irréductible, on a K [x] = K (x) et cette extension de K est finie de degré deg(P).
On appelle P le polyndme minimal de x sur K.

Démonstration. — La transcendance de x est équivalente par définition a 1’injectivité de .. Si @, est
injectif, le sous-anneau K [z] de L engendré par z est isomorphe & K[X] donc ¢’est un K -espace vectoriel
de dimension infinie. De méme, le sous-corps K (x) de L engendré par = est isomorphe a 1’anneau des
fractions rationnelles K (X) (corps des fractions de K [X]) donc c’est un K-espace vectoriel de dimension
infinie. Ceci montre a).

Si x est algébrique sur K, le noyau de ¢, est un idéal non nul de K[X], qui est donc principal (§
1.3), engendré par un polyndme non nul de degré minimal P qui annule x (c’est-a-dire P(x) = 0). Il est
unique si on le prend unitaire. L’anneau K[z] est alors isomorphe a 1’anneau quotient K [X]/(P) (§ 1.1).
Or I’anneau K [z] est intégre car c¢’est un sous-anneau de L ; il s’ensuit que 1’idéal (P) est premier, donc
que I’anneau K[X]/(P) est un corps (prop. 1.15) et il en est de méme pour K [z]. Enfin, les K -espaces
vectoriels K [z] et K[X]/(P) sont aussi isomorphes, et on vérifie que ce dernier admet comme base les
classes de 1, X, ..., X91, ot d = deg(P). Ils sont donc de dimension d. O

Exemple 2.8. — Si a + b est un nombre complexe avec b # 0, son polyndme minimal sur R est (X —
a)? +b?. Le polyndme minimal de v/2 sur Q est X2 — 2. Le sous-anneau Q[v/2] = {z +yv2 | z,y € Q}
de R est un corps.

Exercice 2.9. — Soit K — L une extension de corps. Montrer qu’un élément x de L est algébrique sur K si
et seulement si ’anneau K [z] est un corps.

Attention ! La réciproque est fausse (cf. ex. 2.15).

Corollaire 2.10. — Toute extension finie de corps est algébrique.

Démonstration. — Soit K — L une extension finie de corps et soit © € L. Le K-espace vectoriel K [x]
est contenu dans L, donc est de dimension finie. Le th. 2.7 entraine que z est algébrique sur K. O
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Corollaire 2.11. — Toute extension K — L engendrée par un nombre fini d’éléments algébriques sur K
est finie, donc algébrique. En particulier, toute extension de corps algébrique et de type fini est finie.

Démonstration. — On proceéde par récurrence sur le cardinal d’une partie finie A C L telle que L =
K(A).

Si A est vide, c’est évident. Sinon, on prend € A et I'on pose L' = K(A-{z}). Lhypothese de
récurrence entraine que I’extension K < L’ est finie. Comme x est algébrique sur K, il I’est sur L, donc
L' — L est finie par le th. 2.7. Le corollaire résulte alors du th. 2.4 (et du cor. 2.10). O

Théoreme 2.12. — Soit K — L une extension de corps. L’ensemble des éléments de L algébriques sur K
est un sous-corps de L contenant K appelé cloture algébrique de K dans L. C’est une extension algébrique
de K.

Attention a ne pas confondre cette notion avec celle de cldture algébrique de K, qui sera définie dans
le § 3.3. Sous les hypotheses du théoreme, on dit que K est algébriquement clos dans L si sa cloture
algébrique dans L est K (attention a ne pas confondre avec la définition de corps algébriquement clos (tout
court) donnée dans la déf. 3.9).

Démonstration. — Soient x et y des éléments non nuls de L algébriques sur K. Le cor. 2.11 entraine que
Iextension K — K(x,y) est finie, donc algébrique. Les éléments  —y et 2 /y de L sont donc algébriques
sur K. O
Corollaire 2.13. — Toute extension K — L engendrée par des éléments algébriques sur K est algébri-
que.

Démonstration. — Soit A C L un ensemble d’éléments de L algébriques sur K et engendrant L. La
cloture algébrique de K dans L contient A, donc c’est L, qui est donc une extension algébrique de K par
le théoreme. O

Exemple 2.14. — Le réel V2 + V3 + /5 est algébrique (sur QQ), de méme que le nombre complexe
V2 + V3 +iV5.

Exemple 2.15. — Le corps Q C C des nombres algébriques (sur Q) est une extension algébrique de Q.
Elle n’est pas finie (parce que, comme on le verra plus tard, par exemple dans 1’exerc. III.1.13, il existe des
polyndmes irréductibles dans Q[X ] de degré arbitrairement grand).

Théoréme 2.16. — Soient K — L et L. — M des extensions de corps. Si un élément x de M est
algébrique sur L et que L est une extension algébrique de K, alors x est algébrique sur K.

En particulier, si L est une extension algébrique de K et que M est une extension algébrique de L,
alors M est une extension algébrique de K.

Démonstration. — Si un élément x de M est algébrique sur L, il est racine d’un polynéme P € L[X].
Si I’extension K < L est algébrique, I’extension L’ C L de K engendrée par les coefficients de P est
alors finie (cor. 2.11). Comme z est algébrique sur L', I’extension L’ < L'(x) est finie (th. 2.7). Le th. 2.4
entraine que I’extension K < L’(x) est finie, donc algébrique (cor. 2.10), et x est algébrique sur K. [J

Soit K — L une extension de corps et soient z1, ..., z,, des éléments de L. On montrera plus tard (th.
II.10.2) que I’extension K — K (z1,...,x,) est algébrique si et seulement si I’anneau K [x1, ..., x,] est
un corps (cela généralise I’exerc. 2.9, mais c’est bien plus difficile !).
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Remarque 2.17. — Si K — L et L — M sont des extensions de corps, on a donc (th. 2.4 et th. 2.16)
K — LetL — M finies <— K — M finie,
K — Let L — M algébriques <= K — M algébrique.
L’équivalence
K — LetL — M detype fini <= K — M de type fini

est aussi vraie, mais plus difficile 2 montrer (cf. exerc. 111.12.3).

Exercice 2.18. — On considere le corps K = Q(T) et ses sous-corps K1 = Q(T?) et K» = Q(T? — T)).
Montrer que les extensions K; C K et Ko C K sont algébriques, mais pas I’extension K; N K> C K.

2.5. Constructions a la regle et au compas. —

Définition 2.19. — Soit ¥ un sous-ensemble de R2. On dit qu’un point P € R? est constructible (d
la régle et au compas) a partir de ¥ si on peut obtenir P a partir des points de 3 par une suite finie
d’opérations de ’'un des types suivants :

e prendre I’intersection de deux droites non paralleles passant chacune par deux points distincts déja
construits ;

e prendre I’un des points d’intersection d’une droite passant par deux points distincts déja construits et
d’un cercle de rayon joignant deux points distincts déja construits ;

e prendre I’un des points d’intersection de deux cercles distincts, chacun de rayon joignant deux points
distincts déja construits.

Exercice 2.20. — On dira qu’une droite est constructible (a partir de X)) si elle passe par deux points construc-
tibles distincts, et qu’un cercle est constructible si son centre 1’est et qu’il passe par un point constructible.
Montrer que la perpendiculaire et la parallele a une droite constructible passant par un point constructible sont
constructibles. Montrer que le cercle de centre un point constructible et de rayon la distance entre deux points
constructibles est constructible.

Exercice 2.21. — Soit K un corps de caractéristique 3. Montrer que les médianes de tout triangle dans K
sont paralleles.

Si ¥ est un sous-ensemble de R contenant 0 et 1, on dit qu’un réel x est constructible a partir de X si
c’est I’abcisse d’un point P constructible & partir de 3 x {0} au sens de la définition ci-dessus. Par I’exerc.
2.20, cela revient au méme de dire que le point (x, 0) est constructible a partir de ¥ x {0}.

Théoréme 2.22. — Soit X un sous-ensemble de R contenant 0 et 1. L’ensemble G des réels construc-

tibles & partir de 3 est un sous-corps de R tel que, si x € 6, alors \/|z| € €.

Démonstration. — L’addition et I’opposé sont évidents. La multiplication et ’inverse s’obtiennent a partir
du théoreme de Thales et la racine carrée a partir de celui de Pythagore. O

En particulier, &tre constructible a partir de {0, 1} est la méme chose qu’étre constructible & partir de
Q ; on dit simplement « constructible ».

Théoréme 2.23 (Wantzel, 1837). — Soit K un sous-corps de R. Un réel x est constructible a partir de
K si et seulement s’il existe une suite d’extensions

K=K¢CK C---CK,CR
telle que [K; : K;—1) =2etx € K,,.

Avant de démontrer le théoréme, on va décrire en général les extensions de degré 2.
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Lemme 2.24. — Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et soit K — L une extension de degré
2. ll existe v € L— K tel que 2* € K et L = K|[z).

On remarquera que ’extension Z/2Z — (Z/2Z)[X]/(X? + X + 1), de degré 2 entre corps de carac-
téristique 2, ne peut étre engendrée par un élément dont le carré est dans Z/2Z.

Démonstration. — Siy € L—- K, la famille (1, y) est K-libre, donc c’est une base du K -espace vectoriel
L. 1l existe donc a et b dans K tels que
y? =ay+b.
Comme la caractéristique de K est différente de 2, on peut poser z = y — 5. On a alors
2 2
2 2 a a
=y — —=b+— €K,

T Y ay + 1 + 1
et L = Kly| = K[z]. O
Démonstration du théoréeme. — Soit L un sous-corps de R. On vérifie par des calculs directs que :

e les coordonnées du point d’intersection de deux droites non paralleles passant chacune par deux
points distincts a coordonnées dans L, sont dans L ;

e les coordonnées de 1'un des points d’intersection d’une droite passant par deux points a coordonnées
dans L et d’un cercle de rayon joignant deux points distincts a coordonnées dans L sont solutions
d’une équation de degré 2 a coefficients dans L ;

e les coordonnées des points d’intersection de deux cercles distincts, chacun de rayon joignant deux
points distincts a coordonnées dans L, sont solutions d’une équation de degré 2 a coefficients dans
L.

Par récurrence, on voit que les coordonnées d’un point constructible a partir de /K sont dans un corps du
type K,, décrit dans I’énoncé du théoreme.

Inversement, pour montrer que tout point dans un corps de type I, est constructible a partir de K, il
suffit de montrer que tout réel dans une extension quadratique d’un corps L contenue dans R est construc-
tible a partir de L. Une telle extension est engendrée par un réel z tel que 22 € L (lemme 2.24 ). Mais alors

x = v a2 est constructible a partir de L (th. 2.22). O
Corollaire 2.25. — Soit x un réel constructible sur un sous-corps K de R. Alors x est algébrique sur K

de degré une puissance de 2.

Attention, la réciproque est fausse telle quelle (exerc. 2.28); cf. th. 8.4 pour une caractérisation des
nombres constructibles.

Démonstration. — Si x est un réel constructible, il est dans une extension K,, du type décrit dans le
théoreme de Wantzel (th. 2.23), pour laquelle [K,, : K] = 2" (th. 2.4). En considérant la suite d’extensions
K C K(z) C Ky, on voit que [K (x) : K] est une puissance de 2 (th. 2.4). O

Corollaire 2.26 (Duplication du cube). — Le réel 3/2 n’est pas constructible (sur Q).
Démonstration. — C’est une racine du polyndme X3 — 2. Si ce dernier est réductible sur Q, il a un
facteur de degré 1, donc une racine rationnelle que 1’on écrit sous forme de fraction réduite a/b. On a alors

a® = 2b%, donc a est pair. On écrit a = 2a’ avec 4a’ 3 b3, donc b est pair, contradiction (voir aussi exerc.
2.27).

Le degré de {/2 sur Q est donc 3 : il n’est donc pas constructible par cor. 2.25. O
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Exercice 2.27. — Si le polyndme a, X" + --- + a1 X + ao € Z[X], avec a,, # 0, a une racine rationnelle,
que I’on écrit sous forme de fraction réduite a/b, alors a | ag et b | an.

Exercice 2.28. — Considérons le polynome P(X) = X* — X — 1 € Q[X].
a) Montrer que P a exactement deux racines réelles distinctes x1 et x2.
b) On écrit (X — x1)(X — 22) = X2 + aX + bavec a, b € R. Montrer [Q(a?) : Q] = 3.
¢) Montrer que ;1 et x2 ne peuvent étre tous les deux constructibles (en fait, aucun des deux ne ’est; cf.
exerc. 8.5).

On dit qu’un angle « est constructible a partir d’un angle 6 si le point (cos ¢, sin «) est constructible a
partir de {(0,0), (0,1), (cosf,sin#)}. Comme sin « est constructible a partir de cos a, ¢’est équivalent a
dire que cos « est constructible a partir de {0, 1, cos 6}.

Corollaire 2.29 (Trisection de I’angle). — L’angle 0/3 est constructible a partir de ’angle 0 si et seule-
ment si le polynéme X3 — 3X — 2 cos 0 a une racine dans Q(cos 0).

En particulier, I'angle 7 /9 n’est pas constructible a la régle et au compas.

Démonstration. — Comme cos 3u = 4 cos® u — 3 cos u, le réel cos /3 est racine du polyndme
P(X)=4X3—-3X — cos¥.

Si P est irréductible sur Q(cos ), le réel cos 6/3 est de degré 3 sur ce corps et ne peut y étre constructible
par cor. 2.25.

Si P est réductible sur Q(cos ), étant de degré 3, il doit avoir une racine dans ce corps et se factorise sur
ce corps en le produit d’un polyndme de degré 1 et d’un polynéme de degré 2. Le réel cos /3 est racine
de I'un de ces deux polynémes, donc est constructible sur Q(cos ) (lemme 2.24 et th. 2.23). Comme
2P(X/2) = X3 — 3X — 2cos 0, cela montre la premiére partie de 1’énoncé.

On a Q(cos7/3) = Q, donc I’angle /9 est constructible si et seulement si le polyndme X2 — 3X — 1

a une racine dans Q, ce qui n’est pas le cas (exerc. 2.27). O
Corollaire 2.30 (Quadrature du cercle). — Le réel \/m n’est pas constructible.
Démonstration. — Ici, on triche : il faut savoir que 7 est transcendant (Exemple 2.6), donc aussi /7. [

3. Polynomes et racines

On prend maintenant le probleme dans 1’autre sens : au lieu de se donner une extension d’un corps K et
de regarder si les éléments de cette extension sont, ou non, racines de polyndmes a coefficients dans K, on
part d’un polyndme P € K[X] et I’on cherche a construire une extension de K dans laquelle P aura une
racine, ou mé€me, sera scindé (produit de facteurs du premier degré).

3.1. Corps de rupture. — Les unités de I’anneau K& [X] sont les polyndmes constants non nuls (c’est-a-
dire les éléments de K*).

Soit P € K[X] un polyndme irréductible. L’anneau K [X] étant principal, ’anneau quotient Kp :=
K[X]/(P) est un corps (prop. 1.15). Soit xp € Kp I'image de X dans Kp. On a alors P(zp) = 0, de
sorte que 1’on a construit une extension K p de K dans laquelle P a une racine, 2 p ; de plus, Kp = K[z p].
On appelle K p un corps de rupture de P.
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Exemple 3.1. — Le corps C est un corps de rupture du polyndme irréductible X2 +1 € R[X]. De méme,
le polyndme X 2+ X +1 est aussi irréductible sur R et C est encore un corps de rupture. Plus généralement,
C est le corps de rupture de n’importe quel polyndme de R[X] de degré deux sans racine réelle (cf. ex.
1.7).

Exemple 3.2. — Le corps Q(+/2) est un corps de rupture du polyndme irréductible X3 — 2 € Q[X]; le
corps Q(jV/2) en est un autre. Remarquons que le polynome X3 — 2 n’est pas scindé dans ces corps.

Définition 3.3. — Soient . : K — Let! : K — L' des extensions de corps. On appelle K-morphisme
de L dans L' un morphisme de corps o : L — L’ qui est 'identité sur K, c’est-a-dire qui vérifie cor = 1.

Proposition 3.4. — Soit P € K[X]| un polynome irréductible. Pour toute extension K — L et toute
racine x de P dans L, il existe un unique K-morphisme Kp — L qui envoie xp sur x.

Démonstration. — Le morphisme K [X] — L qui envoie X sur z s’annule en P, donc définit par passage
au quotient I'unique K -morphisme de K p vers L qui envoie xp sur x. O

Corollaire 3.5. — Soit P € K|[X] un polynéme irréductible. Deux corps de rupture de P sont K-
isomorphes.

On remarquera que I’isomorphisme entre deux corps de rupture n’est en général pas unique. Plus préci-
sément, étant donnés des corps de rupture K <— L et K «— L' de P, etdesracinesz € Letxz’ € L' de P,
il existe un unique K-isomorphisme o : L = L’ tel que o(x) = .

3.2. Corps de décomposition. — Etant donné un polynéme P 2 coefficients dans K, on cherche mainte-
nant a construire une extension de K dans laquelle P est scindé, c’est-a-dire produit de facteurs du premier
degré.

Théoréme 3.6. — Soit K un corps et soit P € K[X].

a) Il existe une extension K — L dans laquelle le polynome P est scindé, de racines x1, . .., x4, telle
que L = K[z1,...,24)

b) Deux telles extensions sont isomorphes.

Une telle extension s’appelle un corps de décomposition de P (« splitting field » en anglais). C’est une
extension algébrique de type fini, donc finie de K (cor. 2.11).

Démonstration. — On procede par récurrence sur le degré d de P. Sid = 1, le corps L = K est le seul
qui convient.

Sid > 1, soit ) un facteur irréductible de P dans K[X] (cf. th. 1.16) et soit K¢ le corps de rupture
de @ construit plus haut. Le polyndme P admet la racine xz¢g dans K¢, donc s’écrit P(X) = (X —
zq)R(X) avec R € Kg[X] de degré d — 1. L’hypothese de récurrence appliquée a R fournit un corps de
décomposition K — L de R sur K. Alors R est scindé dans L[X], de racines z1, ..., z4—1, donc aussi
P, de racines g, 1, . ..,%q—1. De plus, L = Kqgl[z1,...,2q-1] = K[zg][z1,...,%4—1], donc L est un
corps de décomposition de P, et ceci montre a).

Soient K «— L et K — L’ des corps de décomposition de P, et soient x une racine de @ dans L
et ' une racine de @ dans L’. Le corps K(x) C L est un corps de rupture pour @ sur K, et il en est
de méme pour le corps K (') C L'. Il existe donc (cor. 3.5) un K-isomorphisme K (z) = K(z') qui
envoie z sur z’. Il permet de considérer L' comme une extension de K (z) via le morphisme composé
K(z)2 K@) — L.



3. POLYNOMES ET RACINES 13

Ecrivons comme plus haut P(X) = (X —z)R(X) avec R € K (z)[X] de degré d — 1. Les extensions L
et L' de K(x) sont alors des corps de décomposition de R sur K (). L’hypothése de récurrence appliquée
a R entraine que L et L’ sont K (x)-isomorphes, donc K -isomorphes. Ceci prouve b). 0

Exemple 3.7. — Pour tout d > 3, le corps C est un corps de décomposition pour le polynome X — 1 €
R[X].

Exemple 3.8. — Le corps Q(+/2, j) est un corps de décomposition pour le polynome X° — 2 € Q[X].

3.3. Cléture algébrique. —

Définition 3.9. — On dit qu’un corps 2 est algébriquement clos si tout polyndme non constant de Q[ X
a une racine dans 2.

Une cléture algébrique d’un corps K est une extension algébrique de corps K — (2 telle que €2 est un
corps algébriquement clos.

Exemple 3.10. — Le corps C est algébriquement clos. C’est une cloture algébrique de R, mais pas de Q.
Exercice 3.11. — Montrer que tout corps algébriquement clos est infini.

Proposition 3.12. — Soit K — L une extension algébrique de corps. On suppose que tout polynome de
K|[X] est scindé dans L. Alors L est une cloture algébrique de K.

La conclusion subsiste si on suppose seulement que tout polyndéme de K [X| a une racine dans L, mais
c’est beaucoup plus difficile & montrer (exerc. 5.26).

Démonstration. — Soit Q) € L[X] un polyndme irréductible et soit  une racine de () dans une extension
de L. Alors z est algébrique sur L donc sur K (th. 2.16). Soit P € K[X] son polyndme minimal ; puisque
Q estirréductible sur L, on a @ | P dans L[X]. Mais par hypothese, P est scindé dans L, donc x € L, et )
a donc une racine dans L. Comme tout élément de L[X] est produit de polynémes irréductibles (th. 1.16),
on a montré que L est une cldture algébrique de K. O

A partir d’un corps algébriquement clos, il est facile de construire une cloture algébrique pour n’importe
quel sous-corps.

Proposition 3.13. — Soit Q un corps algébriquement clos et soit K C ) un sous-corps. L’ensemble des
éléments de ) qui sont algébriques sur K est une cloture algébrique de K.

En d’autres termes (cf. th. 2.12), la cléture algébrique d’un corps dans une extension algébriquement
close est une cldture algébrique (tout court) !

Démonstration. — On a déja vu que I’ensemble K des éléments de  qui sont algébriques sur K est
un sous-corps de 2 (th. 2.12), extension algébrique de K. Montrons qu’il est algébriquement clos. Soit
P € K[X] un polynéme non constant et soit - une racine de P dans (2. Alors x est algébrique sur K, donc
aussi sur K (th. 2.16), de sorte que x € K. O

Exemple 3.14. — Le corps Q C C des nombres algébriques (cf. ex. 2.15) est une cloture algébrique de
Q. C’est un corps dénombrable (pourquoi ?).

Théoreme 3.15 (Steinitz, 1910). — Soit K un corps. 1l existe une cloture algébrique de K. Deux clotures
algébriques de K sont K-isomorphes.
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Démonstration. — Nous donnerons, un fois n’est pas coutume, deux démonstrations de 1’existence d’une
cloture algébrique. La premiere suppose que K est dénombrable, mais elle est plus transparente. La seconde
est générale, mais un peu obscure.

Supposons donc tout d’abord le corps K (au plus) dénombrable. 1’ensemble K[X] est alors dénom-
brable. On peut donc numéroter ses éléments en une suite (P,),cn. On construit une suite (K, )nen de
corps embofités en posant Ky = K et en prenant pour K, un corps de décomposition du polynéme P,

L= U K,.

neN
Il existe sur L une (unique) structure de corps faisant de chaque K,, un sous-corps de L et K — L est une

vu comme élément de K,,[X]. Posons

extension algébrique.

Tout polyndéme de K [X] est un des P,, donc est par construction scindé dans L. Ce dernier est donc une
cloture algébrique de K par la prop. 3.12.

Donnons maintenant une démonstration dans le cas général. On considere tout d’abord la K-algebre
de polyndmes a beaucoup d’indéterminées A := K[Xp;], ou P parcourt ’ensemble &2 de tous les poly-
ndmes unitaires de K[X] et 0 < ¢ < deg(P). Pour P € & de degré n, on note apy,...,ap, € Ales

coefficients du polyndme

P(X) - [[(X = Xp,) € AIX].
i=1
Soit I I'idéal de A engendré par tous les ap; lorsque P décrit &7 et 0 < i < deg(P). Montrons I # A.
Dans le cas contraire, on a une relation

) l=ap, ;00 + - +ap. ;b

avec by,...,b, € Aet Py,...,P. € Z. Soit K C K’ une extension de corps dans laquelle chaque
polyndme P; est scindé, de racines (7;,;)1<i<deg(p;) dans K’. On définit un morphisme de K -algebres
¢+ A — K’ en envoyant chaque Xp, ; sur x;;, pour j € {1,...,7} et 0 < i < deg(P;), et les autres
indéterminées sur 0. Le morphisme ¢ induit un morphisme ¢ : A[X]| — K'[X] qui envoie chaque
deg(P;)
Pix)— J[ (X - Xp)
i=1

sur
deg(P;)

PJ(X) - H (X —l‘j,i) =0.
i=1
de sorte que ¢(ap, ;) = 0 pour 0 < i < deg(F;). En prenant I'image de la relation (2) par , on obtient la
contradiction 1 = 0.

Soit donc m un idéal maximal de A contenant /. Montrons que L := A/m est une extension algébrique

de K. Soit P € &7 de degré n > 0. Notons X p,i laclasse de Xp; dans L. Les coefficients du polynome

PX) — | (X = Xps)

—.

Il
—

2

sont par définition dans 7, donc

(X — Xp,)

—-

Il
-

P(X)=
dans L[X]. Ceci montre d’une part que tous les X p; sont algébriques sur K ; comme ils engendrent L,
Iextension K < L est algébrique (cor. 2.13). D’autre part, tout polyndme unitaire de K [X] est scindé
dans L, donc L est une cloture algébrique de K par la prop. 3.12.
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Pour montrer 1’unicité, commencons par montrer deux lemmes fondamentaux qui nous serviront de
nouveau dans le § 5.3.

Lemme 3.16. — Soit K — L une extension de corps telle que L est engendré par un élément x algébri-
que sur K, de polynéme minimal P € K[X]. Toute extension K — , ou ) est un corps algébriquement
clos, se prolonge en(®) I < Q et le nombre de ces extensions est égal au nombre de racines distinctes de
P dans son corps de décomposition.

Démonstration. — On a L ~ K[X]/(P), de sorte que se donner un K-morphisme o de L dans 2 est
équivalent a se donner un élément o (x) de 2 qui vérifie P(o(z)) = 0. Il y a donc exactement autant de tels
morphismes que de racines de P dans €2, ou encore dans le sous-corps de {2 que ces racines engendrent ;
ce sous-corps est un corps de décomposition de P, ce qui montre le lemme. O

Lemme 3.17. — Soit K — L une extension algébrique de corps. Toute extension K — €, ou §) est un
corps algébriquement clos, se prolonge en L — ().

Démonstration. — Lorsque ’extension K < L est finie, cela résulte immédiatement du lemme précé-
dent : il suffit de I’écrire comme une suite d’extensions emboitées

K — K(z1) — K(z1,29) — -+ — K(z1,...,2,) =L
et d’appliquer le lemme & chaque extension.
Dans le cas général, il faut appliquer le lemme de Zorn : on considere 1’ensemble non vide & des paires

(M, o), ot M est un sous-corps de L contenant K et o : M — ) une extensionde ¢ : K — Qa M. Il est
partiellement ordonné par la relation

(M,0) < (M',0") & (M C M etd'|y = 0).

Si (M;, 0;)icr est un sous-ensemble totalement ordonné de &, la réunion M := | J; <1 M estun sous-corps
de L et on définit uniquement o : M — ) par 0|y, = o;. La paire (M, o) est alors dans & et c’est un
majorant de la famille (M;, 0;);er. Il existe donc un élément maximal (My, o9).

Puisque L est une extension algébrique de K, tout élément x de L est algébrique sur K, donc a for-
tiori sur My. Le lemme précédent dit que I’on peut alors étendre oy en My(z) — €. Par maximalité
de (My, 09), cela entraine Mo(z) = My, c’est-a-dire x € My. On a donc L = My, ce qui prouve le
lemme. D

Terminons maintenant la preuve du th. 3.15.Si¢ : K — Qet(t : K — €' sont des clotures algébriques,
¢/ se prolonge par le lemme 3.17 en o : 2 — Q'. Comme (2 est algébriquement clos, il en est de méme
pour o(€2). Mais Q' est une extension algébrique de o (2), donc o () = €'. Les extensions K — et
K < €' sont donc isomorphes. O

Exercice 3.18. — Fcrire la preuve de la partie existence du th. 3.15 dans le cas général.

4. Extensions normales

Rappelons que le polynome irréductible X? — 2 € Q[X] a une racine dans I’extension Q(+/2), mais
n’y est pas scindé.

Définition 4.1. — On dit qu’une extension algébrique K — L est normale si tout polynéme irréductible
dans K|[X| qui a une racine dans L est scindé dans L.

5. Cela siginifieque si¢ : K — Qeta : K — L sont les extensions données, il existe o : L — Q tel que 0 o v = ¢.
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Les extensions Q C Q( {‘/5) ne sont donc pas normales pour 1 > 3, mais Q C Q(\gﬁ, J) I’est (a cause
du théoreme ci-dessous). L extension d’un corps dans une cloture algébrique est toujours normale, puisque
tout polyndme y est scindé.

Théoréeme 4.2. — Soit K — L une extension de corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Dextension K — L est finie et normale ;

(i) L estle corps de décomposition d’un polynéme a coefficients dans K.

Démonstration. — Soit K <— L une extension finie et normale, soit (1, ..., x4) une base du K-espace
vectoriel L, et soit P; € K[X] le polyndme minimal de z;. Comme K < L est normale, chaque P; est
scindé dans L, donc aussi () := P, - -- P;. Comme L est engendré sur K par les z;, qui sont des racines de
@, le corps L est un corps de décomposition de @ € K[X].

Soit maintenant L le corps de décomposition d’un polyndme @ € K[X]. C’est une extension finie
de K. Soit P € K[X] un polyndme irréductible qui a une racine x; dans L, soit L — M un corps de
décomposition de P, et soit 2 une racine de P dans M. Il suffit de montrer zo € L, puisque cela entrainera
que toutes les racines de P dans M sont en fait dans L, donc que P est déja scindé dans L.

Or, pour chaque i € {1,2}, L(x;) est un corps de décomposition de @) sur K (z;). D’autre part,
chaque K (z;) est un corps de rupture de P sur K, donc (cor. 3.5) il existe un K-isomorphisme o :
K(z1) > K(x2). Les extensions K(x1) — L(z;) = L et K(z;) > K(x3) — L(xs) sont alors
des corps de décomposition de @ sur K (x1). Elles sont donc K (x7)-isomorphes (th. 3.6), de sorte que
[L: K(x1)] = [L(z2) : K(x1)], puis [L : K] = [L(z2) : K] (th. 2.4). On en déduit L = L(x2), donc
zy € L. O

Remarque 4.3. — Si K — M est une extension finie et normale de corps et que L est un corps in-
termédiaire entre K et M, le théoreme entraine que 1’extension de corps L — M est encore normale.
En revanche, ce n’est pas nécessairement le cas pour I’extension K — L, comme le montre I’exemple

Q C Q(V2) € Q(V2,)).

De plus, la composée de deux extensions normales K — L et L — M n’est pas nécessairement
normale, comme le montre I’exemple Q C Q(\/i) - Q({‘/ﬁ)

Corollaire 4.4. — Soit K — L une extension finie de corps et soit Q) un corps algébriquement clos
contenant K. L’extension K — L est normale si et seulement si tous les K-morphismes de L dans <) la
méme image.

En particulier, si {2 est un corps algébriquement clos contenant L, I’extension finie K — L est normale
si et seulement si tous les K -morphismes de L dans €2 sont d’image L.

Démonstration. — Si I’extension K — L est normale, L est le corps de décomposition d’un polyndéme
Q € K[X] par le th. 4.2. Pour tout K-morphisme ¢ : L — 2, ’image de o est I’extension de K engendrée
par les racines de @ dans €2, donc ne dépend pas de o.

Inversement, supposons que tous les K -morphismes de L dans 2 ont la méme image, que 1’on note
L’ C Q. Soit @ € K[X] un polyndme irréductible avec une racine z € L et soit y une racine de () dans
Q. Les corps K(x) C Let K(y) C  sont des corps de rupture de (), donc sont K-isomorphes (cor. 3.5).
On en déduit un K-morphisme K (x) — K(y) C € que ’on peut étendre en un K-morphisme L —
(lemme 3.17) dont I'image est L’. On en déduit que y est dans L’. Le polyndme Q est donc scindé dans L/,
donc I’extension K < L’ est normale, ainsi que I’extension K — L puisqu’elle lui est isomorphe. O

Corollaire 4.5. — Soit K — L une extension finie et normale de corps. Tout automorphisme du corps K
se prolonge en un automorphisme du corps L.
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Démonstration. — Soit o : K = K un automorphisme du corps K et soit 2 un corps algébriquement clos
contenant L (th. 3.15). Par le lemme 3.17, ’extension K = K — L C Q se prolonge a K — L, et par le
corollaire précédent, I’image de cette extension L < {2 est L. On obtient ainsi un automorphisme du corps
L qui prolonge o. O

Proposition 4.6. — Soit K — L une extension finie de corps et soit ) un corps algébriquement clos
contenant L. Il existe une plus petite extension M de L dans (Q telle que I’extension K — M soit normale.

On appelle cette extension la cléture normale de L dans € ; elle est finie sur K.

Démonstration. — Comme dans la preuve précédente, soit (z1,...,24) une base du K -espace vectoriel
L, et soit P; € K[X] le polyndme minimal de x;. Soit M C € le sous-corps engendré par les racines de
Q = Py --- P;dans €. C’est un corps de décomposition du polyndme (), donc ’extension K — M est
finie et normale.

De plus, pour tout corps L C M’ C € tel que I’extension K < M’ est normale, le polyndéme irréducti-
ble P; a une racine dans M’ (a savoir x;), donc y est scindé (déf. 4.1), donc aussi ). On en déduit que M,
qui est engendré par les racines de (), est contenu dans M’. O

Exercice 4.7. — Soient K et K’ des sous-corps d’un corps L tels que I’extension K N K’ C L soit algébrique.
On suppose que les extensions K C L et K’ C L sont normales. Montrer que I’extension K N K’ C L est
aussi normale.

5. Séparabilité

5.1. Polynomes séparables. —

Définition 5.1. — On dit qu’un polynéome P € K[X] est séparable s’il n’a aucune racine multiple dans
son corps de décomposition. Dans le cas contraire, on dit que P est inséparable.

Lemme 5.2. — Un polynéme P est séparable si et seulement si P et P' sont premiers entre eux.

Démonstration. — Remarquons que le pged de P et P’ est le méme dans K ou dans toute extension de K
(utiliser I’algorithme d’Euclide), en particulier dans un corps de décomposition L de P. Dans L, ce pged
vaut 1 si et seulement si aucune racine de P n’est multiple. O

Lemme 5.3. — Un polynome irréductible P € K|[X]| est séparable si et seulement si P’ # 0. Il est
inséparable si et seulement si la caractéristique p de K est non nulle et P € K[X?].

Démonstration. — La premier énoncé résulte du lemme précédent : P est inséparable si et seulement si
P A P’ est un polyndme non constant, qui divise P, ce qui entraine que ¢’est P (puisque P est irréductible)
puis que P divise P’, puis que P’ est nul car il est sinon de degré < deg(P).
Ecrivons
P(X)=a, X"+ -+ ap.
Le polyndme
P(X)=na, X"+ - +a

est nul si et seulement si a; = 0 pour chaque 7 non divisible par p. O

Lemme 5.4. — Supposons K de caractéristique p > 0. Si a € K = KP, le polynéome XP — a est irréduc-
tible dans K[X)| et inséparable.
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Démonstration. — Soit P un facteur irréductible unitaire de Q(X) = X? — a dans K[X] et soit = une
racine de P dans un corps de rupture L. On a a = 2P donc Q(X) = X? — 2P = (X — x)P dans L[X], de
sorte que P(X) = (X — z)" dans L[X], avec 1 < i < p. Comme = ¢ K,onai > 2, donc P n’est pas
séparable. Par le lemme 5.3, le degré de P est un multiple de p, donc i = p et P = @ est irréductible. De
plus, P est clairement inséparable puisque P’ = 0. O

Lemme 5.5. — Si un polynome irréductible unitaire P € K[X] de degré > 2 n’a qu’une seule racine
dans un corps de décomposition, alors la caractéristique de K est p > 0, et il existen > 1l eta € K= KP
tels que P(X) = X?" — a.

La réciproque est vraie (exerc. 5.8).

Démonstration. — Dans un corps de décomposition de P, on peut écrire P(X) = (X — z)™, avec
m > 2, de sorte que P est inséparable. Par le lemme 5.3, la caractéristique de K est un nombre premier
p qui divise m. Ecrivons m = rp”, avec r A p = 1, de sorte que P(X) = (XP" — 2P")", et posons
Q(X) = (X — 2P")", de sorte que P(X) = Q(XP?"). Le polyndme Q est alors irréductible (car P 1’est)
et n’a qu’une seule racine, :vpn, dans un corps de décomposition. Si r > 2, il est inséparable, donc p | r
(lemme 5.3), ce qui est absurde. Donc r = 1, et a := zP" ¢ KP (puisque P est irréductible), ce qui montre
le lemme. O

5.2. Corps parfaits. —

Définition 5.6. — Le corps K est parfait si tout polyndéme irréductible de K[X)| est séparable.

Théoréme 5.7. — Le corps K est parfait s’il est soit de caractéristique nulle, soit de caractéristique p > 0
et K = KP.
Démonstration. — Si K est de caractéristique nulle, il est parfait par le lemme 5.3. S’il est de caractéris-

tique p et KP # K, il n’est pas parfait par le lemme 5.4.
Si au contraire K = KP, tout polynéme P inséparable s’écrit par le lemme 5.3
P(X) = ampX™ + -+ ap X" + aop.
Comme K = KP, on peut écrire a;, = b! et
P(X) = ampX™ + - +a,XP +ag
= WX 4+ XP + by
= (b X"+ -+ 01X + bo)?,

ce qui entraine que P ne peut étre irréductible. Donc tout polyndme irréductible de K[X] est séparable :
K est parfait. O

En particulier, tout corps fini est parfait, puisque le morphisme de Frobenius x +— P étant injectif est
automatiquement surjectif. Tout corps algébriquement clos est aussi parfait. En revanche, le corps F,(T')
n’est pas parfait (le polyndéme X? — T € F,(T)[X] est irréductible par le lemme 5.4 mais non séparable).

Dans un corps parfait K, le morphisme de Frobenius Fry est bijectif. Pour tout # € K, on notera z'/?
son image inverse par Fry.

Exercice 5.8. — Soit K un corps de caractéristique p > 0. Si a € K — K”, montrer que pour tout n > 1, le
polyndéme X P" _ g est irréductible dans K [X]. En déduire que si K < L est une extension finie de corps et
que L est un corps parfait, alors K est un corps parfait. Montrer qu’un sous-corps d’un corps parfait n’est pas
nécessairement parfait.
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Exercice 5.9. — Soit K un sous-corps d’un corps parfait L de caractéristique non nulle. Le morphisme de
Frobenius Fry, : L — L est alors bijectif (th. 5.7). Montrer que

U Fez" ()
n=1
est le plus petit sous-corps parfait de L contenant K.

Exercice 5.10. — Soit K une extension de type fini d’un corps parfait de caractéristique p > 0. Montrer que
K est une extension finie de K”. Donner un exemple de corps K de caractéristique p > 0 qui n’est pas une
extension finie de K?.

5.3. Extensions séparables. —

Définition 5.11. — Soit K — L une extension de corps. On dit qu’un élément de L est séparable sur K
s’il est algébrique sur K et que son polynéme minimal sur K est séparable.

On dit qu’une extension K — L est séparable si tout élément de L est séparable sur K.

Avec cette définition, une extension séparable est en particulier algébrique. Un corps K est parfait si
et seulement si toute extension algébrique de K est séparable (pourquoi ?). En particulier, toute extension
algébrique de corps de caractéristique nulle est séparable.

Soit K < L une extension algébrique de corps et soit K — {2 un morphisme dans un corps algébri-
quement clos 2. On a vu dans le lemme 3.16 qu’il existe une extension de ce morphisme en o : L — ().
L’extension K — o (L) est alors algébrique, donc contenue dans la cldture algébrique de K dans €2, qui
est un corps algébriquement clos (prop. 3.13), donc une cloture algébrique de K. Comme deux clotures
algébriques de K sont K-isomorphes (th. 3.15), le cardinal de I’ensemble des extensions de K — € a
L est indépendant de 1’extension algébriquement close 2; on le note [L : K] et on I’appelle le degré
séparable de I’extension K — L. Il est toujours > 1 par le lemme 3.16.

Exemple 5.12. — On a [C : R]; = 2, les deux R-morphismes de C dans C étant I’identité et la conju-
gaison complexe.

Exemple 5.13. — Si K est le corps de rupture sur Q du polynome irréductible X2 — 2, c’est-a-dire K =
Q(a) avec a® = 2, on a [K : Q]s = 3, les trois Q-morphismes de K dans C étant définis par a —
2k /32, pour k € {0,1,2}.

Exemple 5.14. — Soit p un nombre premier. Posons L = F,(T) et K := L? = F,(T?). L'extension
K C L est finie de degré p. Si ¢ : K — ( est un morphisme dans un corps algébriquement clos €2 et
o : L < Qun prolongement de f, on a nécessairement o(T) = (:(T%))*/?, de sorte que [L : K], = 1.

Théoréme 5.15. — Soit K — L une extension finie de corps. On a
1<[L:K]s <[L: K]

et il y a égalité a droite si et seulement si I’extension K — L est séparable.

Démonstration. — On commence par montrer la multiplicativité des degrés séparables.

Lemme 5.16. — Soient K — L et L — M des extensions algébriques de corps. On a

[M: K]s=[M : L|[L : K|s.

Démonstration. — Soit §) une extension algébriquement close de M et soit (0;);c; la famille des K-
morphismes de L dans 2, avec Card(I) = [L : K];. Considérons ’extension o; : L — €2; comme on ’a
déjanoté, le cardinal de I’ensemble des extensions a M est indépendant de i et vaut [M : L];. On peut donc
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noter (7;;) e cet ensemble, avec Card(.J) = [M : L|s. On obtient ainsi une famille de K'-morphismes
distincts de M dans (2 indexée par I x J.

Inversement, étant donné un tel morphisme M — €2, il se restreint 2 L en un des o; ; c’est donc 1'un
des 7;;. Le lemme est ainsi démontré. O

Lorsque I’extension K — L est engendrée par un élément x, de polyndme minimal P, on a vu dans le
lemme 3.16 que [L : K], est égal au nombre de racines distinctes de P dans son corps de décomposition.
On a donc bien [L : K], < [L : K] dans ce cas (avec égalité si et seulement si z est séparable).

Dans le cas général, on écrit I’extension finie K — L comme une suite d’extensions emboitées
K K(z1) — K(z1,29) — -+ — K(x1,...,2,) =L
et I’on applique le lemme 5.16 a chaque extension pour obtenir I'inégalité [L : K], < [L : K].

Si K — L est séparable, ou méme plus généralement si L est engendré par des éléments =1, ..., 2,
séparables sur K, alors chaque x; est a fortiori séparable sur K (x1,...,x;—1) (son polyndme minimal sur
ce corps divise son polyndme minimal sur K, donc est aussi séparable) et on a [K(z1,...,z;—1)(x;) :
K(z1,...,2i-1)]s = [K(21,. .., 2i-1)(z;) : K(21,...,2,-1)], d’ou égalité [L : K|, = [L : K] par le
lemme 5.16.

Inversement, supposons [L : K]; = [L : K]. Pour tout x € L, comme [L : K(x)]s < [L : K(z)] et
[K(z) : K]s < [K(z) : K], lelemme 5.16 entraine qu’il y a égalité dans ces deux inégalités. La discussion

précédente dit alors que x est séparable sur K. Donc I’extension K — L est bien séparable. O

La preuve montre aussi que si L est engendré par des éléments séparables, I’extension K — L est
séparable.

Théoréme 5.17. — Soient K — L et L — M des extensions de corps. Si un élément x de M est
séparable sur L et que L est une extension séparable de K, alors x est séparable sur K.

En particulier, K — M est une extension séparable si et seulement si les extensions K — Let L — M
le sont.

Démonstration. — Si un élément x de M est séparable sur L, il est algébrique sur L, donc racine d’un
polyndme P € L[X]. Sil’extension K < L est séparable, I’extension (finie) L' C L de K engendrée par
les coefficients de P est alors finie séparable, donc [L' : K|; = [L' : K] (th. 5.15). Comme « est séparable
sur L', ’extension L' < L'(x) est séparable, donc [L'(z) : L']s = [L'(z) : L]. Le lemme 5.16 entraine
alors [L'(x) : K|, = [L/(x) : K]. Lextension finie K < L’(x) est alors séparable (th. 5.15), donc z est
séparable sur K.

Si’extension K — M est séparable, il est clair que I’extension K <— L I’est aussi, ainsi que 1’extension
L — M, puisque le polyndme minimal de = sur L divise le polyndme minimal de x sur K. L’implication
réciproque résulte de la premiere partie du théoréme. O

Corollaire 5.18. — Soit K — L une extension de corps. L’ensemble des éléments de L séparables sur K
est un sous-corps de L, extension séparable de K appelée cloture séparable de K dans L.

Si L' C L est la cloture séparable de K dans L, il résulte du corollaire précédent que tout élément de
L—- L' est inséparable sur L'.

Démonstration. — Soient = et y des éléments non nuls de L séparables sur /. Comme on vient de le
remarquer, cela entraine que 1’extension finie K — K (x, y) est séparable. Les éléments « — y et z/y de L
sont donc séparables sur K. O
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En particulier, si K est une cloture algébrique de K, I’ensemble des éléments de K séparables sur K
est une extension séparable K’ de K appelée cloture séparable de K. On peut montrer que les cldtures
séparables de K sont toutes K -isomorphes.

Le corps K est parfait si et seulement si K’ = K. Toute extension séparable de K est triviale (th.
5.17). Tout élément de K — K est inséparable sur K~ donc sur K.

Exercice 5.19. — Soit K — L une extension finie de corps et soit L* C L la cldture séparable de K dans L
(¢f. cor. 5.18). Montrer [L : K]s = [L® : K]. En déduire que [L : K], divise [L : K] et que soit le quotient
est 1, soit la caractéristique de K est p > 0 et le quotient est une puissance de p (il vous faudra sans doute aller
explorer un peu la littérature sur les extensions dites purement inséparables (ou radicielles)...).

Exercice 5.20. — Montrer que toute extension algébrique d’un corps parfait est encore un corps parfait. En
particulier, un corps imparfait (de caractéristique p > 0) ne peut étre algébrique sur F',, (on rappelle que le corps
F,(T) est imparfait; cf. § 5.2).

5.4. Théoréme de I’élément primitif. — On a rencontré a plusieurs reprises 1’extension Q € Q(+/2, ).
Peut-on engendrer cette extension par un seul élément (on dit que 1’extension est simple) 7 La réponse est
oui:onaQ(Vv/2,5) = Q(/2+ j) (cf exerc. 6.16). En revanche, en caractéristique non nulle, il existe des
extensions finies non simples. Il se trouve que cette propriété d’une extension finie (d’étre engendrée par
un élément) est liée a sa séparabilité.

Exemple 5.21. — Soit p un nombre premier. Posons L = F,(X,Y") (corps des fractions rationnelles en
deux indéterminées a coefficients dans F)) et K := LP? = F,(X?,Y?). Uextension KX C L est finie de
degré p?. Pour tout I € L,ona F? € K, donc [K(F) : K] vaut 1 ou p, et L n’est pas de la forme K (F) :
I’extension K < L n’est pas simple.

Théoreme 5.22 (de I’élément primitif). — Soit K < L une extension finie de corps, que I’on peut écrire
L=K(z,y1,.-.,Yn) ORY1,...,Yn sont séparables sur K. Il existe z € L tel que L = K (z).

Démonstration. — Si K est fini, L I’est aussi, le groupe (L*, x) est cyclique (prop. 2.2). Si z € L* estun
générateur de ce groupe, L = K(z).

On suppose donc K infini. En raisonnant par récurrence sur n, on voit qu’il suffit de traiter le cas n = 1.
On cherche z sous la forme z = x + ty;, avec ¢ € K. Soit P le polyndme minimal de x sur K et soit )
celui de y;. Ces polyndmes se décomposent dans leur corps de décomposition en

T S

PX)=]][X-a) ., QX)=]J(x-5.

i=1 j=1
avec ay = x et 81 = y;. Comme y; est séparable sur K, les §; sont distincts deux a deux. Comme K
est infini, on peut trouver ¢ € K distinct de tous les (z — «;)/(8; — y1), pour tout i et tout j # 1. Posant
z=x+ty; € L,ona

P(z—t8)=P(x)=0 , P(z—tB;) #0 pourj # 1.

Les polyndmes Q(X) € K[X] et P(z — tX) € K(z)[X] ont donc une unique racine commune, & savoir

1 = y1, et leur pged est ainsi X — y;. Les coefficients de ce pged sont dans K (z), donc y; € K (z). Mais

alorsx = z — ty; € K(z),donc L = K(z,y1) = K(2). O

Théoréeme 5.23. — Soit K — L une extension finie de corps. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) il n’existe qu’un nombre fini de corps intermédiaires entre K et L ;

(ii) il existe x € L tel que L = K(x).



22 CHAPITRE I. EXTENSIONS DE CORPS

Si I’extension K < L est finie et séparable, elle vérifie (th. 5.22) les conditions de ce théoreme. La
réciproque est fausse (cf. ex. 5.14).

Démonstration. — Si K est fini, L I’est aussi, et le groupe (L*, x) est cyclique (prop. 2.2). Si z € L* est
un générateur de ce groupe, L = K (x). Donc (ii) est toujours vérifié dans ce cas, et il en est bien siir de
méme pour (i).

On suppose donc K infini. Si (i) est vérifié, on écrit L = K (x1,...,x,) et, procédant par récurrence
sur n, on voit qu’il suffit de traiter le cas n = 2. Vue I’hypothese (i), et comme K est infini, il existe
deux éléments distincts ¢ et u de K tels que K(z1 + txo) = K(x1 + uxz). On en déduit que x5 =
((x1 + txa) — (x1 +uxs2))/(t — u) est dans ce corps, ainsi que x1 = (z1 + txe) — txa, donc qu’il est égal
a L. Cela prouve (ii).

Inversement, si (ii) est vérifié, c’est-a-dire L = K(z), on note P € K[X] le polyndme minimal de
x sur K. Soit M un corps intermédiaire entre K et L. Le polyndme minimal Py, € M[X] de x sur M
divise alors P dans M [X], donc aussi dans L[X]. C’est donc un produit de facteurs irréductibles unitaires
de P dans L[X] etil n’y a qu’un nombre fini de tels polyndmes (cf. th. 1.16). Soit M’ C M le sous-corps
engendré par les coefficients de Py;. Le polyndme Py est a fortiori irréductible dans M’'[X], donc c’est
le polyndme minimal de x sur M’. On en déduit

[L:M']=deg Py = |[L: M),

de sorte que M = M’. L’application M — P, de I’ensemble des extensions intermédiaires entre K et L

dans I’ensemble des facteurs irréductibles de P dans L[X], est donc injective, ce qui montre (i). 0
Exercice 5.24. — Trouver une infinité d’extensions intermédiaires entre les corps F(XP?,YP) et F,(X,Y)
(cf. ex. 5.21).

Exercice 5.25. — Soit K — L une extension séparable telle que les degrés des éléments de L sur K soient

majorés. Montrer que I’extension K < L est finie. Montrer que la conclusion ne subsiste pas nécessairement
si I’extension K — L n’est pas séparable.

Exercice 5.26. — Soit K — L une extension algébrique de corps. On suppose que tout polyndme de K[X]
a une racine dans L. On veut montrer que L est une cloture algébrique de K (il suffit pour cela (prop. 3.12) de
montrer que tout polyndéme de K[X] est scindé dans L).

a) Montrer la conclusion sous I’hypothese que le corps K est parfait (Indication : si P € K[X], on pourra
appliquer le théoreme de 1’élément primitif a un corps de décomposition de P et considérer le polynome
minimal d’un générateur).

b) On suppose a partir de maintenant que la caractéristique de K est p > 0. Montrer que M := {z € L |
In e N* 2P" € K} estun sous-corps parfait de L.

¢) En déduire que L est un corps parfait.

d) Montrer que tout polynéme de M[X] a une racine dans L. Conclure.

5.5. Corps finis. — On dit qu’un corps K est fini s’il n’a qu’un nombre fini d’éléments. Sa caractéristique
est alors un nombre premier p et son sous-corps premier le corps F,. L’extension F,, <— K est de degré
fini n, de sorte que K est de cardinal p”.

Théoreme 5.27. — a) Pour tout entier premier p et tout entier n. > 1, il existe un corps fini a p' éléments.

b) Tout corps fini a p™ éléments est un corps de décomposition du polynome X? — X sur Fp. En
particulier, deux tels corps sont isomorphes.

On parlera souvent du corps F» a p™ éléments.
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Démonstration. — Soit F,, < K un corps de décomposition du polynéme P(X) := X?" — X surF, et
soit K/ := {x1,...,2pn } C K I’ensemble des racines de P dans K. C’est un sous-corps de K (par (1))
qui lui est donc égal. Ces racines sont toutes distinctes car sa dérivée étant —1, le polyndme P est séparable
(lemme 5.2). En particulier, Card(X) = p™. Ceci montre a).

Soit K un corps fini & p™ éléments. Le groupe (K*, x) est d’ordre p" — 1, donc tout élément non nul
x de K vérifie zP"~' = 1. En particulier, les p” éléments de K sont exactement les racines de P, qui
est ainsi scindé dans K. Le corps K est donc un corps de décomposition de P sur F,,. Par le th. 3.6, ceci
montre b). O

Exercice 5.28. — FEcrire les tables d’addition et de multiplication du corps F.

Exercice 5.29. — Quel est le groupe additif (Fpn, +)?

5.6. Trace. — A toute extension finie K < L, nous allons associer une forme K-lin€aire Try,,x sur L
dont la non nullité caractérise les extensions (finies) séparables.

Définition 5.30. — Soit K — L une extension finie de corps. Pour x € L, on note m, le K-endomor-
phisme de L défini par m,(z) = xz pour tout z dans L. On définit I'application trace Try i : L — K
par

Trp k() = Tr(mg).

Sia,be Ketx,y € L,onamgyipy = amy + bm, ; application trace est donc une forme K-linéaire
sur L. Si z estdans K, ona Trp x(x) = [L : K.

Exemple 5.31. — Considérons I’extension Q C Q(¢). Dans la base (1,4) du Q-espace vectoriel Q(¢), la
> . On a donc

. , . a
matrice de I’endomorphisme 1, est ( b
a

TI‘Q(,L-)/Q((Z + Zb) = 2a.
Théoreme 5.32. — Soient K — L et L — M des extensions de corps. On a

Trare = Trr e o Tragyr, -

Démonstration. — On garde les notations de la preuve du th. 2.4 : (I3, ..., 1) est une base du K-espace
vectoriel L et soit (my, ..., m,) une base du L-espace vectoriel M, de sorte que (I;m;)1<i<r, 1<j<s €St
une base du K -espace vectoriel M. Soit x € M. On écrit

S
Tm; = E bjrme,
k=1

avec b;;, € L, de sorte que xl;m; = ZZZI b;xl;my. On écrit ensuite

i
bkl = E @jkinln,
n=1
s r P
avec ajiin € L, de sorte que zl;m; =Y, 1 > | Gjkinlnmy. On en déduit
S T
Tryk(z) = E E Qjjii-
j=1i=1

On a d’autre part Tryy () = >-7_; bjj et Tr i (bj;) = 35,1 @jjnn, ce qui montre le théoreme. [

Corollaire 5.33. — Soit K — L une extension finie de corps et soit x un élément de L inséparable sur K.
OnaTrpk(x) =0.
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Démonstration. — Considérons les extensions K — K (x) < L. D’apres le th. 5.32, on a

Trrx(2) = Trk @)k (Trr k@) (#) = Trg @)k (L : K(z)]z).

Il suffit donc de montrer Trg ;) (2) = 0. Le polyndme minimal P de z sur K est, par le lemme 5.3,
dans K[XP?], ot p est la caractéristique (non nulle) du corps K. Dans la base (1,z,...,2P""!) de K(x)
sur K (ot pn = deg(P)), la matrice de m,, est la matrice compagnon de P (cf. § 11.4.2), dont la trace est
1’opposé du coefficient de XP"~! dans P, c’est-a-dire 0. 0

Corollaire 5.34. — Soit K — L une extension finie de corps qui n’est pas séparable. La forme linéaire
Tr i est identiquement nulle.

Démonstration. — Soit L' C L la cloture séparable de K dans L (cor. 5.18). Tout élément = de L— L'
est alors inséparable sur L', donc Try, /1 (x) = 0 par le corollaire précédent. D’autre part, le lemme 5.3
entraine que [L'(z) : L'] est un multiple de p, donc aussi [L : L'] (th. 2.4). Pour tout 2’ € L', on a alors

Trp p(2') = [L : L'la" = 0, ce qui montre que la forme linéaire Try, /7, est identiquement nulle. Le
corollaire résulte alors du th. 5.32. U
Théoréme 5.35. — Soit K — L une extension finie et séparable de corps. La forme linéaire Try, /i n’est

pas identiquement nulle et la forme bilinéaire symétrique
LxL — K
(@,y) — Trp/x(zy)

est non dégénérée.

Le théoréme est évident en caractéristique nulle, puisque I’on a alors Try /i (1) = [L : K]1x # Oet
TrL/K(xa:_l) = TrL/K(lK) ;é Osiz € L—{O}

Démonstration. — Comme on I’a vu dans le § 5.4, I’extension K <— L est engendrée par un élément x €
L, de polyndéme minimal P € K[X].Sin = [L : K], une base du K-espace vectoriel L est alors formée de
1,z,...,2" ' La matrice de m, dans cette base est la matrice compagnon C'p de P (cf. § 11.4.2) dont la
trace est 1’opposé du coefficient de X™ ! dans P, c’est-a-dire la somme des racines x1, . . ., x,, de P dans
un corps de décomposition de P (ces racines sont distinctes deux a deux puisque P est séparable). Pour tout
entier r > 0, la matrice de m, = m,r est C},, dont la trace est la somme ) ;. z7. Ces sommes ne peuvent
pas étre toutes nulles lorsque r décrit {0, ...,n — 1}, puisque le déterminant dét(a] )i<i<n, o<r<n—1 €t
non nul (déterminant de Vandermonde). Donc 1'une au moins des traces Try, /g (2") est non nulle, et la
forme lin€aire Try, /5 n’est pas identiquement nulle.

Soit g € L tel que Try /i (w9) # 0. Siy € L est non nul, on a alors Try,/x (y - 0/y) # 0, donc la

forme bilinéaire considérée est bien non dégénérée. O
Exercice 5.36. — Soit K — L une extension finie et séparable de corps. Soit {2 une extension algébriquement
close de K et soient o1, ..., o, les différents K-morphismes de L dans 2. Montrer que pour tout = dans L, on

aTrp/g(x) =o1(x) + - + on(x).

6. Théorie de Galois

6.1. Groupe de Galois d’une extension de corps. — La définition suivante s’inspire de la déf. 3.3.

Définition 6.1. — Soit K — L une extension de corps. Un K-automorphisme de L est un automor-
phisme de corps L= L qui est identité sur K. Le groupe de Galois Gal(L/K) est le groupe des K-
automorphismes de L.
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Exemple 6.2. — Soit o un élément de Gal(C/R). On a
o(i)? = o(i%) = o(=1) = —1,

de sorte que o (i) = +i. On en déduit que le groupe Gal(C/R)) a deux éléments : I’identité et la conjugaison
complexe.

Soit o un élément de Gal(Q(V/2)/Q). On a
o(V2)* = o((V2)’) = 0(2) =2,
de sorte que o(/2) est une racine cubique de 2 dans le sous-corps Q(+/2) de R. On a donc nécessairement
o(¥/2) = V/2 et le groupe Gal(Q(+/2)/Q) n’a qu’un seul élément, I’identité.
Exercice 6.3. — Déterminer les groupes de Galois Gal(Q(v/2,v/3)/Q) et Gal(R/Q).

Théoréme 6.4. — Soit K — L une extension finie de corps. On a
Card(Gal(L/K)) <[L: K]s <[L: K].

La premiere inégalité est une égalité si et seulement si I’extension K — L est normale ; la seconde est une
égalité si et seulement si I’extension K — L est séparable.

Démonstration. — Soit () une extension algébriquement close de K. Le groupe Gal(L/K) agit a droite
sur ’ensemble des K -morphismes o : L < 2 (dont le cardinal est par définition [L : K|,) par la formule

Vg € Gal(L/K) oc-g=o0o0g.
Cette action est libre (si 0 o g = 0, on a g = Id puisque o est injectif), d’ou la premiere inégalité. Il y a

égalité si et seulement si 1’action est transitive.

Lemme 6.5. — L’action de Gal(L/K) sur ’ensemble des K -morphismes de L dans ) est transitive si et
seulement si tous ces morphismes ont la méme image dans ().

Démonstration. — 1l est clair que o o g et o ont la méme image. Inversement, si o(L) = o’(L), I’appli-
cation g : L — L définie par g = (0,_5(,)) " © ¢’ est un K-automorphisme tel que 0’ = o o g. O

On invoque alors le cor. 4.4 pour en déduire qu’il y a égalité dan I’inégalité de gauche si et seulement si
I’extension K — L est normale.

L’égalité de droite du théoreme, et le cas d’égalité, sont juste une retranscription du th. 5.15. O

Exercice 6.6. — Soit K — L une extension finie de corps. Montrer que Card(Gal(L/K)) divise [L : K]
(cf. exerc. 5.19).

6.2. Groupe de Galoisde K — K (X) et théoréme de Liiroth. — Le but de cette section (indépendante
du reste du cours) est de comprendre le groupe de Galois de I’extension transcendante K — K (X) et la
nature des extensions intermédiaires entre K et K (X).

Lemme 6.7. — Soit ' € K(X)- K, que l'on écrit F = P/Q, avec P et Q dans K[X]|, premiers entre
eux. Alors :

a) F esttranscendant sur K ;

b) lextension K(F) — K(X) est finie, de degré §(F') := max(deg P,deg Q) ;

¢) le polynéome minimal de X sur K (F) est P(T) — Q(T)F € K(F)[T).
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Démonstration. — Posons R(T) := P(T)—Q(T)F € K(F)[T].Ona R(X) = 0, donc X est algébrique
sur K (F). Comme X est transcendant sur K, il en est de méme pour F par le th. 2.16, ce qui montre a). 1

Cela entraine que K [F] est isomorphe & un anneau de polyndmes en une variable a coefficients dans K.
On peut donc considérer R comme un élément de 1’anneau de polyndmes en deux variables K[F|[T] et
il faut montrer que R est irréductible dans K (F')[T]. Dans K[T][F], R est irréductible car de degré 1 (en
F) a coefficients premiers entre eux. Il est donc aussi irréductible dans K[F|[T]. Ses coefficients sont du
type p; — q;F, donc leur pged dans K[F)] est 1 (sinon, P et () seraient proportionnels). Cela entraine (th.
I11.1.10) que R est encore irréductible dans K (F')[T]. Cela montre c), et comme le degré de R est 6(F),
cela montre aussi b). O

Pour tout corps K et tout entier n > 0, on note GL(n, K) le groupe des matrices inversibles d’ordre
n a coefficients dans K, et PGL(n, K) le groupe quotient de GL(n, K') par le sous-groupe distingué des
matrices de la forme ¢1,,, pour t € K*.

Théoréeme 6.8. — On a un isomorphisme
PGL(2,K) — Gal(K(X)/K)
a b . (X . aX + b).
c d cX +d
Démonstration. — Soit ¢ : K(X) — K(X) un K-automorphisme. Il est déterminé par F' = ¢(X).
Comme ¢ est surjectif, on a par le lemme 6.7 §(F) = 1, donc F(X) = Z))((is avec (¢, d) # (0,0) et (a,b)

non proportionnel 2 (¢, d). L’application de 1’énoncé du théoréme est donc surjective. On vérifie que c’est
un morphisme dont le noyau est formé des homothéties ¢ 15, pour t € K*. O

Théoreme 6.9 (Liiroth, 1874). — Les extensions intermédiaires entre K et K (X) sont de la forme K (F),
avec F € K(X). Autrement dit, ce sont K ou des corps de fractions rationnelles en une variable.

Démonstration. — Soit K C L C K(X) et soit F € L- K. Par le lemme 6.7, X est algébrique sur
K (F), donc aussi sur L. Soit

O(T)=T"+ Fp 1T '+ Fy € L[T)

le polynéme minimal de X sur L. Comme X n’est pas algébrique sur K, il existe ¢ tel que F; € L— K. On
va montrer L = K (F;). Ecrivons Fj = P;/P,, avec P; € K[X] et ot P, est le ppcm des dénominateurs
des F};. On a ainsi

®(T) = (Po(X)T™ + P, 1 (X)T" ' + .- + Py(X)) € L[T).

Notons
P(X,T) := Py (X)T" + P, 1 (X)T" ' 4 - + Py(X)
et posons m := degy P(X,T) = max(deg P;). Ona [K(X) : L] = deg(®) =net
[K(X): L] <[K(X): K(F;,)] =4(F;) <max(deg P;,deg P,,) < m.
On va montrer m = n, ce qui entrainera L = K (F;) et le théoreme.

Le polyndéme P;(T') — F;P,(T) € L[T] admet X comme racine. Il est donc multiple de ® : il existe
U € L[T] tel que
PA(T) — FiPo(T) = O(T)W(T).
En multipliant par P, (7T), on obtient

D(X,T) := P(T)P,(X) — Pi(X)P,(T) = P(X,T)¥(T) € LIT| n K[X][T).
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Comme P(X,T) est primitif vu comme polyndme en T, on a ¥ € K[X][T] (lemme III.1.9). Dans cette
derniere égalité, le degré en X est < m a gauche et m + degy U a droite. Donc il vaut m des deux co6tés
et U € K[T].On adonc

P(X,T)¥(T) = D(X,T) = —D(T, X) = —P(T, X)¥(X).

Comme P(X,T) et ¥(T) sont primitifs vus comme polynoéme en T a coefficients dans K[X], il en est de
méme pour leur produit (lemme III.1.8), donc le polynéme W(X ), constant vu comme polyndme en T, est
une constante inversible dans K [X|]. Les polynémes D et P sont donc proportionnels. Les degrés de D en
X eten T étant égaux, cela vaut aussi pour P, donc m = n. O

Remarque 6.10. — L’analogue du théoréme de Liiroth reste vrai en caractéristique 0 pour K (X,Y)
(toutes les sous-extensions non triviales sont des corps de fractions rationnelles en une ou deux variables sur
K); c’est un théoréme de Castelnuovo. Cela est faux en caractéristique non nulle d’apres des exemples de
Zariski et de Shioda. Avec au moins trois indéterminées, c’est faux méme sur C. L’étude de ces problemes
se fait par des outils de géométrie algébrique (il s’agit de savoir si une variété algébrique « unirationnelle »
est « rationnelle »).

Exercice 6.11. — Soit K un corps. Quelles sont les fractions rationnelles F' € K (X) vérifiant F o F/(X) =
X ? Plus généralement, quelles sont les fractions rationnelles vérifiant F o --- 0 F(X) = X ?

Exercice 6.12. — Soit K un corps. Déterminer le corps

L={FeK(X)|FX)=F®1/X)}

6.3. Extensions galoisiennes. —

Définition 6.13. — Une extension de corps K — L est dite galoisienne si elle est séparable et normale.

Le th. 6.4 entraine qu’une extension finie K — L est galoisienne si et seulement si
Card(Gal(L/K)) = [L : K].

Remarque 6.14. — Si K — L est une extension de corps galoisienne et que M est un corps intermédiaire
entre K et L, I’extension M — L est encore galoisienne (rem. 4.3 et th. 5.17) et Gal(L/M) est un sous-
groupe de Gal(L/K) :

Gal(L/M) = {g € Gal(L/K) | g|ar = Idas}.

En revanche, I’extension K — M n’est pas nécessairement galoisienne (cf. th. 6.20.b)).

Proposition 6.15. — Une extension finie K — L est galoisienne si et seulement si c’est le corps de
décomposition sur K d’un polynéme séparable.

Démonstration. — Si L est le corps de décomposition d’un polyndme séparable () € K[X], I’extension
L est engendrée par des éléments séparables (les racines de () donc est séparable. Elle est aussi normale
par le th. 4.2.

Pour la réciproque, on reprend la démonstration du th. 4.2 : si K <— L est une extension galoisienne,
on écrit L = K(x1,...,2z,) et Pon note P, € K[X] le polyndme minimal de x;. Comme K — L
est normale (resp. séparable), chaque P; est scindé (resp. a racines simples) dans L, donc aussi le ppcm
Q:=P V-V P, Comme L estengendré sur K par les x;, qui sont des racines de @, le corps L est un
corps de décomposition du polynéme séparable Q € K[X]. U

En utilisant le th. 5.22, on peut aussi dire qu’il existe © € L tel que le polyndme minimal de = sur K est
scindé a racines simples dans L et que L = K (x).
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Soit K — L une extension finie galoisienne. C’est donc le corps de décomposition d’un polyndéme
séparable P € K[X]. Si n = deg(P), le groupe Gal(L/K) permute les n racines distinctes de P et
Gal(L/K) s’identifie & un sous-groupe du groupe symétrique &,,.

Exercice 6.16. — Montrer que I’extension Q C Q(+/2, j) est galoisienne et que son groupe de Galois est &3.
En déduire Q(/2, j) = Q(/2 + 7) et calculer le polyndme minimal de /2 + j sur Q.

Proposition 6.17. — Soit K — L une extension finie et normale de corps et soit P € K[X] un polynome
séparable scindé dans L. L’action de Gal(L/K) sur ’ensemble des racines de P dans L est transitive si
et seulement si P est irréductible dans K[X].

Démonstration. — Si P n’est pas irréductible, on I’écrit P = QR avec Q) et R dans K [X], non constants.
Comme P est séparable, @ et R n’ont pas de racine commune. Tout élément de Gal(L/K) envoie chaque
racine de @) (dans L) sur une racine de (), donc I’action sur les racines de P n’est pas transitive.

Supposons P irréductible. Soit @ € K[X] un polyndme dont L est un corps de décomposition (th.
4.2). Soient z et y des racines de P dans L. Les sous-corps K (x) et K(y) de L sont des corps de rupture
de P, donc sont K -isomorphes. Plus précisément, il existe un K-isomorphisme o : K(x) = K (y) tel que
o(x) = y. Les extensions ¢ : K (z) < Let/ : K(z) % K(y) — L sont alors des corps de décomposition
de @ vu comme polyndme a coefficients dans K (x), donc sont K (x)-isomorphes (th. 3.6) : il existe un
automorphisme ¢ : L = L tel que g o ¢ = /. D’une part g est un K -automorphisme, donc g € Gal(L/K),
d’autre part g(z) = gou(z) =/ (z) = y. O

Exemple 6.18. — L’extension Q C Q(v/2,v/3) est galoisienne car c’est le corps de décomposition
du polyndme (X2 — 2)(X? — 3). Son groupe de Galois agit de fagon non transitive sur 1’ensemble
{f, V2,3, —ﬁ} de ses racines ; il est isomorphe a (Z/2Z)2.

Exercice 6.19. — Soit K — L une extension finie galoisienne de corps. Montrer que pour tout  dans L, on a
Tro k(%) = X gccar/x) 9(2)-

6.4. Correspondance de Galois, lemme d’Artin. — Nous montrons maintenant le résultat principal de
cette section : le fait que pour une extension finie galoisienne, les extensions intermédiaires correspondent
bijectivement aux sous-groupes du groupe de Galois. On retrouve ainsi le fait qu’il n’y a qu’un nombre fini
d’extensions intermédiaires (cf. th. 5.23) mais surtout, on dispose d’'un moyen « concret » de les trouver
toutes.

Théoreme 6.20. — Soit K C L une extension finie galoisienne de corps, de groupe de Galois G :=
Gal(L/K).

a) Il existe des bijections inverses l'une de I’autre, qui renversent les inclusions,

P
—

{sous-groupes de G} {extensions intermédiaires entre K et L}
N
H L :={zeL|VgeHg(x)=x}
Gal(L/M) i M.

b) Si H est un sous-groupe de G, I'extension K C LY est galoisienne si et seulement si H est distingué
dans G. Son groupe de Galois est alors le groupe quotient G/ H.

Pour clarifier les choses, 1’égalité ® o ¥ = Id signifie

[,Gal(L/M) _ pp
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pour tout corps intermédiaire M, tandis que, par la rem. 6.14, I’égalité ¥ o & = Id signifie
{9€Glglpn =1d} =H

pour tout sous-groupe H de G.

Démonstration. — 11 est clair que 1’on a, pour toute extension intermédiaire M et tout sous-groupe H de
G:

M C ®(U(M)) = LEEM) ot H CU(®(H)) = Gal(L/LH)
et il s’agit de montrer que ces deux inclusions sont des égalités. L’extension M C L est finie galoisienne
(rem. 6.14). Nous lui appliquerons le lemme suivant.

Lemme 6.21. — Soit K C L une extension finie galoisienne de corps, de groupe G. Ona K = LC.

Démonstration. — 1l est clair que K est contenu dans LY. Soit z € LY et soit P € K[X] son polyndme
minimal, qui est scindé dans L. Soit y une racine de P dans L ; comme I’extension K — L est normale
et que P est irréductible dans K[X], il existe g € G tel que y = g(z) (prop. 6.17). Comme = € L, on a
y = z. Donc P n’a qu’une seule racine. Comme il est séparable, il est de degré 1 et x est dans K. O

En appliquant ce lemme 2 I’extension finie galoisienne M C L , on obtient M = LGa(L/M) ¢ est-
a-dire M = ®(¥(M))). Lautre égalité H = Gal(L/L*) résulte du th. 6.22 ci-dessous. Ceci montre le
point a) du théoréme.

Montrons maintenant b). Soit H un sous-groupe de G et soit ¢ € G. On vérifie que I’extension intermé-
diaire g(L*) correspond au sous-groupe gH g~ ! de G.
Si H est un sous-groupe distingué dans G, on a donc, par a), g(L) = L¥, d’oti un morphisme de
groupes
p:G — Gal(L" /K)
dont le noyau est {g € G | g|pn = Id}, c’est-a-dire, par a), H. On en déduit
Card(Gal(L* /K)) > Card(G)/ Card(H) = [L : K]/[L : L] = [L" : K].

Cela entraine (th. 6.4) que I’extension finie K C L est galoisienne, que p est surjectif, et que Gal(L / K)
est isomorphe 2 G/H.

Inversement, supposons I’extension K — L* galoisienne et considérons le sous-groupe N := {g €
G | gHg™' = H} de G (le normalisateur de H dans G) ainsi que le morphisme 7 : N — Gal(L /K).
Sonnoyau est {g € N | g|pn = Id}, c’est-a-dire de nouveau H.

Comme I’extension K C L est normale, tout K -automorphisme L = L se prolonge en un K-
automorphisme L = L (cor. 4.5), ¢’est-a-dire en un élément g de G qui doit satisfaire g(L) = L. Parla
correspondance a), cela signifie gHg~ ' = H, c’est-a-dire g € N. Le morphisme 7 est donc surjectif et on

en déduit :
Card(N)/Card(H) = Card(Gal(L"/K))
= [L7 : K]
— [L:K)/[L: L")
= Card(G)/Card(H),
de sorte que N = G : le sous-groupe H est distingué dans G. Ceci prouve b). U
Théoreme 6.22 (Lemme d’Artin). — Soit L un corps et soit G un groupe fini d’automorphismes de L.

L’extension LS C L est finie galoisienne de groupe de Galois G.
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Démonstration. — Posons K = LY. Soitz € L ; posons P(X) = [[,ec.(X —y). Pourtoutg € G,ona
alors gP = P, donc P est a coefficients dans K. Comme P est séparable, il en résulte que x est séparable
algébrique sur K de degré < Card(G).

Choisissons x de degré maximal sur K. Nous allons montrer L = K (). Soity € L. Comme I’extension
K (x,y) est séparable, elle est engendrée par un élément z (th. 5.22). Comme K (z) contient K (), ces
deux corps sont égaux par maximalité du degré de x. On a donc y € K (x) et L = K(x), extension finie et
séparable de K de degré < Card(G). De plus, G est un sous-groupe de Gal(L/K).

On en déduit (th. 6.4)
Card(G) < Card(Gal(L/K)) < [L: K| < Card(G),
de sorte qu’il y a égalité partout. On en déduit que I’extension K C L est galoisienne (th. 6.4), et
Gal(L/K) = G. O

Exercice 6.23. — Soit L un corps et soit G un groupe infini d’automorphismes de L. Montrer que 1’extension
LE C L est infinie.

Exercice 6.24. — Soit K C L une extension de corps finie et normale et soit G le groupe Gal(L/K) des
K-automorphismes de L. On a des extensions K C e C L. Si la caractéristique de K est nulle, le lemme
6.21 entraine K = L. Supposons donc que la caractéristique de K est p > 0.

a) Soitz € L. Montrer que le polyndme minimal de 2 sur K a une seule racine dans L.

b) En déduire qu’il existe un entier n > 0 tel que 2" e K (Indication : on pourra utiliser le lemme 5.5).

¢) Montrer qu’il existe un entier n > 0 tel que (LG)”" CK.

Exemple 6.25. — Revenons i I’exerc. 6.16, ot I’on a montré que ’extension Q C Q(+/2, j) est galoi-
sienne de groupe de Galois isomorphe 2 &3 (aprés numérotation des racines du polyndme X3 — 2 par
xp = 2R3 | e {1,2,3}). Les sous-groupes de &3 sont

1}
1 T

((1,2) ((2,3) ((1,3)
~ 1
SGs. /

Le seul sous-groupe distingué non trivial est ((1,2,3)) (cyclique d’ordre 3). La transposition (1,2) cor-

((1,2,3))

respond a la conjugaison complexe et le cycle (1,2,3) a la permutation cyclique des racines. Les sous-
extensions correspondantes de Q C Q(+/2, j) sont

Q(V2,4)

QW) Q(V2) Q(jV2) Q(s2V2)

Les quatre extensions de la ligne supérieures sont galoisiennes, tandis que sur la ligne inférieure, seule
I’extension (quadratique) Q C Q(5) Uest.

Exemple 6.26. — On vérifie (par exemple en utilisant le critere d’Eisenstein ; th. I11.1.12) que le polynd-
me P(X) = X5 — 6X + 3 est irréductible dans Q[X]. Une étude de fonction montre qu’il a exactement
trois racines réelles 1 < x2 < x3, donc deux racines complexes conjuguées x4 et x5 = Z4. Soit Q — L
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un corps de décomposition de P et soit G < &5 son groupe de Galois. Le groupe G contient la conjugaison
complexe, qui agit comme la transposition (4, 5). Le corps L contient la sous-extension Q(x1), qui est de
degré 5, donc le cardinal de G est divisible par 5 ; il divise d’autre part Card(S5) = 5! = 120 = 23 .3 . 5.
Le théoreme de Sylow entraine que G contient un élément d’ordre 5, ¢’est-a-dire un 5-cycle dont on peut
supposer, quitte a le remplacer par une puissance, qu’il envoie 4 sur 5. En renumérotant les racines réelles,
on peut supposer que c’est le cycle (1,2,3,4,5), qui avec (4, 5) engendre &5. On a donc G = Gj5.

Le seul sous-groupe distingué non trivial de G5 est le groupe alterné 2. L’extension Q — L contient
donc une unique sous-extension galoisienne de Q et elle est quadratique.

Exercice 6.27. — Dans I’exemple ci-dessus, montrer que le discriminant
AP)= [ (@i-=)?
1<i<j<5

du polyndme P est égal & 5° - 3* — 4% . 6°. En déduire que la seule sous-extension quadratique de I est
Q(+/—21451) (vous aurez sans doute besoin d’aller consulter la littérature sur le discriminant d’un polynéme ;
cf. par exemple [CL], § 1.5 et § 3.4).

Exercice 6.28. — Soit K un corps, soit P € K[X] un polyndme irréductible séparable de degré n > 3 et
soit K — L un corps de décomposition de P, ou il est scindé a racines simples a1, ..., an. Si le groupe
Gal(L/K) est isomorphe 2 &,,, montrer que les corps de rupture K (a;) de P (tous K -isomorphes) vérifient
K(ai)NK(a;) =Kpourl <i<j<n.

6.5. Cloture galoisienne. — On montre qu’une extension séparable finie est toujours contenue dans une
extension galoisienne finie, qui n’est autre que sa cloture normale (cf. prop. 4.6).

Proposition 6.29. — Soit K — L une extension finie séparable de corps et soit Q) un corps algébrique-
ment clos contenant L. La cloture normale de L dans ) est une extension finie galoisienne de K. On
I’appelle la cloture galoisienne de L dans ().

Cette proposition permet de retrouver le fait qu’il n’existe qu’un nombre fini d’extensions intermédiaires
entre K et L (cf. th. 5.23).

Démonstration. — Dans la preuve de la prop. 4.6, et en gardant les mémes notations, le polyndome P; est
séparable, donc aussi le ppcm P; V - - - V P,, donc I’extension normale K — M est séparable. O
Exercice 6.30. — On admettra que si M est une matrice carrée a coefficients dans un corps algébriquement

clos K, il existe un unique couple (D, Nar) de matrices a coefficients dans K telles que M = Dy + Ny,
Dy Ny = Ny D, Doy est diagonalisable et Njy est nilpotente.
a) Si M est a coefficients réels, montrer qu’il en est de méme pour Dy et Ny .
b) Si M est a coefficients rationnels, montrer qu’il en est de méme pour D s et Ny (Indication : on pourra
utiliser la théorie de Galois).
c) Si M est a coefficients dans un corps parfait /', montrer qu’il en est de méme pour Das et Nys.

1
et D ne sont pas a coefficients dans K.

T
d) On consideére la matrice M = 0 0) a coefficients dans K := F2[T]. Montrer que les matrices Dy

7. Théorie de Galois générale

Que devient la théorie de Galois pour une extension K — L galoisienne (c’est-a-dire séparable et
normale) pas nécessairement finie ? Nous allons présenter quelques résultats sans preuve (voir [B1], Chap.
V, § 10, pour plus de détails). Soit G := Gal(L/K) le groupe de Galois. On a encore K = L& (c¢f. lemme
6.21) ; en particulier, le groupe G est fini si et seulement si I’extension K — L est finie (exerc. 6.23).
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On peut encore définir, comme dans le th. 6.20, des applications

®
{sous-groupes de G'} > {extensions intermédiaires entre K et L}
N
H L7 :={r e L|Vge€H g(x) =}
Gal(L/M) I M

et on a toujours $o W = Id. En particulier, ¥ est injective ; cependant, son image ne consiste qu’en certains
sous-groupes de G : ceux qui sont fermés pour une certaine topologie dont on munit G.

Si K est un corps et K’ une cloture séparable de K (cf. § 5.3), on peut alors considérer le groupe
(topologique) Gal(K’ /K), appelé groupe de Galois absolu de K, qui gouverne toutes les extensions al-
gébriques séparables de K ! Pour tout entier premier p, on a par exemple Gal(F,/F,,) ~ Z (le complété
profini de Z) ; mais nous sommes encore bien loin de comprendre 1’énorme groupe Gal(Q/Q)... (cf. exerc.
8.10 et 8.19).

8. Applications de la théorie de Galois

8.1. Correspondance de Galois pour les corps finis. — Soit p un nombre premier. Comme F,» est le
corps de décomposition du polynéme X?" — X € F,[X] (th. 5.27) et que toute extension de corps finis
est séparable (tout corps fini est parfait par le th. 5.7), I’extension F;, — F,» est galoisienne et son groupe
de Galois est de cardinal n

Proposition 8.1. — Le groupe de Galois de I’extension ¥, — F,n est cyclique d’ordre n, engendré par
l’automorphisme de Frobenius Fr : © — zP.

Démonstration. — 1l est clair que Fr est dans Gal(F,» /F,) et que Fr" = Idp,, . Soit m son ordre, un
diviseur de n. On a alors Fr"* = Idppn ,d’ou i —" pour tout x dans F,». Tous les éléments de F',,» sont
ainsi racines du polyndme X7 — X, donc Card(F,») < p™ et m = n. Comme le groupe Gal(F,. /F,)
est de cardinal n, il est cyclique engendré par Fr. O

Comme les sous-groupes du groupe cyclique Gal(F,» /F,) ~ Z/nZ sont les sous-groupes cycliques
engendrés par les classes de chacun des diviseurs de n, le théoréme principal de la théorie de Galois (th.
6.20) nous dit que les seuls sous-corps de F» sont les

n

Fym = {z € Fpn | 2P =z}

En particulier, le corps F» est une extension de F,~ si et seulement si m divise n et F,» a un unique
sous-corps a p™ éléments. Le groupe de Galois de I’extension Fym < F,n est cyclique d’ordre n/m,

engendré par Fr'™.

Exercice 8.2. — Soient m et n des entiers positifs non nuls. Quel est le nombre de racines du polynome
XP" — X dans Fyn ?

Corollaire 8.3. — Pour tout entier premier p et tout entier n > 0, on a

X' X = H (polyndmes irréductibles unitaires de degré m dans F,[X]).

m|n
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Démonstration. — Le groupe G = Gal(F,n /F),) agit sur Fn ; s0it Fjn = O U - -- U Oy la décompo-

sition en orbites. Pour chaque i € {1,..., N}, onpose P; = [[,co. (X — ), de sorte que
N N
x-x=J] x-o=]][[&-2=]]~-
2€F n i=12€0; i=1

Comme Fr(P;) = P;, le polyndme P; est a coefficients dans F,,. Comme Fr agit transitivement sur I’en-
semble de ses racines, il est irréductible sur F,, (prop. 6.17). Son degré est Card(O;), qui est un diviseur
de Card(G) = n. On a donc écrit la décomposition en facteurs irréductibles dans F,[X] du polyndme
XP" — X1l n’y a pas de facteur multiple car ce polyndme est séparable.

Inversement, soit P un polyndme irréductible dans F,[X ] de degré m, soit F,, < K un corps de rupture
de P et soit x une racine de P dans K. Cette extension est de degré m, de sorte que K est isomorphe a
Fpm et 2?" = x. Si m divise n, on a " = x, et P, qui est le polyndme minimal de z, divise donc
Xr' - X. O

8.2. Constructibilité a la regle et au compas, polynémes cyclotomiques. — Revenons sur les construc-
tions a la réegle et au compas telles qu’elles sont expliquées dans le § 2.5. Plus précisément, on s’intéresse
ici au nombres complexes z constructibles a partir de {0, 1} (cela signifie par définition que ses parties
réelle et complexe sont toutes deux constructibles). On peut déduire du théoréme de Wantzel (th. 2.23, qui
traite le cas z € R) que z est alors algébrique de degré une puissance de 2 sur Q. On a déja remarqué que
cette condition n’est pas suffisante (exerc. 2.28).

Théoréme 8.4. — Un nombre algébrique z € C est constructible si et seulement si le degré de I’extension
de Q engendrée par tous les conjugués () de z est une puissance de 2.

Démonstration. — Soit z € C. On note L le sous-corps de C engendré par tous les conjugués de z
(c’est-a-dire le corps de décomposition du polyndme minimal de z sur Q).

Supposons z constructible. Montrons que tous ses conjugués sont constructibles. Soit
Q=K CK, C---CK,

une suite d’extensions telle que [K; : K;_1] = 2 et z € K, et soit M la cloture normale de K,, dans
C. C’est une extension galoisienne de Q et pour tout conjugué z’ de z, il existe g € Gal(M/Q) tel que
2" = g(2) (cf prop. 6.17). Les corps g(K;) forment une suite d’extensions de degré 2, donc 2/, qui est dans
9(K,,), est constructible par le théoréme de Wantzel. En particulier, (¢f. th. 2.22, qui s’étend facilement
aux nombres complexes constructibles), tous les éléments de L sont constructibles. Le corps L est une
extension séparable de Q, donc elle est engendrée par un élément € L tel que L = Q|z] (th. 5.22), dont
on vient de montrer qu’il est constructible. Son degré [L : Q] est donc une puissance de 2.

Inversement, supposons que [L : Q] = 2™. Le groupe Gal(L/Q) est alors d’ordre 2™ donc il existe
une suite de sous-groupes

Gal(L/Q) =Gy >+ > Gpo1 > Gy = {1d}
tels que G; est d’indice 2 dans GG;_;. La correspondence de Galois (th. 6.20) lui associe une suite
Q:KogKlggKm:L

d’extensions de degré 2. Par le théoreme de Wantzel, tout élément de L est constructible (donc en particulier
z ). O

Exercice 8.5. — Montrer qu’aucune racine du polyndme X* — X — 1 n’est constructible (cf. ex. 2.28). Quel
est le groupe de Galois (sur Q) de ce polyndme ?

6. C’est-a-dire les racines dans C du polyndme minimal de z sur Q.
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Dans le but d’étudier la constructibilité des polygones réguliers, nous nous intéressons maintenant au
groupe de Galois des polynomes X" — 1.

Proposition 8.6. — Soit K un corps et soit n un entier strictement positif non divisible par la caractéris-
tique de K. Le groupe de Galois du polynome séparable X™ — 1 € K[X]| est isomorphe a un sous-groupe
de (Z/nZ)*. Il est en particulier abélien.

En particulier, toute sous-extension de 1’extension Q(e%”/ ™) de Q est galoisienne de groupe de Galois
abélien. Un théoreme difficile, dit de Kronecker-Weber (mais dont la premiere démonstration complete est
due a Hilbert), assure que la réciproque est vraie | On démontre aujourd’hui ce résultat comme conséquence
de la théorie du corps de classes, qui débouche naturellement sur la théorie de Langlands...

Démonstration. — Soit K < L un corps de décomposition de X™ — 1. Le groupe multiplicatif y,, (L) des
racines n-ieémes de 1’unité dans L est d’ordre n et est cyclique (prop. 2.2), donc isomorphe & (Z/nZ, +).
Tout élément g de Gal(L/K) induit un automorphisme de ., (L), donc de (Z/nZ,+) et cet automor-
phisme détermine uniquement g. Un tel automorphisme est déterminé par I’image de 1, qui doit &tre un
générateur de ce groupe, donc une unité de I’anneau (Z/nZ, +, x). On a donc une injection de Gal(L/K)
dans (Z/nZ)*. O

Exemple 8.7. — On a déja rencontré (en § 5.5) une situation dans laquelle le lemme s’applique : si p est
un nombre premier, ¢ = p" et K = F,, le corps de décomposition du polyndme séparable X7~ ! — 1
est Fy. On a vu que le groupe de Galois de I’extension galoisienne F;,, — F est cyclique d’ordre n. La
proposition dit que ¢’est un sous-groupe de (Z/(q¢ — 1)Z)*, qui en est en général distinct.

Soit K un corps, soit n un entier non divisible par la caractéristique de K et soit K < L un corps de
décomposition de X™ — 1. La démonstration de la proposition montre que le polyndme séparable

@ (X) = I[I &x-0

¢ racine primitive
n-ieme de 1 dans L

est de degré ¢(n) et invariant sous I’action de Gal(L/K), donc a coefficients dans K par le lemme d’ Artin
(th. 6.22). On I’appelle le n-ieme polyndome cyclotomique; son corps de décomposition, qui est aussi le
corps de décomposition de X" — 1, s’appelle un corps cyclotomique.

On peut montrer que ®Q est irréductible, de sorte que le groupe de Galois de X™ —1 sur Q est isomorphe
a (Z/nZ)*. En revanche, @5 ? n’est pas toujours irréductible (on a par exemple @fn‘; = (@5{’)1’_1 si
mAp=1).

Exercice 8.8. — Calculer ®X pour 1 < n < 6 et pour tout n premier. Pour tout entier n > 1, montrer I’égalité
X" —1=]]os(X).
dln

(En particulier, ®X (X) ne dépend en fait pas du corps K (toujours lorsque n est premier  la caractéristique de
K))

Exercice 8.9. — Soient m et n des entiers > 1. Déterminer un générateur pour les corps
Q[eQz’ﬂ/m,7 eQiﬂ'/n] ot Q[ein/m] n Q[eQiTr/n].

Exercice 8.10. — (Probleme de Galois inverse sur Q pour les groupes abéliens finis) En utilisant & bon
escient les faits suivants :
e structure des groupes abéliens finis (th. 11.4.10) ;
o théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet : pour tout entier n > 1, il existe une infinité de
nombres premiers congrus a 1 modulo n,
montrer que tout groupe abélien fini est groupe de Galois d’une extension galoisienne de Q, donc quotient de
Gal(Q/Q) (Indication : on pourra utiliser les corps cyclotomiques).
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On termine cette section par un théoréme qui identifie les polygones réguliers constructibles a la regle et
au compas. Rappelons qu’un nombre premier de Fermat est un nombre premier de la forme F),, := 22" +1.
On sait que Fy = 3, I} = 5, Fy = 17, F3 = 257 et Iy = 65537 sont premiers (on n’en connait aucun
autre !), mais que 641 divise F5 (Euler). On sait aussi que Fg, . . ., F32 et Fi543548 N€ sont pas premiers ™.

Théoréme 8.11. — Un polygone régulier a n cotés est constructible a la régle et au compas si et seule-
ment si n est le produit d’une puissance de 2 et de nombres premiers de Fermat distincts.

Démonstration. — Soit .4 I’ensemble des nombres entiers n > 1 tels que le polygone régulier a n cotés
soit constructible a la régle et au compas. Si n € 4/, alors 2n € A4 (on peut bissecter n’importe quel
angle constructible), et tout diviseur de n est dans .4#". De plus, si m et n sont dans .4/ et sont premiers
entre eux, alors mn € .4 : en effet, exp(2im/m) et exp(2im/n) sont alors constructibles, et si u et v sont
des entiers tels que um +vn = 1,ona

exp(2im/mn) = exp(2im/m)* exp(2im/n)?,
de sorte que exp(2im/mn) est aussi constructible.

11 suffit donc de montrer que les seuls nombres premiers impairs p qui appartiennent a .4~ sont des
nombres premiers de Fermat, et que le carré d’un nombre premier impair n’est pas dans 4.

Soit p un nombre premier impair. Les deux assertions découlent du th. 8.4 et du fait que le degré de
exp(2im/p?) sur Q est p(p?) = p(p — 1) tandis que le degré de exp(2i7/p) sur Q est p(p) = p — 1
(on a besoin ici de I’irréductibilité des polyndmes cyclotomiques <I>1?2 et @;3 ; celle du second se démontre
facilement a I’aide du critere d’Eisenstein ; ¢f. exerc. II1.1.13). Ensuite, p(p — 1), impair, n’est donc jamais
une puissance de 2, tandis que si p— 1 s’écrit 27, alors r doit lui-mé&me &tre une puissance de 2 (pourquoi ?).

O

On retrouve le fait que le polygone régulier a 9 c6tés n’est pas constructible a la régle et au compas (cor.
2.29).

Corollaire 8.12 (Gauss, 1801). — Le polygone régulier a 17 cotés est constructible a la régle et au com-
pas.

Exercice 8.13. — Onpose ¢ = exp(2im/17). Le groupe de Galois G du polyndome X7 — 1, ¢’est-a-dire celui
de I’extension Q C Q((), est isomorphe au groupe multiplicatif ((Z/17Z)*, x) (prop. 8.6).
a) Montrer que ce groupe est engendré par la classe de 3 ; on note g € G le générateur correspondant.
b) Onposeao =3 1_, g**(¢) etar = S1_, g**"1(¢). Calculer ag + a1 et agas, puis ao et a1 (un signe
est difficile a déterminer).
c) Pour 0 < j < 3, on pose b; = 22:0 gk ti (¢). Calculer by + bs et bobz, puis bo, b2, b1, bs (1a encore,
les signes sont difficiles a déterminer).
d) Pour 0 < j < 7,0npose c; = ¢°(¢) + g¥(¢). Calculer co + c4, coca, puis cos 2m/17.

8.3. Extensions cycliques. — Soit K un corps et soit n un entier > 2. On fait I’hypothese que le groupe
1 (K) des racines n-ieémes de 'unité est d’ordre n. Cela entraine que la caractéristique de K ne divise
pas n et que le polyndme X" — 1 est séparable (il n’a pas de racine commune avec son polyndme dérivé).
Rappelons enfin que le groupe u,(K) est toujours cyclique (¢f: prop. 2.2; dans notre cas, il est donc
isomorphe a Z/nZ). Les générateurs de ce groupe sont les racines primitives.

7. Cela ne veut pas dire que 1’on sait tous les factoriser : si on sait par exemple factoriser explicitement Fg = 274177 -
67280421310721, F%, Fg, Fg, F1o et F11 (un nombre de 617 chiffres), et que 1’on connait explicitement un facteur non trivial
pour Fi4, Foo, F31 et Fa543548 (a savoir 9 X 222543551 4 1 - e fait, Euler a montré que tout diviseur de Fi,, pour > 2, est du type
k2nt2 4 1), on ne connait aucun facteur non trivial pour les nombres Fag et Foq.
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Sous cette hypothese, nous allons déterminer toutes les extensions cycliques de degré n de K, c’est-a-
dire les extensions galoisiennes de groupe de Galois Z/nZ.

Lemme 8.14. — Soit K un corps tel que Card(u,(K)) = n et soit a € K. Si une extension de corps
K < L est engendrée par une racine du polynéme X™ — a, cette extension est galoisienne et Gal(L/K)
est un sous-groupe de (i, (K). En particulier, ¢’est un groupe cyclique.

Démonstration. — Soit x une racine de X™ — a engendrant L. Les racines de ce polyndme sont les (z,
pour ¢ € u,(K), et elles sont toutes dans L par hypothése. L’extension K < L est donc un corps de
décomposition du polyndme séparable X™ — a, donc est galoisienne.

Tout élément g de Gal(L/K') permute les racines de X™ — a et est déterminé par I'image (yx de =
(puisque les éléments ¢ de u,, (K) C K sont fixes), d’oll un morphisme de groupes injectif Gal(L/K) —
tn (K) envoyant g sur (4. O

Exemple 8.15. — On a déja vu, dans I’ex. 6.25, un cas ou le lemme s’applique : c’est celui de I’extension
Q(j) € Q(V/2,7), qui est galoisienne de groupe de Galois isomorphe 2 Z/3Z. En revanche, il ne s’ap-
plique pas a I’extension (non galoisienne) Q C Q(+/2), car Q ne contient pas toutes les racines cubiques
de 1.

Théoréme 8.16 (Kummer). — Soit K un corps tel que Card(p,(K)) = n. Une extension K — L est
cyclique d’ordre n si et seulement s’il existe a € K avec a ¢ K® pour tout diviseur d > 1 de n, tel que L
est le corps de décomposition de X™ — a; ce polynome est alors irréductible, et L est aussi son corps de
rupture.

Cet énoncé généralise le lemme 2.24, qui traitait le cas des extensions de degré 2.

Démonstration. — Supposons que L est un corps de décomposition de P(X) = X" — a, avec a ¢ K¢
pour tout diviseur d > 1 de n. Soit € L une racine de P. On a

Px)= ][ x-<
Cepn(K)
dans L[X]. Comme L est engendré par les racines de P, et que tous les ¢ sont dans K, il 1’est aussi par .
Par le lemme 8.14, K — L est galoisienne cyclique (d’ordre [L : K]). Il suffit donc de montrer que P est
irréductible (ce sera ainsi le polyndme minimal de x).

Soit @ € K[X] un facteur unitaire de P, de degré e > 0. Son coefficient constant est produit de e
facteurs (x, avec ¢ € K, donc 2¢ € K. Comme 2" = a € K, par le théoréeme de Bézout, on a z? e K,
ot d = n Ae, de sorte que @ = 2" = (x4)"/¢. L’hypothese faite entraine n = d, donc P = Q et P est
irréductible.

Montrons la réciproque : on suppose Gal(L/K) cyclique d’ordre n et on en prend un générateur g, que
I’on considére comme un endomorphisme du K -espace vectoriel L. Comme ¢ = Idy et que X™ — 1 est
scindé a racines simples dans K, I’endomorphisme g est diagonalisable. Les valeurs propres de g forment
un sous-groupe de ., (K) : si A et p sont des valeurs propres, et que g(z) = Az et g(y) = py, avec x et y
non nuls, on a g(zy~ ') = g(x)g(y) = = Au~t(xy~!), de sorte que Az~ est aussi une valeur propre.

Par la prop. 2.2, ce sous-groupe (fini) est cyclique d’ordre un diviseur d de n. On a alors g% = Id;, d’out
d = n puisque g est d’ordre n. Donc il existe x € L-{0} tel que g(x) = (x ol ( est une racine primitive
n-ieéme de 1’unité. Considérons le polyndme

H(X — (') = X" —a,

i=1
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avec a = z". C’est un polyndome séparable scindé dans L, qui est invariant sous 1’action de g, donc de
Gal(L/K). Il est donc a coefficients dans K par le lemme d’Artin (th. 6.22). Comme le groupe Gal(L/K)
agit transitivement sur ses racines, il est irréductible dans K [X] (prop. 6.17). Son corps de décomposition
est de degré n sur K et contenu dans L, donc c’est L. Enfin, si d > 1 divise n, et a = b4, le polyndme
irréductible X — a = (X™/?)? — b? est divisible par X"/¢ — b, donc b ¢ K. O

Sans I’hypothese faite sur K, la conclusion du théoréme n’est en général plus valide. Par exemple, si
Q — L est une extension galoisienne de degré 3 (par exemple I’extension L = Q(cos 27/9), ot cos 27 /9
est une racine de X2 — X + 1; cf la preuve du cor. 2.29), elle ne peut pas étre engendrée par des éléments
x tels que 2% € Q : comme elle est galoisienne, elle devrait contenir une racine cubique non triviale de 1,
ce qui n’est pas le cas !

Dans une direction différente, si K est de caractéristique p > 0 (la seule racine p-ieme de I’unité est
alors 1, donc Card(p,(K)) = 1), on peut décrire les extensions galoisiennes K — L de groupe de
Galois Z/pZ : c’est la théorie d’ Artin-Schreier, qui montre qu’il existe a € K tel que L soit le corps de
décomposition de XP — X — a (cf. exerc. 8.17 et 8.18 ci-dessous).

Exercice 8.17. — Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soita € K. On pose P(X) = X? — X —aet
on note K — L un corps de décomposition de P.

a) Si x est une racine de P dans L, montrer que les racinesde P sontz,z + 1,...,x +p — 1.

b) Montrer que P est soit scindé, soit irréductible dans K [X].

¢) Si P n’apas de racine dans K, montrer Gal(L/K) ~ Z /pZ.

Exercice 8.18. — Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soit K — L une extension galoisienne de
groupe de Galois isomorphe & Z /pZ. Soit g un générateur de ce groupe.
a) Montrer qu’il existe y € L tel que Zf;é
6.19). On pose z = 37— jg’ (y).
b) Calculer g(x) et montrer que a = ¥ — x est dans K.
c¢) En déduire que L est un corps de décomposition du polyndéme X? — X — a.

g% (y) = 1 (Indication : on pourra utiliser le th. 5.35 et I’exerc.

Exercice 8.19 (Eléments d’ordre fini de Gal(Q/Q)). — Soit K un corps de caractéristique nulle.

a) Soita € K, soit p un nombre premier et soit » € IN*. Montrer que le polynéme X7 " — a est irréductible
dans K[X] si et seulement si soit p > 3eta ¢ KP, soitp = 2eta ¢ —4K* (Indication : lorsque p = 2,
on pourra discuter une éventuelle factorisation dans K (v/—1)[X]).

b) Soit K — L une extension finie. Si le corps L est algébriquement clos, montrer L = K (v/—1) (Indi-
cation : on pourra commencer par supposer —1 € K2 et considérer une extension intermédiaire d’indice
premier dans L).

¢) Montrer que tous les éléments d’ordre fini de Gal(Q/Q) sont d’ordre 2.

Exercice 8.20. — Soit p un nombre premier et soit m un entier qui n’est pas la puissance p-ieme d’un nombre
entier. On note ¢ := exp(2im/p) et P(X) := X? —m € Q[X].
a) Montrer que m n’est pas la puissance p-ieéme d’un élément de Q(({) (Indication : on pourra calculer de
deux fagon le déterminant de I’endomorphisme Q-linéaire  — mx du Q-espace vectoriel Q(()).
b) Montre que le polynéme P est irréductible sur Q(¢). Quel est son groupe de Galois sur ce corps ?
¢) Soit G le groupe de Galois du polyndome P sur Q. Montrer qu’on a une suite exacte

0—Z/pZ — G — (Z/pZ)" — 1.

8.4. Extensions radicales, équations résolubles par radicaux. — Etant donné un polynéme P, disons
a coefficients rationnels, on aimerait savoir si chaque racine de P peut étre exprimée au moyen d’une
formule ne faisant intervenir que des nombres rationnels, les opérations arithmétiques usuelles (addition,
soustraction, multiplication et division) et I’extraction de racines. Pour formuler ce probleme de facon
précise, nous sommes amenés a poser les définitions suivantes. On suppose (pour simplifier) dans cette
section que 1’on est en caractéristique 0.
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Définition 8.21. — Une extension K — L (de corps de caractéristique 0) est dite radicale s’il existe une
suite d’extensions

K=Ky— K —--—>K,=1L
telle qu’il existe pour chaque i un élément x; de K; et un entier d; > 0 tels que K; = K;_1(x;) et
(I,'zil e K;_1.

On dit que L s’obtient a partir de K par adjonctions successives de racines. Il est clair que si K — L
et L — M sont des extensions radicales (de corps de caractéristique 0), il en est de méme de 1’extension
composée K — M.

Définition 8.22. — Soit K un corps de caractéristique 0. Un polynéme a coefficients dans K est dit
résoluble par radicaux (sur K) s’il est scindé dans une extension radicale de K.

Lemme 8.23. — Soit K — L une extension radicale de corps de caractéristique 0. La cloture normale
de L (dans n’importe quelle cloture algébrique) est encore une extension radicale de K.

Démonstration. — Soit

K=Ky— - —>K, 1—K,=1L
une suite d’extensions comme dans la déf. 8.21, avec L = K, _(x) et 2% € K,_1.Soit K — M la
cloture normale de K — K,,_; dans une extension algébriquement close €2 de L. La cl6ture normale de
K — L dans Q contient M et z, donc c’est la cléture normale M’ de M (x) dans 2. En raisonnant par
récurrence sur 7, on voit qu’il suffit de montrer que 1’extension M < M’ est radicale.

Celle-ci est engendrée par tous les conjugués de x dans €2, c’est-a-dire les racines dans €2 du polynome
minimal de z sur K, ou encore les images de x par tous les K -morphismes o : M — €. Comme 2 € M,
onac(z)? € a(M),eta(M) = M puisque K — M est une extension normale. L’extension M < M’
est donc obtenue en ajoutant successivement les éléments o () de €2, dont la puissance d-ieme est dans M.
C’est bien une extension radicale. O

Théoreme 8.24 (Galois). — Une extension galoisienne finie de corps de caractéristique 0 est contenue
dans une extension radicale si et seulement si son groupe de Galois est résoluble (®).

Démonstration. — Soit K un corps de caractéristique O et soit K — L une extension galoisienne conte-
nue dans une extension radicale K — M, que ’on peut par le lemme 8.23 supposer galoisienne. Comme
tout quotient d’un groupe résoluble est résoluble, il suffit de montrer que le groupe Gal(M/K) est réso-
luble. Il existe une suite d’extensions

K=Ky— K — ---—>K,=M

avec K; = K;_1(x;) et J;f € K;_1.On aimerait pouvoir appliquer le lemme 8.14 aux extensions K;_1 —
K; pour dire qu’elle est cyclique, mais il faut auparavant pour cela ajouter des racines de I'unité a K.
Considérons donc I’extension K < K’ obtenue en adjoignant a K toutes les racines dj - - - d,,-iemes de
’unité, ¢’est-a-dire le corps de décomposition du polyndme X @ 4» — 1 sur K. Par la prop. 8.6, c’est une
extension galoisienne abélienne. Si on note K; — K| I’extension analogue pour chaque ¢, on obtient une
suite d’extensions
K—K =K,CK|— =K, =M

avec K! = K!_,(z;) etz € K!_,. L'extension K < M est galoisienne donc c’est le corps de décom-
position d’un polynéme P € K[X] (th. 4.2). Uextension K — M’ est alors le corps de décomposition de

8. On rappelle qu’un groupe G est résoluble s’il existe une suite de sous-groupes G = Go > G1 > -+ - > Gp—1 > Gy = {Id}
ol les groupes G;_1 /G sont tous abéliens. Si G est fini, on peut méme supposer ces quotients cycliques. Tout sous-groupe et tout
groupe quotient d’un groupe résoluble est résoluble. Inversement, si H est un sous-groupe distingué de G et que H et G/H sont
résolubles, alors G est résoluble.
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(Xddn — 1)P(X) € K[X] : elle est galoisienne. La suite d’extensions ci-dessus correspond 2 une suite
de sous-groupes

G:=Gal(M'/K)> Gy >G> >G, ={Id},
avec G; = Gal(M'/K}).

Considérons la suite d’extensions
K/ | — K| — M.
Comme I’extension K|_; — K] est galoisienne cyclique (lemme 8.14), la correspondance de Galois nous
ditque G; = Gal(M'/K) est distingué dans G;_; = Gal(M'/K/_,), avec G;_1/G, cyclique. De méme,
en considérant la suite d’extensions
K— K — M,

on voit que Gy = Gal(M'/K') est distingué dans G = Gal(M'/K), avec G/G¢y ~ Gal(K'/K) abélien
(prop. 8.6). Cela montre que G est résoluble, donc aussi son quotient Gal(M/K).

Inversement, supposons le groupe Gal(L/K) résoluble et montrons que L est contenu dans une exten-
sion radicale de K. Comme tout-a-1’heure, considérons 1’extension galoisienne radicale K < K’ obtenue
en adjoignant & K toutes les racines d’ordre [L : K]! de I'unité et I’extension analogue L — L', galoi-
sienne abélienne (prop. 8.6). L’extension K < L’ est galoisienne (comme plus haut, c’est le corps de
décomposition d’un polynéme), le sous-groupe Gal(L’'/L) de Gal(L’/K) est distingué, et le quotient est
Gal(L/K).

Comme Gal(L/K) est résoluble et Gal(L’/L) abélien, Gal(L'/K) est résoluble (voir note 8), donc
aussi son sous-groupe G := Gal(L'/K’), et il suffit de montrer que I’extension K’ < L’ est radicale
(puisque I’extension K — K’ I’est). Remarquons que son degré est < [L : K| (si L = K(a) (th. 5.22) et
que le polyndme minimal de a sur K est P, de degré [L : K], alors L' = K’(a), et le polyndme minimal
de a sur K divise P), donc que K’ contient toutes les racines d’ordre [L' : K']! de I'unité.

Comme G est résoluble, il existe une suite de sous-groupes G = Go > Gy > --- > G, = {Id} ol les
quotients G;_1/G; sont tous cycliques. Par la théorie de Galois, elle correspond a une suite d’extensions
K'=K{— K| — ---— K/ = L', ou chaque extension K/ _; — K/ est galoisienne cyclique, d’ordre
n; := [K] : K]_4] : cela se voit en considérant comme plus haut la suite d’extensions K| _; — K| — L’.
Comme n; | [L' : K']!, le corps K|_, contient les racines n;-iémes de 'unité, donc le théoréme de
Kummer (th. 8.16) s’applique et montre que I’extension K _; — K| est radicale. L’extension K’ — L'
est donc bien radicale et ceci termine la démonstration du théoreme. O

En particulier, le polyndme irréductible P(X) = X5 — 6X + 3 € Q[X], dont on a vu dans ’ex. 6.26
que le groupe de Galois est isomorphe a G5, non résoluble, n’est pas résoluble par radicaux sur Q.

Une autre fagon de formuler la question posée au début de cette section est de demander s’il existe
une « formule » ne faisant intervenir que des nombres rationnels, les opérations arithmétiques usuelles et
I’extraction de racines, permettant d’exprimer les racines de I’équation « générale »

X"+ aanil 4+ tapn1 X +ay,

en fonction de ses coefficients. On regarde cette équation comme étant a coefficients dans Q(aq, - . . , ap—1).
On démontre alors assez facilement que le groupe de Galois de ce polyndme est isomorphe a &,, (9), qui
n’est pas résoluble pour n > 5. Ce polyndme n’est donc pas résoluble par radicaux sur Q(ag, ..., an—1)
(Abel, 1826).

9. Soient x1, ...,y les racines de ce polyndme dans un corps de décomposition. Les coefficients sont alors, au signe pres,
les polynomes symétriques élémentaires 01,02, ...,0n en les x;. Il s’agit simplement de remarquer que le groupe de Galois de
I’extension finie Q(o1,02,...,0n) — Q(z1,...,Zn) estisomorphe & &,, (utiliser le lemme d’Artin, th. 6.22).
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Exercice 8.25. — Soit K un sous-corps de R. Une extension K C L est dite radicale réelle si L C R et qu’il
existe une suite d’extensions
K=Ky— K — - —K,=1L
et, pour chaque i, un élément x; de K; et un entier d; > 0 tels que K; = K;_1(x;) et :E;ii € K;_1.S0it K C L
une extension contenue dans une extension radicale réelle.
a) Montrer que [L : K] est une puissance de 2.
b) Montrer que I’extension Q C Q(cos 27/17) est contenue dans une extension radicale mais pas dans une
extension radicale réelle.
¢) Soit P € K[X] un polynome irréductible de degré 3.
e Si P a trois racines réelles z, y et z, montrer qu’aucune des extensions K C K(z), K C K(z) ou
K C K(z), n’est contenue dans une extension radicale réelle.
e Si P n’a qu’une racine réelle x, montrer que I’extension X C K (z) est contenue dans une extension
radicale réelle.

Exercice 8.26. — Les polyndmes X® —5X% +1et X T_7X?4+1de QI[X] sont-il résolubles par radicaux ?
(Indication : pour le second, on pourra utiliser le fait qu’un sous-groupe de &7 engendré par un 7-cycle et une
double transposition est soit 27, soit un groupe simple a 168 éléments).



CHAPITRE 1I

MODULES

Soit A un anneau (commutatif unitaire). Un A-module est un groupe commutatif A/ muni d’une opéra-

tion

AxM — M

(a,m) +—— am
qui vérifie les relations habituelles (les mémes que pour un espace vectoriel (1)). On définit comme d’ha-
bitude sous-modules (par exemple, les sous-A-modules de A sont ses idéaux), sous-module engendré par
une partie d’un module, modules quotients, sommes et produits directs de A-modules, systéme générateur,
systéme libre, morphismes (de A-modules), noyau, image, dual... Il n’y a pas de piége ici. En revanche,
contrairement a ce qui se passe dans la théorie des espaces vectoriels sur un corps, certains A-modules
n’ont pas de base. Ceux qui en ont une sont isomorphes 2 une somme directe A*) (ensemble des familles
presque nulles d’éléments de A indexées par A), ou A est un ensemble (pas nécessairement fini) ; on dit
qu’ils sont libres.

Enfin, si M est un A-module et I un idéal de A, on note I M le sous-module de M formé des sommes
finies >, a;m;, avec a; € I et m; € M.

Exemple 0.27. — Si A n’est pas un corps, il existe des tas de A-modules non libres, par exemple tous les
A/I, ou I estun idéal de A distinct de {0} et de A.

Exercice 0.28. — Soit I un idéal non nul de A. Montrer que I est un A-module libre si et seulement si I est
un idéal principal engendré par un non diviseur de zéro.

Exercice 0.29. — Déterminer, pour chaque m,n € N, le Z-module Homz(Z/mZ,Z/nZ).

1. Modules libres

Proposition 1.1. — Soit A un anneau non nul et soit M un A-module libre. Toutes les bases de M ont le
méme cardinal. On ’appelle le rang de M.

Démonstration. — On se ramene au résultat analogue pour les espaces vectoriels en procédant ainsi. Soit
(ex)xea une base de M. Soit m un idéal maximal de A. Le quotient &k = A/m est un corps et M /mM est
un k-espace vectoriel dans lequel la famille des classes (€ ) e est génératrice. Montrons qu’elle est libre.

Si on a une relation
E ayeyx =20

AEA

1. En particulier, 1 4 - m = m pour tout m dans M et le seul module sur I’anneau nul est le module nul !
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dans M /mM, avec ay € A, cela signifie

Z axex € mM.

AeA
Cette somme s’écrit donc Z?zl bjm;, avec b; € m et m; € M. En décomposant chaque m; sur la base
(ex)xea. on voit que I’on peut aussi écrire cette somme ), caex, avec ¢y € m. La famille (ex)aea
étant libre, on en déduit pour pour tout A € A,onaay = c) € m,donc ay = 0.

La famille (&))xea est donc une base du k-espace vectoriel M /mM. Le cardinal de A est donc la
dimension de cet espace vectoriel : il est indépendant de la base (ex)xea- O

Exercice 1.2. — Soit A un anneau non nul, soit M un A-module libre et soit N un sous-module /ibre de M.
Montrer rang(N) < rang(M).

Attention aux habitudes issues de la théorie des espaces vectoriels ! Par exemple, une famille libre a n
éléments dans un module libre de rang n n’est pas nécessaire une base (par exemple, 2 n’est pas une base
du Z-module libre Z, de rang 1). En revanche, toute famille génératrice a n éléments d’un A-module libre
de rang n en est bien une base (cor. 3.4).

Exercice 1.3. — Montrer que le Z-module Q n’est pas libre.

Exercice 1.4. — Tout espace vectoriel est libre. En particulier le Q-espace vectoriel QY des suites de nombres
rationnels a une base (mais il faut I’axiome du choix pour montrer son existence). Nous allons montrer cependant
que le Z-module M := ZN n’est pas libre. Supposons par I’absurde qu’il admet une base 2.

a) Montrer que # n’est pas dénombrable.

b) Soit e, € M la suite dont tous les termes sont nuls, sauf le n-iéme qui vaut 1. On écrit e,, comme
combinaison linéaire d’une partie finie %,, de 4 et on considere le sous-module (libre) N C M engendré
par la partie dénombrable | J,, .y #n de 2. Montrer que si z € M/N est non nul, il existe au plus un
nombre fini d’entiers k € Z tels que I’on puisse écrire = ky, avecy € M/N.

¢) Montrer que la partie S = {(enn!)nen | €n € {—1,1}} de M n’est pas dénombrable. En déduire qu’il
existe s € Stel que s ¢ N.

d) Montrer que pour chaque k € Z, il existe y € M/N tel que § = ky. Conclure.

2. Modules de torsion

Etant donné un élément m (méme non nul) d’un A-module M, il peut tres bien exister un élément non
nul a de A tel que am = 0 (penser par exemple a 1 dans le Z-module Z/nZ). On dit alors que m est un
élément de torsion de M. Si A est intégre (?), 1’ensemble

T(M):={me M| 3Jaec A-{0} am =0}
des éléments de torsion de M est un sous-module de M appelé sous-module de torsion de M. On dit que

M est sans torsion si T(M) = 0 (c’est une condition nécessaire, mais pas suffisante (cf. exerc. 1.3), pour
pouvoir étre libre !). Le module quotient M /T (M) est alors sans torsion.

3. Modules de type fini

On dit qu'un A-module est de type fini s’il admet une famille génératrice finie. Tout quotient d’un
module de type fini est encore de type fini, mais un sous-module d’un module de type fini n’est pas néces-
sairement de type fini (c’est le cas, dans un anneau non noethérien, pour les idéaux qui ne sont pas de type

fini ; ¢f. prop. I11.2.1).

2. Dans le Z/6Z-module libre Z /6Z, les éléments de torsion sont 0, 2, 3 et 4 : ils ne forment pas un sous-module.
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Exercice 3.1. — Soit M un A-module et soit N un sous-A-module de M. Si N et M /N sont de type fini,
montrer que M est de type fini.

On rappelle que si R est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans un anneau A, on a la formule
R-'Com(R) = dét(R) - I,
En particulier, R est inversible dans .2, (A) si et seulement si dét(R) est une unité dans A.
Théoreme 3.2 (Cayley-Hamilton). — Soit M un A-module de type fini et soit u : M — M un endomor-

phisme.

Simi,...,my sont des générateurs de M, on peut écrire u(m;) = >"_, a;mj, o la matrice R =

(@ij)1<i j<n est dans A, (A). Posons P(X) = dét(X I, — R) € A[X]. Alors P(u) = 0.

Il est important de remarquer que si I est un idéal de A tel que u(M) C IM, on peut prendre les a;;
dans I (le choix des a;; n’est en général pas unique et on verra dans les applications qu’il est parfois crucial
de le faire de fagon astucieuse !). Si on écrit P(X) = X" + a; X" ' + -+ + a,_1X + a,, on a alors
aj € I,

Démonstration. — Munissons M d’une structure de A[X]-module en posant
vVQ € A[X] Vme M Q-m = Q(u)(m).

On a alors
mi

(XI, -R)| : | =0.
My
ol X I,, — R est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans A[X]. En multipliant cette égalité a gauche
par la transposée de la comatrice de X I,, — R, on obtient

mi
dét(XI, —R) | : | =0,
My,
ce qui signifie que P(X) = dét(X I, — R) annule le A[X]-module M, ou encore que P(u) est nul sur
M. O

Corollaire 3.3. — Soit M un A-module de type fini. Tout endomorphisme surjectif de M est bijectif ).

Démonstration. — Soit f : M — M un endomorphisme surjectif. Comme dans la preuve du théoreme,
on munit M d’une structure de A[X]-module en posant X - m = f(m). Comme f est surjectif, on a
M =1M,oul = (X). Appliquons le th. 3.2 & u = Id ;. On en déduit I’égalité suivante dans End 4 (M) :

u" + Piu"t -+ Py_ju+ P, Idy =0,
avec P; € I = (X7). En écrivant P; = X @Q;, on obtient
vmeM 0 = (u"+Pu""" 4+ Poju+ P, Idpy)(m)
m+P-m+---+PFP,_1-m+P,-m
m+ Pi(f)(m) + -+ + Pu1(f)(m) + P (f)(m)
m+ f(Qi(f) + - 4 Qn-1(f) + Qn(f))(m),

3. Attention ! Ce résultat ne généralise pas celui de I’exerc. II1.2.14 : un endomorphisme d’anneaux (unitaires) v : A — A qui
serait aussi un endomorphisme de A-modules devrait vérifier u(a) = u(als) = au(la) = alg = a pour tout a, donc seule
I’identité convient !
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c’est-a-dire Idps + foQ(f) = 0 pour un polynéme @ € A[X].L endomorphisme —Q(f) de Mest’inverse

de f. O
Corollaire 3.4. — Soit M un A-module libre de rang n. Toute famille génératrice de M a n éléments est
une base de M.

Démonstration. — On peut supposer M = A™. Une famille génératrice & a n éléments définit un endo-
morphisme surjectif A™ — A"™. Le cor. 3.3 dit qu’il est bijectif, donc % est une base de M. U

Corollaire 3.5. — Soit M un A-module de type fini et soit I un idéal tel que IM = M. Il existe a € I tel
que (1+a)M = 0.

Démonstration. — Appliquons le th. 3.2 2 u = Idys. On en déduit qu’il existe des a; € 17 tels que
u” +au+ - 4 an_1u + a, Idy = 0, d’ot le corollaire avec a = aq + - - - + ay,. O

Soit A un anneau non nul. On définit son radical de Jacobson comme 1’intersection de ses idéaux
maximaux :
rad(A) := ﬂ m.
mCA
C’est un idéal de A.

Exemple 3.6. — On a rad(Z) = {0}. Si € est I’anneau des fonctions continues de [0, 1] dans R, on a
aussi rad(€) = {0} (exerc. 1.1.6). Soit K un corps. Il y a une infinité de polyndomes irréductibles dans
K[X] donc rad(K[X]) = {0}. En revanche, dans I’anneau des séries formelles K [[X]], il y a un seul idéal
maximal (on dit que ¢’est un anneau local), a savoir (X) (exerc. 1.1.10). On a donc rad (K [[X]]) = (X).

Lemme 3.7. — Pour tout anneau non nul A, on a

rad(A) = {a € A | 1+ za est inversible pour tout x € A}.

Démonstration. — Supposons a ¢ rad(A). Il existe un idéal maximal m C A tel que a ¢ m. On a alors
m+ (a) = A, de sorte qu’il existe m € metxz € A tels que 1 = m + za. Comme m N A* = &, cela
entraine 1 — xa ¢ A*.

Inversement, si 1 4+ za n’est pas inversible pour un € A, ona (1 + xa) C A et cet idéal est contenu
dans un idéal maximal m de A. Comme 1 ¢ m, cela entraine a ¢ m. O

Théoreme 3.8 (Lemme de Nakayama, 1951). — Soit A un anneau non nul, soit I un idéal contenu dans
rad(A) et soit M un A-module de type fini.
a) SiIM =M, ona M =0.
b) Soient my,...,m, des éléments de M ; si les images de my, ..., m, dans M/IM engendrent ce
A-module, m1, . .., m, engendrent M.

Il semble que ce lemme soit en fait di 2 Krull dans le cas ou M est un idéal de A, puis a Azumaya dans
le cas général.

Démonstration. — Le point a) résulte du cor. 3.5, puisque si a € rad(A), I’élément 1 + a est inversible
(lemme 3.7).
Supposons que les images de my, ..., m,, dans M/IM engendrent ce A-module et considérons le A-

module N := M/(Amy + - -+ + Am,,). Soit m € M. On peut écrire m = Z?:1 a;m; (mod IM) avec
ai,...,a, € A, c’est-a-direm € IM (mod Amj + ---+ Am,,). On aainsi IN = N, donc, puisque N
est de type fini, N = 0 par a). Ceci se réécrit M = Amy + - -- + Am,,, d’ou b). O
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Cet énoncé est particulierement utile lorsque A est un anneau local, d’unique idéal maximal m. L’hypo-
these de a) se réduit alors a mM = M, tandis que dans b), I’hypothese est que les images de mq,...,m,
dans M /mM engendrent ce A/m-espace vectoriel (dire que my, ..., m, engendrent M /IM comme A-
module est la méme chose que de dire qu’ils I’engendrent comme A/I-module). Le corps A/m s’appelle
le corps résiduel de 1’anneau local (A4, m).

Exemple 3.9 (Un exemple d’anneau local). — Notons % 1’anneau des fonctions continues de [0, 2] dans
R. Soit I C ¥ I'idéal des fonctions continues nulles dans un voisinage de 1. L’anneau quotient A := %/
est I’anneau des germes de fonctions continues en 1 (deux fonctions y sont identifiées si et seulement si
elles coincident au voisinage de 1). Les idéaux maximaux de A correspondent aux idéaux maximaux de €
contenant [ ; d’aprés I’exerc. 1.1.6, il n’y en a qu’un : I’idéal m; des fonctions nulles en 1. L’anneau A est
donc local, d’idéal maximal m; /I constitué des germes de fonctions nulles en 1 ; son corps résiduel est R.

Cet exemple (qui est la version topologique de constructions analogues en géométrie algébrique) ex-
plique I’emploi de I’adjectif « local ».

4. Modules de type fini sur les anneaux principaux

Dans toute cette section, A est un anneau principal. Nous allons décrire tous les A-modules de type fini.
Jai choisi de présenter une approche matricielle de ce probleme. Le point central de I’argument consiste
a trouver, étant donnée une matrice M a coefficients dans A, une matrice équivalente a M la plus simple
possible. On sait qu'une matrice M de rang r a coefficients dans un corps est équivalente a la matrice par

blocs
I, 0
(5 o)
Nous allons montrer une version analogue de ce résultat pour les matrices a coefficients dans A. On a vu
qu’une matrice carrée a coefficients dans un anneau A est inversible si et seulement si son déterminant

est dans A*. Le groupe (multiplicatif) des matrices inversibles d’ordre n a coefficients dans A est noté
GL(n, A). Le sous-groupe distingué formé des matrices de déterminant 1 est noté SL(n, A).

Théoréme 4.1. — Soit M une matrice (non nécessairement carrée) a coefficients dans un anneau princi-
pal A. Il existe des matrices inversibles P et Q) a coefficients dans A et des éléments non nuls dy, . . . ,d,
de A tels que avec dy | - - - | d, telles que

dy

PMQ =

0 --- 0

L’entier r est uniquement déterminé. Les éléments d, . ..,d, de A sont aussi uniquement déterminés, a
multiplication par une unité de A prés; on les appelle les facteurs invariants de la matrice M.

Bien sir, ’entier r est le rang de la matrice M vue comme matrice a coefficients dans le corps des
fractions de A.

On peut voir ce théoréme comme la description des classes d’équivalence des matrices a coefficients
dans un anneau principal. Il est beaucoup plus difficile de déterminer les classes de similitude (on sait le
faire lorsque A est un corps; cf. § 4.2).
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Avant de commencer la preuve de ce théoréme, faisons quelques rappels sur les opérations élémen-
taires. Par « opération élémentaire » sur les lignes (resp. sur les colonnes), nous entendrons uniquement ici
« ajouter un multiple d’une ligne (resp. d’une colonne) a une autre ». Cela correspond a multiplier a gauche
(resp. a droite) la matrice d’origine par une matrice élémentaire, c’est-a-dire une matrice qui ne difféere de
la matrice identité que par un seul coefficient, situ¢ hors de la diagonale. Une matrice élémentaire est in-
versible (son déterminant est 1) donc on obtient apres des opérations élémentaires une matrice équivalente
a la matrice d’origine (et de méme déterminant). Nous noterons

E(n,A) < SL(n, A)
le sous-groupe engendré par les matrices élémentaires.

Avec des opérations élémentaires, on peut aussi échanger deux lignes, I’'une d’elles étant changée en

son opposé :
L; L; —L; —L;
— — —
L; L; +L; L+ L; L;

(on ne peut pas juste échanger deux lignes, puisque le déterminant est inchangé par nos opérations élémen-
taires).

Lemme 4.2. — Soit A un anneau principal et soient ay, .. .,as des éléments de A. Il existe un matrice
carrée d’ordre s a coefficients dans A dont la premiére ligne est (a1 e as) et dont le déterminant est
unpgedde ay,...,as.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur s, le cas s = 1 étant évident. Supposons s > 2. Par
hypothese de récurrence, il existe donc une matrice carrée /N d’ordre s—1 de premicere ligne (a2 e as)
et de déterminant d = as A - - - A as. Soient z et y des éléments de A tels que

ag Nag N+ Nas =a1 ANd = ayx + dy.

La matrice
aq
0 N
0
(1) ty (-1)%agx/d - (—1)*asz/d
convient alors. O

On remarquera que la construction d’une matrice obéissant aux conditions du lemme est le seul endroit
ol la preuve du th. 4.1 n’est pas « algorithmique » (sauf dans le cas out A est un anneau euclidien ; ¢f. exerc.
4.4).

Démonstration du théoreme. — Le lemme entraine facilement le théoréme dans le cas ot M est une ma-
trice ligne (ou colonne), que 1’on peut supposer non nulle : si M = (ml e ms) etd=myA---Amg
(non nul), il existe a,...,as dans A tels que d = aymq + -+ - + asms et ay, ..., as sont premiers entre
eux dans leur ensemble. Il existe donc d’aprés le lemme une matrice inversible () dont la premiere colonne
ay
est | : |.Le produit M() s’écrit alors
Qs

MQ=(d by - b)),

ou d divise chacun des b;. En effectant des opérations élémentaires sur les colonnes de M (), on arrive a la
matrice
(d 0 - 0),



4. MODULES DE TYPE FINI SUR LES ANNEAUX PRINCIPAUX 47

ce qui montre 1’existence d’une réduction dans ce cas.

Traitons le cas général, en raisonnant par récurrence sur la taille de la matrice. Par le processus décrit ci-
dessus, on se ramene a une matrice dont la premiére ligne est du type (d(l) o --- O) puis, en procédant
de facon analogue, on peut aussi supposer que la premiere colonne est de ce type. Cela détruit la forme
de la premiere ligne, donc on recommence le processus. On obtient ainsi alternativement des matrices
de premiere ligne ou de premiére colonne de ce type, avec des premiers coefficients d(¥) qui vérifient
d+1) | d). Comme I’anneau A est principal, cette suite se stabilise (cf. prop. II1.2.1), ce qui veut dire que
I’on arrive aprés un nombre fini d’opérations a une matrice disons de premiere ligne (d(m) 0o - O)
telle que le pged des coefficients de la premiére colonne soit associé a d("). Cela signifie que d("™) divise
chacun de ces coefficients. On peut alors, par opérations élémentaires sur les lignes, se ramener a une
matrice du type :

d 0 --- 0
0
: N
0
Appliquant I’hypothese de récurrence a N, nous sommes ramenés a une matrice du type
d
da 0
0
d,
(ol nous n’avons écrit que les r premieres lignes et colonnes de la matrice, tous les autres coefficients étant
nuls) avec ds | - - - | d,., mais on n’a pas encore la condition que d divise ds ! Par une opération élémentaire
sur les lignes, on arrive a la matrice
d do 0 O
0 do 0
0 O dy
En appliquant le lemme 4.2 encore une fois, on peut remplacer d par d; := d A do. La coefficient d; divise
maintenant ds, ds, . . ., d,, mais le nouveau ds peut ne plus diviser ds. Le méme procédé nous permet de le

remplacer par ds A ds. On conclut facilement en procédant de proche en proche.

Pour montrer 1’unicité, le plus rapide est de considérer
0r(M) = pged(k x k mineurs de M)

et de montrer que 0 (M) divise oy (P M) pour toute matrice carrée P de taille convenable. Lorsque P est
inversible, on a alors 6, (PM) | §x(P~'PM) = 6, (M), de sorte que d;(M) et 5x(PM) sont associés.
On en déduit en considérant les matrices transposées que si @) est aussi inversible, 0y (M) et 0, (M Q) sont
associés, donc finalement que (M) et §;(PMQ) sont associés. Si PMQ a la forme donnée dans le
théoreme, on a de plus

Sp(PMQ) = dy - - - dy,

ce qui exprime les dj, en fonction d’éléments de A qui ne dépendent que de M (a multiplication par une
unité de A pres).

Il reste & démontrer cette propriété. Elle résulte du fait que les lignes de P M sont combinaisons linéaires
des lignes de M. Plus précisément, si 1’on appelle L¥ le k-vecteur formé des k premiers coefficients de la
ieme ligne de M et que ’on note P = (b; ;)1<s j<p, le premier k£ x k mineur de PM est

dét(by, 1 L + - -+ bipLE, b L+ + b LE)
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qui est une combinaison linéaire des k£ x k mineurs extraits des k premieres colonnes de M. Il est donc
divisible par dy (M). O

Exercice 4.3. — Soit A un anneau principal et soient a et b des éléments non nuls de A. Quelle est la forme

0
réduite que I’on obtient en appliquant le théoreme a la matrice (g b) ?

Exercice 4.4. — Soit A un anneau euclidien.
a) Montrer que dans la conclusion du théoréme, on peut choisir les matrices P et () (qui ne sont pas unique-
ment déterminées !) produits de matrices élémentaires.
b) Si M € GL(n, A), montrer qu’il existe P € E(n, A) telle que

1 0

PM =

En déduire SL(n, A) = E(n, A).

Exercice 4.5. — Soit A un anneau.
a) Soit M un élément de GL(n, A). Utiliser I’identité

M 0\ (I, M I. 0\ /[(I. M 0 —I,
o M7t \o I, -M~t I, 0 I,)\I. o0

M
0 MOA est dans F(2n, A).
b) Soient M et N des éléments de GL(n, A). Utiliser I’identité

MNM™'N~* 0\ (MN 0 M~ 0\ (N' O
0 L) \ o N'M! 0 M 0 N

pour montrer que la matrice M NM ™' N ™! est dans F(2n, A).

pour montrer que la matrice

Un peu de K-théorie. Les groupes E(n, A) et GL(n, A) ont été tres étudiés car ils interviennent en K-
théorie. Considérons I’injection de groupes

GL(n, A) — GL(n + 1, A)

. 0
obtenue en envoyant une matrice M € GL(n, A) sur ( 1) et posons

0
GL(4) := | GL(n, A).

n>1
C’est un groupe, constitué de matrices infinies avec un bloc fini inversible et un bloc infini qui est I’identité,
et dont

E(A):= | E(n, 4)

n>1
est un sous-groupe. On montre (cela résulte des deux derniers exercices ci-dessus) que E(A) est le sous-
groupe dérivé de GL(A) (c’est-a-dire le sous-groupe engendré par les commutateurs d’éléments de GL(A)).
11 est donc distingué et le groupe quotient

K1(A) == GL(A)/E(A)
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est abélien (on 1’appelle ’abélianisé de GL(A)) ). Le déterminant induit une surjection
dét : K1(A) — A*

dont on note SK(A) le noyau. D’aprés I'exerc. 4.4, SK; (A) est trivial lorsque A est euclidien. II existe
en revanche des anneaux principaux A pour lesquels SK (A) n’est pas trivial, mais ils sont compliqués (*).
Pour I’exemple standard d’anneau principal non euclidien A = Z[(1 + i1/19)/2], le groupe SK;(A) est
trivial (©).

Corollaire 4.6 (Théoreme de la base adaptée). — Soit A un anneau principal, soit M un A-module libre
de type fini et soit N un sous-module de M. Alors N est libre et il existe une base (e1, . .., e,) de M et des
éléments non nuls dy, . .. ,d, de A, avec 0 < r < n, telsquedy | --- | d, et que (die1,...,d.e,) soit une
base de N.

Il est facile de montrer que N est de type fini (voir la preuve ci-dessous). Si on savait déja que IV était
libre, le fait que son rang soit < rang(M) résulterait de I’exerc. 1.2, mais c’est bien la liberté de IV qui est
le point difficile, et qui ne marche pas dés que A n’est pas principal.

Attention aux erreurs habituelles : le théoréme de la base adaptée ne dit pas que N admet un supplé-
mentaire, ni que 1’on peut compléter une base de N en une base de M.

Enfin, il est clair qu'un sous-module, méme de type fini, d’un module libre de type fini n’est pas néces-
sairement libre (c’est le cas, par 1’exerc. 0.28, pour les idéaux non principaux d’un anneau non principal),
et qu’un sous-module d’un module libre de type fini n’est pas nécessairement de type fini (c’est le cas, dans
un anneau non noethérien, pour les idéaux qui ne sont pas de type fini (cf. prop. I1I1.2.1)).

Démonstration. — On peut supposer M = A™. Montrerons par récurrence sur n que N est un A-module
de type fini. Pour n = 0, il n’y a rien a démontrer. Si n > 0, on considere la projection p : A™ — A sur
un facteur. Le noyau Q = N N A"~ du morphisme N — p(NN) est un sous-module de A”~* donc est de
type fini par hypothese de récurrence. L'image p(N) ~ N/Q est un idéal de A donc est engendrée (en tant
qu’idéal, donc aussi en tant que A-module) par un élément. Il en résulte que N est de type fini (exerc. 3.1).

Choisissons une base de M et un systeme fini de générateurs de N, dont on écrit la matrice des coor-
données dans la base de M. Multiplier a gauche cette matrice par une matrice inversible revient & changer
de base pour M. Multiplier a droite cette matrice par une matrice inversible revient a changer de systeme

de générateurs pour V. Le th. 4.1 donne immédiatement le résultat. O
Corollaire 4.7. — Soit M un module de type fini sur un anneau principal A. Il existe des éléments non
nuls et non inversibles dy, . .., ds de A, avec s > 0, tels que dy | - - - | ds, et un entier v > 0, tels que

M~A"¢A/(d) @ A/(ds).

Les entiers 1 et s, et les d; a association pres, ne dépendent que de M. On appelle ces derniers les facteurs
invariants de M.

4. Ce groupe a été défini et étudié par Whitehead deés 1950 ; on I’appelle parfois le groupe de Whitehead de 1’anneau A. Le groupe
K5 (A) a ensuite été défini par Milnor (médaillé Fields 1962), puis Quillen a donné en 1973 une définition pour toute une suite de
groupes (K 7y (A))nen. Il a obtenu pour cela la médaille Fields en 1978.

5. Voir Ischebeck, F., Hauptidealringe mit nichttrivialer S K1 -Gruppe, Arch. Math. (Basel) 35 (1980), 138—139. Pour un exemple
ou I’on a simplement E(2, A) # SL(2, A), voir le chap. 6 de Cohn, P. M., On the structure of the G L2 of a ring, Publ. Math. IHES
30 (1966), 5-53.

6. C’est un théoreme difficile de Milnor (1971) que S K est trivial pour tous les anneaux d’entiers de corps de nombres (cf. exerc.
111.8.20).
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Démonstration. — Comme M est de type fini, il est engendré par n éléments, qui définissent un mor-
phisme surjectif A™ — M de A-modules. I suffit d’appliquer le cor. 4.6 a son noyau N, en ne gardant que
les d; non inversibles.

Pour I’unicité, il ne semble pas que 1’on puisse facilement appliquer I’énoncé analogue qui apparait dans
le th. 4.1. Nous allons donc procéder directement. Tout d’abord, dans une telle décomposition, on a

T(M) =~ A/(d) & --- & A/(ds)

donc ce A-module ne dépend que de M et pas de la décomposition. De plus, I’entier r ne dépend aussi que
de M : c’est le rang du A-module libre M /T (M ). Supposons que I’on ait un isomorphisme

3) Af(dr) @ -+ © Af(ds) ~ Af(er) B --- ® Af(er).

oll les d; et les e; ne sont ni nuls ni inversibles, dy | --- | ds etey | --- | e;. Nous allons montrer s = ¢
puis, par récurrence sur s, que e; est associé a d; pour tout i. Si T est le A-module apparaissant dans (3),
’astuce est de regarder ce que deviennent les deux membres lorsqu’on consideére d1" et T'/dT, pour d € A
bien choisi.

On commence donc par la remarque suivante : soient d et e des éléments de A ; on a
@) d(Af(e)) = Af(e/dNe);
5) (4/(e) [a(A/(€)) = Af(dne).

1

1

Le A-module de gauche dans (4) est I’image de la multiplication A 24 A /(e). Un élément = de A est dans
le noyau si et seulement si e divise dz, ¢’est-a-dire e/d A e divise x (utiliser le lemme de Gauss I.1.14). On
a bien I’isomorphisme cherché par factorisation canonique.

Pour (5), regardons la surjection canonique A — (A/(e))/d(A/(e)). Un élément z de A est dans le
noyau si et seulement s’il existe y € A avec T = dy dans A/(e), c’est-a-dire si et seulement s’il existe
y,z € Aavec x = dy + ez. Cela signifie z € (d,e) = (d A e).

En particulier, si p est un élément irréductible de A, de sorte que A/(p) est un corps (prop. I.1.15), on a
par (5):
0 sipAe=1;
A/(p) siple.

Si on choisit p | dy, on voit que la dimension du A/(p)-espace vectoriel T'/pT est s, tandis que c’est aussi
le nombre (< t) de e; divisibles par p. On a donc s < ¢, puis égalité par symétrie.

A/(e)[p(A/(e)) ~ {

Considérons maintenant le A-module d;7'. On a par (4)
le ~ A/(dg/dl) D--- @A/(ds/dl) ~ A/(el/dl /\61) D--- @A/(es/dl /\65).

Le nombre de facteurs non nuls de chaque coté devant étre le méme (comme on vient de le démontrer), on
en déduit que e1 /dy A e est inversible, donc que e; divise d;. Par symétrie, ils sont associés, et on obtient
des isomorphismes

On conclut par I’hypothése de récurrence que soit d;/d; et e;/dy sont inversibles, soit ils sont associés,
donc que d; et e; sont toujours associés. Ceci termine la démonstration. O

Corollaire 4.8. — Soit A un anneau principal. Un A-module de type fini est libre si et seulement s’il est
sans torsion.

Attention : QQ est un Z-module sans torsion, mais pas libre (pourquoi ?).
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Exercice 4.9. — a) Soit A un anneau principal et soient M, P et (Q des A-modules de type fini. On suppose
que les A-modules M & P et M & () sont isomorphes. Montrer que les A-modules P et () sont isomorphes
(on dit que M est simplifiable).
b) Soit A un anneau et soient P et Q) des A-modules non isomorphes. Soit M le A-module (P & Q)
Montrer que les A-modules M & P et M & @ sont isomorphes (M n’est donc pas simplifiable).
¢) Soit Al'anneau R[X,Y, Z]/(X?+Y?24Z?—1). Soit P le noyau du morphisme de A-modules A* — A
défini en envoyant les vecteurs de la base canonique de A® sur X, Y et Z respectivement. Montrer que

(N)

l'ona A® P ~ A® ~ A@® A%, mais que P n’est pas isomorphe 2 A% (A n’est donc pas simplifiable)
(Indication : on pourra utiliser des résultats sur la topologie de la sphere S?).

4.1. Application aux groupes abéliens de type fini. — Un groupe abélien de type fini (c’est-a-dire
engendré par un nombre fini d’éléments) n’est autre qu’un Z-module de type fini. On déduit donc du cor.
4.7 le théoreme de structure suivant.

Théoréeme 4.10. — Soit M un groupe abélien de type fini. On a
M~Z"®Z/d\Z - -®Z/d;Z,

our € N et les d; sont des entiers strictement positifs vérifiant dy | - -- | ds. De plus, les entiers r, s et
di,...,ds sont uniquement déterminés par M.

Bien entendu, M est fini si et seulement si r = 0.

4.2. Application a la réduction des endomorphismes. — Soit K un corps, soit F/ un K -espace vectoriel
de dimension finie et soit u un endomorphisme de E. On définit sur E une structure de K [X]-module en
posant
VP e K[X] Vx € E P-x:= P(u)(x).
Remarquons que les sous-K[X]-modules de E correspondent aux sous-K -espaces vectoriels stables par
u. Comme F est de dimension finie, ¢’est un K[X]-module de torsion et, puisque K [X] est un anneau
principal, on peut appliquer les résultats du § 4. On obtient en particulier un isomorphisme de K[X]-
modules :
E~K[X]/(P)© - @ K[X]/(F)

ou les P; sont des polyndmes unitaires non constants vérifiant Py | - - - | P, uniquement déterminés par £
et u. C’est en particulier un isomorphisme de K -espaces vectoriels qui correspond a une décomposition

E2E1@"‘@Es

en somme directe de sous-espaces vectoriels stables par u qui sont dits cycliques, c’est-a-dire qu’il existe
x; € F; (Pimage de la classe de 1 par I'isomorphisme K[X]/(P;) ~ E;) tel que la famille (v™(z;))men
engendre le K -espace vectoriel E;.

Regardons d’un peu plus prés la structure des espaces cycliques. Soit (F,v) un tel espace et soit 2 un
élément de F' tel que la famille (v™(x)).men engendre F. Soit 7 le plus grand entier tel que la famille
B = (z,v(x),...,v""1(x)) soit libre. Par définition de r, le vecteur v" () est combinaison linéaire des
vecteurs de cette famille : on peut écrire

V" (x) + ap_ 10" H(x) + - + agv(x) + apr = 0.
Le polyndme P(X) := X" + a,_1 X"~ + -+ + ag est d’ailleurs celui qui apparait dans 1’'isomorphisme
de K[X]-modules K[X]/(P) ~ F.On a P(v)(z) = 0, donc P(v)(v"™(x)) = v™(P(v)(z)) = 0 pour
tout m € N, donc P(v) = 0. Comme la famille £ est libre, aucun polyndme de degré < r ne peut annuler
v, de sorte que P est le polyndme minimal de v.
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Dans la base %, la matrice de v est la matrice compagnon de P

o ... 0 —ay

1 O 0 —al
cP)=10

: . .0 :

0 - 0 1 —a

(la matrice compagnon du polynéme constant 1 est vide). Le polyndme minimal de C'(P) est donc P et on
calcule facilement que c’est aussi son polyndme caractéristique.

Théoréme 4.11. — Pour tout endomorphisme u d’un K-espace vectoriel E de dimension finie, il existe
une base de F dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs, de la forme

C(Py)
C(P)

C(Fs)
ou les P; sont des polynémes unitaires non constants de K[X| vérifiant Py | - - | Ps.
Les P; sont entierement déterminés par ., on les appelle les invariants de similitude de u.

Deux matrices de M,,(K) sont semblables si et seulement si elles ont les mémes invariants de simili-
tude (7).

Démonstration. — 1l résulte de ce qui précede que la matrice de u dans une base convenable est du type
cherché si et seulement si le K[X|-module E estisomorphe 2 K[X|/(P)®---®K[X]/(Ps). Le théoréeme
résulte donc du cor. 4.7. O

Le polyndme minimal de u est Ps (c’est « le plus grand ») et le polyndme caractéristique est Py - - - Ps
(puisque celui de C(F;) est P;). Le théoreme permet par exemple de voir immédiatement que si deux
matrices de ., (K) sont semblables sur une extension de K, elles sont déja semblables sur K, résultat qui
n’est pas du tout évident a priori (en particulier si K est fini).

Proposition 4.12. — Soit M € #,,(K) et soient Py | - -- | Py ses invariants de similitude. La suite des n
facteurs invariants ®) de la matrice XI,, — M € M, (K[X]) est (1,...,1,Py,..., P,).

Démonstration. — La matrice M est semblable a une matrice diagonale par blocs comme dans le th. 4.11,
donc la matrice X I,, — M est semblable (donc aussi équivalente) a la matrice diagonale par blocs du type
X 1geg(p,) — C(F;). Il suffit donc de montrer que la suite (dy, .. ., d,.) des facteurs invariants d’une matrice
XI,—C(P)dordrerest (1,...,1,P).Orona vulors de la preuve du th. 4.1 que d; - - - d; est le pged des
¢ x i mineurs de X I, — C'(P). Le mineur d’ordre r — 1 obtenu en effacant la premiére ligne et la derniére
colonne est 1. On a donc (2 association pres) d; = --- =d,_; = letd, = dét(XI. — C(P))=P. O

En particulier, la proposition entraine qu’étant données des matrices M et N dans .#,, (K ), les matrices
M et N sont semblables si et seulement si les matrices X1, — M et X1, — N sont équivalentes, une
propriété qui peut se vérifier directement « a la main » (mais ce n’est pas facile !).

7. Bien entendu, les invariants de similitude d’une matrice sont par définition les invariants de I’endomorphisme de K™ qu’elle
représente dans la base canonique.
8. Voir th. 4.1 pour la définition.
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Nous nous arréterons ici pour ce qui est de la réduction des endomorphismes, mais on peut poursuive
dans cette voie pour arriver d’une part, lorsque le polyndome caractéristique de 1’endomorphisme u est
scindé, a la réduction de Jordan, d’autre part, lorsque K est parfait, a la décomposition de Dunford u =
d + n, avec d semi-simple (diagonalisable dans une extension finie de K), n nilpotent et dn = nd (cf.
exerc. 1.6.30).

Exercice 4.13. — Soient P et Q des polyndmes. Calculer les invariants de similitude de la matrice par blocs
<C(P) 0 )
0 Cc@)
Exercice 4.14. — Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £/ de dimension finie. On pose
Com(u) = {v€End(E)|uwv=wvu},
Pu) = {P(u)|P € K[X]} C Com(u) C End(E).

La dimension du K -espace vectoriel &?(u) est le degré du polyndme minimal de w.
a) Montrer 2(u) = [, ccom(u) Com(v).
b) Si K est infini ), montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) westcyclique;
(ii) le polyndme minimal de w est égal a son polyndme caractéristique ;
(iii) Com(u) = P(u);

(iv) F n’a qu’un nombre fini de sous-espaces vectoriels stables par u.

9. Cette hypothese n’est pas nécessaire pour toutes les implications.






CHAPITRE 111

ANNEAUX

Commencons par un peu d’histoire. On peut dire en premiere approximation que les débuts de 1’algebre
commutative sont dus a diverses tentatives de résoudre la conjecture de Fermat :

"yt +2"=0 = zyz =0,

pour z, y, z entiers et n > 3. Il suffit de traiter les cas n = 4 (une démonstration a été laissée par Fermat) et
n = p, nombre premier impair. Des démonstrations ad hoc ont été apportées par Euler en 1770 pour p = 3
(avec une erreur), par Legendre en 1823 pour p = 5, par Lamé en 1839 pour p = 7, etc. Lamé annonce
le ler mars 1847 qu’il a une preuve complete, mais Liouville trouve une faute majeure, que nous allons
expliquer.

Une des idées pour attaquer le probleme de Fermat (que 1’on trouve déja dans la « preuve » d’Euler) est
de transformer cette équation en

p—1
7=0

ol I’on a posé ¢, = exp(2im/p). On obtient ainsi une équation a coefficients dans le sous-anneau Z[(,] =
Z+72C + -+ Z(f)’*l de C engendré par (. Si par hasard les facteurs du produit sont premiers entre
eux deux a deux dans I’anneau Z[(,] (et c’est vrai lorsque p ne divise pas zyz) et que I’on a unicité de
la décomposition de =P en facteurs irréductibles dans I’anneau Z[(p), on en déduit que chaque facteur
T+ Cp{y est une puissance p-ieme dans cet anneau. La suite n’est pas facile, mais on peut ensuite arriver a
une contradiction avec un peu de travail (essentiellement par la méthode de « descente infinie » de Fermat :
on produit, a partir d’une solution donnée, une autre solution plus petite).

Le probléme majeur (a I’origine des erreurs d’Euler et de Lamé) est que I’anneau Z[(,] n’est en général
pas factoriel (il n’y a pas unicité de la décomposition en irréductibles) : il ne I’est pour aucun p > 23.

C’est en essayant d’élargir le concept de facteur irréductible que Kummer crée celui de nombre idéal, qui
donnera plus tard lieu a la théorie actuelle des idéaux et des modules (Dedekind). Les travaux de Kummer
Iui permettront de montrer le théoreme de Fermat pour tous les nombres premiers p réguliers, c’est-a-
dire tels que p ne divise le dénominateur d’aucun des nombres de Bernoulli () By, By, Be, .. ., B,_3 (on

~1/2

estime que la probabilité pour un nombre premier d’étre régulier est e , soit environ 61%, méme si on

ne sait pas montrer qu’il y en a une infinité !).

S - t oo om
1. Ces nombres sont définis par la série génératrice _y— = >0 Bm

m!”
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1. Anneaux factoriels

On formalise ici une propriété dont on a déja montré (th. 1.1.16) qu’elle est satisfaite par I’anneau des
polyndmes a une indéterminée a coefficients dans un corps. On montrera plus loin (cor. 2.6) qu’elle est en
fait satisfaite par tout anneau principal.

Définition 1.1. — Un anneau A est factoriel (?) sil est intégre et que tout élément non nul a de A peut
s’écrire

a=upy---pr
avec u € A* et py,...,p, irréductibles®), et que cette décomposition est unique au sens suivant : si

a = vqy - - - qs est une autre telle décomposition, on a r = s et il existe une permutation o € S,. telle que
qi SOIt associé a p,(;) pour tout i.

La plupart des anneaux inteégres que I’on rencontre en algebre ont la propriété d’existence de la décom-
position (cf. prop. 2.4) ; la propriété forte est I'unicité. On peut la reformuler ainsi : fixons un systeme de
représentants irréductibles & de A, c’est-a-dire un ensemble d’éléments irréductibles tels que tout irré-
ductible de A soit associé a un et un seul élément de &2. Alors tout élément non nul a de A s’écrit d’une

maniere unique
s
a=u H pr,
pEP
avec u € A*, et oll (ny)peo est une famille presque nulle d’entiers naturels. On note alors v, (a) := n,,.

Nous avons défini en § 1.1.3 le pged de deux éléments d’un anneau principal. On peut donner une
définition analogue pour deux éléments a et b d’un anneau factoriel : si a = 0, le pged a A b est par
définition b ; de méme a A 0 = a. Si ab # 0, on pose

alNb= H prin(vp(a),up (b))
peEP
Cette définition dépend du choix de & ; on peut aussi déclarer que a A b est bien défini a association pres.
Dans tous les cas, le pged a A b est alors un diviseur commun de a et b, et tout diviseur commun a a et b
divise a A b.

On a une discussion analogue pour le ppcm, qui est laissée en exercice. On peut aussi parler du pged et
du ppcm d’une famille finie quelconque d’éléments d’un anneau factoriel.

Rappelons (¢f. § 1.1.2) que des éléments d’un anneau A sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs
communs sont les unités de A (par exemple, si p est irréductible, tout élément de A est ou bien premier
avec p, ou bien divisible par p). Si A est un anneau factoriel, des éléments de A sont donc premiers entre
eux si et seulement si leur pged est une unité.

Exemple 1.2. — L’anneau Z est factoriel et on peut prendre pour &2 1’ensemble des nombres premiers
positifs. Comme on I’a montré dans le th. 1.1.16, si K est un corps, I’anneau K [X] est factoriel, et on peut
prendre pour & I’ensemble des polyndmes irréductibles unitaires.

La proposition suivante donne un critére pour qu’un anneau soit factoriel quand on connait déja 1’exis-
tence de la décomposition en irréductibles.

Proposition 1.3. — Soit A un anneau intégre tel que tout élément non nul de A soit produit d’irréducti-
bles. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

2. En anglais, on écrit souvent « UFD », pour « unique factorization domain ».
3. Onrappelle (¢f. § 1.1.2) qu’un élément a d’un anneau A est irréductible si a n’est pas inversible et que si a = xy, alors soit x,
soit y est inversible. La seconde condition signifie que les seuls diviseurs de a sont ses associés et les unités de A.
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(1) A est factoriel ;
(il) pour tout élément irréductible p de A, I'idéal (p) est premier @

(iii) pour tous éléments non nuls a, b et ¢ de A tels que a divise bc mais est premier avec b, a divise c.

Démonstration. — Montrons que (iii) implique (ii). Si p irréductible divise ab et ne divise pas a, alors
p est premier avec a puisque p est irréductible, de sorte que p divise b d’apres (iii). Ainsi I’idéal (p) est
premier.

Montrons que (ii) implique (i). Soit & un systeme de représentants irréductibles. Si

” H pmp = H pnp

peEP peEP
sont des décompositions d’un élément non nul de A, la condition m, > n, pour un certain ¢ € & implique,
par intégrité de A, que ¢ divise v ]_[p P, ptq p"?, donc I'un des facteurs d’apres (ii). Mais ¢ ne peut diviser
un élément p de & distinct de ¢ car & est un systeme de représentants irréductibles. Ainsi m,, = n,, pour
tout p € &, puis u = v par intégrité de A.

Montrons que (i) implique (iii). On écrit ad = bc et on décompose les éléments non nuls a, b, ¢ et
d comme ci-dessus. Alors pour tout p € 2, on a (par unicité de la décomposition) v, (b) + v,(c) =
vp(a) + vp(d) > vp(a). Sivy(b) = 0, on a donc vy(a) < vy(c). Sivy(b) > 0, 0nawv,(a) =0 (car a est
premier avec b) donc v,(a) < v,(c). Ainsi a divise c. O

Exemple 1.4. — L anneau Z[\/—5] = Z[X]/(X? + 5) est intégre mais n’est pas factoriel : 3 est irréduc-
tible mais I’idéal (3) n’est pas premier (cf. ex. [.1.9).

Exercice 1.5. — Soit K un corps. Montrer que le sous-anneau K[X?, X®] de K[X] engendré par X? et X?
n’est pas factoriel.

Exercice 1.6. — Soit A un anneau factoriel tel que tout idéal premier non nul est maximal (on dit que la
dimension de Krull de A est 1; ¢f. § 5.4). On se propose de montrer que A est principal.
a) Montrer que pour tout z et tout y non nuls dans A, il existe u et v dans A tels que ux + vy = x A y.
b) Soit I un idéal non nul de A. Montrer qu’il existe d € A non nul qui est un pged de tous les éléments de
I N (A-{0}). Conclure.

Définition 1.7. — Soit A un anneau factoriel. Le contenu, noté ¢(P), d’un polynome P € A[X] est le
pged de ses coefficients. Le polynome P est dit primitif si ¢(P) = 1.

On notera que le contenu est défini a multiplication par une unité de A pres. Le contenu d’un polyndme
est nul si et seulement si le polyndme est nul.

Lemme 1.8 (Gauss). — Soit A un anneau factoriel. Pour tous polynémes P et Q) dans A[X), on a

c¢(PQ) =c¢(P)e(Q) (mod A™).

Démonstration. — Supposons d’abord P et ) primitifs et montrons que P() est primitif. Soit p un irré-
ductible de A. Comme P et () sont primitifs, chacun a au moins un coefficient non divisible par p. Soit
a; (resp. b;) le coefficient de P (resp. de ()) d’indice minimal non divisible par p. Alors le coefficient
d’indice 7 4 j de PQ est somme de termes divisibles par p et de a;b; donc il n’est pas divisible par p car
(p) est premier vu que A est factoriel. Ceci montre qu’aucun élément irréductible de A ne divise tous les
coefficients de PQ), qui est donc primitif.

Le cas général s’en déduit : si P ou () est nul, il est évident ; sinon, on applique le résultat précédent a

Ple(P) et Q/c(Q). O

4. Autrement dit, si a et b sont des éléments de A et que p divise ab, alors p divise a ou p divise b.
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On en déduit le résultat suivant, utilisé lors de la démonstration du théoreme de Liiroth (th. 1.6.9).

Lemme 1.9. — Soit A un anneau factoriel de corps des fractions K. Soient P et Q) des éléments de A[X],
avec P primitif, et soit R € K[X] tel que Q = PR. Alors R € A[X].

Démonstration. — On peut écrire R = Ry /r, avec r € Aet Ry € A[X]. On a alors rQQ = PR;, puis
re(Q) = ¢(P)e(Ry) = ¢(R1) (mod A*) par le lemme de Gauss, de sorte que 7 divise ¢(R; ), donc aussi
R, ce qui termine la démonstration. O

On a aussi I’important résultat suivant.

Théoreme 1.10. — Soit A un anneau factoriel de corps des fractions K. Les éléments irréductibles de
A[X] sont :

a) les polyndémes constants p avec p irréductible dans A ;

b) les polynomes primitifs de degré > 1 qui sont irréductibles dans K[X].

En particulier, pour un polyndme primitif de A[X], il revient au méme d’étre irréductible dans A[X] et
dans I’anneau principal K [X] (ce qui n’est pas du tout évident vu qu’il y a a priori plus de décompositions
possibles dans K [X]).

Démonstration. — Comme (A[X])* = A* il est clair qu'un polynéme constant p est irréductible si et
seulement si p est irréductible dans A.

Soit maintenant P un polyndme primitif de degré > 1 de A[X] qui est irréductible dans K [X]. Montrons
qu’il est irréductible dans A[X]. Supposons donc qu’il sécrive P = QR avec ) et R dans A[X]. Le lemme
de Gauss 1.7 entraine que ¢(Q) et ¢(R) sont inversibles. D autre part, I'un des polyndmes @ ou R est
constant (parce que P est irréductible dans K [X]), et ¢’est donc une constante inversible dans A, donc une
unité de A[X]. Donc P, qui n’est pas inversible dans A[X] car de degré au moins 1, est bien irréductible
dans A[X].

Montrons inversement qu’un polyndme P de degré > 1 et irréductible dans A[X] est primitif et irré-
ductible dans K[X]. Comme ¢(P) divise P dans A[X] et ne lui est pas associé pour raison de degré, c’est
une unité de A[X], donc de A, et P est bien primitif. Il reste & montrer que P (qui n’est pas inversible dans
K[X]) est irréductible dans K[X]. Or si P = QR dans K[X], on peut écrire Q = Q1/qet R = Ry /r
avec ¢ et r dans A et 1 et Ry dans A[X]. On obtient grP = Q1 R et, en passant aux contenus (lemme
de Gauss), qr = ¢(Q1)c(Ry). Ainsi P = Q1 Ry /qr = (Q1/¢(Q1))(R1/c(R1)) (mod A*). Comme P est
irréductible dans A[X], I'un des polyndmes @ ou Ry de A[X] est constant, et I'un des polynémes @) ou
R est constant, ce qui acheve la preuve. O

On a enfin le théoréeme fondamental suivant.
Théoréme 1.11. — Soit A un anneau factoriel. Les anneaux A[X1,...,X,] sont factoriels pour tout
n € N.

La conclusion reste vraie avec un nombre infini d’indéterminées (cela découle du cas fini).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que A[X] est factoriel. Montrerons d’abord 1’existence de la dé-
composition en produit d’irréductibles d’un polyndme P non nul. Apres avoir écrit P = ¢(P)(P/c¢(P)) et
décomposé ¢(P) en produit d’irréductibles dans A, on se rameéne a P primitif non constant.

On décompose alors P en produit d’irréductibles dans 1’anneau factoriel K[X] (th. 1.1.16) soit, en
chassant les dénominateurs, aP = P; --- P, avec a € A et P; € A[X] irréductible dans K[X]. Ecrivons



2. ANNEAUX NOETHERIENS 59

P; = ¢(P;)Q;, avec @; primitif, donc irréductible dans A[X] d’apres le théoréme précédent. En passant
aux contenus, on obtient qu’il existe u € A* tel que ua = ¢(Py)---c(P,), et P = u[];_, Q; est une
décomposition de P en produits d’irréductibles de A[X].

11 suffit donc d’apres la prop. 1.3 de montrer que si P € A[X] est irréductible, ’idéal (P) est premier.
Si P est une constante irréductible p de A[X], c’est clair (par vérification directe, ou encore en remarquant
que A[X]/(p) est isomorphe a (A/(p))[X], qui est integre vu que (p) est premier dans A, et que 1’anneau
des polyndmes a coefficients dans un anneau integre est aussi intégre). Supposons maintenant P primitif
de degré au moins 1, donc irréductible dans K [X| d’apres le théoréme précédent. Si P divise le produit
QR de polyndmes dans A[X], il divise alors ) ou R dans I’anneau principal K [X] (prop. I.1.15), disons
par exemple (). Comme P est primitif, par le lemme 1.9, le quotient )/ P est dans A[X], de sorte que P
divise @ dans A[X]. C’est ce que I’on voulait montrer. O

Théoreme 1.12 (Critere d’Eisenstein). — Soit A un anneau factoriel, soit K 5 son corps de fractions,
soit P(X) = ZZ:O ax X" un polynéme non constant a coefficients dans A et soit p un élément irréducti-
ble de A. On suppose :

e p ne divise pas a, ;
e pdivise ay, pour chaque k € {0,...,n—1};
o p? ne divise pas ay.

Alors P est irréductible dans K [ X| (donc aussi dans A[X] s’il est primitif).

Démonstration. — Vu que ¢(P) n’est pas divisible par p par le premier point, P/c(P) vérifie les mémes
hypotheses que P. On peut donc supposer P primitif. Si P n’est pas irréductible, il s’écrit (d’apres le th.
1.10) P = QR avec Q et R dans A[X], non constants. Posons Q(X) = b, X" + - + by et R(X) =
csX®+ -4 c¢p,avecr +s =mn,7,5 > 0eta, = b.c,. Uanneau B = A/(p) est integre, et, comme
on I’a remarqué dans la démonstration plus haut, A[X]/(p) est isomorphe & B[X]. Dans cet anneau, on a
4, X™ = QR. D’autre part, a,, # 0 dans B, donc b, et & sont aussi non nuls. Ainsi () et R ne sont pas
constants et I’égalité @, X" = QR dans I’anneau factoriel B[X] implique alors, comme X y est irréducti-
ble, que Q et R sont divisibles par X dans B[X]. Cela signifie que p divise by et co, ce qui contredit le fait

que ag n’est pas divisible par p?. O

Par exemple X '8 —4X7 —2 est irréductible dans Q[X], et X® — XY —Y est irréductible dans C[X, Y]
(prendre A = C[Y]etp=Y).

Exercice 1.13. — Montrer que si p est un nombre premier, le polyndme cyclotomique ®,(X) = X?~! +

e+ X+ 1= )){(P_—11 est irréductible dans Q[X] (on pourra poser X =Y + 1).

2. Anneaux noethériens

Les anneaux principaux sont agréables, mais ils sont trés rares en algebre. En affaiblissant un peu les
hypotheses (propriété (i) ci-dessous), on tombe sur une classe d’anneaux absolument fondamentale.

Proposition 2.1. — Soit A un anneau commutatif. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) tout idéal de A est engendré par un nombre fini d’éléments ;
(i) toute suite croissante (pour l'inclusion) d’idéaux de A est stationnaire ;
(iii) toute famille non vide d’idéaux de A a un élément maximal pour ’inclusion.

On dira que I’anneau A est noethérien s’il vérifie ces propriétés ®).

5. Ces anneaux sont nommés ainsi en I’honneur d’Emmy Noether (1882-1935).
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Démonstration. — Montrons que (i) implique (ii). Soit (I,,) une telle suite; la réunion I des I,, est en-
core un idéal car la famille (I,,) est totalement ordonnée pour I’inclusion. Par (i), il existe des éléments
Z1,...,2T, de I qui I’engendrent. Chaque x; est dans I'un des I,,, donc il existe ng (le plus grand des
indices correspondants) tel que I, les contienne tous. Alors I = I,,, et la suite (I,,) stationne a I, .

Montrons que (ii) implique (iii). Si une famille non vide d’idéaux de A n’a pas d’élément maximal, on
construit par récurrence une suite infinie strictement croissante d’idéaux de A, ce qui contredit (ii).

Montrons que (iii) implique (i). Soit I un idéal de A. La famille & des idéaux J C I qui sont engendrés
par un nombre fini d’éléments est non vide (elle contient I’idéal (0)). Soit Jy un élément maximal de &.
Pour tout z € I,1’idéal Jy+ x A est aussi dans &, donc Jy+x A = Jy par maximalité. Ceci signifie x € Jy.
Finalement I = Jj et I est engendré par un nombre fini d’éléments. O

Tout anneau principal est noethérien ((i) est trivialement vérifié). Si A est noethérien, tout quotient de A
I’est encore (c’est immédiat a partir de la caractérisation (ii), vu que les idéaux de A/I sont les idéaux de

A contenant I)). En revanche, un sous-anneau d’un anneau noethérien n’est pas nécessairement noethérien
(cf. exerc. 2.9).

Si K est un corps, ’anneau K[(X,,),en] n’est pas noethérien car
(Xo) C (X0, X1) C--- C(Xp,...,Xp) S
forme une suite infinie strictement croissante d’idéaux.

Exercice 2.2. — Soit A un anneau tel que tout idéal premier de A est engendré par un nombre fini d’éléments.
Montrer que A est noethérien (Indication : on pourra considérer un élément maximal I dans la famille des
idéaux qui ne sont pas engendrés par un nombre fini d’éléments, des éléments x et y de A= I tels que zy € I,
des générateurs x1,...,2,,y de I'idéal I + (y), avec z1,...,x, € I, des générateurs y1,...,ys de I'idéal
{a € A | ay € I}, et montrer que z1, . ..,Zr,ayi,...,ays engendrent I).

Exercice 2.3. — Soit A un anneau noethérien et soit M un A-module de type fini.
a) Montrer que tout sous-A-module de M est encore de type fini (Indication : on pourra se ramener a
M = A", puis procéder par récurrence sur n en utilisant I’exerc. I1.3.1).
b) Montrer que toute suite croissante de sous-A-modules de M est stationnaire (Indication : on pourra se
ramener & M = A", puis procéder par récurrence sur n).

Proposition 2.4. — Soit A un anneau intégre noethérien. Tout élément non nul de A peut s’écrire upy - - - p,
avec u € A* et p1,...,p, irréductibles.
Démonstration. — Soit & I’ensemble des idéaux de A de la forme (), avec « non inversible ne s’écrivant

pas comme demandé. Si & n’est pas vide, il admet un élément maximal (a) (prop. 2.1). En particulier a
n’est alors pas irréductible. Comme il n’est pas inversible, il s’écrit @ = bc avec b et ¢ non associés a a.
Comme A est integre, les idéaux (b) et (c¢) contiennent alors strictement (a), donc par maximalité, ils ne
sont pas dans &, de sorte que b et ¢ se décomposent en produit d’irréductibles, ce qui contredit le fait que
a ne s’écrit pas comme produit d’irréductibles. O

On déduit alors de la prop. 1.3 les deux corollaires suivants.

Corollaire 2.5. — Un anneau intégre noethérien est factoriel si et seulement si tout élément irréductible
engendre un idéal premier.

Il existe des anneaux factoriels non noethériens (comme par exemple K [( X, )nenN])-

Corollaire 2.6. — Tout anneau principal est factoriel.
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La plupart des anneaux avec lesquels on travaille en algebre commutative sont noethériens, via le théo-
réme et le corollaire suivants.

Théoréme 2.7 (Hilbert). — Soit A un anneau noethérien. Les anneaux A[X1, ..., X,] sont noethériens
pour tout n € N.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que A[X] est noethérien. Soit I un idéal de A[X]. Pour chaque
k € N, on note Dy (I) le sous-ensemble de A constitué de 0 et des coefficients dominants des polynd-
mes de degré k de I. Il est immédiat que Dy (I) est un idéal de A, et qu’une inclusion I C J entraine
Dy(I) C Dg(J). On a d’autre part les deux propriétés suivantes :

a) pour tout k € N, ona Dy (I) C Dy () : il suffit de remarquer que si P € I, alors XP € I;

b) si I C J, le fait que Dy(I) = Dy(J) pour tout k¥ € N entraine [ = .J : si I # J, on choisit un
polyndme P € J - I de degré r minimal ; comme D,.(I) = D,.(J), I'idéal I contient un polyndéme
Q@ de degré r qui a méme coefficient dominant que P, mais alors P — () est dans J — I et est de degré
< r, contradiction.

Ceci étant établi, soit (I,,),en une suite croissante d’idéaux de A[X]. Comme A est noethérien, la famille
des Dy (I,,) pour k € N etn € N admet un élément maximal D;(I,,). D’autre part, pour chaque k < [,
la suite d’idéaux (D (I,,))nen est croissante, donc elle est stationnaire, ¢’est-a-dire qu’il existe ny, tel que
pour

vn Z Nk Dk(In) = Dk’(Ink)-

Soit alors N le plus grand des entiers m, ng, n1,. .., n;. Nous allons montrer que pour tout n > N et tout
k,on a Dy(I,) = Dr(In), ce qui suffira a conclure I,, = Iy via la propriété b) ci-dessus. On distingue
deux cas :

)sik <l,onaDi(In) = Di(I,,) = Di(I,) par définition de ny, puisque n et N sont tous deux
>N

2)sik > l,ona Di(In) 2 Di(In) 2 Di(1I,,) (dapres la propriété a) ci-dessus, et puisque N > m)
et Di(I,) 2 D;(I,) 2 D;(I,) pour les mémes raisons, donc par maximalité de D;(I,,,), on a Dy (Iy) =

Di(I,) = Dr(Ip). O
Corollaire 2.8. — Soit A un anneau noethérien. Toute A-algebre de type fini est noethérienne.

Démonstration. — Par définition, une A-algébre engendrée par des éléments z1, ..., x, est un quotient
de ’anneau A[X1, ..., X,,], qui est noethérien par le th. 2.7. C’est donc un anneau noethérien. O

L’anneau de séries formelles A[[X]] est noethérien, mais n’est jamais une A-algebre de type fini (lorsque
A estnon nul! Cf. cor. 10.8).

Exercice 2.9. — Soit K un corps. Montrer que le sous-anneau de K [X, Y] engendré par les X"Y, pour n €
N™, n’est pas noethérien.

Corollaire 2.10. — Soit A un anneau noethérien et soit I un idéal de A. Pour tout z: € (\,_, I", on a
z €zl

Démonstration. — Soient aq, . . ., a, des éléments de A qui engendrent 1’idéal I. Pour chaque n > 1,ona
x € I" donc il existe un polyndme P, € A[X1, ..., X, | homogene de degré ntel que x = P, (a1, ..., a,).
Soit J,, I’idéal de A[X1,...,X,] engendré par P,..., P,. On a bien sir J, C J,11. Comme I’anneau
A[X7,..., X,] est noethérien (th. 2.7), il existe un entier N > 0 tel que Jy = Jy 1. On peut donc écrire

Pyii=@Q1Pv+ -+ QNP
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ol Q; € A[Xy,...,X,] est homogene de degré i. En substituant a; & X, on obtient
x=Q1(a1,...,ar)x+ -+ Qn(ay,...,a)x,

ce qui, puisque chaque @); est homogene de degré strictement positif, prouve le théoréme. O

Corollaire 2.11 (Krull). — Soit A un anneau noethérien et soit I un idéal de A. On suppose qu’au moins

I’une des deux conditions suivantes est vérifiée :
o 'anneau A est intégre et I # A;
e ] Crad(A).

Alors (N, I" = 0.

On rappelle (§ I1.3) que le radical de Jacobson rad(A) de A est défini comme I’intersection de ses
idéaux maximaux. En particulier, le corollaire entraine que si A a un unique idéal maximal m (c’est-a-dire
que A est un anneau local) et est noethérien, (2, m™ = 0.

Démonstration. — Soit x un élément de ()7, I™. Le cor. 2.10 entraine I’existence d’un élément a de I
tel que = xa. Sous la premiere hypothese, on a a # 1 (puisque I # A), donc = = 0. Sous la seconde
hypothese, on a a € rad(A), donc 1 — a inversible (lemme I1.3.7), et de nouveau = = 0. O

Exercice 2.12. — Dans I’anneau local A des germes en 0 de fonctions de classe °° de R dans R (cf. exerc.
m" (cela
1

[e’s}

I1.3.9), on note m I’idéal maximal des fonctions nulles en 0. Produire un élément non nul de (),

entraine que I’anneau A n’est pas noethérien !).

Remarque 2.13 (Topologie [-adique). — Soit / un idéal d’un anneau A. On peut munir A de la topologie
pour laquelle les a + I™, n € N*, forment une base de voisinages ouverts d’un point quelconque a de A.
On I'appelle la topologie I-adique (cette construction généralise la topologie p-adique sur Z, qui est la
topologie associée a I’idéal (p)). Si I = A (resp. I = 0), la topologie I-adique est la topologie grossiere
(resp. discrete).

Les opérations d’anneau sont continues pour cette topologie. Elle est séparée si et seulement si on
a),—, I" = 0. Le résultat de Krull donne donc des conditions suffisantes pour que cette propriété soit
satisfaite. Dans ce cas, la topologie I-adique est métrisable (par une distance ultramétrique) et I’on construit
le complété I-adique Ade Adela facon habituelle via les suites de Cauchy. C’est un anneau topologique
que I’on peut aussi voir comme la limite projective 1&1"(/1/ I™); il est muni d’un morphisme d’anneaux

A— A qui est injectif et continu et dont I’image est dense. Par exemple, si A = Z et I = (p) (p nombre
premier), le complété I-adique de Z est I’anneau des entiers p-adiques Z,. Si A = B[X] (B anneau) et
I = (X), le complété I-adique de A est I’anneau des séries formelles B[[X]].

Toutes ces constructions s’étendent au cas d’un A-module (voir [M], § 8).

Exercice 2.14. — Montrer que tout endomorphisme surjectif d’un anneau noethérien est bijectif. Donner un
exemple d’un tel endomorphisme injectif mais non surjectif. Montrer que le résultat ne subsiste pas en général
pour des anneaux non noethériens.

Exercice 2.15. — Soit Z I’anneau des entiers algébriques (c’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes qui
sont racines d’un polyndme unitaire a coefficients dans Z ; cf. § 8, en particulier le cor. 8.7, ou I’on montre que
c’est bien un anneau). Montrer que Z est un anneau intégre qui n’est pas noethérien (Indication : on pourra
considérer I’idéal de Z engendré par les 21/, pour n € N*). On peut montrer que tout idéal de Z engendré par
un nombre fini d’éléments est principal (on dit que c’est un « anneau de Bézout »), mais je ne connais pas de
preuve « élémentaire ».

Exercice 2.16. — Soit X C R un compact. On définit comme dans 1’exerc. I.1.6 I’anneau €’x des fonctions
continues de X dans R et ses idéaux maximaux

I, ={f € ¢x | f(z) =0},
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pour chaque x € X.
a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) l'idéal I, est engendré par un nombre fini d’éléments ;
(i) I’idéal I, est principal ;
(iii) le point z est isolé dans X.
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) I’anneau %’x est noethérien ;
(i) le R-espace vectoriel €’x est de dimension finie ;
(iii) X est fini.
Exercice 2.17. — On dit qu’un anneau A est artinien si toute suite décroissante (pour 1’inclusion) d’idéaux de
A est stationnaire.
a) Si A est artinien et que I est un idéal de A, montrer que I’anneau A /I est artinien.
b) Montrer qu’un anneau artinien intégre est un corps (Indication : si ¢ € A={0}, considérer la suite
d’idéaux ((z™))n>1)-
¢) Dans un anneau artinien, montrer que les idéaux premiers sont maximaux (/ndication : utiliser a) et b)).
d) Montrer qu’un anneau artinien n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers (Indication : si (my)n>1 est une
suite d’idéaux maximaux distincts, on pourra considérer la suite d’idéaux (my - - - mn)nZl)-

On peut montrer qu’un anneau est artinien si et seulement s’il est noethérien et que tous ses idéaux premiers
sont maximaux ([P], th. 4.9).

3. Radical d’un idéal

Définition 3.1. — Soit I un idéal de A. On pose
VI:={ac A|3ImeN* o™ cI}.
C’est un idéal de A contenant I, que I’on appelle radical de I. On dit que I est radical si I = \ﬁ

Tout idéal premier est bien sir radical. Le fait que /T est bien un idéal de A est démontré dans le lemme
suivant. Les éléments de 1/(0) sont dits nilpotents. On dit que I’anneau A est réduit si 0 est le seul élément
nilpotent. L’idéal I est radical si et seulement si I’anneau A /I est réduit.

Lemme 3.2. — Pour tous idéaux I et J de A, ona :

a) VI est le plus petit idéal radical de A contenant I ;

b) /T est intersection des idéaux premiers contenant I ;

o) VII=VINnJ=VInVJ;

d) VI+JT=VVI+J.

En particulier, pour tout entiern > 1,ona v I" = \ﬁ .

Démonstration. — Sia € VI, aveca™ € I, etz € A, ona (xa)™ = z™a™ € I donc za € VI, Si
be I, avech” € I,ona

m—+n m + n
b m+n _ ibm-i-n—i
(a+b) ; ( . >a
par la formule du bindéme, donc a + b € I, puisque soit ¢ > m, soit m + n — ¢ > n. Cela montre que VT
est un idéal (contenant I). Montrons qu’il est radical. Si a € \//I, il existe m > 1 tel que a™ € /I, puis

n > 1tel que a™” = (a™)" € I, de sorte que a € V/I. Enfin, si .J est un idéal radical contenant I, I’idéal
J = +/J contient v/I. Ceci montre a).
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Montrons b). Si p est un idéal premier contenant I, onap = /p 2 V1. 0n adonc VI C ﬂ]gpgA p.

Inversement, supposons a ¢ /T et considérons I’ensemble %, ordonné par I’inclusion, des idéaux de A
contenant ] mais ne contenant aucun des a” pour m > 1. Il est non vide car il contient I, et toute famille
non vide totalement ordonnée d’éléments de .# admet une borne supérieure (leur réunion). Le lemme de
Zorn entraine qu’il existe un élément maximal J € .%. Montrons que J est un idéal premier. Si x et y ne
sont pas dans J, on a J + Az ¢ .7, donc il existe m > 1 avec a™ € J + Axz. De méme, il existe n > 1
avec a”™ € J + Ay. On a alors a™*" € J + Azy, donc J + Azy ¢ F etaxy ¢ J. Comme a ¢ J, on a
donc montré a & (;c,c 4 b, d’0u b).

Pour le point c), les inclusions vVIJ C vINJ C VI N V/J sont évidentes. Soit a un élément de
VINVJ , et soient m et n des entiers strictement positifs tels que ¢ € I eta™ € J.Onaa™ " = a™a",
qui estdans IJ, donca € VIJ.

En ce qui concerne le point d), I'inclusion /T + J C \//T + +/J est claire. Soit donc a un élément de
VAT ++/J et soit n un entier strictement positif tels que a™ = b + ¢, avec b” € I et ¢* € .J. On écrit

sy r+s
n(r+s) _ § bi r4+s—i
a = ( i > C

i=0
qui est dans J + I, puisque soit ¢ > 7, soit 7 + s — % > s. On a donc bien a € /I + J, ce qui prouve
d). O

Exercice 3.3. — Soit I un idéal d’un anneau noethérien A. Montrer qu’il existe n € N* tel que (v I)™ C I.
Montrer par un exemple qu’il ne suffit pas que I soit engendré par un nombre fini d’éléments.

Exercice 3.4. — Soit ¢ I’anneau des fonctions continues de [0, 1] dans R. (c¢f: exerc. 1.1.6). On pose
I={fe?€|VmeN limof(x)/:cm = 0}.

Montrer que I est un idéal radical de ¢’. En déduire qu’il existe dans ¢ des idéaux premiers non maximaux.

4. Décomposition primaire

Une fois qu’il est apparu que 'unicité de la décomposition en irréductibles n’était plus vraie dans des
anneaux pourtant treés simples (comme Z[\/j5] ; cf. ex. 1.4), il a fallu chercher un substitut valable dans un
cadre suffisamment général. C’est cette recherche qui a mené a la « décomposition primaire » des idéaux
(en fait, plus généralement, des modules) dans les anneaux noethériens. La premiere formulation en revient
a Lasker (1905, champion du monde d’échecs et joueur de go), qui ne prouve cependant son existence que
dans certains anneaux, avec des méthodes tres compliquées. C’est a Emmy Noether (1921) que I’on doit
la théorie actuelle qui déduit tout de la seule propriété que I’on appelle maintenant « noethérianité » en son
honneur.

La premiere piste (explorée par Dedekind) est de convertir la décomposition d’un élément a non nul
d’un anneau factoriel A en produits d’irréductibles en la décomposition d’un idéal non nul en produit
d’idéaux premiers. Plus précisément, si on a

U,

a=upy" - ppr,
avec u € A* et py,...,p, irréductibles distincts, on a aussi
(6) (@) = (Y ---pp) = (p1") -+ (pp) = (1) -+ ()™ = (p1) -+~ (pr),

ol I’on a autorisé des répétitions dans la derniere écriture. De plus, on vérifie immédiatement que cette
derniere décomposition est unique dans le sens ou si

(a) = (q1) -~ (gs),
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ou les idéaux (¢;) sont premiers, alors r = s et il existe une permutation o de {1,...,r} telle que (¢;) =
(Po(i)) pour tout 4.

Cette « généralisation » parait toute béte, mais il existe déja beaucoup plus d’anneaux qui ont cette
propriété de factorisation unique des idéaux (pas nécessairement principaux ; cf. § 16). Ceux qui ne sont
pas des corps sont appelés anneaux de Dedekind et peuvent étre aussi caractérisés (c’est comme cela que
nous les définirons dans le § 16) comme les anneaux noethériens integres de dimension 1 (c’est-a-dire pour
lesquels tout idéal premier non nul est maximal) intégralement clos (cf: § 5.4). Tous les anneaux d’entiers
de corps de nombres (cf. § 8), dont la plupart ne sont pas factoriels, sont des anneaux de Dedekind (§ 8.2).
Mais il reste encore des tas d’anneaux trés simples qui n’ont pas cette propriété.

Exercice 4.1. — On a remarqué dans 1’ex. 1.4 que les factorisations
2-3=(1++v-5)(1—-+v-5)

dans I’anneau Z[v/—5] prouvent que celui-ci n’est pas factoriel (mais c’est un anneau de Dedekind, car c’est
I’anneau des entiers de Q[v/—5]; ¢f- exerc. 8.20). Montrer que 1’on a les décompositions suivantes en produits
d’idéaux premiers :

2) = (21+V-5)?
(3) = (3,1+v=5)-(3,1—+/-5),
(1++v-5) = (2,1£v-5)-(3,1+£+V-5).

Exercice 4.2. — Nous montrons dans cet exercice que 1’anneau intégre Z[\/g] n’a pas la propriété de factori-
sation unique des idéaux : ce n’est pas un anneau de Dedekind (en revanche, Z[(1 4 v/5)/2] en est un : c’est
I’anneau des entiers de Q[v/5] ; ¢f. exerc. 8.20).

a) Montrer que I'idéal m := (2,1 — +/5) de Z[v/5] est maximal (on pourra montrer que I’anneau quotient
Z[+/5]/m a deux éléments) et que c’est le seul idéal premier de Z[+/5] qui contient 'idéal I = (2) de
Z[\/5].

b) Montrer m?> € I C m. En déduire que I ne peut s’écrire comme produit (ni intersection) d’un nombre
fini d’idéaux premiers de Z[v/5].

Exercice 4.3. — Soit A un anneau noethérien.
a) Soit I un idéal de A. Montrer qu’il existe un entier n > 0, des idéaux premiers p1, ..., pn de A et des
entiers strictement positifs 71, ..., 7y tels que

pll...p;’"g]gplﬁ c NP

(Indication : on pourra raisonner par I’absurde et considérer un élément maximal dans I’ensemble des
idéaux de A qui ne satisfont pas cette propriété.)
b) En déduire qu’il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux dans A.

Pour aller plus loin, réécrivons la décomposition (6) encore d’une autre facon, en utilisant le lemme
suivant.

Lemme 4.4. — Soient I, ..., I, des idéaux d’un anneau A tels que I;+1; = Apourtoutl <i < j <n.
Alors

LI, =10 NI,

Démonstration. — On a toujours I7 --- I, C I; N --- N I,,. Pour montrer I’autre inclusion, on procede
par récurrence sur n, en commencgant par le cas n = 2. On peut écrire 1 = a; + a9, avec a; € I;. Si
a € Iy N Iy, on écrit a = a(a; + az) = aay + aasg, égalité dans laquelle aa, € I 5 (puisque a € 1) et
aas € 1115 (puisque a € I7). On a donc montré a € I115.

Pour faire le pas de récurrence, il suffit de montrer que I’on peut appliquer I’hypothese de récurrence aux
idéaux I1 1y, Is,...,I,,doncquel’ona l1[o+1; = Apour3 < j < n. Ecrivons de nouveau 1 = a; +a; =
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as —‘rbj avec a; dans I; et bj dans Ij. Onen déduit 1 = (CLl +(Lj)(a2 —|—bj> = a1a2 —l—Clej +ajas —l—ajbj, ol
aiag € 1115 etles trois autres termes sont dans ;. On a donc bien montré [1/o +1; = A, etle lemme. [

Soit A un anneau qui a la propriété de factorisation unique des idéaux non nuls (c’est-a-dire un anneau
de Dedekind ; ¢f. § 16) et soit I un idéal non nul A. On peut I’écrire

[:pil’l... Un

n
ol les idéaux p1, . .., p,, sont premiers non nuls (donc maximaux) distincts. Posons q; = p7*, de sorte que
p; = /q; (lemme 3.2.c)). Pour 1 < ¢ < j < n, on a en particulier p; + p; = A, ce qui entraine (lemme
3.2.d))

\/CIH-CIj = \/PH-PJ' =4,
soit encore q; + q; = A. Le lemme 4.4 entraine alors

C’est un exemple de décomposition primaire de ’'idéal I, et c’est ce genre de décomposition que 1’on
va étendre a tous les anneaux noethériens. Les puissances d’idéaux premiers y seront remplacées par les
idéaux primaires, que nous allons maintenant définir.

Exercice 4.5 (Lemme d’évitement). — Soit A un anneau. Montrer que tout idéal de A contenu dans une
réunion finie d’idéaux premiers de A est contenu dans I’'un d’eux (Indication : on pourra procéder par récurrence
sur le nombre d’idéaux premiers).

Exercice 4.6 (Théoréme des restes chinois). — Soient /1, ..., I), des idéaux d’un anneau A tels que I;+1; =
A pour tout 1 < ¢ < j < n. Montrer que le morphisme injectif naturel

A/ N - N 1) — (A)L) % - x (A/ L)

est bijectif.

4.1. Idéaux primaires, idéaux irréductibles. —

Définition 4.7. — Soit I un idéal d’un anneau A.
a) L’idéal I est primaire si

Va,be A (abeTeta¢I)=be VI

b) L’idéal I est irréductible si, pour tous idéaux I, et Iy de A tels que I = I1 NIy, onal = I, ou
I=1I.

On dit qu’un élément a d’un anneau A est un diviseur de zéro s’il existe b € A—{0} tel que ab = 0. Un
anneau est donc inteégre si et seulement si 0 est le seul diviseur de zéro, et un idéal I de A est premier si et
seulement si O est le seul diviseur de zéro dans A/I. L’idéal I est primaire si et seulement si tout diviseur
de zéro est nilpotent.

Un idéal premier est bien siir primaire ! Mais une puissance d’un idéal premier n’est pas nécessairement
primaire (exerc. 4.8) et un idéal primaire n’est pas non plus en général une puissance d’un idéal premier
(exerc. 4.9 et 4.10). Dans les anneaux principaux, la situation est plus simple (cf. exerc. 4.11).

La terminologie de b) n’est pas excellente : si I = (a) est un idéal principal, « I est irréductible » n’est
pas la méme chose que « a est irréductible » (méme dans un anneau principal ; cf. exerc. 4.11). Mais elle
sera justifiée plus tard lorsque 1’on introduira la topologie de Zariski (§ 5).

Exercice 4.8. — Soit K un corps et soit A 'anneau K[X,Y, Z]/(XY — Z?). Montrer que I’idéal p de A
engendré par les classes X et Z est premier, mais que p> n’est pas primaire.
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Exercice 4.9. — Dans I’anneau Z[X |, montrer que I’idéal (4, X') est primaire, de radical (2, X'), mais n’est
pas une puissance d’un idéal premier.

Exercice 4.10. — Dans I’anneau Z[v/5], montrer que 1’idéal (2) est primaire, de radical (2,1 — +/5), mais
n’est pas une puissance d’un idéal premier (cf. exerc. 4.2).

Exercice 4.11. — Soit A un anneau principal et soit / un idéal de A. Montrer les équivalences :

I primaire <= [ irréductible <= I puissance d’un idéal premier.

Voici quelques implications vraies en général.

Proposition 4.12. — Soit A un anneau et soit I un idéal de A.
a) I premier < I irréductible et radical ;
b) si A est noethérien, I irréductible = I primaire ;

¢) VI maximal = I primaire = /T premier.

Aucune des implications dans b) et ¢) n’est en général une équivalence (cf. exerc. 4.17 et ex. 4.15).

Soit p un idéal premier. On dit qu’un idéal primaire I est p-primaire si /I = p. La terminologie peut
sembler étrange, mais elle est pratique.

Enfin, si I et J sont des idéaux d’un anneau A, il est pratique (et classique) de poser
(I:J)={xe€A|xJ CI}.
C’est un idéal de A contenant I (y penser comme & « I divisé par J »). Si a € A, on pose aussi (I : a) :=

(I:(a)={z€A|zacl}.

Démonstration de la proposition. — Prouvons a). Supposons I premier. Il est alors radical et il s’agit de
montrer qu’il est irréductible. Supposons donc I = Iy N15. SiI C Iy et I C I, il existe a; € I;— I. Mais
ai1as € 1115 C I, ce qui contredit le fait que I est premier.

Pour la réciproque, supposons ab € I. On a alors ((a) + I) - ((b) + I) C I, donc
Pc((@+Dn(®)+0)°C(@+D-(b)+DCT.
En prenant les radicaux, on obtient, en utilisant le lemme 3.2.c),
VIS V@D (®+D =@ +In VB +1cVT.

On a donc égalité et, si I est radical, I = \/(a) + I N +/(b) + 1. Si I est de plus irréductible, il est égal a
(a) + IToua (b) + I, donc soita € I, soitb € I. Cela montre que I est premier.

Prouvons b). On suppose A noethérien et I irréductible, avec ab € I mais a ¢ I. Pour chaque entier
m > 0, considérons 1’idéal
I =(T:0")={ce A|cd™ € I}.
On a des inclusions I C I; C I, C ---, donc, A étant noethérien, cette suite croissante se stabilise : il
existen > 0telque I,, = I,,41.

Montrons ((6™) + I) N ((a) + I) = I. Une inclusion est claire. Pour I’autre, prenons = € ((b™) +
I) N ((a) + I). On peut écrire © = cb" + v = da + v, avec c et d dans A et u et v dans I. On a
cb™" 't = dab + b(v — u) € I, donc ¢ € I, 1. Ainsi, c est dans I,,, et z est dans 1.

Comme a ¢ I et que I est irréductible, on en déduit (b™) 4+ I = I, soit b™ € I.

Prouvons c). Supposons v/ maximal et prenons ab € I. Sib ¢ /I, ona (b) + /I = A, de sorte que
I’on peut écrire 1 = b+ ¢, avec z € A et ¢™ € I. Mais ¢ = (1 — ab)™ peut s’écrire ¢ = 1 + yb, avec
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y € A,eta = a(c" — yb) = ac™ — yab est dans I puisque c™ et ab y sont. Cela prouve que I est un idéal
primaire.

Si I est un idéal primaire, et que ab € VI,onaa™b™ e I pourunm > 0.Sia ¢ VI, onaa™ ¢ I
Puisque I est primaire, on a (b™)" € I pour un n > 0, donc b € \/T. O

Exercice 4.13. — Soit A un anneau noethérien avec un seul idéal premier. Celui-ci est alors maximal ; on le
note m. Soit M un A-module de type fini. Pour tout m € M, on pose (0 : m) := {a € A | am = Oar}. C’est
un idéal de A.

a) Si M est non nul, montrer qu’il existe m € M tel que (0 : m) = m (Indication : choisit m € M —{0} tel
que I’idéal (0 : m) soit maximal parmi tous les idéaux de A de ce type, et montrer qu’il est premier). Montrer
que le sous-A-module Am de M est isomorphe a A/m.

b) Montrer qu’il existe une suite finie 0 = My C M; C --- C M,, = M de sous-A-modules de M telle
que les A-modules M;41/M; soient tous isomorphes & A/m (Indication : on pourra utiliser I’exerc. 2.3). On
note ¢(M) le plus petit entier n pour lequel il existe une telle suite.

¢) Soit N un sous-A-module de M (il est encore de type fini par I’exerc. 2.3). Montrer que I’on a £(N) <
(M) et qu’il y a égalité si et seulement si N = M (Indication : on pourra utiliser la suite de A-modules
(M; N N)o<i<n)-

d) Montrer que pour toute suite de sous-A-modules de M comme dans b), on an = £(M).

e) Soit N un sous-A-module de M. Montrer que 'on a /(M) = ¢(N) + £(M/N).

4.2. Décomposition primaire dans un anneau noethérien. —

Théoréme 4.14. — Dans un anneau noethérien, tout idéal peut s’écrire comme intersection finie d’idéaux
irréductibles, donc primaires.

Une telle décomposition est dite décomposition primaire de 1’'idéal 1.

Démonstration. — Supposons au contraire que 1’ensemble & des idéaux d’un anneau noethérien A qui
n’ont pas cette propriété soit non vide. Comme A est noethérien, & admet un élément maximal I, qui ne
peut étre irréductible. Il existe donc des idéaux [; et [y de Atelsque [ = Iy NIy, mais I C [y et] C Io.
Mais ni I, ni I5 ne sont alors dans &. Ils s’écrivent ainsi tous les deux comme intersection finie d’idéaux
irréductibles, et I aussi, ce qui contredit / ¢ &. Donc & est vide, ce qui montre le théoréme. O

Si on revient un peu sur les démonstrations précédentes, on réalise qu’elles fournissent une méthode
pour trouver pratiquement une telle décomposition.

Soit I un idéal d’un anneau noethérien A. Si I est primaire, c’est terminé. Sinon, il existe ab € I avec
a ¢ Ieth ¢ +/I.La suite croissante d’idéaux

(I:b)C(I:b*)C---

se stabilise : il existe n > 0 avec (I : b™) = (I : b"*1). La preuve du point b) de la prop. 4.12 montre que
Ponaalors I = ((b™) + I) N ((a) + I). On a ainsi écrit I comme intersection de deux idéaux contenant
strictement 1. Il « suffit » alors de recommencer le processus. Notons tout de suite que cette méthode n’est
pas un algorithme : elle n’explique ni comment tester si un idéal est primaire ou non, ni, s’il ne I’est
pas, comment trouver les éléments a et b comme ci-dessus. Montrons quand méme comment cela peut
fonctionner sur un exemple.
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Exemple 4.15. — Soit K un corps. L’idéal I = (X2, XY) de K[X,Y] n’est pas primaire (bien que
VI = (X) soit premier) : ona XY € I'mais X ¢ IetY ¢ v/I.Ona

(I:Y) = {PeK[X,Y]|YPeI}=(X),
(I:Y?) = {PcK[X,Y]|Y*Pecl}=(X)=(:Y),

donc I = ((Y)+I)N((X)+1) = (X% Y)N(X).Lidéal X est premier, donc primaire. L’idéal (X?2,Y")
est primaire par prop. 4.12.c) puisque son radical (X,Y") est maximal. L’ écriture

I=(X)N(X%Y)
est donc une décomposition primaire de /.
Mais on peut aussi partir des éléments X ¢ I et Y™ ¢ /T (pour chaque n € N*). On obtient alors
(I:Y")={PcK[X,Y]|Y"PcI}=(X)=(:Y?)
et une autre décomposition primaire
I=(X)Nn(X%XY,Y")

pour tout n > 1, ot I'idéal (X2, XY, Y™) est encore (X, Y )-primaire. Il n’y a donc pas unicité.

Maintenant que nous savons qu’une décomposition primaire existe, nous allons la simplifier pour sup-
primer les redondances possibles et arriver autant que faire se peut a des énoncés d’unicité (cor. 4.20 et th.
4.23).

Lemme 4.16. — Toute intersection finie d’idéaux p-primaires est encore p-primaire.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que I’intersection de deux idéaux p-primaires I et J a la méme
propriété. Tout d’abord, on a bien /I N J = p par le lemme 3.2.c). Supposons ab € INJ,aveca ¢ INJ,
disons a ¢ I. Comme I est p-primaire et ab € I,onab € p. O

Etant donnée une décomposition primaire d’un idéal I, on peut donc toujours la réécrire, grace au lemme
ci-dessus,

I:qlm ﬁq"

de fagon que I # ), ; 9i pour tout j et que /q; # /q; pour tout ¢ 7 j. On dit alors qu’elle est minimale.

Exercice 4.17. — Soit A un anneau noethérien. Comme le montre le th. 4.14, tout idéal I de A peut s’écrire
comme intersection Iy N --- N I,,, d’idéaux irréductibles. Une telle décomposition est minimale si, pour tout

i€{l,...,m}onal # Ik

a) Montrer que si on a deux décompositions irréductibles minimales I = I1 N --- NIy, = JiN--- N Jy,
il existe 0 € &, tel que v/ Jr = m pour tout k (Indication : on pourra montrer que pour tout
je{l,...,m}ilexistek € {1,...,n}telque I =L N---NL_1NJN L1 NN Iy).

b) Soit K un corps. Dans I’anneau K'[X, Y], on considére 'idéal T = (X2, XY, Y?). Montrer que

I=(XY)N(X, V)= (X X +Y)N(X,(X +Y)?)

sont deux décompositions irréductibles minimales, qui ne sont pas minimales comme décompositions
primaires.
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4.3. Idéaux premiers associés, idéaux premiers immergés. —

Définition 4.18. — Soit I un idéal d’un anneau A. On dit qu’un idéal premier p de A est associé a I s’il
existe x € Atel quep = (I : ).

On atoujours (I : x) D I, et (I : x) = Asix € I. Attention, I’idéal (I : x) n’est pas toujours premier.
Par exemple, dans Z, on a ((m) : (n)) = (m/m A n) si m et n sont non nuls.

Théoréme 4.19. — Soit A un anneau noethérien, soit I un idéal de A et soit
I=q1N - N4y

une décomposition primaire minimale. Les /q; sont exactement les idéaux premiers associés a I.

En particulier, les ,/q;, qui sont des idéaux premiers deux a deux distincts, sont indépendants de la
décomposition primaire minimale de .

Démonstration. — Posons p; := ,/q7. Comme la décomposition est minimale, il existe y € (), q; — 1.
Il existe m > O tel que pT* C gy (exerc. 3.3), de sorte que ypT* C yq; C I. Soit 7 le plus petit entier
vérifiant yp] C I. Comme y ¢ I, on ar > 1. Choisissons = € ypq_l —I.Onaalors z € ﬂ?ﬁ q;, donc
z ¢ q;. Tout comme y, I’élément z est donc dans (), q; — 1, mais on a de plus zp; C I, ¢’est-a-dire

p1 C (Iil')

Montrons p; = (I : z). On a déja l'inclusion p; C (I : z). Inversement, si z € (I : x), on a
zax € I C gy, et, comme q; est primaire et z ¢ g1, on en déduit z € p;. On a donc montré que p; est un
idéal premier associé a I.

Soit maintenant p = (I : x) un idéal premier associé a I.Onap = ([, q; : ©) = (),;(q; : =), et comme
p est irréductible (prop. 4.12.a)), il existe s € {1,...,n} tel que p = (q; : =). En particulier, p contient q;,
donc son radical /q; (lemme 3.2.a)). Inversement, si y € p, comme p = (I:z),onayzr €I C g, Si
x € g, ona(q; : x) = A, ce qui est absurde, puisque cet idéal est p. Donc = ¢ q;, de sorte que y € /4.

On a donc montré p = /q;. U
Corollaire 4.20. — Soit A un anneau noethérien, soit I un idéal de A et soient

I=qN- - Ngm=0qy0 N4,

des décompositions primaires minimales. Alors m = n et il existe une permutation o de {1,... ,n} telle
que \/i = /U (i) pour tout i.
Exercice 4.21. — Soit A un anneau noethérien. Montrer que I’ensemble des éléments nilpotents de A est

I’intersection des idéaux premiers associés a I’idéal (0), tandis que I’ensemble des diviseurs de 0 est la réunion
de ces mémes idéaux.

Si les idéaux premiers ,/q; qui apparaissent dans une décomposition minimale de I sont ainsi unique-
ment déterminés par I, il n’est pas vrai en général que les ¢; eux-mémes sont uniquement déterminés,
comme le montre 1’ex. 4.15. Cependant, on va voir dans le prochain théoréme que certains des q; sont
uniquement déterminés : il s’agit de ceux pour lesquels I’idéal /q; est un idéal premier minimal contenant
I, c’est-a-dire tel qu’il n’existe aucun autre idéal premier contenu dedans et contenant /.

Exemple 4.22. — Soit K un corps. On a mis en évidence dans I’ex. 4.15 des décompositions primaires de
I'idéal I = (X2, XY) C K[X,Y]:ona

I=(X)n(X%XY,Y")
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pour chaque n > 1. Celles-ci sont toutes minimales. L’idéal premier associé (X) = (I : ') est minimal.
L’idéal (X2, XY,Y™) est (X,Y)-primaire, et (X,Y) = (I : X) est associé mais pas minimal (il contient
(X))

Théoréme 4.23. — Soit A un anneau noethérien, soit I un idéal de A et soit p un idéal premier minimal
contenant I. Alors p est associé a I, et dans toute décomposition primaire minimale de I, I’idéal p-primaire

est
U (I:z).
TEp

1l est en particulier indépendant de la décomposition.

En particulier, dans un anneau noethérien, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux (cf.
exerc. 4.3). Evidemment, si I’anneau est intégre, le seul idéal premier minimal est (0) !

Démonstration. — Soit I = g1 N -+ N ¢,, une décomposition primaire minimale de . Si p est un idéal
premier minimal contenant I, ona g N --- N g, C p. Cela entraine qu’il existe ¢ € {1,...,n} tel que
q; C p : sinon, on choisit z; € ¢;—p pour chaque i ; le produit z; - - - x,, est dans q; - - - q,,, donc dans p,
mais c’est absurde car p est premier et aucun des facteurs n’est dans p. Cela entraine I C,/q; C/p = pet
comme p est minimal et ,/q; premier, on a ,/q; = p et p est bien associé a I (th. 4.19).

Sij #i,onap #,/q;, et 'argument qui précede montre que N i U5 n’est pas contenu dans p. Prenons
x € (ﬂ#i q;) = p. Pour tout élément a de q;, on a az € ;95 = I, donc a € (I : ). On a ainsi montré
q; € (I: ).

Inversement, siz ¢ peta € (I : z),onaza € I donc za € ¢;. Comme ¢; est p-primaire, cela entraine
a € ;. On a ainsi montré q; = {J, ¢, (! : x), ce qui termine la démonstration du théoréme. O

Soit A un anneau noethérien et soit I un idéal de A. Les idéaux premiers associés a I qui ne sont pas
minimaux sont appelés idéaux premiers immergés. Si
I'=qn-Nqy
est une décomposition primaire minimale de I, les idéaux premiers associés sont les p; = /q; et
\/Y:]hm e NP,

décomposition dans laquelle donc les idéaux premiers immergés ont disparu (cela justifie partiellement la
terminologie !).

On a indiqué plus haut une méthode qui peut aider a trouver a la main une décomposition primaire
d’un idéal (cf: ex. 4.15). Il existe par ailleurs de nombreux algorithmes et plusieurs logiciels informatiques
(Singular, Macaulay 2, CoCoA, Magma, etc.) qui font cela tres bien dans les anneaux de polyndmes. Voici
un autre exemple dans K[X,Y, Z]

(X2Y3 - X3YZ,Y*Z - XZ%) = (Y? - XZ)n (X% Z2)N (Y, Z?).
L’idéal (Y2 — X Z) est un idéal premier minimal ; I'idéal (X2, Z) est (X, Z)-primaire, et (X, Z) est un
idéal premier minimal ; 1’idéal (Y, Z2) est (Y, Z)-primaire, et (Y, Z) est un idéal premier immergé (il
contient I’idéal premier minimal (Y2 — X Z)).

Exercice 4.24. — Montrer que 1’idéal (0) dans I’anneau des fonctions continues de [0, 1] dans R n’est pas
intersection finie d’idéaux primaires.

Exercice 4.25. — Soit I un idéal d’un anneau noethérien. Montrer que I est radical si et seulement si tous
les idéaux primaires qui apparaissent dans une décomposition minimale sont premiers. En particulier, si I est
radical, I n’a pas d’idéal premier immergé.
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Exercice 4.26. — Soient I et J des idéaux d’un anneau noethérien A, avec I # A. Montrer que [ = (I : J)
si et seulement si J n’est contenu dans aucun idéal premier associé a 1.

Exercice 4.27. — Soit K un corps. Dans I'anneau K[X,Y, Z], on définit p1 = (X,Y), p2 = (X, 2), I =
pip2 et m = (X, Y, Z). Montrer que p1 et p2 sont des idéaux premiers, tandis que m est un idéal maximal.
Montrer que

I=piNpzNm’
est une décomposition primaire minimale de I. Quels sont les idéaux premiers associés ? Lesquels sont immer-
gés ?

Exercice 4.28. — Soit K un corps. Dans 'anneau K [X, Y, Z], trouver une décomposition primaire de 1’idéal
(XY, YZ,ZX).
Exercice 4.29. — a) Donner une décomposition primaire minimale de 'idéal (X? — 2, Y? —2) dans C[X, Y.

Y a-t-il des idéaux premiers immergés ?

b) Donner une décomposition primaire minimale de I’idéal (X2 — 2, Y? — 2) dans Q[X,Y].

5. Topologie de Zariski

Pour comprendre la décomposition primaire d’un point de vue géométrique, il est utile d’introduire la
topologie de Zariski.

5.1. Spectre d’un anneau. — Soit A un anneau. On appelle spectre de A, et 1’on note Spec(A), I’en-
semble des idéaux premiers de A. Il est vide si et seulement si A = 0. Grice au lemme suivant, on peut
munir cet ensemble d’une topologie en décrétant que les fermés sont les

V(I) = {p € Spec(A) | p 2 I},
ol [ décrit I’ensemble des idéaux de A.

Lemme 5.1. — Soit A un anneau.
a) OnaV((0)) = Spec(A), et V(I) = & si et seulement si [ = A.
b) Si (1) est une famille d’idéaux de A, on a

V)=V I).

c) Sily,..., I, sont des idéaux de A,
V(L)U -~ UV({,)=V{Iin---NL)=V({-I).

Démonstration. — Le premier point est évident (avec le lemme de Zorn !). Pour le deuxiéme point, on a
peﬂV(Ia) — VYa pDI, = pQZIa.
Pour le dernier point, il suffit de traiter le cas n = 2. Remarquons d’abord que si I C J, alors V/(I) 2
V(J). Comme I1I; C I; NI, C I;, on obtient
V(I11:) D V(I N 1) D V() UV ().

Soit maintenant p € V(I113)=V(I). Il existe alors z; € I;—p, et pour tout x5 € I, on a x1x9 €
I 15 C p, donc x5 € p puisque p est un idéal premier. On a donc I C p, de sorte que V (I112) -V (I) C
V(Iy). O
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Une base d’ouverts pour cette topologie est formée des

@) D(f) == {p € Spec(A) | f ¢ p} = Spec(A4) -V ((f))
pour f € A. En effet, on a, pour tout idéal I, par lemme 5.1.b), V/(I) = (<, V((f)), donc

Spec(A)-V(I) = | ] D(f).

fel

Lemme 5.2. — On a V(I) C V(J) si et seulement si \/J C /1. En particulier, V(I) = V(J) si et
seulement si /T =/J.

Démonstration. — Le lemme 3.2.b) peut aussi s’énoncer
VI = ﬂ p.
peV(I)

On en déduit que si V(1) C V(J), alors v/.J C v/I. Pour la réciproque, on remarque que V (I) = V(\/1).
Si v/J C V1, on en déduit
V(J)=V(VJI) 2 V(VI)=V(I),

ce qui termine la démonstration du lemme. O

Pour toute partie S de Spec(A), on notera
1(S) = () ».
pes

C’est un idéal de A qui est radical car intersection d’idéaux premiers (donc radicaux). On a :

V(I(S)) = S pour toute partie S de Spec(A);

I(V(J)) = +J pour toutidéal J de A.
En effet, il est d’abord clair que le fermé V' (I(.S)) contient S, donc S. En particulier, pour tout idéal .J, on
aV(I(V(J))) 2 V(J). D autre part, I'idéal I(V'(J)) contient J. On en déduit aussi V (I(V(J))) C V(J)
(puisque V renverse les inclusions); il y a donc égalité. En particulier, comme S peut s’écrire V' (.J), on
en déduit V (I(S)) = S. Mais V et I renversent les inclusions, donc V(I(S)) C V(I(S)) = S, eton a
la premiére relation. Enfin, de I’égalité V (I(V'(J))) = V(J), on déduit (avec le lemme 5.2, et puisque
I(V(J)) est radical) la seconde relation.

Une fagon agréable de résumer tout cela est de dire que les correspondances
v
(8) {idéaux radicaux de A} * {parties fermées de Spec(A)}
I

sont des bijections réciproques qui renversent les inclusions.

L’adhérence d’un point p de Spec(A) est I'intersection de tous les fermés de Spec(A) contenant p,
c’est-a-dire de tous les V'(I) pour lesquels p € V(I), c’est-a-dire I C p. Mais on a alors V(I) 2 V(p),
donc

©) {o} = (V) =V(p) = {a € Spec(4) | g 2 p}.
ICp

En particulier, le point p est fermé si et seulement si p est un idéal maximal. Si I’anneau A est integre,
I’idéal {0} correspond a un point dense dans Spec(A). On dit que c’est le point générique, souvent noté 1.

Exemple 5.3. — Si K est un corps, Spec(K) a un seul élément, (0).
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Exemple 5.4. — L’ensemble Spec(Z) est
{n} U {nombres premiers}.

Tous les points sont fermés, sauf 7 qui est dense. Les fermés sont les V' ((m)), pour m € Z, et cet ensemble
est Spec(Z) si m = 0, composé des facteurs premiers de m sinon ; ce sont donc les sous-ensembles finis
de Spec(Z) formés de points fermés, ainsi que Spec(Z) tout entier.

Si f est un entier non nul, 'ouvert D(f) est le complémentaire de I’ensemble (fini) V' ((f))) des divi-
seurs premiers de f.

Exemple 5.5. — Si K est un corps, Spec(K[X]) est
{n} U {polyndémes irréductibles unitaires}.

Tous les points sont fermés, sauf 1 qui est dense. Si K est algébriquement clos, les polyndmes irréductibles
unitaires sont les X — a, pour ¢ € K. On a alors

Spec(K[X]) = {n} UK.
Les sous-ensembles fermés sont les sous-ensembles finis formés de points fermés, ainsi que Spec(K[X]).
Lorsque K = R, on a
Spec(R[X]) = {n} U R U {paires de nombres complexes conjugués non réels}.
Exemple 5.6. — Si K est un corps, on a (cf. exerc. 1.1.10)

Spec(K[[X]]) = {(0)} U{(X)}.

Il y a donc deux points : un point dense (le point générique) et un point fermé.

Si A est un anneau, on note A™ le quotient de A par 1’idéal des éléments nilpotents de A. On dit que A
est réduit si le seul élément nilpotent de A est 0. L’anneau A™ est toujours réduit.

Exercice 5.7. — a) Soit u : A — B un morphisme d’anneaux. Montrer que 1’image inverse par v induit une
application continue u* : Spec(B) — Spec(A).

b) Soit I un idéal d’un anneau A et soit p : A — A/I la surjection canonique. Alors p¥ : Spec(A/I) —
Spec(A) induit un homéomorphisme de Spec(A/I) sur le fermé V' (I) de Spec(A).
En particulier, la surjection canonique A — A™! induit un homéomorphisme de Spec(A™) sur Spec(A).
Exemple 5.8. — Soit & un ensemble de nombres premiers positifs et soit Z 4 ’anneau des nombres
rationnels dont le dénominateur n’est divisible par aucun élément de & (©). Les éléments de son spectre

sont (0) et tous les (p), pour p € Z. L’inclusion Z — Z & induit une inclusion Spec(Z ) — Spec(Z)
dont I'image est {(0)} U Z. Elle n’est donc (en général) ni ouverte, ni fermée.

Exemple 5.9. — Si K est un corps, 'inclusion canonique de I’anneau des séries formelles K [[X]] dans
son corps des fractions K ((X)) des séries de Laurent induit une application continue

Spec(K((X))) — Spec(K[[X]])
qui envoie le seul point (fermé) de Spec(K ((X))) sur le point générique de Spec(K[[X]]).
Nous allons maintenant examiner diverses propriétés topologiques de I’espace Spec(A). Commengons
par deux remarques sur les anneaux produit.

Supposons A = A; X As. Soit I un idéal de A. Posons I} = {x1 € Ay | (21,0) € [} et I = {z2 €
As | (0,z2) € I}. Ce sont des idéaux de A; et A, respectivement, et on a I; x Is C I. Inversement, si

6. Avec la terminologie du § 6, I’anneau Z g est le localisé de Z en la partie multiplicative engendrée par les nombres premiers
positifs qui ne sont pas dans Z.
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x = (x1,22) € I,ona (x1,0) = 2 - (1,0) € I, donc x1 € I, et de la méme fagon, x2 € I5. On a donc
I =11 x Iy : tout idéal de A se décompose donc en produit.

Posons e = (1,0); on a €2

e#1).

Inversement, si e est un idempotent non trivial d’un anneau A, il en est de méme pour 1 — e, et I’ap-
plication canonique p : A — A/(e) x A/(1 — e) est un isomorphisme d’anneaux (elle est injective parce
que si ae = b(1 — e), on obtient ae = 0 en multipliant par e; elle est surjective car I’image contient

= e. On dit que e est un idempotent de A, et qu’il est non trivial (e # 0 et

(1,0) = p(1 —e) et (0,1) = p(e)). Un anneau A est donc produit d’anneaux non nuls si et seulement s’il
contient un idempotent non trivial.

Proposition 5.10. — Soit A un anneau. L’espace topologique Spec(A) est connexe si et seulement si A
ne peut pas s’écrire comme produit d’anneaux non nuls.

Démonstration. — Supposons A = A; x A,. L'exerc. 5.7.b) montre que les deux projections A — A;
induisent une injection continue de Spec(A4;) Ll Spec(As) dans Spec(A) qui est un homéomorphisme sur
son image. Sip € Spec(A), il s’écrit comme on 1’a vu plus hautp = I; x I5. Ona (1,0)-(0,1) = (0,0) € p,
donc soit (1,0) € p, c’est-a-dire I; = A;, soit (0,1) € p, c’est-a-dire [o = As. Cela prouve que I’on a une
décomposition

Spec(A) = Spec(A;) U Spec(As)

en union de deux fermés disjoints.

Supposons maintenant Spec(A) réunion de deux fermés disjoints non vides V' (I;) et V' (I2). On a alors
L#AAL#AAL+IL=AetL1I, = +/(0) (lemme 5.2). Ecrivons 1 = T1 + xo, avec x1 € I et

9 € Ip. Lélément x5 de Iy 15 est alors nilpotent, donc il existe m € N* tel que z7*z5" = 0. On a alors

2m m
2m\ . 2m\ .
1= (21 +22)"" =27 ) ( ; )mﬁmﬂfgml +ag Yy ( ; )353373” =Y+ Y.
i=m+1 i=0

Onaalors y; € I1,y2 € I3, 1 =y1 +ya et y1y2 = 0. Comme [} # A et Iy # A, ni y1, ni yo n’est nul,
donc y; est un idempotent non trivial de A, qui est ainsi produit de deux anneaux non nuls. O

On rappelle qu’un espace topologique est guasi-compact si de tout recouvrement ouvert on peut extraire
un recouvrement fini (de sorte que « compact » est équivalent a « quasi-compact et séparé »).

Proposition 5.11. — Soit A un anneau. L’espace topologique Spec(A) est quasi-compact. 1l est séparé si
et seulement si tout idéal premier est maximal.

Démonstration. — Soit (U,) un recouvrement ouvert de Spec(A4). Soit I, C A un idéal tel que
Spec(A)=Uy = V(Iy). On aalors (), V(In) = @, de sorte que > I, = A par lemme 5.1.b) et a).
On peut donc écrire 1 = ZaeA Za, OU A est un ensemble fini et v, € I,. En d’autres termes, on a
> ach la = A, donc Spec(A) = |J,ep Ua- Cela montre que Spec(A) est quasi-compact.

Un espace topologique est séparé si et seulement si deux points distincts ont des voisinages disjoints.
Cela entraine que tout point est fermé donc, comme on I’a vu plus haut, que tout idéal premier est maximal.

Inversement, si tout idéal premier de A est maximal, tout point est fermé donc, étant donné deux points
distincts p et g, le complémentaire de {q} est un voisinage de p qui ne contient pas q. Mais montrer qu’il
existe des voisinages disjoints est plus délicat et ne sera pas fait ici. O

Exercice 5.12. — Terminer la démonstration ci-dessus, en montrant que si A est anneau dans lequel tout idéal
premier est maximal, Spec(A) est séparé (lorsque A est noethérien, cela sera fait dans le § 5.3; c’est alors
équivalent au fait que Spec(A) est un ensemble fini muni de la topologie discrete. Dans le cas général, je ne
connais pas de preuve simple...).
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5.2. Espaces topologiques irréductibles, composantes irréductibles. — Venons-en maintenant a une
propriété moins courante.

Définition 5.13. — Un espace topologique est irréductible s’il est non vide et s’il n’est pas réunion de
deux fermés stricts.

Un espace topologique séparé X est irréductible si et seulement s’il est réduit a un point : si X contient
deux points distincts, ils ont des voisinages ouverts disjoints U et V, et X = (X-U) U (X=V) est
une décomposition en réunion de deux fermés stricts. Cette notion n’a donc d’intérét que pour les espaces
topologiques non séparés.

Proposition 5.14. — Pour un espace topologique X non vide, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) X estirréductible;
(ii) toute intersection finie d’ouverts non vides de X est non vide ;

(iii) tout ouvert non vide de X est dense.

Démonstration. — Supposons X irréductible et soient Uy, . . ., U,, des ouverts non vides de X . Pour mon-
trer que Uy N --- N U, n’est pas vide, on voit qu’il suffit de le faire pour n = 2. SiU; N Uy = @, on a
X = (X-U1) U (X =Us), ce qui contredit I’irréductibilité de X. Ceci montre que (i) entraine (ii).

Supposons (ii). Si U est un ouvert non vide de X, les ouverts U et X — U sont disjoints, donc X — U est
vide, de sorte que U est dense dans X. Ceci montre que (ii) entraine (iii).

Enfin, si tout ouvert non vide de X est dense, et si F et F5 sont des fermés stricts de X, les ouverts non
vides X — F} et X — F5 sont denses donc se rencontrent, et F; U Fy # X. Ceci montre que (iii) entraine
@). ]

Proposition 5.15. — Soit X un espace topologique et soit Y une partie de X. Alors Y (muni de la topo-
logie induite) est irréductible si et seulement si Y Iest.

Démonstration. — Supposons Y irréductible. Si Y est réunion de fermés F} et F5, alors Y est réunion
des fermés Y N Fy et Y N Fy, donc (par exemple) Y C F}. En passant aux adhérences, on obtient Y = F.
Ceci prouve que Y est irréductible.

Inversement, si Y est irréductible et si Y est réunion de fermés F; et Fy, il existe, par définition de la
topologie induite, des fermés G et G de X tels que F; = Y N G;. Onaalors Y C G U G, donc
Y C Gy U Gs5. Comme Y est irréductible, on a (par exemple) Y C Gy,donc Y C Y NGy = F;. Ceci
montre que Y est irréductible. O

Un espace irréductible est connexe, mais la réciproque est fausse. Comme pour les espaces connexes,
on a le résultat utile suivant.

Proposition 5.16. — L’image d’un espace irréductible par une application continue est encore irréducti-
ble.

Démonstration. — Soit X un espace irréductible et soit f : X — Y une application continue et supposons
f(X)=F,UF,.Onaalors X = f~Y(F;)U f~1(F,), donc, par irréductibilité de X, on a (par exemple)
X = f~1(F),dou f(X) = Fy. Donc f(X) est bien irréductible. O

Soit X un espace topologique. Un sous-espace de X irréductible maximal (pour I’inclusion) est appelé
composante irréductible de X ; c’est une partie fermée de X par prop. 5.15. Le lemme de Zorn entraine
que tout point de X est contenu dans une composante irréductible de X, de sorte que X est réunion de ses
composantes irréductibles.
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Voyons un peu ce que donnent ces concepts dans le cas X = Spec(A). Tout d’abord, un espace topolo-
gique admettant un point dense est irréductible (prop. 5.14). En particulier, le spectre d’un anneau integre
est irréductible, et donc, si p est un idéal premier d’un anneau A, le fermé V (p) de Spec(A), qui s’identifie
au spectre de I’anneau intégre A/p, est irréductible.

Proposition 5.17. — Soit A un anneau. Les applications de (8) induisent des bijections décroissantes
réciproques
v
{idéaux premiers de A} * {parties fermées irréductibles de Spec(A)}.
I

En particulier, les composantes irréductibles de Spec(A) correspondent aux idéaux premiers minimaux de
A, et Spec(A) est irréductible si et seulement si l’idéal /(0) des éléments nilpotents de A est premier,
c’est-a-dire si et seulement si I’anneau A" est intégre.

Cela justifie a posteriori la terminologie introduite dans la déf. 4.7 : parmi les idéaux radicaux, les
idéaux irréductibles au sens de cette définition (qui, par la prop. 4.12, sont exactement les idéaux premiers)
correspondent aux fermés irréductibles au sens topologique.

Démonstration. — On vient de voir que V (p) est un fermé irréductible. Inversement, une partie fermée de
Spec(A) s’écrit V/(I), avec I idéal radical. L’anneau B = A/I est alors réduit, et il s’agit de montrer que
si Spec(B) est irréductible, B est integre. Si bc = 0 dans B, ona V((b)) UV ((¢)) = V((bc)) = Spec(B)
(lemme 5.1.c)). On a donc par exemple V((b)) = Spec(B) par irréductibilité, donc \/(b) = 1/(0) = (0)
(puisque B est réduit). Cela entraine b = 0 et prouve que B est intégre. O

5.3. Espaces topologiques noethériens. —

Définition 5.18. — Un espace topologique est noethérien si toute suite décroissante de parties fermées
est stationnaire.

On peut formuler cette définition de différentes facons : toute suite croissante de parties ouvertes est
stationnaire, toute famille non vide de parties fermées a un élément minimal, toute famille non vide de
parties ouvertes a un élément maximal, tout ouvert est quasi-compact (on laisse les démonstrations en
exercice).

Toute partie d’un espace topologique noethérien, munie de la topologie induite, est encore un espace
topologique noethérien.

De nouveau, cette notion n’a donc d’intérét que pour les espaces topologiques non séparés : un espace
topologique noethérien séparé est fini.

Proposition 5.19. — Un espace topologique noethérien n’a qu’un nombre fini de composantes irréducti-
bles (dont il est la réunion).

Démonstration. — Soit X un espace topologique noethérien. Soit & I’ensemble des parties fermées de X
qui ne peuvent s’écrire comme réunion finie de parties irréductibles fermées. Si & n’est pas vide, il admet
un élément minimal Y, qui n’est pas irréductible. On peut donc 1’écrire comme rénion de deux fermés
stricts Y7 et Y5. Par minimalité de Y, Y7 et Y5 ne sont pas dans &, donc s’écrivent comme union finie de
parties irréductibles fermées. Il en est de méme pour Y, ce qui est une contradiction. Donc & est vide :
toute partie fermée de X (donc aussi X) peut s’écrire comme réunion finie de parties irréductibles fermées.

Ecrivons donc X = X; U---U X,,. SiI’'un des X est contenu dans un autre X;, on le retire. On arrive
ainsi a une décomposition ot aucun des X; n’est contenu dans un autre X;.
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Montrons que X; est une composante irréductible de X. Supposons X; C Y,ou Y C X est irréduc-
tible. OnayY = Uj(Y N X;), donc il existe j tel que Y N X; = X;. Onaalors X; CY C X, ce qui
entraine 7 = j et X; = Y. Chaque X; est donc une composante irréductible de X.

Inversement, si Y est une composante irréductible de X, on a de nouveau Y = ; (Y NX;),etil existe
itel que Y C X;. Par maximalité de Y, on a égalité. Ceci termine la démonstration de la proposition. [J

La preuve ci-dessus montre que pour trouver les composantes irréductibles d’un espace noethérien, il
suffit de le décomposer en réunion finie de parties fermées irréductibles et de supprimer les redondances.

Exemple 5.20. — Soit K un corps. Posons A := K[X,Y]/(XY). Lespace topologique Spec(A) a deux
composantes irréductibles : V((X)) et V((Y)). En effet V/((X)) est homéomorphe a Spec(A4/(X)) =
Spec(K[Y]), qui est irréductible puisque K [Y] est integre, et V((Y)) est irréductible pour la méme raison.
Comme aucune de ces deux parties n’est contenue dans 1’autre, et que

V(X)) uV((Y)) = V((XY)) = V((0)) = Spec(A),

ce sont les composantes irréductibles de Spec(A).

Proposition 5.21. — Soit A un anneau. L’espace topologique Spec(A) est noethérien si et seulement si
toute suite croissante d’idéaux radicaux de A est stationnaire. En particulier, si I’anneau A est noethérien,
Spec(A) est noethérien.

Démonstration. — Cela résulte du fait que I’application I — V' (I) induit une bijection décroissante entre
idéaux radicaux de A et parties fermées de Spec(A) (lemme 5.2). O
Corollaire 5.22. — Soit A un anneau noethérien. Tout idéal radical de A peut s’écrire comme intersection

finie non redondante d’idéaux premiers, et ceux-ci sont alors uniquement déterminés.

On peut en déduire une forme faible de la décomposition primaire des idéaux dans un anneau noethérien.
Notons quand méme que la formulation du corollaire fait disparaitre toute les subtilités liées aux idéaux
premiers immergés.

Démonstration. — Cela résulte des prop. 5.17 et 5.19. 0

On peut aussi terminer la démonstration de la prop. 5.11 dans le cas ou A est noethérien : si tout idéal
premier de A est maximal, les composantes irréductibles de Spec(A) sont des points fermés (prop. 5.17),
donc Spec(A) est un ensemble fini de points fermés (prop. 5.19), et il est séparé.

5.4. Dimension d’un espace topologique, dimension de Krull d’un anneau. —

Définition 5.23. — Soit X un espace topologique. On appelle dimension (combinatoire) de X le supre-
mum des longueurs n des chaines F,, C --- C Fy C Fy de fermés irréductibles de X.

Soit A un anneau. On appelle dimension (de Krull) de A le supremum des longueurs n des chaines
Prn 2 -+ 2 P1 2 po d’idéaux premiers de A.

Ces dimensions sont des éléments de N U {£o00} et on a bien sir dim(Spec(A4)) = dim(A). La
dimension d’un espace topologique est —oo si et seulement s’il est vide et la dimension de Krull d’un
anneau est —oo si et seulement s’il est nul.

Si A est noethérien, il n’y a pas de chaine infinie d’idéaux, mais il se peut quand méme que la dimension
de A soit infinie (exerc. 6.7). En revanche, nous verrons plus tard (cor. 11.12) que toute algebre de type
fini sur un corps est de dimension de Krull finie. Il existe aussi des anneaux A noethériens (dits « non
caténaires ») dans lesquels il existe des chaines d’idéaux premiers maximales (c’est-a-dire, que I’on ne
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peut pas agrandir) de longueur < dim(A) () ; heureusement, de nouveau, ce genre de pathologie n’arrive
pas pour les algebres de type fini sur un corps.

Si B est un anneau quotient de A, on a dim(A) > dim(B), puisque toute chaine d’idéaux premiers de
B se remonte dans A en une chaine d’idéaux premiers de A.

De facon plus générale, si Y est un sous-espace d’un espace topologique X, on a dim(Y) < dim(X)
(exerc. 5.30).

Exemple 5.24. — Soit p un idéal premier d’un anneau A. Les idéaux premiers de I’anneau integre A/p
sont en correspondance bijective (et croissante) avec les idéaux premiers de A contenant p. La dimension
de Krull de I’anneau A/p est donc le supremum des longueurs n des chaines d’idéaux premiers de A
commengant en p, c’est-a-dire du type p,, 2 -+ 2 p1 2 Po = p.

Exemple 5.25. — Un anneau non nul est de dimension 0 si et seulement si tout idéal premier est maximal
(c’est le cas si et seulement si Spec(A) est séparé ; ¢f: prop. 5.11). Un corps est de dimension 0, puisque le
seul idéal premier est (0) ; plus précisément, les corps sont les anneaux intégres de dimension 0.

En fait, les anneaux noethériens de dimension O sont les anneaux dits « artiniens », ¢’est-a-dire ceux
pour lesquels toute suite décroissante d’idéaux est stationnaire (exerc. 2.17).

Exemple 5.26. — Un anneau integre est de dimension 1 si et seulement si tout idéal premier non nul est
maximal. C’est le cas pour tous les anneaux principaux qui ne sont pas des corps (prop. 1.1.15), comme
Z ou K[X], ot K est un corps. Plus généralement, les anneaux de Dedekind (introduits rapidement dans
le § 4) sont les anneaux noethériens de dimension 1 intégralement clos (cf. déf. 8.15). Ceci inclut tous les
anneaux d’entiers de corps de nombres (cf. § 8).

Exemple 5.27. — On a vu dans I’exerc. 1.6 qu’un anneau factoriel de dimension 1 est principal.

Exemple 5.28. — Soit K un corps. La chaine
(le"'7Xn) 22 (Xl) 2 (O)

=

d’idéaux premiers de K[X7, ..., X,] entraine que la dimension de cet anneau est > n. Nous montrerons
(th. 11.10) qu’elle est exactement . Plus généralement, si A est un anneau, on a dim(A[X]) > dim(A4)+1
(si pp, 2 -+ 2 pg est une chalne d’idéaux premiers de A, alors (X, p,) 2 (pn) 2 -+ 2 (po) est une

chaine d’idéaux premiers de A[X]). Il y a égalité si A est noethérien (8) mais pas en général (on a toujours
dim(A[X]) < 2dim(A) + 1, et il peut y avoir égalité).

Exercice 5.29. — Soit A un anneau. Montrer dim(A[[X]]) > dim(A) + 1 (mais il existe des anneaux A de
dimension de Krull finie pour lesquels A[[X]] est de dimension infinie !). De nouveau, on peut montrer que 1’on
a égalité lorsque A est un anneau noethérien ([B3], Chap. VIII, § 3, n°4, cor. 3 de la prop. 8).

Exercice 5.30. — Soit X un espace topologique et soit Y une partie de X. Montrer dim(Y) = dim(Y) <
dim(X).

Exercice 5.31. — Soit X un espace topologique réunion de parties fermées X1, ..., X, (par exemple ses
composantes irréductibles s’il est noethérien ; cf. prop. 5.19). Montrer

dim(X) = sup dim(X;).

1<i<n
Si X est réunion d’une famille (quelconque) (U;);c s de parties ouvertes, montrer

dim(X) = sup dim(U;).

el

7. Le premier exemple d’un tel anneau est dii a Nagata (On the chain problem of prime ideals, Nagoya Math. J. 10 (1956), 51-64).
8. Cf. [B3], Chap. VIII, § 3, n°4, cor. 3 de la prop. 7 ; voir aussi exerc. 11.13 lorsque A est une algebre de type fini sur un corps.
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6. Localisation

Nous allons avoir maintenant besoin de parler de localisation, une opération fondamentale en algebre
commutative (que nous avons réussi a éviter jusqu’alors !).

Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A, c’est-a-dire telleque 1 € Set S-S C S. Le but
est d’inverser les éléments de .S dans un anneau Ag. La procédure est analogue a celle de la construction du
corps des fractions d’un anneau integre (ou 1’on prend pour S I’ensemble de tous les éléments non nuls).
Plus précisément, on définit sur S x A une relation d’équivalence en posant

(s,a) ~ (s',a') <= Tt e S (as’'—d's)t=0.

On note a/s la classe d’équivalence de (s,a) et S™1 A 1’ensemble des classes d’équivalence. On munit ce
dernier d’une structure d’anneau en posant

a da as’+ads
s s 55

a  ad
i

w |

S SS

(I1 faut bien siir vérifier que ces définitions sont compatibles avec la relation d’équivalence.) Les éléments
de S deviennent ainsi inversibles dans S~!A.

Le noyau de I’application canonique A — S~!A qui envoie a sur a/1 est I'idéal {a | 3s € S as = 0} ;
elle est donc injective si A est intégre et que S ne contient pas 0. L’ anneau S~ ! A est nul si et seulement si
S contient 0.

Soit J C S~ A unidéal; il est courant (méme si c’est un abus de notation) de noter J N A 1’idéal image
inverse de .J par 1’application canonique A — S~ A (on fait comme si ¢’était une inclusion !). On vérifie
que ’on a

(JNA)S A=
(De nouveau, on a fait un abus de notation : (J N A)S~! A désigne 1’idéal de S—' A engendré par J N A.)

L application Spec(S~1A) — Spec(A) définie par p — p N A est donc injective ; son image est
I’ensemble des idéaux premiers de A qui ne rencontrent pas S : si p est un tel idéal, c’est I'image de
pS~1A. On a donc en particulier dim(S~!A4) < dim(A) (I'inégalité peut bien sir étre stricte !).

Exemple 6.1. — Soit A un anneau, soit f un élément de A et soit S C A la partie multiplicative { f™ | n €
N}. L’anneau S~! A est souvent noté A ¢, ou méme A[f~']; on peut aussi le voir comme A[X]/(fX —1),
etil est nul si et seulement si f est nilpotent. L’image de I’application Spec(As) — Spec(A) est I’ouvert

D(f) :={p € Spec(A) | f & p} = Spec(4)=V((f))
introduit dans (7).
Par exemple, 1’anneau A[X]x (noté aussi A[X, X ~1]) est I’anneau des polynémes de Laurent

Zaka,

keZ

ou les coefficients ay € A sont presque tous nuls.

Sip C A est un idéal premier, la partie A — p est multiplicative et on note
Ay = (A-p) A

C’est un anneau local appelé localisé de A en p : son unique idéal maximal est pA, et son corps résiduel
A, /pA, estle corps des fractions de I’anneau intégre A/p (en particulier, si m est un idéal maximal de A,
le corps résiduel de I’anneau local A, est simplement A/m).
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Exercice 6.2. — Notons ¢ I’anneau (non intégre !) des fonctions continues de [0, 2] dans R et soit m; C €
I’idéal maximal des fonctions nulles en 1 (exerc. I.1.6). Montrer que le localisé ¢, s’identifie a I’anneau local
des germes de fonctions continues en 1 (cf. exerc. I11.3.9). En particulier, I’application € — %, est loin d’étre
injective.

L application Spec(A,) — Spec(A) envoie 'idéal maximal p A, sur p et son image est I’ensemble des
idéaux premiers de A contenus dans p. C’est aussi 1’ensemble des points de Spec(A) auquel p est adhérent
(cf. (9)), ou encore I'intersection de tous les voisinages de p ; il n’est en général ni fermé, ni ouvert.

Les idéaux premiers de I’anneau A, sont ainsi en correspondance bijective (et croissante) avec les
idéaux premiers de A contenus dans p, et la dimension de Krull de I’anneau A, est donc le supremum des
longueurs n des chaines d’idéaux premiers de A terminant en p, c’est-a-dire du type p = p,, 2 -+ 2D
p1 2 Po. On I'appelle aussi la hauteur de p, notée ht(p). Nous montrerons plus loin (th. 7.2) que si A est
noethérien, la hauteur de tout idéal premier p est finie, majorée par le cardinal d’un ensemble quelconque
de générateurs de p.

On a (c¢f ex. 5.24)
dim(Ay) + dim(A/p) < dim(A)
(le membre de gauche est la longueur maximale des chaines d’idéaux premiers de A dont I’un des maillons
est p). On n’a pas toujours égalité, méme si A est noethérien (des contre-exemples trés compliqués ont été
construits par Nagata en 1956). En revanche, pour la plupart des anneaux intervenant dans les applications
(en particulier en géométrie algébrique et en théorie des nombres), on a bien égalité pour tout p (c’est vrai
en particulier pour toute algebre A de type fini sur un corps; ¢f. cor. 14.2). 1l faut alors penser & la hauteur
de p comme a la codimension de p dans A (elle est égale a dim(A) — dim(A/p) c’est-a-dire, en termes
topologiques, a dim(Spec(A)) — dim({p})).

Exercice 6.3. — Soit A un anneau et soient p C g des idéaux premiers de A. Exhiber un anneau dont la
dimension de Krull est le supremum des longueurs n des chaines d’idéaux premiers de A commengant en p et
terminant en ¢, c’est-a-dire du type ¢ = p, 2 --- 2 p1 2 Po = P.

Lorsque A est integre, I’idéal (0) est premier et le localisé de A en cet idéal est le corps des fractions
K 4 de A. Tous les localisés S~ A, o S C A est une partie multiplicative ne contenant pas 0, sont alors
des sous-anneaux de K 4 ; ce sont en particulier des anneaux integres.

Remarque 6.4. — Si A est un anneau et B une A-algébre de type fini, les localisations S~! B sont des
A-algebres qui ne sont pas en général de type fini (penser & K[X] gy = K(X)). Cette famille d’algébres
est cependant suffisamment importante pour avoir recu un nom : on dit que ce sont les A-algebres essen-
tiellement de type fini.

Exercice 6.5. — Soit A un anneau intégre. Montrer

A= ﬂAp: ﬂ Am7

p C A premier mCA maximal

ou les intersections sont prises dans le corps des fractions de A.

Exercice 6.6. — Soit A un anneau et soit S C A une partie multiplicative.
a) Si A est principal et que S ne contient pas 0, montrer que 1’anneau S~ ' A est principal.
b) Si A est factoriel et que S ne contient pas 0, montrer que 1’anneau S~ * A est factoriel.
c) Si A est noethérien, montrer que 1’anneau S~* A est noethérien.

Exercice 6.7 (Un anneau noethérien de dimension infinie (Nagata)). — Soit K un corps et soit A ’anneau
de polyndmes K[(Xn)nen] en une infinité de variables. Soit (un)nen une suite tendant vers I’infini, avec
uy = 0. On note p,, I’idéal premier (X, +1,..., Xu, ., ). puis S le complémentaire de la réunion des p.,, et
B=S'A.

a) Quels sont les idéaux maximaux de B ?
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b) Calculer la dimension de Krull de B et montrer qu’elle peut étre infinie si la suite (uy,) est bien choisie.

¢) Soit R un anneau dont les localisés en tout idéal maximal sont noethériens et tel que pour tout x € R, il
existe un nombre fini d’idéaux maximaux contenant x. Montrer que R est noethérien.

d) Montrer que I’anneau B construit ci-dessus est noethérien.

Nous aurons aussi besoin plus tard du petit lemme suivant.

Lemme 6.8. — Soit A — B une extension d’anneaux, soit S une partie multiplicative de A (donc de B)
et soit J un idéal de B. On a
(JNA)S'A=JS"'BnS A

Nous avons fait dans cet énoncé les abus de notation habituels signalés plus haut.

Démonstration. — 11 est clair que (J N A)S~1A est contenu dans JS~1B N S~1A. Les éléments de
JS~1B sont les x/s,avec x € Jets € S. Si cet élément est dans S~LA, il existe s',t € Seta € Atels
que (xs’ —as)t = 0. On aalors ast = xs't € J N Aetx/s = (zs't)/(ss't) € (JNA)STLA, ce qui
montre le lemme. O

7. Hauptidealsatz

Le nom de ce paragraphe signifie en allemand « théoreme de 1’idéal principal ». Il majore la hauteur
d’un idéal principal dans un anneau noethérien.

Rappelons que la hauteur d’un idéal premier p dans un anneau A est le supremum des longueurs n des
chaines d’idéaux premiers de A terminant en p, c’est-a-dire du type p = p, 2 -+ 2 p1 2 po. C’est aussi
la dimension de Krull de I’anneau local A,. Si I C A est un idéal propre, on notera encore ht(I) I'infimum
des hauteurs ht(p), ol p est un idéal premier de A contenant . On a toujours I’inégalité

ht(I) + dim(A/I) < dim(A).

De nouveau, dans les « bons » anneaux (ou 1’on a égalité), il faut penser a la hauteur de I comme a sa
«codimension » : elle est égale a dim(Spec(A)) — dim(V (I)).

Théoreme 7.1 (Krulls Hauptidealsatz). — Soit A un anneau noethérien et soit a un élément de A. Pour
tout idéal premier minimal p contenant (a), on a ht(p) < 1. En particulier, si a n’est pas inversible,

ht((a)) < 1.

Démonstration. — Soit p un idéal premier minimal contenant (a). Raisonnons par 1’absurde et supposons
qu’il existe une chalne p = pa 2 p; 2 po d’idéaux premiers de A. Si on remplace A par A/pg, on se
ramene au cas po = 0 (I’anneau est en particulier intégre) ; si on remplace ensuite A par A, on se rameéne
finalement au cas ol A est un anneau integre local noethérien d’idéal maximal m avec un élément a tel que
m est le seul idéal premier de A contenant a. Autrement dit, I’anneau B := A/(a) a un seul idéal premier.
Nous utiliserons les notations et résultats de 1’exerc. 4.13.

Prenons b € p; non nul. Soit n € N*; nous allons considérer M := A/(a™) comme un B-module.
Notons M le noyau de son endomorphisme « multiplication par b », M3 son image et My := M /M3 son
conoyau. On a

M, = {zeM|zbe(a")}~=((a"):b)/(a"),
My = (A/(a"))/(bA/(a")) ~ A/(a",b).
Comme M3 ~ M /M, et My = M /M3, nous avons d’autre part (exerc. 4.13.¢))
(M) = €M) — 6(Ms) = (((Ms) + £(Ms)) — €(Ms) = £(Ms),
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de sorte que £(M7) = £(My).

D’autre part, pour tout T € M, il existe y € A tel que xb = ya™. On a en particulier y € ((b) : a™).
Comme « est bien défini a addition d’un multiple de a™ prés et que A est intégre, = est bien défini a addition
d’un multiple de b pres et I’association x +— y définit un isomorphisme ((a™) : b)/(a™) =~ ((b) : a™)/(b)
de A-modules.

Comme A est noethérien, la suite croissante d’idéaux ((b) : a™) de A est stationnaire, donc ((b) : a™) =
((b) : a™*1) pour un entier n > 0 assez grand. On en déduit un isomorphisme

((a") :b)/(@") = ((a"*1) : b)/ (@)
de A-modules, donc aussi de B-modules. Ils ont donc la méme longueur. Il s’ensuit que les B-modules
A/(a™,b) et A/(a™*1,b) ont aussi la méme longueur. Cela entraine (exerc. 4.13.e)) que la surjection
canonique A/(a"*1,b) — A/(a™,b) est un isomorphisme, donc que I’on a (a™,b) = (a"*,b). 1l existe
donc des éléments x et y de A tels que a™ = za™ ! + yb, c’est-a-dire a™ (1 — xa) = by.

Mais 1 — za est une unité de A (lemme 3.7), donc a™ € (b) C p;1 et a € p;. Mais c’est absurde car p
est un idéal premier minimal contenant a. Ceci termine donc la démonstration. O

On généralise le théoréeme précédent ainsi.

Théoréme 7.2. — Soit A un anneau noethérien et soit I un idéal propre de A engendré par n éléments.
Pour tout idéal premier minimal p contenant I, on a ht(p) < n. En particulier, ht(I) < n.

Dans un « bon » anneau A, ce théoréme dit que la partie fermée de Spec(A) correspondant a un idéal
engendré par n éléments est de codimension au plus n (cor. 14.7).

On n’a bien siir pas toujours égalité (on peut toujours ajouter des générateurs « inutiles ») ; plus sérieu-
sement, si ht(I) = n, il n’est pas toujours possible d’engendrer I avec seulement n éléments (9.

Démonstration. — On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 étant le théoréme précédent. Comme
dans la preuve précédente, on se ramene au cas ot A est un anneau inteégre local noethérien d’idéal maximal
m;siag,...,a, engendrent un idéal I C m tel que m est le seul idéal premier de A contenant 7, il s’agit
de montrer ht(m) = dim(A4) < n.

Supposons au contraire qu’il existe une chaine m = p,, 2 --- 2 p1 2 (0) d’idéaux premiers de A avec
m > n. Comme A est noethérien, on peut supposer que p,,,—1 est maximal parmi tous les idéaux premiers
strictement contenus dans m. L’idéal p,,,_1 ne contient pas tous les a; ; supposons a,, ¢ p,,—1. L'idéal
Pm—1 + (ay) n’est alors contenu dans aucun autre idéal premier de A autre que m, qui est donc son radical
(lemme 3.2.b)).

Pour chaque ¢ € {1,...,n — 1}, on a a; € m; il existe donc un entier » > 0 tel que a} € p,—1 +
(an) pour tout i. On écrit a] € x; + y;an, avec x; € pp_1 ety; € A Ona (af,...,al_1,a,) =
(x1,...,Tn_1,an), donc le seul idéal premier de A contenant (z1,...,Z,_1,a,) estm.

Posons J := (x1,...,2,_1). Dans I’anneau quotient A := A/J, cela signifie que le seul idéal premier
de A contenant 1’idéal principal (@,) est m := m/J. Le th. 7.1 entraine ht(m) < 1. Comme on a m 2
pm—1/J, cela signifie que p,,—1 est un idéal premier minimal contenant J. L’hypothése de récurrence

entraine alors m — 1 < n — 1, d’ou le théoreme. O
Corollaire 7.3. — La hauteur de tout idéal propre d’un anneau noethérien est finie.
Corollaire 7.4. — La dimension d’un anneau local noethérien est finie.

9. Si K un corps, I'idéal (XY,Y Z, ZX) de I'anneau K[X,Y, Z] est de hauteur 2 (cf. exerc. 4.28 et cor. 14.2), mais ne peut étre
engendré par 2 éléments (c’est difficile a montrer !).
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Exercice 7.5. — Soit A un anneau local noethérien d’idéal maximal m. On pose B = A[X]. Soit I un idéal
de A de radical m et soit J un idéal de B contenu dans mB tel que J + XB = IB + X B.
a) Montrer que mB + X B est un idéal maximal de B qui est le radical de /B + X B.
b) Dans I'anneau B := B/.J, montrer que 1’idéal (mB + X B)/J est un idéal premier minimal contenant
1’idéal principal (X).
¢) En déduire que m B est un idéal premier minimal contenant J (Indication : on pourra utiliser le th. 7.1).

Exercice 7.6 (Eagon-Northcott). — Soit A un anneau noethérien et soit M € .#nxn(A) une matrice a coef-
ficients dans A. Soit I I'idéal de A engendré par les r x r mineurs de M. Le but de cet exercice est de montrer
que pour tout idéal premier minimal p contenant I, on a (**)

ht(p) < (m—r+1)(n—r+1).

a) Montrer que cette inégalité est vraie lorsque m = 1. On procede par récurrence sur m.

b) Montrer que I’inégalité est vraie lorsque r = 1.

¢) Montrer qu’on peut supposer A local d’idéal maximal m = p, égal au radical de I.

d) Montrer que si un des coefficients de M est une unité de A, I’inégalité est vraie (Indication : on pourra
utiliser des opérations élémentaires pour se ramener a une matrice de taille (m — 1) x (n — 1)).

e) On suppose r > 1 et que tous les coefficients de M sont dans m, et on pose B = A[X]. Soit N €
Mo xn(B) 1a matrice obtenue 2 partir de M en changeant le coefficient a11 en a11 + X, et soit J 1’idéal
de B engendré par les X r mineurs de N. Montrer / C mBet J + XB = IB + X B. En déduire
ht(mB) < (m —r+1)(n—r+ 1) (Indication : on pourra utiliser I’exerc. précédent, puis travailler dans
I’anneau local By, p et utiliser d)).

f) Montrer ht(m) < ht(mB) et conclure.

Exercice 7.7 (Anneaux locaux réguliers). — Soit A un anneau local noethérien d’idéal maximal m. On note
K le corps A/m (on 'appelle le corps résiduel de I’anneau local A).

a) Montrer que m/m? est naturellement muni d’une structure de x-espace vectoriel de dimension finie.

b) Montrer que dim,, m/m? est égal au nombre minimum de générateurs de I’idéal m de A (Indication : on
pourra utiliser le lemme de Nakayama (th. I11.3.8)).

¢) Montrer dim(A) < dim, m/m?. On dit que I’anneau local A est régulier s’il y a égalité.

d) Soient m et n des entiers strictement positifs et soit A le localisé de I’anneau quotient C[X, Y]/(X™ —
Y™) en Iidéal maximal (X,Y’). Avec les notations précédentes, calculer dim, m/m? en fonction de m
et n. Déterminer les paires (m, n) pour lesquelles I’anneau A est régulier (Indication : on pourra utiliser
le fait que I’anneau A est de dimension 1 (cor. 11.14)).

8. Extensions finies et entieres d’anneaux

Soit A un anneau. Une A-algebre est un anneau B muni d’un morphisme d’anneaux A — B.

Définition 8.1. — Soit A un anneau et soit B une A-algébre.
a) On dit que B est une A-algebre de type fini si elle peut étre engendrée, en tant que A-algébre, par
un nombre fini d’éléments.
b) On dit que B est une A-algébre finie si elle peut étre engendrée, en tant que A-module, par un
nombre fini d’éléments.

Pour étre tout-a-fait explicite, B est une A-algebre de type fini s’il existe des éléments 1, ..., z, de B
tels que tout élément de B puisse s’écrire P(x1, . .., Z, ), ol P est un polyndme en n variables a coefficients
dans A. De fagon équivalente, la A-algébre B est quotient d’un algébre de polynémes A[ X1, ..., X,].

10. Si I’on utilise le th. 10.2, la prop. 10.9 et le cor. 14.2, ce résultat entraine que lorsque K est un corps algébriquement clos, le
fermé de Ay xn (K) ~ K™ constitué des matrices de rang < s est de codimension au plus (en fait exactement) (m — s)(n — s)
(il est défini par I’annulation des (s + 1) X (s + 1) mineurs).
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L’anneau de séries formelles A[[X]] n’est pas une A-algebre de type fini lorsque A est non nul (cf. cor.
10.8).

De méme, B est une A-algebre finie s’il existe des éléments z1, . .., x,, de B tels que tout élément de B
puisse sécrire a1x1 + - - - + an Ty, avec ay, . . ., a, € A. De fagon équivalente, le A-module B est quotient
d’un A-module libre de type fini A™. Une telle algébre est bien siir de type fini, mais la réciproque est
fausse en général : la A-algebre A[X] est de type fini, mais n’est pas finie.

Définition 8.2. — Soit A un anneau et soit B une A-algébre.
a) On dit qu’un élément x de B est entier sur A s’il existe un polyndme unitaire P € A[X] tel que
P(z) =0.
b) On dit que B est entier sur A si tout élément de B est entier sur A.

On dira qu’une A-algebre B est une extension de A si ’application canonique A — B est injective. On
notera alors A — B.

Si A — B est une extension de corps, elle est entiere si et seulement si elle est algébrique, tandis que
les deux définitions de « finie » coincident.

Proposition 8.3. — Soit A — B une extension d’anneaux et soit x € B. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(1) x est entier sur A;
(il) Alx] est une A-algebre finie;
(iil) il existe une A-algebre finie C telle que A[x] C C C B.

Démonstration. — Supposons x entier sur A. Il est alors annulé par un polyndme unitaire de degré n et
on vérifie que le A-module A[z] est engendré par {1,x, ..., 2" 1}. Comme (ii) entraine trivialement (iii),
il reste 2 montrer que (iii) entraine (i).

Appliquons le théoréme de Cayley-Hamilton (th. I1.3.2) a I’endomorphisme u du A-module C' donné
par la multiplication par z. Il fournit un polyndme unitaire P € A[X] tel que P(u) = 0. Mais alors

P(z) = P(u)(1) s’annule. O
Corollaire 8.4. — Une extension d’anneaux finie est entiére.
Proposition 8.5. — Soient A — B — C des extensions d’anneaux.

a) Siles extensions A — B et B — C sont finies, il en est de méme pour l’extension A — C.
b) Si les extensions A — B et B — C' sont entiéres, il en est de méme pour I’extension A — C.
c) Sixy,...,x, sont des éléments de B entiers sur A, la A-algébre Alxy,. .., x,] est finie.

Démonstration. — La démonstration de a) est la méme que dans le cas des corps (cf. preuve du th. 1.2.4) :
si (bi)icr engendre le A-module B et que (c;) ;¢ s engendre le B-module C, alors (b;c;)(; jyerx.s engendre
le A-module C'.

Le point c¢) résulte de a) et de la prop. 8.3, par récurrence sur n.
Enfin, supposons les extensions A — B et B < ( entiéres et soit z € C'. Comme il est entier sur B, il
existe une relation
2"+ by 12"V bz + by = 0.
Comme les b; sont entiers sur A, la A-algébre A[by,...,b,—1] est finie. Comme x est entier sur cette

algebre, A[b, ..., b,—1,x]estfinie sur Albg, ..., b,_1]. Para), il en résulte que A[by, ..., b,_1, | est finie
sur A, donc z est entier sur A par cor. 8.4. Ceci montre b) et termine la démonstration de la proposition. [
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La réciproque du point b) est vraie : si I’extension A — C est entiere, tout élément de C' est entier sur
A, donc sur B, de sorte que I’extension B < C' est entiére ; de méme, tout élément de B est entier sur A,
de sorte que ’extension A — B est entiére.

Si I’extension A — C est finie, C est un A-module de type fini, donc aussi un B-module de type fini,
de sorte que I’extension B < (' est entiere. L’extension A < B est entiere si A est noethérien (parce
qu’un sous-module d’un A-module de type fini est alors encore de type fini; cf. exerc. 2.3), mais pas en
général (11,

On a aussi I’analogue du cor. 1.2.11.

Corollaire 8.6. — Toute extension d’anneaux A — B engendrée par un nombre fini d’éléments entiers
sur A est finie, donc entiére. En particulier, toute extension d’anneaux entiére et de type fini est finie.

Démonstration. — Ce n’est qu’une réécriture de la prop. 8.5.c). O

Corollaire 8.7. — Soit A — B une extension d’anneaux. L’ensemble des éléments de B entiers sur A est
un sous-anneau de B, extension entiére de A appelée cloture intégrale de A dans B.

On dit que A est intégralement clos dans B si sa cloture intégrale dans B est A, c¢’est-a-dire que tout
élément de B entier sur A est dans A. La cloture intégrale de A dans B est intégralement close dans B
(pourquoi ?).

Démonstration. — Si x et y sont des éléments de B entiers sur A, la A-algébre A[z, y| est finie par prop.
8.5.¢c), donc ses éléments x — y et xy sont entiers sur A (cor. 8.4). O

Nous aurons besoin plus loin du résultat suivant.

Lemme 8.8. — Soit A — B une extension d’anneaux entiere et soit S une partie multiplicative de A
(donc de B). L’extension d’anneaux S~ A < S™' B est entiére.

Démonstration. — Soit z/s un élément de S~ B. L'élément = de B est entier sur A donc il existe une
relation

2" ap_ 12" 4 far+ag=0

avec ag, ..., a,_1 € A. On a alors
(x/8)" + (an-1/s)(x/s)" " + -+ (ar/s" ") (@/s) + (ao/s") = 0
dans S—1A, de sorte que /s est entier sur cet anneau. O
Exercice 8.9. — Soit A — B une extension d’anneaux entiere et soit S une partie multiplicative de A.

a) Silextension A < B est finie, I’extension S ™t A < S~!B est finie.
b) Si A est intégralement clos dans B, I’anneau S~ A est intégralement clos dans S~ B.

Exercice 8.10. — Soit A — B une extension finie d’anneaux integres. Montrer que 1’extension associée
K4 — Kp des corps de fractions est finie, mais que la réciproque est fausse.

11. Voici un exemple. Soit J un idéal d’un anneau A qui n’est pas engendré par un nombre fini d’éléments. Soit C' la A-algebre
finie A[X]/(X?) et soit B la sous-A-algébre de C engendrée par 1 et JX, c’est-a-dire {a +7X | a € A, r € J}. Le A-module
quotient B/A est isomorphe a .J, donc n’est pas de type fini; il s’ensuit que le A-module B n’est pas non plus de type fini (merci a
Jin Lie pour cet exemple !).
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Exercice 8.11 (Lemme d’Artin-Tate). — Soit A un anneau noethérien et soient A <— B < (' des extensions
d’anneaux. On suppose que C' est une A-algebre de type fini et une B-algebre finie. Le but de cet exercice est
de montrer que B est une A-algebre de type fini.

Soient c1, . .., cm des générateurs de la A-algebre C' et soient ci, ..., ¢, des générateurs du B-module C.
On éerit ¢; = 3 bijcy, avec by; € Betcicy = 3, bijicy, avee by, € B. Soit B' C B la sous-A-algébre
engendrée par les b;; et les bgjk.

a) Montrer que 1’anneau B’ est noethérien.

b) Montrer que C est une extension finie de B’.
¢) Montrer que B est une extension finie de B’.
d) Conclure.

Exercice 8.12. — Soit K un corps et soit A une K-algébre de type fini. Soit G un groupe fini agissant sur A
de facon que I’action soit triviale sur K.
a) Montrer que A® := {a € A|Vg € G g-a = a} estune sous-K-algébre de A.
b) Montrer que A est une extension finie de A® (Indication : si a € A, on pourra considérer le polynéme
ngG(X -9 CL))
¢) Montrer que A® est une K-algebre de type fini (Indication : on pourra utiliser I’exerc. 8.11).

Exercice 8.13. — Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Le groupe G := Z/2Z agit sur A :=
K[X,Y] par la multiplication par —1. Identifier la sous-K-algébre A := {a € A |Vg € G g-a=a}de A
et montrer qu’elle est isomorphe a K [U, V, W]/(UV — W?).

8.1. Traces d’entiers. — Soit K — L une extension finie de corps. On a défini dans le § 1.5.6 la forme
K-linéaire Trr,/rr : L — K comme l'application qui 2 x € L associe la trace de I’endomorphisme
K-linéaire m,, de L « multiplication par x ».

Proposition 8.14. — Soit A un anneau intégre de corps de fractions K et soit K — L une extension finie
de corps. Si x € L est entier sur A, I'élément Try, i (x) de K est entier sur A.

La preuve ci-dessous montre aussi que tous les coefficients du polyndme minimal de = sur K sont
entiers sur A.

Démonstration. — 1l ressort du th. 1.5.32 que 'on a

Trp kg (v) = [L: K(z)] Trg )k ().
On peut donc supposer L = K (z). On a vu au cours de la preuve du th. 1.5.35 que Tr,/x () est alors la
somme des racines (dans un corps de décomposition de P) du polyndme minimal P de = sur K. Comme
x est aussi racine d’un polyndme unitaire Q € A[X], le polyndme P divise ), donc toutes les racines de

P sont aussi racines de () et sont ainsi entieres sur A. Il en est donc de méme pour leur somme Tr,, x(x)
(cor. 8.7). ]

8.2. Anneaux intégralement clos. —

Définition 8.15. — Un anneau est dit intégralement clos s’il est integre et intégralement clos dans son
corps des fractions.

Exemple 8.16. — L’anneau integre A = Z[\/g} n’est pas intégralement clos : son corps des fractions est
K = Q[v/5], I'élément (1 + 1/5)/2 de K est entier sur A (il est annulé par le polyndéme X2 — X — 1 €
A[X]), mais il n’est pas dans A. Sa cloture intégrale dans K est Z[(1 + v/5)/2] (exerc. 8.20).

Exercice 8.17. — Soit A un anneau inteégre. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes (cf. exerc.
6.5):

(i) T’anneau A est intégralement clos ;
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(ii) pour tout idéal premier p de A, I’anneau A, est intégralement clos ;

(iii) pour tout idéal maximal m de A, I’anneau Ay, est intégralement clos.

Exercice 8.18. — Soit A un anneau intégralement clos de corps des fractions K et soit X < L une extension
algébrique de corps. Montrer qu’un élément de L est entier sur A si et seulement si son polyndme minimal sur
K est a coefficients dans A.

Un corps de nombres L est une extension finie de Q. L’ anneau des entiers de L est la cloture intégrale B
de Z dans L. C’est un anneau intégralement clos. Comme Z, I’anneau B est de dimension 1 (th. 11.8 ; mais
il existe une preuve plus simple dans ce cas particulier que 1’on peut trouver dans [L], prop. 1.5.6). Enfin,
il est noethérien grace au théore¢me suivant. C’est donc un anneau de Dedekind, comme défini brievement
dans le § 4. Remarquons que le groupe abélien (B, +) est sans torsion, de type fini par le théoréme, donc
isomorphe a un Z" (th. 11.4.10).

Théoreme 8.19. — Soit A un anneau noethérien intégralement clos, de corps de fractions K et soit K —
L une extension finie séparable de K. La cloture intégrale de A dans L est un anneau noethérien, extension

finie de A.

Démonstration. — Soit B la cloture intégrale de A dans L. Soit = un élément de L. Il satisfait alors a une
équation
" + )\7l_1$n71 + -0+ )\11‘ + )\0 = O,
avec Ap—1,..., A0 € K. Soita € A- 0 tel que a); soit dans A pour tout i. On a alors
(az)™ + arp_1(ax)" P+ +a" A (ax) + a™ Mo = 0,

de sorte que ax est entier sur A, donc dans B. En particulier, il existe une base (b1, ..., b, ) du K-espace
vectoriel L constituée d’éléments de B.

Posons
Ni={reL|Vje{l,...om} Trplab;) e A}.

C’est un sous-A-module de L contenant B (prop. 8.14). L’extension K < L étant séparable, 1’application
Try, i définit une forme K-bilin€aire symétrique non dégénérée sur L (th. 1.5.35) et il existe une base
(z1,...,2m) du K-espace vectoriel L telle que Try, / K (x;b;) = &; ; (symbole de Kronecker). On a alors
N = Az, +-- -+ Axz,,, de sorte que N est un A-module de type fini. Comme A est noethérien, B est aussi
un A-module de type fini (exerc. 2.3) ; ¢’est ainsi une extension finie de A. C’est un anneau noethérien par
cor. 2.8. O

Exercice 8.20. — Soit d un entier sans facteur carré, différent de 1. Montrer que 1’anneau des entiers du corps
Q(Vd) est Z[v/d] sid =20u 3 (mod 4), et Z[(1 4+ v/d)/2] sid =1 (mod 4).

Lorsque d < 0, I’anneau des entiers de Q(+/d) est principal si et seulement si d est 'un des entiers
-1, -2, =3, =7, —11, —19, —43, —67, —163. Pour d > 0, les anneaux principaux sont beaucoup plus

nombreux. En 2008, il est conjecturé qu’il en existe une infinité (12),

Proposition 8.21. — Un anneau factoriel est intégralement clos.

La réciproque est fausse : on a vu (ex. 1.4) que I’anneau intégre Z[/—5] n’est pas factoriel ; mais il est
intégralement clos (exerc. 8.20).

12. Pour tous les anneaux d’entiers de corps de nombres, et plus généralement pour tous les anneaux de dimension 1, le fait d’étre
principal ou factoriel est la méme chose (exerc. 1.6).
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Démonstration. — Soit A un anneau factoriel. Supposons qu’un élément z/y de son corps des fractions
(avec & A y = 1) soit racine d’un polyndme unitaire
X"+ apn 1 X" '+ daztag € A[X].
On a alors
"4 ap_ 12"y + -+ arzy” +aey™ =0,

de sorte que y divise x™. La prop. 1.3 entraine que y divise x, donc est une unité de A, de sorte que
x/y € A. O

Exemple 8.22. — Si K est un corps, on a vu dans I’exerc. 1.5 que le sous-anneau A = K[X?2 X3] de
K[X] n’est pas factoriel. Il n’est en fait pas intégralement clos, puisque son corps des fractions est K (X),
que X est entier sur A (il est annulé par le polyndme 72 — X? € A[T]), mais qu’il n’est pas dans A.

Théoréme 8.23. — Soit A un anneau intégralement clos. L’anneau A[X] est intégralement clos.
Démonstration. — Commengons par deux lemmes.
Lemme 8.24. — Soit A — B une extension d’anneaux et soit P un élément de A[X| tel que P = QR,

out Q) et R sont des polyndmes unitaires de B[X|. Les coefficients de Q et de R sont entiers sur A.

Démonstration. — Notons By I'anneau B[T]/(Q). Comme () est unitaire, c’est un B-module libre de
rang deg(Q) et I’application canonique B — Bj est en particulier injective. Si a; est la classe de 7' dans
Bi,onaQ(X) = (X — a1)Q1(X) dans B;1[X]. En répétant cette construction, on obtient une extension
finie d’anneaux B — C dans laquelle Q(X) = [[;(X — a;) et R(X) = []; (X — By) sont scindés. Les
o et [, sont entiers sur A car annulés par P, donc aussi les coefficients de () et de R, puisque ce sont des
polynomes en les «; et By (cor. 8.7). O

On en déduit immédiatement le lemme suivant, qui est une version du « lemme de Gauss » (lemme 1.9)
pour les anneaux intégralement clos.

Lemme 8.25. — Soit A un anneau intégralement clos de corps des fractions K et soit P € A[X] tel que
P = QR, out Q et R sont des polynomes unitaires de K[X]|. Alors Q et R sont dans A[X].

Revenons a la démonstration du théoréme. Si K est le corps des fractions de A, celui de A[X] est K (X).
On prend donc un élément P de K (X) entier sur A[X] et il s’agit de montrer qu’il est dans A[X]. Comme
K[X] est principal, donc intégralement clos (cor. 2.6 et prop. 8.21), P € K[X] et on a une relation

P4+ A, 1P 4. 4+ AP+ Ay=0,

ol Ay, ..., An—1 € A[X]. On peut donc écrire Ay comme le produit de P et d’un autre polynéme. Malheu-
reusement, on ne peut pas appliquer le lemme 8.25, puisque ces polyndmes n’ont aucune raison d’étre uni-
taires. L’ astuce consiste & poser Q = P— X", oum est un entier > max(deg(P), deg(4p), ..., deg(A,—1)).
On a alors
0=(X"+Q)" + A1 (X" + Q)" T+ -+ Ay (X™ + Q) + Ao,
qui peut se réécrire
Q"+ Bno1Q"" -+ B1Q + Bo = 0,
avec
Bo=Ag+ A X™ 4+ A, XD L XM e A[X].
Le choix de m entraine que —() et By sont unitaires, puis le lemme 8.25 que ) est dans A[X], ¢’est-a-dire
P e A[X]. O
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Exercice 8.26. — Soit A un anneau factoriel dans lequel 2 est inversible et soit a € A un élément divisible par
le carré d’aucun élément irréductible de A. Montrer que I’anneau A[y/a] := A[X]/(X? — a) est intégralement
clos (Indication : utiliser I’exerc. 8.18).

Exercice 8.27. — Soit A un anneau intégre sur lequel agit un groupe fini G. On note A€ ’anneau des inva-
riants, c’est-a-dire A :={a € A|Vg € G g-a=a}.
a) Montrer que I’action de GG sur A se prolonge de fagon unique en une action sur son corps des fractions
Ka.
b) Montrer que le corps des fractions K 4 de A est un sous-corps du corps des invariants K.
¢) Montrer que I’on a en fait K y¢ = K§.
d) Si A est intégralement clos, montrer que A est intégralement clos.

9. Lemme de normalisation de Noether

Soit K un corps et soit A une K-algebre. Des éléments aq,...,a, de A sont dits algébriquement
indépendants si

VPGK[Xl,...,Xn] (P(a1,7an):0):>(P:0)

En d’autres termes, la sous-extension KJaq,...,a,] C A est isomorphe a K[X;,...,X,]. Dans le cas
contraire, on dit que ay, . . ., a, sont algébriquement liés.

Théoréme 9.1 (Lemme de normalisation d’E. Noether). — Soit K un corps et soit A une K-algebre de
type fini. 1l existe des éléments algébriquement indépendants a1, . . . , a, de A tels que A soit une extension
finiede Klay, ..., ay)

En d’autres termes, I’extension K — A se décompose en K — K]Jay,...,a,] < A ol la premiere
extension est dite franscendante pure et la seconde est finie. L’extension intermédiaire KJay, ..., a,] n’est
pas unique, mais I’entier n I’est : nous montrerons plus tard (cor. 11.12) que c’est la dimension de Krull de

A.

La démonstration ci-dessous est due a Nagata (1962). La démonstration originale d’E. Noether (1926)
supposait K infini.

Démonstration. — Elle repose sur le lemme suivant.

Lemme 9.2. — Soit A une K -algébre de type fini engendrée par des éléments x1, . . . , X, algébriquement
liés. Il existe des éléments y1, . ..,Yym—1 de A tels que x,, est entier sur A’ :== Ky1,...,Ym—1] et A =
A [m).

Montrons comment ce lemme entraine le théoréme. Supposons A engendrée par des éléments x1, . . ., Z,,
et procédons par récurrence sur m. Si les x; sont algébriquement indépendants, on les prend pour les a;
et A est une extension transcendante pure de K. S’ils sont algébriquement liés, on applique le lemme :
il existe y1,...,ym—1 € A tels que A est fini sur A’ := Klyi,...,ym—1].- LUhypothése de récurrence
s’applique a A’ : il existe des éléments algébriquement indépendants a1, . ..,a, € A’ tels que A’ soit une
extension finie de K{ay,...,ay]. La prop. 8.5.a), appliquée aux extensions finies

Klay,...,a,] — A" — A,

permet alors de terminer la démonstration du théoréme. O
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Démonstration du lemme. — Soit P € K[X1,...,X,,] non nul tel que P(x1,..., ) = 0. On cherche
les y; sous la forme y; = x; — xf,i, pour 1 <4 < m — 1, ol e est un entier suffisamment grand. Pour tout
choixdee,ona A = K[y1,...,Ym—1,%m]. En outre,

—1

0= P(yl +$217~--aym—1 +x$nm ,ﬂ?m) = Q(yla"wymflaxm)'

Posons A’ := K[y1, . .., Ym—1]- On aimerait que le coefficient dominant du polyndmeQ (y1, - - - , Ym—1, X ),
vu comme élément de A’[X], soit inversible dans A’ (car cela impliquerait que z,,, est entier sur A’). On a
pour tout mondme

m—1
XlTlX;T{n _ (H Y—I—Xe r)X:nm
i=1
_ Yln . YTm 1er +- X,':%6+T2€2+"'+T7n715m_1+T'rn.

Le dernier terme est 'unique terme de plus haut degré en X,,. Si e est strictement plus grand que tous
les exposants r; qui apparaissent dans les mondmes de P, le degré rie + roe? 4 oo 1™ 4
détermine les 7; uniquement : ce sont les chiffres de son écriture en base e. Dans ce cas, des monomes
distincts de P donnent des puissances distinctes de X,,, dans Q. Une seule de ces puissances est maximale
et elle apparait avec un coefficient dans K*. U

La cloture intégrale d’un anneau noethérien integre n’est pas toujours un anneau noethérien (encore un
contre-exemple dii a Nagata !). Nous allons déduire du lemme de Noether que dans le cas « géométrique »,
ce genre de pathologie n’arrive heureusement pas.

Corollaire 9.3. — Soit K un corps, soit A une K-algébre intégre de type fini, de corps des fractions K 4,
et soit K4 — L une extension finie. La cloture intégrale de A dans L est une K-algébre intégre de type
fini, extension finie de A.

Démonstration. — D’apres le th. 9.1, il existe des éléments algébriquement indépendants ay, . .., a, de
A tels que A soit une extension finie de ’anneau K[ay, ..., a,]; ce dernier est isomorphe & un anneau de
polyndmes K[X,...,X,], donc est noethérien intégralement clos. Le corps K 4 est alors une extension
finie de K(aq,...,a,) (exerc. 8.10), de sorte que L est aussi une extension finie de K(aq,...,a,). La
cloture intégrale B de A dans L est aussi la cloture intégrale de K[aq,...,a,]| dans L (les éléments de L
entiers sur A sont les mémes que les éléments de L entiers sur K|[aq,. .., a,] par la prop. 8.5.b)).

Si la caractéristique de K est nulle, I’extension finie K (a1, ..., a,) < L est séparable, et B est, par le
th. 8.19, un anneau noethérien, extension finie de Klay,...,a,], donc de A.

Reste a traiter le cas plus compliqué ou la caractéristique de K est un nombre premier p > 0. Comme
expliqué dans le cas de caractéristique nulle, on peut supposer A = Klay, ..., ay], isomorphe & un anneau
de polyndmes K[Xj, ..., X,]. Comme A est noethérien, un sous- A-module d’un A-module de type fini est
encore de type fini (exerc. 2.3), donc on peut aussi remplacer pour la preuve L par une extension finie, par
exemple par sa cloture normale dans une cloture algébrique. L’ extension finie K 4 < L est alors normale.
Soit G := Gal(L/K 4) le groupe de ses K 4-automorphismes ; I’extension L’ := L% < L est galoisienne
(lemme d’Artin ; th. 6.22) donc séparable.

Montrons tout d’abord le résultat pour la cloture intégrale B’ de A dans L’. Considérons des generateurs
Y1, - -+, Ym de I'extension K (4= L’. Par I’exerc. 1.6.24, il existe un entier 7 > 0 tel que tous les y? sont
dans K 4. On peut écrire y! = P,;/Q;, ou P; et Q; sont dans A = K]aq,...,a,). Soient t1,...,t; € K
tous les coefficients non nuls qui interviennent dans ces polyndmes. Notons K := K (¢} 4, .., t277) (ol
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les racines p”-iémes sont prises dans une cloture algébrique de L) ; ¢’est une extension finie de K, et

L/

KA(yla cee 7ym)
KA<P1P77aQ1177T7 e 7P7]7);T7Q[7;’:T)

r

e b T o
Koty ...t a0 40 )

K'(a{T, k)= 1",

N 1N

La cloture intégrale B’ de A dans L’ est contenue dans la cloture intégrale de A dans L”. Comme I’exten-

sion de corps K «— K’ est finie, I'extension d’anneaux A = Klaq,...,a,] — K'[ai,...,a,] est aussi
finie. Lextension d’anneaux K'[ay,...,a,] — K'[a} ,...,aP '] est aussi finie, donc I’extension com-

i —r . ) " — .
posée A — K'[a] ..., aP ] est finie (prop. 8.5.a)), donc entiere. Comme I’anneau K'[a} ..., af ]

est intégralement clos (dans son corps des fractions L"), c’est la cloture intégrale de A dans L”, qui est
ainsi un A-module de type fini. Comme A est noethérien, cela entraine que son sous-A-module B’ est aussi
de type fini.

Comme B est la cloture intégrale de B’ dans L, 1’argument employé en caractéristique nulle entraine
que ’extension B’ < B est finie, donc aussi 1’extension composée A < B’ — B. L’anneau B est en
particulier une A-algebre de type fini, donc aussi une K-algebre de type fini. O

Exercice 9.4. — Soit K un corps et soit A une K-algebre intégre essentiellement de type fini (rem. 6.4).
Montrer que la cléture intégrale de A dans son corps de fractions est une extension finie de A.

Remarque 9.5 (Anneaux excellents). — La finitude de la cloture intégrale est une propriété essentielle
pour pouvoir construire ce que 1’on appelle la « normalisation » d’une variété en géométrie algébrique.
Elle est heureusement partagée par de nombreux anneaux noethériens, en particulier les anneaux appelés
«excellents » par Grothendieck (Eléments de géométrie algébrique IV 2, Publ. Math. IHES 24 (1965), §
7.8). Cette classe d’anneau est stable par localisation et passage a une algebre de type fini ; elle comprend
aussi les anneaux de Dedekind de caractéristique nulle (donc par exemple Z) et les anneaux de séries
formelles sur un corps.

10. Théoreme des zéros de Hilbert

Ce théoreme fondamental (« Nullstellensatz » en allemand) prend plusieurs formes. Sa plus frappante
est celle du cor. 10.4.

Lemme 10.1. — Soit A — B une extension entiére d’anneaux intégres. Alors A est un corps si et seule-
ment si B est un corps.

Démonstration. — Supposons que A est un corps. Soit z un élément non nul de B. Comme x est entier sur
A, le A-espace vectoriel A[z] est de dimension finie et comme la multiplication par x est une application
linéaire injective (puisque B est integre), elle est surjective. Donc 1 est atteint, et un inverse de x existe
dans A[x]. Cela signifie que x est inversible dans B, qui est donc un corps.

Inversement, supposons que B est un corps. Soit z un élément non nul de A et soit y I’inverse de = dans
B. Il est entier sur A, donc on a une relation y™ + a,_1y" "' + - -- + ag = 0. En multipliant par 2", on
obtient

Y4 an_1+-Fagz" ' =0,

ce qui prouve que y est dans A. O

Théoréeme 10.2 (Nullstellensatz). — Soit K — L une extension de corps telle que L est une K-algébre
de type fini. L’extension K — L est finie.
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Démonstration. — Par le lemme de normalisation, il existe des éléments algébriquement indépendants

ai,...,an de L tels que L soit une extension finie, donc entiére (cor. 8.4), de K{ay, ..., ay]. Par le lemme

10.1, Klay, . .. ,a,] est un corps, donc n = 0. O
Le Nullstellensatz entraine que si K est un corps, pour tout idéal maximal m de I’anneau K'[X;, ..., X,],

le corps K[X7,...,X,]/m, qui est une K-algebre de type fini, est une extension finie de K.

Corollaire 10.3. — Soit K un corps algébriquement clos. Les idéaux maximaux de I’anneau de polyno-

mes K[X1,...,X,] sont les idéaux

mg = (Xl_xlaﬂ';Xn_xn)v

pour x = (x1,...,x,) décrivant K™.

Démonstration. — Soit x € K™. L’idéal m, est le noyau du morphisme (surjectif) d’évaluation e, :
K[X3,...,X,] — K défini par e, (P) = P(z). On adonc K[Xy,...,X,]/m, ~ K et m; est donc bien
un idéal maximal (quel que soit le corps K).

Inversement, si m est un idéal maximal, on a vu ci-dessus que K[Xy,..., X,]/m est une extension
finie de K, qui est donc, K étant algébriquement clos, isomorphe a K. Soit z; 'image de X; par cet
isomorphisme. Chaque polyndme X; — z; s’annule dans ce quotient, donc est dans m. L’idéal maximal

Mz, ,...,z,) €St contenu dans m, donc lui est égal. ]
Corollaire 10.4. — Soit K un corps algébriquement clos. Considérons un systeme d’équations polyno-
miales

Fi(@r,...,20) =0

F.(z1,...,2,) =0

a coefficients dans K. Pour que ce systeme n’admette aucune solution dans K", il faut et il suffit qu’il
existe Gy,...,Gy € K[Xq,..., X, telsque >, F;G; = 1.

Démonstration. — Soit I 'idéal de K[X;,...,X,] engendré par Fi,..., F,. Pour que x € K" soit
solution du systeme, il faut et il suffit que e, (F;) soit nul pour tout i, ¢’est-a-dire que I soit contenu dans
Ker(e,) = m,.

Pour que le systeme n’ait pas de solution, il faut et il suffit donc que I ne soit contenu dans aucun
m,,, donc dans aucun idéal maximal de K[X7,..., X,] (cor. 10.3). Cela n’est possible que lorsque I =
K[Xy,...,X,], c’est-a-dire lorsque 1 € I. O

11 existe des versions « effectives » de ce résultat qui bornent a priori les degrés des polyndmes G; en
fonction de ceux des F; ; c’est important du point de vue du calcul pratique des G; et de la preuve de leur
existence (ou pas) (13),

Exercice 10.5. — Soit K un corps quelconque et soient Fy,...,F,. € K[X1,...,X,] des polyndmes qui
n’ont pas de zéro commun dans une cldture algébrique K de K (c’est-a-dire que le systéme d’équations du cor.
10.4 n’a aucune solution dans K ). Montrer qu’il existe des polynémes G1, . .., Gy € K[X1,..., X,] tels que
> FGi=1

13. Kolldar a démontré (Sharp effective Nullstellensatz, J. Amer. Math. Soc. 1 (1988), 963-975) que si Fy,...,F. €
K[X1,...,Xp], avec n > 2, n’ont pas de zéro commun (dans une cloture algébrique de K) et que dy > -+ > dr. > 3, ol
d; = deg(F;), il existe des polyndmes G1,...,Gr € K[X1,...,Xy] comme dans I’énoncé du corollaire avec deg(F;G;) <
dy - - - dy pour tout 7.
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Corollaire 10.6. — Soit K un corps et soit I unidéal de K[X1,...,X,]. Ona

Vi ] m

ITCm maximal
Rappelons que dans tout anneau, /T est I’intersection des idéaux premiers contenant I (lemme 3.2.b)).

Démonstration. — Une inclusion est claire. Soit donc P ¢ +/I. Nous allons construire un idéal maximal
de K[Xy,...,X,] contenant I mais pas P. Considérons I’idéal .J de K[X1,..., X, X, 1] engendré par
Xp1P—1letl.SiJ=K[Xq,...,X,11], on peut écrire

(10) 1=AX1,..., Xpi))(Xnp1P = 1)+ > X3 Fi(X1, .., Xn),
j=0
ol les F}; sont tous dans I. Considérons le morphisme de K -algébres

K[Xl,...,Xn,Xn+1] —>K(X1,,Xn)

qui envoie X; sur X; pour 1 < ¢ < netX, 1 sur1/P. L'image de (10) par ce morphisme se réécrit, dans
K[Xy,...,X,],

P =Y " PTIF(Xy,. .., Xy,
§j=0
ce qui contredit le fait que P n’est pas dans v/I. On a donc J # K [X1,..., Xnt1] et il existe un idéal
maximal n de K[X;,..., X, 1] contenant J.

Comme on I’a vu plus haut, le Nullstellensatz entraine que I’extension de corps K — K[X1,..., X, (1]/n
est finie. Posons
m:=nNK[Xy,...,X,]
C’est un idéal premier de K[X, ..., X,,] contenant I, mais pas P (puisque 1 = X,, 1 P— (X1 P—1) ¢
n) et on a des inclusions

KgK[Xl,...,Xn]/mgK[Xl,...,Xn_H]/n.

Le K-espace vectoriel K[X7,...,X,]/m est donc de dimension finie, de sorte que I’anneau integre
K[Xy,...,X,]/m est une extension d’anneaux finie de K. C’est donc un corps (lemme 10.1), ce qui
montre que m est un idéal maximal de K[X7, ..., X,,] contenant I mais pas P. O

Corollaire 10.7. — Soit K un corps et soit A une K-algébre de type fini. Les points fermés sont denses
dans toute partie fermée de Spec(A).

Un anneau A qui vérifie la conclusion du corollaire est dit « anneau de Jacobson ».

Démonstration. — On peut écrire A comme quotient d’une algébre de polynémes B := K[ X1, ..., X,],
de sorte que Spec(A) s’identifie & une partie fermée de Spec(B). 1l suffit donc de traiter le cas out A est
une algebre de polynomes.

Toute partie fermée de Spec(A) est du type V' (I), ot I est un idéal radical de A. L’adhérence de
I’ensemble des points fermés de V (1) s’écrit V(J) C V(I), ot J est un idéal radical de A contenant I.

Tous les idéaux maximaux de A qui sont dans V(I), c’est-a-dire qui contiennent I, sont alors dans
V(J), donc contiennent J. Le cor. 10.6 entraine alors
ICm maximal JCm maximal

d’ou V(I) C V(J). Cela montre que les points fermés sont denses dans toute partie fermée de Spec(A).
O
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Rappelons que les points fermés ne sont en général pas denses dans le spectre d’un anneau, méme
noethérien (cf. ex. 5.6). Cela nous permet d’ailleurs de démontrer un résultat déja évoqué pp. 61 et 85.

Corollaire 10.8. — Soit A un anneau non nul. L’anneau A[[X]] n’est pas une A-algébre de type fini.

Démonstration. — Quitte a quotienter par un idéal maximal de A (qui existe puisque A est non nul), on
peut supposer que A est un corps K. L'unique point fermé de Spec(K[[X]]) n’est alors pas dense, donc
K[[X]] n’est pas une K -algebre de type fini par le cor. 10.7. O

Lorqu’il y a beaucoup de points fermés dans le spectre d’un anneau A, on peut se limiter a considérer
le sous-ensemble
Specmax(A) := {idéaux maximaux de A}
de Spec(A), muni de la topologie induite par la topologie de Zariski. Il a I’« avantage » psychologique que
tous ses points sont fermés (14),

Soit A une algebre de type fini sur un corps (on dit souvent que A est une algébre « géométrique »).
Notons ¢ : Specmax(A) — Spec(A) I'injection naturelle. Pour tout fermé F' de Spec(A), ona F =
t=1(F) (cor. 10.7) et F est irréductible si et seulement si . ~(F) I’est (prop. 5.15).

Proposition 10.9. — Soit K un corps algébriquement clos. L’application
¢ : K™ — Specmax(K[X1,...,X,])

qui associe a (x1, . . ., xy) lidéal maximal (X1 — x4, ..., X,, — x,,) est une bijection. Pour tout idéal I de
K[Xy,...,X,],ona
o (Va(I) ={x € K" |YP I P(x)=0}.

Démonstration. — Le fait que ¢ soit une bijection est juste le cor. 10.3. Pour le second point, on a
¢ (Viax(I)) = {z € K" | m; D1} = {z € K" | e,(I) = 0}

et e, (I) = 0 est équivalent au fait que tous les éléments de I s’annulent en x. U

Toujours si K est algébriquement clos, la bijection ¢ permet de munir aussi K" d’une topologie, encore
dite de Zariski, pour laquelle les fermés sont les sous-ensembles décrits ci-dessus, ¢’est-a-dire les

Vmax(I) = {xGK”|VPEI P(:L’):O}
Pour tout anneau A, on a défini en général dans § 5.1 (8) des bijections réciproques

%
{idéaux radicaux de A} > {parties fermées de Spec(A)}.
I

Lorsque A = K[Xq,...,Xy], comme alors V(I) = Viax (1) (cor. 10.7), celles-ci induisent, par la prop.
10.9, des bijections réciproques
‘/max
{idéaux radicaux de K[X;,..., X,]} * {parties fermées de K™},

Inax(S) :={P € K[X1,...,Xn] |Vz €S P(z) =0}

14. Rappelons cependant que méme s’il peut sembler désagréable d’avoir a considérer I’espace topologique Spec(A) et ses points
non fermés, c’est celui qui se comporte le mieux en général : I’avantage primordial des idéaux premiers sur les idéaux maximaux est
que I’image inverse d’un idéal premier par un morphisme d’anneaux est encore un idéal premier, alors que ce n’est pas vrai en général
pour les idéaux maximaux ; c’est cet avantage essentiel qui permet d’avoir la propriété fonctorielle de 1’exerc. 5.7.a).
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Plus généralement, si A est une K-algebre de type fini, on peut 1’écrire sous la forme (non unique)
A = K[Xy,...,X,]/1, et Specmax(A) est homéomorphe & Viyax(I) € K™. On a alors des bijections
réciproques
Vmax
{idéaux radicaux de A} > {parties fermées de Viuux (I) € K™},

Tinax

Exemple 10.10. — Soit K un corps algébriquement clos, soit P un élément non nul de K [ X1, ..., X,,] et
soit Vinax (P) € K™ I’hypersurface qu’il définit. Si

P =uP/ .- P
est sa décomposition en produits d’irréductibles, on a (lemme 5.1)
Vmax(P) = vaax((Pl)v1 e (Pn)vn) = Vmax(Pl) U---u Vmax(Pn)-

Comme chaque P; est irréductible, chaque idéal (P;) est premier (prop. 1.3), donc chaque Vi,ux(F;) est
irréductible et ils sont distincts deux a deux (prop. 5.17) : ce sont les composantes irréductibles de Vi, (P)
(§ 5.2). Nous montrerons dans le cor. 11.14 (cf. aussi cor. 12.5) qu’elles sont toutes de dimension n — 1.

Exemple 10.11. — Soit K un corps algébriquement clos, soit [ = (X? XY) C K[X,Y] I'idéal consi-
déré dans I’ex. 4.15, et soit A la K-algeébre K[X,Y]/I.Ona 1 = (X)et

Specmax(A) =~ Vinax (I) = Vax (V) = {(z,9) € K? | 2 = 0}.

C’est une droite dans le plan affine. Elle est irréductible (donc aussi Spec(A)).

Exemple 10.12. — Soit K un corps algébriquement clos, soit
I=(X?Y®-X3%YZY?*Z - X7 C K[X,Y, 7]
I’idéal considéré p. 71, et soit A la K-algébre K[X,Y, Z]/I. On a
VIi=Y?-X2Z)n(X,Z2)
et

Specmax(A4) =~ Vy(I) = Vmax(\/f)
= {(z,y,2) e K3 | y* =22} U{(z,y,2) e K3 |2 = 2 =0}.

C’est la réunion d’une surface quadrique et d’une droite dans 1’espace affine, qui sont ses composantes
irréductibles (pourquoi 7).

Exemple 10.13. — Soit K un corps algébriquement clos et soit A la K-algébre K[X,Y]/(XY') considé-
rée dans I’ex. 5.20. On a

Specmax(A4) ~ (K x {0}) U ({0} x K).
C’est la réunion des deux axes de coordonnées dans le plan affine, qui sont ses composantes irréductibles.
Exemple 10.14. — Soit K un corps algébriquement clos, soit
I1=(XY,)YZ,ZX)C K[X,Y, Z]
I’idéal considéré dans I’exerc. 4.28, et soit A la K-algébre K[X,Y, Z]/I.On a
Specmax(A) =~ Vi (1) = (K x {0} x {0}) U ({0} x K x {0}) U ({0} x {0} x K).

C’est la réunion des trois axes de coordonnées dans I’espace affine, qui sont ses composantes irréductibles.
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Exemple 10.15. — Soit K un corps algébriquement clos et soit A la sous-K -algebre K[ X2, X3] de K[X]
considérée dans 1’ex. 8.22. Elle est de type fini, engendrée par X2 et X3, avec la relation (X?2)% = (X?)2,

ce qui permet de 1’écrire
A~ K[Y,Z]/(Y3 - Z?).

On a donc

Specmax(4) ~ {(y, 2) € K* | y° = 2°}.
C’est une courbe irréductible (pourquoi ?) plane. Le fait que I’anneau A ne soit pas intégralement clos est
relié au fait que cette courbe présente une singularité en (0, 0) (cf- exerc. 16.2).

Exercice 10.16. — Soit A un anneau qui est une extension de type fini de Z.
a) Montrer que pour tout idéal maximal m de A, le corps A/m est fini (Indication : on pourra appliquer le
th. 10.2 ala (Z/Z N m)-algébre A/m, puis montrer Z N'm # 0).
b) Montrer que A est un anneau de Jacobson, ¢’est-a-dire que les points fermés sont denses dans toute partie
fermée de Spec(A) (cf: cor. 10.7) (Indication : soit f € A non nilpotent et soitn C Ay un idéal maximal ;
on pourra montrer que Ay /n, puis A/A N n, sont des corps finis).

Exercice 10.17. — Cet exercice présente une preuve élémentaire du Nullstellensatz (sous la forme du cor.
10.4) due a E. Arrondo. Elle ne nécessite que 1'utilisation du résultant R(P, Q) de deux polyndmes P et @) a
coefficients dans un anneau A. Si on écrit P(X) = 37" Ja; X" et Q(X) = >0 b; X7, alors

ap  ar - m 0 0 e 0
0 a - am-1 am O e 0
0 0 ao al Am—1 am
R(P, = A.
(P.Q) bo b b 0 0 0 <
0 b -+ bp—1 by O e 0
o --- 0 bo b1 -+ b1 bp
Soit K un corps algébriquement clos et soit I un idéal propre de K[X1,...,X»]. Nous allons montrer par

récurrence sur n que les éléments de I ont un zéro commun dans K.
a) Montrer que c’est le cas pour n = 1.
b) Montrer que quitte a faire un changement linéaire des indéterminées X1, ..., Xy, on peut supposer (ce
que I’on fera) que / contient un polynéme () unitaire en 1’indéterminée X,.
¢) On suppose n > 1. Montrer que I' := I N K[X1, ..., X,_1] est un idéal propre de K[X1, ..., Xn_1].

Par hypothése de récurrence, ses éléments ont donc un zéro commun (ay, ..., an—1) € K" %

d) Montrer que J := {P(a1,...,an—1,X,) | P € I} estunidéal propre de K[X,] (Indication : on pourra
raisonner par I’absurde et supposer qu’il existe P € I tel que P(au,...,an—1,Xn) = 1, considérer P et
Q@ comme des polynémes en I’indéterminée X, a coefficients dans K [X1, ..., Xn—1], montrer que leur

résultant R(P, Q) € K[X1,..., Xn_1] est dans I’ mais que R(P,Q)(a1,...,an—1) = 1).
e) Conclure.

11. « Going-up » et théoréme de Cohen-Seidenberg

Soit ¢ : A — B une extension d’anneaux entiére. On va étudier I’application induite

Spec(B) q

| |

Spec(A) qnNA

Dans ce contexte, on dit souvent que 1’idéal g est « au-dessus » de I’idéal p := q N A (il est traditionnel de
représenter une application comme ¢! « verticalement », comme ci-dessus, avec sa source au-dessus de son
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but). La fibre d’un élément p de Spec(A) est (:*)1(p), ¢’est-a-dire I’ensemble (fermé, peut-étre vide) des
idéaux de B au-dessus de p.

Lemme 11.1. — Soit q un idéal premier de B. Si 1*(q) = p, 'idéal p est maximal si et seulement si q est
maximal.

Démonstration. — Le noyau de la composée A — B — B/q est p. On a donc une extension d’anneaux
intégres A/p — B/q qui est entiere (le vérifier !) et le lemme résulte du lemme 10.1. O

Lemme 11.2. — Soient q; et q des idéaux premiers de B. Si q; C qz et t*(q1) = (*(q2), ona q1 = qa.

Démonstration. — Posons p := 1#(q;) = 1*(qz), idéal premier de A. Considérons la partie multiplicative
S =A-pde A (etde B). On a (lemme 6.8)

pSl!A=qS7'BNSTTA=q,S"'BNSTA

Comme I’idéal pS—1 A est maximal et que 1’extension S~'A — S~!B est entiere (lemme 8.8), 1’idéal
q1S~'B est maximal (lemme 11.1). Il en est de méme pour I'idéal q2S~' B, et comme il contient le
précédent, ils sont égaux. On en déduit

a1 = (@S 'B)NB=(q25"'B)NB =q>,

d’ou le lemme. O
Lemme 11.3. — L’application ¥ est surjective.
Démonstration. — On peut supposer I’anneau A non nul (puisque sinon, son spectre est vide !). Il s’agit

de montrer que pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal premier q de B tel que g N A = p.

Considérons la partie multiplicative S = A - p. L’extension S~ A4 — S~!B est entiere (lemme 8.8).
Si m est un idéal maximal de ’anneau (non nul!) S~!' B, I’idéal m N S~! A est un idéal maximal de S~ A
(lemme 11.1). Cet anneau étant local, c’est pS~ 1 A. Posons q := m N B (c’est I’abus de notation usuel : on
écrit N B pour désigner ’image inverse par B — S~ B). On a alors (avec les mémes abus de notation)

qgNA=mNBNA=mNS TANA=pS1ANA=p,
ce qui termine la preuve. U
Exercice 11.4. — Soit 1 : A — B une extension d’anneaux.
a) Montrer que I"application ¢ : Spec(B) — Spec(A) est dominante, ¢’est-a-dire que son image est dense
dans Spec(A).

b) Si . est une extension entiére, montrer que 1’application ¢* est fermée, ¢’est-a-dire que pour toute partie
fermée F' de Spec(B), la partie .* (F') de Spec(A) est fermée.

Le théoréme suivant est appelé dans la littérature « going-up ». Ce nom provient de sa représentation
suivante : on se demande si on peut trouver - qui complete le diagramme ci-dessous

Spec(B) g C  qgo?
| ] ]
Spec(A) P C P2
(voir th. 13.4 pour le « going-down », un énoncé analogue mais de démonstration plus délicate !).
Théoreme 11.5 (« Going-up »). — Soit A — B une extension d’anneaux entiére. Soient p; C ps C A

des idéaux premiers et soit (1 un idéal premier de B au-dessus de p1. Il existe un idéal premier q2 de B,
contenant q1, au-dessus de ps.
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Démonstration. — L'extension d’anneaux A/p; — B/q; est entiere. Par le lemme 11.3, il existe un idéal
premier de B/q; au-dessus de 1’idéal premier p2/p; de A/p;. Cet idéal correspond a un idéal premier de
B contenant q; au-dessus de po. O

Exercice 11.6. — Soit . : A — B une extension d’anneaux. Si I’application ¢* est fermée (cf. exerc. 11.4),
montrer que ¢ satisfait la propriété de « going-up ».

Remarque 11.7. — En termes « géométriques », la propriété de « going-up » pour une extension d’an-
neaux ¢ : A < B signifie la chose suivante : pour tous fermés irréductibles F5 C F; de Spec(A), et tout
fermé irréductible G; C Spec(B) tel que (*(G;) = F}, il existe un fermé irréductible G C G tel que
H(Ga) = F

L 2 2.

Théoréme 11.8 (Cohen-Seidenberg, 1946). — Soit A <— B une extension d’anneaux entiére. On a alors
dim(A4) = dim(B).

Démonstration. — Comme A est nul si et seulement si B est nul, et que dans ce cas, ces anneaux sont de
méme dimension —oo, on va supposer A et B non nuls, donc de dimension > 0.

Soit q,, 2 -+ 2 qo une chaine d’idéaux premiers de B. Alors
(@nA) 2+ 2 (4o N A)
est une chaine d’idéaux premiers de A (lemme 11.2). On en déduit dim(A) > dim(B).

Inversement, si on se donne une chaine d’idéaux premiers p,, 2 --- 2 po de A, et qg un idéal premier
de B tel que go N A = pg (lemme 11.3), on va montrer par récurrence sur m qu’on peut trouver une chaine
d’idéaux premiers q,, 2 --- 2 qo de B telle que q; N A = p; pour tout i. Le cas m = 0 est trivial.
Sipm—_1 2 -+ 2 poestrelevée en q,,—1 2 -+ 2 (o, le th. 11.5 montre qu’il existe un idéal premier

=

Om = Gm—1 au-dessus de p,,,. On a donc dim(A) < dim(B). O

Exemple 11.9. — Soit K un corps. L’extension
L K[X] = K[X,Y]/(X?2+Y%2-1)
est finie (donc entiere) puisque les classes de 1 et de Y engendrent le K [X]-module K[X,Y]/(X2+Y?2-1).
On en déduit que la dimension de Krull de I’anneau K[X,Y]/(X2 +Y? — 1) est 1 (ex. 5.26 et th. 11.8).
Si K est algébriquement clos, 1’application Lﬁm s’identifie a la projection
{wy eK?|2® +y* =1} — K
(r,y) —

Elle est bien surjective. Tout point a deux préimages, sauf —1 et 1, qui n’en ont qu’une.

Théoréme 11.10. — Soit K un corps. Pour toutn € N, la dimension de Krull de I’anneau K[ X1, . . ., X,]
est n.

Démonstration. — On a déja remarqué (ex. 5.28) que cette dimension est > n. Nous allons procéder
par récurrence sur 7 pour montrer 1’égalité (qui a bien lieu pour n = 0). Supposons donc n > 1 et soit
pm 2 -+ 2 p1 2 (0), avec m > 1, une chaine d’idéaux premiers de A := K[Xy,..., X,] et soit P un
élément non nul de p;. Alors

pm/(P) 2+ 2 p1/(P)

est une chaine d’idéaux premiers de I’anneau B := A/(P), donc dim(B) > m — 1. Soit x; I'image de
X dans B. Les éléments x4, . .., x, de B sont algébriquement liés (par P), donc il existe (lemme 9.2) des
éléments y1, . ..,y,—1 de B tels que z, est entier sur B’ := K[y1,...,y,—1] et B = B'[z,]. Le th. 11.8
donne dim(B’) = dim(B).
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D’autre part, B’ est un quotient de 1’algébre de polyndmes K[Y7,...,Y, 1], donc, par I’hypothese de
récurrence,
dim(B') < dim(K|[Y1,..., Y, 1]) =n—1.
On en déduit m — 1 < dim(B) = dim(B’) < n — 1, ce qui donne I’inégalité cherchée. O
Remarque 11.11. — On peut montrer que I’anneau de séries formelles K[[ X7, ..., X,]] est aussi de di-
mension n ([ZS2], th. 33; cf. exerc. 5.29).

Corollaire 11.12. — Toute algebre de type fini sur un corps est de dimension de Krull finie.

Démonstration. — Soit A une telle algébre sur un corps K. Le lemme de normalisation (th. 9.1) dit que
c’est une extension finie d’un anneau de polyndmes K[X7, ..., X,]. Par le th. 11.8 et le th. 11.10, on en
déduit dim(A) = n. O

Exercice 11.13. — Soit K un corps et soit A une K-algebre de type fini. Pour tout n € N, montrer 1’égalité
dim(A[X1,...,Xn]) = dim(A) 4+ n (Indication : on pourra utiliser le th. 9.1 et le th. 11.10).

Corollaire 11.14. — Soit K un corps et soit P un élément non constant de K[X1, ..., X,). La dimension
de K[X1,...,X,]/(P)estn — 1.

Nous donnerons dans le cor. 12.5 une autre démonstration de ce résultat.

Démonstration. — La démonstration du lemme 9.2 nous dit que la K-algebreA := K[X, ..., X,]/(P)
est finie sur la sous-K -algébre engendrée par les classes y; de Y; := X; — X¢ , pour 1 < i < n — let
e> 0.

Montrons que ces classes sont algébriquement indépendantes dans A. Si ce n’est pas le cas, il existe un
polynéme non nul R € K[Y1,...,Y,_1] tel que

-1

P(X1,...,X,) | R(X; — X&, ..., Xn 1 — XS )
dans K[X;,...,X,], ouencore
Q(Yh s 7Yn—17Xn) = P(Yl + X”e” cety Yn—l + Xﬁ’eLn* 7Xn) ‘ R(Y17 s 7}/%—1)
dans K[Y7,...,Y,_1,X,]. Mais on a vu au cours de la preuve du lemme 9.2 que comme P est non

constant, le degré de (), vu comme polyndme en X,,, est, pour e >> 0, strictement positif. Comme R est de
degré nul en X, on a une contradiction.

Le th. 11.8 donne dim(A4) = dim(Ky1, - .., Yn—1]). Comme les y; sont algébriquement indépendants,
le th. 11.10 nous donne dim(K[y1, .. .,¥Yn—1]) = n — 1, ce qui termine la preuve du corollaire. O

Soit ¢ : A — B une extension de type fini d’anneaux intégres et soit 7 : K4 — Kp ’extension des
corps de fractions associée. La condition que ¢ est une extension d’anneaux finie est tres forte. Elle entraine
que 7 est une extension de corps finie (exerc. 8.10) ; la réciproque est fausse, comme le montre 1’exemple
ci-dessous, mais on peut quand méme dire quelque chose. Supposons donc I’extension j finie, et soient
b1,...,b, des générateurs de la A-algébre B. Chaque b; est algébrique sur K 4 ; soit f un dénominateur
commun a tous les coefficients des polyndme minimaux correspondants. Chaque b; est alors algébrique sur
le localisé Ay, donc I’extension Ay < By est finie (prop. 8.5.c)). En particulier, I’application

1* : Spec(B) — Spec(A)
se restreint sur I’ouvert dense Spec(By) C Spec(B) en une application
Spec(By) — Spec(4;)

a laquelle on peut appliquer les résultats vus plus haut : elle est surjective (lemme 11.3), fermée (exerc.
11.4) et a fibres finies (rem. 13.3).
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Exemple 11.15. — Soit K un corps algébriquement clos. Posons A = K[X,Y]et B = K[X,Y, Z]| /(X Z—
Y). Linclusion ¢ : A < B n’est pas entiére car 1’application
tha : Specmax(B) = {(z,y,2) € K |22 =y} — K? = Specmax(A)
(:L.7 y’ Z) | (m7 y)
n’est pas surjective (lemme 11.3) : son image est {(z,y) € K2 | 2 # 0 oux = y = 0}. L'inclusion
7 : K4 < Kp est un isomorphisme puisque Z = Y/X dans K4. Linclusion Ax < Bx est aussi un
isomorphisme. Cela correspond au fait que 1’application
{(z,y,2) e K® ez =y, 2 #0} — {(z,y) € K* |z #0}
induite par Lfnax est un isomorphisme.
Exercice 11.16. — Soit K un corps. Soit A le sous-anneau de K [X, Y] engendré par les XY, pour n € N*

(il n’est pas noethérien par I’exerc. 2.9). Montrer que I’extension d’anneaux intégres A — K[X, Y] n’est pas
de type fini, mais qu’elle induit un isomorphisme entre les corps de fractions.

12. Bases et degré de transcendance

On s’intéresse ici aux extensions de corps qui ne sont pas algébriques, en définissant leur degré de
transcendance. Nous faisons ensuite le lien entre ce degré et la dimension des algebres integres de type fini
Sur un corps.

Définition 12.1. — Soit K C L une extension de corps. Une partie B de L est une base de transcendance
de L sur K si

— les éléments de B sont algébriquement indépendants sur K (1%) ;

— le corps L est une extension algébrique du corps K(B).

Par exemple, { X1, ..., X, } est une base de transcendance de K (X1, ..., X,,) sur K, tandis que & est

une base de transcendance de n’importe quelle extension algébrique.

Si K — L une extension de corps de type fini et que S C L est une partie finie telle que L = K(.5),
un sous-ensemble maximal algébriquement indépendant de .S est une base de transcendance finie de L sur
K. 1l existe donc toujours (pour une extension de type fini), une base de transcendance (finie). Nous allons
maintenant montrer que ces bases ont toutes le méme cardinal (16),

Proposition 12.2. — Soit K — L une extension de corps de type fini.

a) Soit A C L une partie finie formée d’éléments algébriquement indépendants et soit S C L une partie

telle que L est algébrique sur K (S). Alors Card(S) > Card(A).

b) Toutes les bases de transcendance de L sur K ont le méme cardinal (fini).

Dans la situation de la proposition, le cardinal commun (fini) des bases de transcendance de L sur K
s’appelle le degré de transcendance de L sur K ; on le note deg.tr L.

Démonstration. — Notons A = {a1,...,ay,}. On peut supposer n > 0. Si tous les éléments de S sont
algébriques sur K (as,...,a,), lextension K (as,...,a,) € K({az,...,a,} US) est algébrique (cor.
2.13), donc aussi I’extension K (asg, ..., a,) C L par le th. 2.16 (puisque L est algébrique sur K(S5)), ce
qui est absurde (puisque a; n’est pas algébrique sur K (as, ..., a,)).

15. Cela siginife que tout sous-ensemble fini de B a cette propriété.
16. Nous nous limitons ici aux extensions de type fini, mais on peut développer cette théorie (qui est d’ailleurs analogue a celle des
bases dans les espaces vectoriels, et qui est traitée parallelement dans [ZS1]) pour toute extension ([ZS1], Ch. 2, §12, th. 24).
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Il existe donc un élément s; de S qui n’est pas algébrique sur K (as, . .., a,), de sorte que s1,as, ..., an
sont algébriquement indépendants. En continuant ainsi, on peut remplacer un par un les éléments ay, . . ., a,
de A par des éléments s1,...,s, de S (qui restent algébriquement indépendants, donc distincts), ce qui
montre a).

Soient B et B’ des bases de transcendance de L sur K, avec B finie. Tout sous-ensemble fini A de B’
est formé d’éléments algébriquement indépendants, donc est de cardinal < Card(B) par a). On en déduit
que B’ est (fini) de cardinal < Card(B). Par symétrie, on a égalité. O

Exercice 12.3. — Soient K — L et L — M des extensions de corps. On suppose que I’extension K — M
est de type fini. Montrer les extensions K — L et L — M sont de type fini et que

deg.try M = deg.try L + deg.tr;, M.
Théoréme 12.4. — Soit K un corps et soit A une K-algébre de type fini integre de corps des fractions

KA. Ona
dim(A) = deg.trp K 4.

Démonstration. — D’apres le lemme de Noether (th. 9.1), il existe des éléments algébriquement indépen-
dants ay,...,a, de A tels que A soit une extension finie de K[ay,...,a,]. Alors {ai,...,a,} est une
base de transcendance de K 4 sur K et

deg.try K4 =n =dim(K|aq,...,a,]) = dim(A),

ce qui prouve la proposition. O

On peut donner une autre preuve du corollaire 11.14.

Corollaire 12.5. — Soit K un corps et soit P un élément non constant de K[X1, ..., X,]. La dimension
de K[X1,...,X,]/(P)estn — 1.

Démonstration. — Grace a I’ex. 10.10, on peut supposer P irréductible puis, quitte a réordonner les va-
riables, P ¢ K[X,..., X, _1]. Le morphisme canonique entre anneaux intégres

K[Xy,...,Xn1] > A=K[Xy,...,X,]/(P)
est alors injectif, d’ou une extension de corps
K(X1,...,Xn-1) = Ku
qui est finie (puisque K 4 est engendré sur K (X1,..., X,,_1) par I’élément algébrique X,,). On en déduit
dim(A) = deg.try K4 = deg.trye K(X1,...,Xp—1)=n—1,

ce qui prouve le corollaire. O
Exercice 12.6. — Soit K un corps algébriquement clos. On considere des polyndmes homogenes P, . .., Py, €
K[X1,...,Xy] de degré > 0. Le but de I’exercice est de montrer que si n > m, il existe dans K™ un zéro
différent de (0,...,0) commun a P,..., P,. On suppose donc que le seul zéro commun a Pi, ..., P, est
(0,...,0) et on va montrer n < m.

a) Montrer qu’il existe 7 € N tel que tout mondme de degré (total) > ren X1, ..., X, appartienne a I’idéal
engendré par P, ..., Py dans K[X1,..., Xz

b) En déduire que tout mondme de degré total > r en X1, ..., X, peut s’écrire sous la forme Q( X1, ..., X»),
ol @ est un polyndme de degré total < ren X1, ..., X, acoefficients dans ’anneau A := K[Pi, ..., Pp],
sous-anneau de K[X1,..., Xn].

¢) Ennotant Ky = K(P1,...,Pn) C K(X1,...,X») lecorps des fractions de I’anneau inteégre A, en dé-
duire que le K 4-espace vectoriel K4[X1, ..., X, ] est de dimension finie. Conclure que K (X1, ..., X»)

est un K 4-espace vectoriel de dimension finie.
d) En raisonnant sur le degré de transcendance, conclure n < m.
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13. « Going-down »

Soit ¢ : A — B une extension d’anneaux. Nous avons vu dans le § 11 que des propriétés algébriques
de ¢ se traduisent par des propriétés topologiques de I’application continue «* : Spec(B) — Spec(A).
Par exemple, si ¢ est entiere, #est surjective (lemme 11.3) et fermée (exerc. 11.4). Nous continuons ici a
explorer ces relations.

Théoreme 13.1. — Soit A un anneau intégralement clos, soit K son corps des fractions, soit K — L une
extension finie et normale et soit B C L la cloture intégrale de A dans L.

Soit p un idéal premier de A. Tous les idéaux premiers de B au-dessus de p sont conjugués sous l’action
du groupe des automorphismes de L sur K.

Démonstration. — Commencgons par remarquer que I’image d’un élément de B par n’importe quel élé-
ment o de G := Gal(L/K) est encore entiere sur A (elle est racine du méme polyndme unitaire a coeffi-
cients dans A), donc est dans B. En d’autres termes, on a o(B) = B et I'image par o d’un idéal premier
de B est encore un idéal premier de B. Le groupe G agit alors bien sur I’ensemble des idéaux premiers q
de B au-dessus de p, puisque ceux-ci sont caractérisés par la propriété g N A = p.

Soient q; et g2 des idéaux premiers de B au-dessus de p. On raisonne par 1’absurde, en supposant

(11 Vo e G qa # o(qr).
On a alors
Vo e G q2 Z o(q1).

En effet, o(q1) et g2 sont des idéaux premiers distincts de B au-dessus de p. Par le lemme 11.2, il ne peut
y avoir d’inclusion entre les deux.

Par I’exerc. 4.5, g2 n’est pas contenu dans la réunion | J, . o(q1). Il existe donc = € g2 qui n’est dans
aucun o (qy). Posons yo = [[, . o(z). Onayy € LC, de sorte que soit la caractéristique de K est nulle
ety := yo € K ('extension K — L est alors galoisienne et on peut appliquer le lemme 1.6.21), soit la
caractéristique de K est p > 0 etil existe n > 0 tel que y := yg" € K (exerc. 1.6.24).

Chaque o(x), donc aussi y, est dans B, donc entier sur A. Comme y € K et que A est intégralement
clos, on a y € A. Parmi les éléments de G se trouve 1’identité. Tout comme z, I’élément y de B est donc
dans g2, de sorte que y € g2 N A = p C q;. Comme ¢ est un idéal premier, cela contredit le fait qu’aucun
des o(x) n’est dans q; (car o(x) € q; est la méme chose que = € 07 1(q1)).

L’hypothese (11) faite plus haut est donc absurde, et le théoreme est démontré. O

Corollaire 13.2. — Soit A — B une extension finie d’anneaux intégres, avec A intégralement clos. Les
fibres de I'application canonique 1* : Spec(B) — Spec(A) sont finies.

Démonstration. — Soit K 4 le corps de fractions de A et soit K5 celui de B. L’extension K4 — Kpg
induite par ¢ est alors finie (exerc. 8.10). Soit K4 — L la cloture normale de K 4 — Kp dans une cloture
algébrique de Kp (prop. 1.4.6). C’est une extension normale finie de K 4 contenant K. On note enfin
C C L la cloture intégrale de A dans L; c’est une extension entiere (') de A contenant B. On a des
applications

Spec(C) Ei Spec(B) N Spec(A).

Le th. 13.1 entraine que la composée ¢* o 5* est a fibres finies (puisque le groupe Gal(L/K) est fini), tandis
que I’application 5% est surjective (lemme 11.3). Cela entraine que ¢# est a fibres finies. U

17. Pas nécessairement finie !
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Remarque 13.3. — On peut montrer que les fibres de ¢# sont finies pour toute extension finie d’anneaux ¢
(c’est-a-dire que les hypotheses « A intégralement clos et B intégre » dans le corollaire sont inutiles). On
trouvera une démonstration dans [B2], Chap. V, § 2, n°1, prop. 3 ; sans étre tres difficile, elle fait appel a
quelques notions que nous n’avons pas vues dans ce cours.

Le théoréme suivant est appelé dans la littérature « going-down » : on se demande si on peut trouver ¢
qui complete le diagramme ci-dessous

Spec(B) 1?7 C 92

1]

Spec(A) p1 C P2

Théoréme 13.4 (« Going-down »). — Soit A — B une extension finie d’anneaux intégres, avec A inté-
gralement clos. Soient p1 C po des idéaux premiers de A et soit (o un idéal premier de B au-dessus de po.
11 existe un idéal premier q1 de B tel que q1 C qo au-dessus de p1.

Démonstration. — On garde les mémes notations que dans la preuve du cor. 13.2. Griace au lemme 11.3,
il existe des idéaux premiers to C C' au-dessus de g et tj C C au-dessus de p;. Par le going-up (th. 11.5),
on peut trouver v, C C' contenant tj au-dessus de p». Mais alors t3 et v, sont au-dessus de po, donc il existe
(th. 13.1) 0 € Gal(L/K 4) tel que o(t}) = to. Posant vy := o(t}),onat; Croetty NA =1t/ NA=p;.
Posant q; :=t; N B,onaq; N A =pjetqy CtoN B = gs. Ceci termine la preuve du théoreme. O

Remarque 13.5. — En termes « géométriques », la propriété de « going-down » pour une extension d’an-

neaux ¢ : A < B signifie la chose suivante : pour tous fermés irréductibles Fp C F; de Spec(A), et tout

fermé irréductible G C Spec(B) tel que ((Go) = F, il existe un fermé irréductible G; O G5 tel que
“Gi)=F

L 1 1-

Exemple 13.6. — La propriété de « going-down » n’est pas vraie pour toutes les extensions entieres. Voici
un contre-exemple dfi 2 Cohen et Seidenberg (18).

Considérons I’anneau B := Z[X]/(X? — X,2X) etnotons = € Blaclasse de X.Ona B = Z + Zu,
donc I’extension d’anneaux Z — B est finie. Considérons les idéaux premiers (0) C (2) de Z et 1’idéal
maximal g := (2,2 — 1) de B au-dessus de (2). Il n’existe aucun idéal premier q; C g2 de B au-dessus
de (0). En effet, on aurait alors 2o = 0 € g et 2 ¢ ¢, donc & € q; ; mais ¢’est impossible puisqu’alors
1:(1—1‘)4—336(]2.

Théoréeme 13.7. — Soit A — B une extension finie d’anneaux intégres, avec A intégralement clos. L’ ap-
plication canonique 1! : Spec(B) — Spec(A) est ouverte.

Démonstration. — Soit K 4 le corps de fractions de A et soit K celui de B. Soit b € B non nul et soit
P(X) = X"+ an—an_l +--+a X +ag € KA[X]

le polyndme minimal de b sur K 4. Comme b est entier sur A, il existe un polyndme unitaire @ € A[X]
tel que Q(b) = 0. Par définition du polyndme minimal, P divise (). Comme A est intégralement clos, le
lemme 8.25 entraine que P est a coefficients dans A (cf. aussi exerc. 8.18).

18. Tl est tiré de I’article : Prime ideals and integral dependance, Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946), 252-261. Je conseille la lecture
de cet article, trés accessible, qui démontre de facon tres moderne beaucoup des théoremes de cette section. Les contre-exemples se
trouvent au § 3.
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Nous allons montrer (avec les notations de (7))
n—1
H(D®) = | D(a).
i=0

C’est donc un ouvert de Spec(A). Comme tout ouvert de Spec(B) est réunion d’ouverts du type D(b), cela
montrera le théoréme.

Soit q € D(b). Posons p := 1#(q) = q N A. Si tous les a; sont dans p, on a b" € ¢, donc b € q puisque
q est un idéal premier, ce qui contredit ¢ € D(b). On a donc bien ¢*(q) € U?:_OI D(a;), ce qui montre une
inclusion.

Supposons inversement p € U?:Ol D(a;).

Notons R le sous-anneau A[b] de B. Supposons b € /pR. C’est un A-module libre dont une base est
(1,b,...,b""1). Comme b™ € pR pour un m > 1, il existe a, . ..,a,,_; € p tels que b™ = Z?;ol albt.
Par définition du polyndme minimal, P divise le polynéme X" — Z;L:_ol a, X" € A[X] dans K 4[X], donc
aussi dans A[X] par le méme lemme 8.25 que ci-dessus. En passant modulo p, on obtient, puisque chaque

a} est dans p, que X ™ est divisible par
PX)=X"4ap 1 X" '+ +a X +ap

dans (A/p)[X]. Comme (A/p)[X] est un anneau integre, cela entraine que tous les @; sont nuls, ce qui
contredit I’hypotheése p € U?:_01 D(a;).

On a donc b ¢ \/pR. Comme /pR est I'intersection des idéaux premiers de R contenant pR, il existe
un tel idéal g ne contenant pas b. On pose po := 2N A. Par le going-down (th. 13.4) appliqué a I’extension
entiere A — R, il existe q € Spec(R) avecq C gaetqN A =p.

Comme B est entier sur R, il existe t € Spec(B) au-dessus de q (lemme 11.3). Onat € D(b), puisque
sinonb € tN R = q C go. On a ainsi montré p = () € #(D(b)). O

14. Dimension des algebres de type fini sur un corps

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le « going-down » pour montrer des résultats sur la hauteur des
idéaux premiers dans les algebres de type fini sur un corps.

Soit A un anneau. On dira qu’une chaine d’idéaux premiers de A est saturée si elle n’est contenue dans
aucune chaine d’idéaux premiers de longueur strictement supérieure. A priori, on peut seulement dire que
la longueur d’une chaine saturée est au plus la dimension de A.

Lorsque A n’est pas intégre, il est facile d’exhiber des chaines saturées de longueur < dim(A) : si
Spec(A) a deux composantes irréductibles de dimensions différentes, celles-ci correspondent a des idéaux
premiers p; et po minimaux (prop. 5.17) tels que dim(A/p1) # dim(A/p2). Des chaines d’idéaux premiers
de A/p; de longueur maximale donnent lieu & des chaines saturées d’idéaux premiers de A de longueurs
différentes.

Il est plus surprenant d’apprendre qu’il existe un anneau noethérien intégre A avec une chaine saturée
d’idéaux premiers de longueur < dim(A) < +oo. Ces anneaux restent trés exotiques. Un tel phénomene
n’arrive pas dans le cadre « géométrique », comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 14.1. — Soit K un corps et soit A une K-algeébre de type fini intégre. Toute chaine saturée

d’idéaux premiers de A est de longueur dim(A).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension de A. Si cette dimension vaut 0, il n’y a
rien a démontrer.
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Soit P, 2 -+ 2 p1 2 (0) une telle chaine. D’aprés le lemme de Noether (th. 9.1), il existe des
éléments algébriquement indépendants a1, ..., a, de A tels que A soit une extension finie de 1’anneau
B := K]lay,...,ay] (attention, les notations sont inversées par rapport aux notations habituelles !). On a

dim(A) = n parles th. 11.8 et 11.10.

Pour tout ¢ € {0,...,m}, posons q; := p; N B. Soit b € g; un élément irréductible dans 1’anneau
factoriel B. L’idéal premier (b) est contenu dans q; et B est intégralement clos, donc il existe, par le th.
13.4 (« going-down »), un idéal premier p} C p; tel que pj N B = (b). Comme la chaine (p;) est saturée, on
ap) = py1,d’ ol py N B = (b). En particulier, B/(b) est un sous-anneau de A/p1, et ’extension correspon-
dante est entiere. Par le cor. 12.5etle th. 11.8, onadim(A/p1) =n—1.0rp,,/p1 2 -+ 2 p1/p1 = (0) est
une chaine saturée d’idéaux premiers de la K -algebre de type fini intégre A /p;. Lhypothése de récurrence
entraine dim(A/p;) = m — 1. On en déduit m = n, ce qui termine la preuve. O

Corollaire 14.2. — Soit K un corps et soit A une K-algebre de type fini integre. Pour tout idéal premier
pde A onaht(p) = dim(A4) — dim(A4/p).

Démonstration. — On rappelle que ht(p) + dim(A/p) est la longueur maximale des chaines d’idéaux
premiers de A contenant p. Cette longueur maximale (qui est < dim(A), donc finie) est atteinte pour une
chaine qui est nécessairement saturée. Il suffit donc d’appliquer le th. 14.1. O

Corollaire 14.3. — Soit K un corps et soit A une K-algébre de type fini intégre. Pour tous idéaux pre-
miers q C p de A, la longueur maximale des chaines d’idéaux premiers de A entre p et q est

dim(A/q) — dim(A/p).

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le corollaire précédent a 1’idéal premier p/q de la K-algebre de
type fini intégre A/q. O

On a vu (cor. 12.5) que si K est un corps et P un élément non constant de K[X1, ..., X,], la dimension
de V(P) est n—1. On va montrer que la réciproque est vraie : toute partie fermée de Spec(K[X1, ..., X))
qui est de dimension n—1 « peut étre définie par une équation » (c’est-a-dire, est du type V' (P)). Cela résulte
du corollaire plus général suivant, dont la conclusion est remarquable : une partie de Spec(K[X1,. .., X,])
de dimension n — ¢ ne peut pas en général étre définie par c équations lorsque ¢ > 2 (cf. note 9).

Corollaire 14.4. — Soit K un corps et soit A une K-algébre de type fini factorielle. Toute partie fermée
irréductible de Spec(A) de dimension dim(A) — 1 est du type V (a), out a est un élément irréductible de A.

Démonstration. — Une telle partie s’écrit V' (p), ol p est un idéal premier de A qui, grice au cor. 14.2, est
de hauteur 1. Le corollaire résulte alors du lemme ci-dessous. O
Lemme 14.5. — Soit A un anneau factoriel noethérien. Tout idéal premier de A de hauteur 1 est principal,

engendré par un élément irréductible.

Démonstration. — Soit p un tel idéal et soit ¢ un élément non nul de p. Décomposons a en produits d’ir-
réductibles. L’un au moins des facteurs est dans p ; prenons-en un, p. L’idéal (p) est premier (prop. 1.3) et
p 2 (p) 2 (0). Comme p est de hauteur 1,ona p = (p). O

=

Exercice 14.6. — Prouver la réciproque du lemme : un anneau noethérien intégre dans lequel tout idéal premier
de hauteur 1 est principal est factoriel (Indication : on pourra utiliser le cor. 1.2.5 et le th. 7.1).

Le corollaire suivant généralise le cor. 12.5.

Corollaire 14.7. — Soit K un corps, soit A une K-algébre de type fini inteégre et soit I un idéal de A
engendré par n éléments. Toutes les composantes irréductibles de V (I) sont de dimension > dim(A) — n.
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Démonstration. — Les composantes irréductibles de V' (I) s’identifient aux Spec(A/p), ol p décrit I’en-
semble des idéaux premiers de A minimaux contenant I (prop. 5.17). Par le th. 7.2, on a ht(p) < n. Il suffit
donc d’appliquer le cor. 14.2 pour conclure. O

Exercice 14.8. — Redémontrer ’exerc. 12.6 comme conséquence immédiate du cor. 14.7.

15. Anneaux de valuation discrete

Ces anneaux jouent un rdle important en géométrie algébrique et il serait dommage de les passer sous
silence.

Définition 15.1. — Un anneau de valuation discréte est un anneau local principal qui n’est pas un corps.

En anglais, on dit « discrete valuation ring », souvent abbrévié en « DVR ».

Exemple 15.2. — Soit K un corps. L’anneau des séries formelles K [[X]] est un anneau de valuation
discrete : il est local d’idéal maximal (X), et il est euclidien (exerc. 1.1.10) donc principal.

Exemple 15.3. — Le localisé d’un anneau principal en un idéal premier est encore principal (exerc. 6.6).
Si ce n’est pas un corps, c’est un anneau de valuation discrete. Si K est un corps, c’est le cas par exemple
de K[X](x), anneau des fractions rationnelles du type P/Q, avec Q(0) # 0. Si p € N est un nombre
premier, c’est aussi le cas de I’anneau Z(p) formé des rationnels a/b, ol p ne divise pas b.

Pourquoi le mot valuation? Tout d’abord, si A est un anneau de valuation discréte, d’idéal maximal
m, on appelle uniformisante de A tout générateur de m. Toute uniformisante est un élément irréductible
de A (prop. 1.1.15). Inversement, tout élément irréductible de A engendre m (prop. 1.1.15) donc est une
uniformisante. Comme A est factoriel (cor. 2.6), si 7 est une uniformisante de A, tout élément non nul de
A s’écrit de facon unique sous la forme un™, ol u est une unité de A et n € N ; remarquons que 1’entier n
ne dépend pas du choix de 7 : c’est le plus petit n € N tel que € m”™. Les seuls idéaux de A sont (0) et
les m™, pour n € N, et les seuls idéaux premiers sont (0) et m.

Soit v : A-={0} — N I’application définie par v(z) = n. Elle vérifie les propriétés suivantes :
L v(zy) = v(z) +0(y);
2. v(z +y) > min(v(z),v(y)).

Soit K 4 le corps des fractions de A. On étend v en une application surjective v : K4 —{0} — Z vérifiant
les mémes propriétés en posant v(z/y) = v(x) — v(y) (on doit bien siir vérifier que cela ne dépend pas de
I’écriture x/y).

Inversement, si K est un corps, une application surjective v : K—{0} — Z vérifiant ces propriétés
s’ appelle une valuation discréte de K (19). Le sous-ensemble

A:={0}u{z e K" |v(z) >0}
de K en est un sous-anneau qui est un anneau de valuation discrete d’idéal maximal
m:={0}U{z € K* | v(z) > 0}.

En effet, la vérification du fait que A est un sous-anneau étant laissée au lecteur, soit I un idéal non nul
de A et soit a un élément non nul de I tel que v(a) soit minimal. Si b € I est non nul, on a v(b/a) =
v(b) —v(a) > 0,donc b/a € Aetb = (b/a)a € (a). On en déduit I = (a), de sorte que tout idéal de A

19. Le terme discret renvoie au fait que ’image de v est contenue dans le groupe discret Z. On peut définir une valuation générale
en remplacant Z par un groupe abélien ordonné quelconque.
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est principal. Enfin, si € A—{0} n’est pas inversible, on a v(1/z) < 0, donc v(x) > 0;si 7 € A est tel
que v(7) = 1, le méme raisonnement montre que x est dans (). C’est donc I’'unique idéal maximal de A.

Exemple 15.4. — Le corps des fractions de 1’anneau de valuation discréte K[[X]] est I’anneau K ((X))
des séries de Laurent. La valuation associée v : K((X))-{0} — Z envoie une telle série non nulle
Y mez amX™ (avec a,, = 0 pour tout 7 < 0) sur le plus petit entier m tel que a,,, # 0.

Exemple 15.5. — Pour tout élément irréductible p d’un anneau factoriel A, on a défini dans le § 1 une
valuation discréte v, sur A (si a € A, I'entier v, (a) est le plus grand entier n tel que p™ divise A) qui se
prolonge comme ci-dessus a son corps des fractions /K 4. L’anneau de valuation discrete associ€ est A ;).

On peut montrer (c’est une conséquence du théoreme d’Ostrowski qui détermine toutes les valeurs
absolues sur le corps Q) que les seules valuations discrétes de Q sont les valuations p-adigues vy, pour
p € N nombre premier.

Théoréme 15.6. — Soit A un anneau. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est un anneau de valuation discrete ;
(ii) A est un anneau local noethérien, dim(A) > 0 et son idéal maximal est principal ;

(iii) A est un anneau local noethérien intégralement clos de dimension 1.

Démonstration. — 1l est clair que (i) entraine (iii) (prop. 8.21 et ex. 5.26).

Supposons (iii). Par hypothese, A est integre. Soit K 4 son corps de fractions. L’idéal maximal m de
A n’est pas nul par hypothése, donc m? C m (théoréme de Krull; cor. 2.11). Soit 7 € m—=m?. Comme
dim(A) = 1 et que A est local, les seuls idéaux premiers de A sont (0) et m. L’idéal premier m est donc
minimal contenant (7) ; il lui est donc associé (th. 4.23) : il existe (déf. 4.18) a € A tel que m = ((7) :

a)={be€ A|n|ab}.Posons z :=ar~! € Ks;commel¢ m,onaz ¢ A, maiszm C A.

Si zm C m, appliquons le théoréme de Cayley-Hamilton (th. I11.3.2) a I’endomorphisme » du A-module
de type fini m donné par la multiplication par x. Il fournit un polyndme unitaire P € A[X] tel que P(u) =
0. Alors P(z) = P(u)(1) = 0, de sorte que x est entier sur A. Comme A est intégralement clos, x € A,
ce qui est absurde.

On a donc zm = A, c’est-a-dire £~ ! € m. On en déduit

m=((r):a)=((az™") : a) = (z71),

ce qui montre que m est principal, d’ou (ii).

Supposons (ii). Soit 7w un générateur de 1’idéal maximal m de A. Le théoréme de Krull (cor. 2.11)
entraine (), (7") = 0.

Pour tout z € A-{0}, il existe donc un plus grand entier m > 0 tel que = € (7™). On peut écrire
x = un™, avec u ¢ (m) = m, donc u inversible. Montrons que ’entier m est uniquement déterminé : si
r = ur™ = wn™, avec disons m > n,ona (uw ™" —1)7" = 0.Sim > n,onauw 1rm " —1 ¢ m,
donc il est inversible et 7 = 0. Comme dim(A) > 0, il existe un idéal premier p C m. On a alors 7™ € p,
donc w € p, ce qui est absurde. On a donc m = n. On pose v(x) = m, définissant ainsi une application

v:A-{0} - N.

Si 2 et y sont non nuls, on les écrit x = un™ et y = wn™. On a alors xy = wwa™ "™ et on montre de
la méme facon que ce n’est pas nul. Donc A est integre. L’application v se prolonge alors en une valuation
discrete sur le corps des fractions de A, et A est I’anneau de valuation discréte associé a cette valuation,
d’ou (i). O
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Remarque 15.7. — Les anneaux de valuation discrete sont les anneaux locaux noethériens réguliers de
dimension 1 (cf. exerc. 7.7 ; si A est un tel anneau, d’idéal maximal m et de corps résiduel s := A/m, cela
signifie que le k-espace vectoriel m/m? est de dimension 1).

En effet, si A est un anneau de valuation discréte d’uniformisante 7, tout élément de m est multiple de
7, qui engendre donc le x-espace vectoriel m/m?. Inversement, si cet espace vectoriel est de dimension 1,
m est principal (exerc. 7.7), et A est un anneau de valuation discréte (th. 15.6).

Exercice 15.8 (Vecteurs de Witt). — Soit K un corps parfait de caractéristique p > 0. Montrer qu’il existe un
anneau de valuation discrete W (K') de caractéristique 0 et de corps résiduel K (Indication : on pourra consulter
la littérature ([S], chap. II, § 6 ou [B3], chap. IX, § 1)). L’anneau W (K) s’appelle anneau des vecteurs de Witt
a coefficients dans K. Lorsque K = F,, 'anneau W (F,) est I’anneau des entiers p-adiques Z,, (¢f. rem. 2.13).

16. Anneaux de Dedekind

Rappelons que nous avons défini (rapidement dans le § 4) les anneaux de Dedekind comme les anneaux
noethériens de dimension 1 (c’est-a-dire pour lesquels tout idéal premier non nul est maximal) intégrale-
ment clos (cf. § 5.4). Les anneaux de Dedekind locaux sont donc les anneaux de valuation discrete (th.
15.6).

D’autres exemples sont donnés par les anneaux principaux qui ne sont pas des corps, ainsi que par les
anneaux d’entiers de corps de nombres (cf. § 8), c’est-a-dire les clotures intégrales de Z dans des extensions
finies de Q. Notre but est de montrer la décomposition des idéaux non nuls en produit d’idéaux maximaux
(th. 16.3).

Proposition 16.1. — Soit A un anneau intégre noethérien. Les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) A est un anneau de Dedekind ;

(ii) pour tout idéal maximal m de A, ’anneau local Ay, est un anneau de valuation discreéte.

Démonstration. — Soit A un anneau de Dedekind et soit m un idéal maximal de A. L’anneau local A,
est noethérien et intégralement clos (exerc. 8.17) et il est de dimension 1 puisque tout chaine d’idéaux
premiers de A, est une chaine d’idéaux premiers de A et que m D (0) est une telle chaine. C’est donc un
anneau de valuation discrete (th. 15.6).

Inversement, supposons (ii). Comme 1’anneau A est intégre et que chaque A, est intégralement clos,
il en est de méme pour A (exerc. 8.17). Enfin, toute chaine saturée d’idéaux premiers de A commence
par un idéal maximal m donc est de longueur dim(A,,) = 1. On a donc montré que A est un anneau de
Dedekind. O

Exercice 16.2. — Soit P un élément non constant de C[X, Y]. Si on note A I’anneau quotient C[X,Y]/(P),
I’ensemble Specmax(A) est en bijection avec la courbe plane

C:={(z,y) € C*| P(z,y) = 0}

(prop. 10.9, ex. 10.10, ex. 10.15). Nous allons montrer que I’anneau A est un anneau de Dedekind si et seulement
si la courbe C' est non singuliere au sens de la géométrie différentielle, ¢’est-a-dire qu’en chaque point (z, y)
de C, une des dérivées partielles g—)}z(:c, y) ou g—}}i(m, y) n’est pas nulle. Remarquons que cette condition est
équivalente, par le cor. 10.4, a I’égalité

OP OP
(P 5% av) = X1
a) Soit (z,y) un point de C et soit m I’idéal maximal (X —z, Y —y) de C[X, Y]. Montrer que ’anneau A,

. . N . . L . . oOP oP
est un anneau de valuation discréte si et seulement si I’une des dérivées partielles 55 (, y) ou 55+ (x,y)

n’est pas nulle (/ndication : on pourra utiliser la rem. 15.7).
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b) En déduire I’énoncé annoncé.

Théoréeme 16.3. — Tout idéal non nul d’un anneau de Dedekind s’écrit de facon unique comme produit
d’idéaux maximaux.

Démonstration. — Soit A un anneau de Dedekind et soit q un idéal primaire non nul de A, de radical m
(maximal comme tout idéal premier non nul de A). Le localisé Ay, est un anneau de valuation discrete,
donc I’idéal qA,, est une puissance (mAy )™ = m"™A,, de son idéal maximal, avec n > 1. Mais m™ est,
comme ¢, un idéal m-primaire : m est I’'unique idéal premier de A contenant m”, donc il est sa propre
décomposition primaire minimale (th. 4.19). Pour ces idéaux, on vérifie facilement que 1’on a (¢f. § 6 pour
les idéaux premiers)
m'=m"A,NA et q=qlAnNA.

On en déduit g = m™.

Soit I un idéal non nul de A. Une décomposition primaire minimale de I (th. 4.19) s’écrit donc [ =
ﬂle m;". Les idéaux premiers m; sont aussi minimaux contenant J, donc cette décomposition est unique
(th. 4.23). Enfin, on déduit du lemme 4.4 que I'on a aussi = [];_, m}". O

Remarque 16.4. — On peut montrer qu’un anneau intégre pour lequel tout idéal non nul est produit
d’idéaux premiers est un anneau de Dedekind.

Corollaire 16.5. — Soit I un idéal non nul d’'un anneau de Dedekind A. Tout idéal de I’anneau A/I est
engendré par un élément.

Attention, I’anneau A/I n’est en général pas integre, donc ce n’est pas un anneau principal.

Démonstration. — Le th. 16.3 fournit une décomposition I = ﬂle m;"* et le théoréme des restes chinois
(exerc. 4.6) un isomorphisme

A/1~ T[(A/m).

i=1
Chaque facteur A/m" est isomorphe & Ay, /m;"* Ay, donc est un anneau principal comme quotient de
I’anneau de valuation discréte ( donc principal) Ay,,. Comme on I’a vu dans le § 5, tout idéal de A/ est
produit d’idéaux des anneaux A/m;", qui sont engendrés par un élément. Il a donc la méme propriété. []

Nous montrons maintenant que tout idéal d’un anneau de Dedekind est engendré par deux éléments,
sous la forme plus précise suivante.

Proposition 16.6. — Soit A un anneau intéegre qui n’est pas un corps. Alors A est un anneau de Dedekind
si et seulement si, pour tout idéal non nul I de A et tout a € I-{0}, il existe b € I tel que I = (a,b).

Démonstration. — Soit A un anneau de Dedekind, soit I un idéal non nul de A et soita € I-{0}. Le cor.
16.5 entraine que dans A/(a), I'idéal I/(a) est engendré par un élément b. On a alors I = (a, b).

Montrons la réciproque. L’anneau A est alors noethérien, et il suffit donc, par la prop. 16.1, de montrer
que pour tout idéal maximal m de A, I’anneau local intégre A,, (qui n’est pas un corps) est un anneau
principal. Soit I un idéal non nul de cet anneau. Comme m # (0), il existe a € m(I N A)—{0}, puisb € T
tel que I N A = (a,b). On a alors

I=(InNnAA, = (a,b)An =ml + bA,,.
Le lemme de Nakayama (th. I1.3.8) entraine alors I = bA,,, de sorte que I est principal. O

Proposition 16.7. — Un anneau de Dedekind qui n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers non principaux
est principal.
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En particulier, un anneau de Dedekind qui n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux est principal.

La proposition dit qu’un anneau de Dedekind non principal a une infinité d’idéaux premiers non prin-
cipaux. Noter que dans I’anneau (non intégralement clos) Z[v/—3]|, il y a exactement un idéal premier non

principal : (1 4++/-3,1 —v/-3).

Démonstration. — Soit A un anneau de Dedekind et soient my, ..., m, les différents idéaux maximaux
non principaux de A. Supposons n > 1. Par le lemme d’évitement (exerc. 4.5), il existe a € m; tel que
a ¢ m%UmQU' --Um,,. L’idéal (a) n’est contenu dans aucun des idéaux ma, . . . , m,,, donc sa décomposition
primaire s’écrit

S
(U,) =my H n;,
1=2

ol les idéaux maximaux ns, ..., ng sont distincts des idéaux my, ..., m,, donc principaux. On en déduit
(a) = my(b) pour un b € A. On peut donc écrire a = zb, avec € m;. Comme A est intégre, on obtient
my = (x), ce qui est absurde. On a donc n = 0 et A est principal. O

Exercice 16.8. — Soit A un anneau de Dedekind. Le contenu, noté ¢(P), d’un polynéme P € A[X] est I'idéal
de A engendré par les coefficients de P (comparer avec la déf. 1.7). Montrer le lemme de Gauss (¢f. lemme 1.8) :
pour tous polyndmes P et @ dans A[X], ona c(PQ) = ¢(P)c(Q) (Indication : on pourra localiser en les idéaux
maximaux de A).

Exercice 16.9. — Soit A un anneau de Dedekind. Pour tous idéaux 1, I> et I3 de A, montrer les égalités
ILiN (L2 + Is) (I N 12) 4 (I1 N Is),
Il+(12ﬁ13) = (Il +Ig)ﬂ([1+13).

(Indication : localiser !)

Remarque 16.10 (Ramification). — Soit A un anneau de Dedekind et soit K 4 son corps de fractions.
Soit K4 — L une extension séparable et soit B C L la cloture intégrale de A dans L. C’est un anneau
noethérien, extension finie de A (th. 8.19), donc c’est un anneau de Dedekind (th. 11.8). Soit m un idéal
maximal de A ; par le lemme 11.3, il est contenu dans un idéal maximal de B, donc on peut écrire

es

— €1
mB =mj" - -mg°.

ol eq,...,e. sont des entiers strictement positifs et my, ..., m, des idéaux maximaux de B (ce sont les
idéaux premiers de B «au-dessus » de m; c¢f. § 11). L'entier e; est appelé I'indice de ramification de m;
au-dessus de m. On a la belle formule ([ZS1], cor. du th. V.21 ; [S], chap. L, § 4, prop. 10)

S

[L: Kl =) elB/m;: Afm].

i=1

Voici un exemple géométrique. Reprenons ’exemple 11.9 (avec K = C) avec ses notations. Posons
A=C[X]etB=C[X,Y]/(X?+Y?—1). Lanneau B est intégralement clos (exerc. 16.2), donc c’est
la cloture intégrale de A dans K g. Rappelons que 1’application thax §’identifie a la projection (surjective)

{wy eC?la*+y*=1} — C
(z,y) — =

Tout point ¢ € C a deux préimages, sauf —1 et 1, qui n’en ont qu’une. Soit m; C A I’idéal maximal

(X —1).0na
mB=(X—-tY - ViZ-1)(X—t,Y +Vt2-1).

Les indices de ramification sont donc 1, sauf lorsque ¢ € {—1,1},oul'onam; B = (X —¢,Y )% Le terme

«ramifié » correspond au fait géométrique que I’unique préimage de 1 se « sépare » en deux au voisinage
de 1.
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Voici maintenant un exemple arithmétique. Soit d un entier sans facteur carré, différent de 1, soit B
I’anneau des entiers du corps Q(\/E), c’est-a-dire la cloture intégrale de A = Z dans ce corps (cf. exerc.
8.20), et soit p € N un nombre premier, supposé impair pour simplifier. On est alors dans exactement un
des trois cas suivants :

e p|det(p) = (p,Vd)? (ot I'idéal (p,/d) de B est maximal ; on dit que p est ramifié dans B) ;

e ptd,dn’est pas un carré modulo p et (p) est un idéal maximal de B (on dit que p est inerte dans B) ;

e ptd d=n? (modp)et (p) = (p,Vd+ n)(p,vd—n) (ou les idéaux (p,/d + n) de B sont

maximaux distincts ; on dit que p est décomposé dans B).

Pour plus de détails, on pourra consulter [L], Chap. III.

Remarque 16.11 (Modules de type fini sur un anneau de Dedekind). — On peut étendre aux anneaux
de Dedekind la description des modules de type fini sur un anneau principal donnée au cor. 11.4.7. On
montre ainsi que tout module de type fini sur un anneau de Dedekind A est isomorphe a une somme directe

AroloA/Le- - & A/,

ou I,1,...,1I; sont des idéaux de A vérifiant A D I; D --- D I 2 (0). Le fait qu’il n’y ait qu'un
seul idéal dans la décomposition provient du résultat suivant : si I et J sont des idéaux de A, on a un
isomorphisme de A-modules [ @ J ~ A & IJ (exercice!). Si A n’est pas principal, il existe donc des
modules sans torsion, de type fini, non libres (n’importe quel idéal non principal ! Comparer avec le cor.
11.4.8).
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