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Chapitre A

Sur les espaces de Fréchet et de Banach

A.1. Espaces de Fréchet
A.1.1. Rappels de topologie.

Rappels. e Un espace vectoriel (réel) topologique E est un espace vectoriel muni d'une
topologie rendant continues les applications

(x,y)EEXEr—x+y, (Ax)€eRXE— Ax.

e Une application entre deux espaces vectoriels topologiques E et F est continue si et
seulement si I'image réciproque de tout ouvert de F est un ouvert de E.

e Un espace topologique est dit séparé si deux points distincts admettent des voisinages
distincts.

e Un espace topologique est dit localement compact s'il est séparé et s'il admet un
systéme fondamental de voisinages compacts (ou encore si tout élément admet un voisinage
compact). Par exemple R, ]a, b[, R" sont localement compacts. En revanche Q et R\ Q ne
le sont pas.

e Dans tout espace topologique X, l'intersection d'une famille finie d'ouverts denses
est encore dense (si (Uj)o<i<n est une telle famille et V' est un ouvert non vide de X,
alors VN Uy est un ouvert non vide de X car Uy est dense, et ainsi de suite). Cette propriété
ne se généralise pas aux familles infinies, méme dénombrables (par exemple si X = Q, muni
de la topologie induite de la topologie usuelle sur R, alors (Q \ {x})xeq est une famille
dénombrable d'ouverts denses dont I'intersection est vide).

A.1.2. Théoréme de Baire.

Définition A.1.1. Un espace topologique est dit de Baire si l'intersection d’une famille
dénombrable d'ouverts denses est dense dans cet espace.

Théoréme A.1.2 (Baire, 1874-1932). Les espaces topologiques localement compacts
et les ouverts d'un espace métrique complet sont des espaces de Baire.

Démonstration. Nous ne démontrerons que le premier cas, |'autre a été traité dans le
cours de Topologie et Calcul Différentiel du premier semestre.

Soit donc X un espace topologique localement compact et soit (Up)neny une famille
dénombrable d’ouverts denses. Soit V' un ouvert non vide de X et montrons que VN(NpenUn)
est non vide. On sait que V N Uy est non vide, soit donc xp € V N Uy et soit Vy un voisinage
ouvert de xg avec Vg compact inclus dans V N Up. On construit ainsi par récurrence une
suite de points (x,)nen et une famille d'ouverts (V;,)nen tels que Vi, est un voisinage ouvert
de x, € Vl,_1NU, et V, est un compact inclus dans V,,_1 NU,. Alors NV, est une intersection
décroissante de compacts non vides de V/, qui est non vide et contenue dans V N (NyenUn).
D'ou le résultat. O

Exercice. Tout ouvert d'un espace de Baire est de Baire.
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2 A. SUR LES ESPACES DE FRéCHET ET DE BANACH

Corollaire A.1.3. Soit X un espace de Baire. Une réunion dénombrable de fermés d’in-
térieur vide de X est d'intérieur vide dans X.

Si la réunion d’une famille dénombrable de fermés de X est d’intérieur non vide dans X,
alors I'un des fermés est d’intérieur non vide dans X.

Démonstration. Exercice. O

Définition A.1.4. a) Une partie d’un espace topologique est dite maigre, ou né-
gligeable au sens de Baire, si elle est contenue dans une réunion dénombrable de
fermés d'intérieur vide.

b) Un Gs-dense est une intersection dénombrable d’ouverts denses.

c) Une propriété portant sur les points d'un espace topologique est vraie presque
partout au sens de Baire si elle est vraie en dehors d’un ensemble maigre (donc au
moins sur un Gs-dense).

Exemples. L'ensemble Q est maigre dans R. L'ensemble R\ Q est un Gs-dense dans R.
Le corollaire A.1.6 ci-dessous indique qu'une fonction dérivable est de classe C!, Baire
presque partout.

Attention. Ne pas confondre presque partout au sens de Baire et presque partout au
sens des mesures! (voir Exercices).

Proposition A.1.5. Soit X un espace de Baire et Y un espace métrique. Soit (fy)pen une
suite d’applications continues de X dansY, convergeant simplement vers une application f.
Alors f est continue presque partout au sens de Baire.

Démonstration. On définit les fermés, pour tous les entiers naturels n, p, g,
Fnp.q = {X € X /d(fp(x), fg(x)) < 27”} et Fnp = ﬂ Frp.q-
qazp

Pour tout x € X, f,(x) converge vers f(x) quand p tend vers l'infini, donc la suite (f5(x))pen
est de Cauchy pour tout x € X et donc

X=|J Fop.
peN
pour tout n € N. Soit U un ouvert non vide de X, alors U est de Baire. En écrivant
U=J FupnU
peN

réunion dénombrable de fermés de U, il existe par le corollaire A.1.3 un entier pg tel que
I'intérieur de F, 5, N U dans U soit non vide. Notons-le A, y. Comme U est ouvert, I'en-
semble A,y est inclus dans F, . Donc I'union sur tout les ouverts U des A, y, notée A,
est un ouvert dense. Notons A := (Nen An, qui est un Gg-dense, et montrons que f est
continue en tout point de A. Soit a € A. Alors pour tout n € N, il existe p € N tel que a
appartient a I'intérieur de F, . Soit donc n € N et p € N associé. Par continuité de f, |l
existe un voisinage de a dans lequel tout &’ vérifie

d(fp(a), fp(a")) <27".
Par ailleurs tous les points x de f, , vérifient

d(f(x). F()) = Jim_ d(f(x). f4(x)) <277
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Le résultat suit alors par I'inégalité triangulaire : on a pour tout a’ dans F, , suffisamment
proche de a
d(f(a), F(2)) < d(F(2), Fo() + d(1p(2), Fo(@)) + d(Fo(a), F(a) <327
et |la proposition est démontrée. O

Corollaire A.1.6. Soit | un intervalle ouvert de R, F un espace de Banach et f : | — F
une application dérivable. Alors f' est continue Baire presque partout.

Démonstration. |l suffit d'appliquer la proposition précédente a
fa(x) =27 (Fx+27M = £(x))
ce qui démontre le résultat. O
A.1.3. Semi-normes.

Définition A.1.7. Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E toute ap-
plication p : E — R sous-additive et absolument homogéne :
V(x,y) € EXE, p(x+y)<p(x)+py);
YAER, VxeE, phx)=|\p(x).
On dit qu’'une famille P de semi-normes sépare les points (ou est séparante) si

p(x)=0VpeP = x=0.

Exemples. ¢ Une norme est une semi-norme qui sépare les points.
e Soit £ = C(]0,1[;R). La famille définie par p,(f) := |f(a)| est une semi norme pour
tout a €]0, 1] et P := (pa)acjo,1[ est une famille de semi-normes qui sépare les points.

Soit P = (pa)aca une famille de semi-normes. Les ouverts de la topologie associée a P
sont les parties U de E telles que

YxelU, IBCA#Dfinietr >0 telsque

Be(x,r):={y e E/VBeB, pg(x—y)<r}CU.

On rappelle que dans un espace vectoriel topologique E, une suite (x,) converge vers X si

et seulement si pour tout voisinage ouvert U de I'origine, il existe N € N tel que x, —x € U
pour tout n > N.

(A1)

Proposition A.1.8. Soit E un espace vectoriel topologique muni d’une famille de semi-
normes P = (pa)aca. Une suite de points (x,) de E converge vers x € E pour la topologie
associée si et seulement si pour tout o € A, pa(x, — x) converge vers 0.

Démonstration. Exercice. O

Remarques. a) E est séparé si et seulement si P sépare les points.
b) Si P et P’ sont deux familles de semi-normes avec P C P’ alors la topologie
associée a P’ est plus fine que celle associée & P.

On rappelle qu’un ensemble A d'un espace vectoriel topologique E est borné si pour tout
voisinage V de I'origine, il existe une constante C > 0 telle que AC C-V.

Proposition A.1.9. Soit E un espace vectoriel topologique muni d’une famille séparante
de semi-normes P = (pa)aca- Un ensemble A C E est borné si et seulement si pour
tout a € A il existe Cy tel que

Vx €A, pa(x)<Cq.
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Démonstration. Supposons A borné. Par la définition (A.1), pour tout o € A I'ensemble
Vo i={x € E/ pa(x) < 1}

est un voisinage ouvert de 0 donc il existe une constante C, > 0 telle que A C Cq, - V. Par
homogénéité de p, on a donc

Vx €A, pa(x) <Cq.

Inversement supposons cette assertion vraie pour tout a € A. On sait que tout ouvert de E
voisinage de 0 contient un ensemble du type

L
V=) {x€E/pgyx)<e}
a=1
pour un certain choix de L, pa,, ..., Pa,. €1, - -, EL. On vérifie alors que

Ca:
ACC-V avec C=2 max —-
1<<L g

La proposition est démontrée. O

A.1.4. Espaces de Fréchet.

Définition A.1.10 (Fréchet (1878-1973)). On dit qu'un espace vectoriel E est un pré-
Fréchet s'il existe une famille dénombrable P = (p;)jen de semi-normes séparantes telles
que

pi(x) <piy1(x), VjeN, VxeE.

Notons que I'hypothése de croissance n'est pas strictement nécessaire mais on peut

toujours s’y ramener en remplacant p; par Z Pk par exemple. La topologie d'un pré-Fréchet
k<j
est métrisable avec la distance (invariante par translation)

d(x,y) = 327 min(1, pi(x — ¥)) .
JEN

Définition A.1.11. Un espace de Fréchet est un pré-Fréchet complet.

Exemples. a) Soit K un compact de R". L'ensemble des fonctions C*(K) est
un espace de Fréchet, muni des semi-normes

Vi eN, pj(f):= sup sup [0%f(x)].
la|<j xeK

b) L'espace L} _(R") est un Fréchet (considérer les applications f — 171l Lok
pour K; suite exhaustive de compacts de R").

¢) Tout sous-espace fermé d'un Fréchet est un Fréchet.

Remarque. Si Q est un ouvert de R”, il est beaucoup plus difficile de définir sur I'en-
semble des fonctions C*°(£2) a support compact une «bonne» topologie. On y reviendra au
Chapitre B.

Lemme A.1.12. Soient (E, (p;)jen) et (F,(qk)ken) deux pré-Fréchet, et soit T une
application linéaire de E dans F. Alors T est continue si et seulement si

VkeN, 3C>0,j€N, VxecE, q(Tx)<Cpi(x). (A.2)
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Démonstration. Supposons que |'application T est linéaire continue. Alors pour tout
entier k, il existe un voisinage ouvert U de I'origine tel que

VxeU, aq(Tx)<1.
Mais il existe j € N et € > 0 tels que
{xe E/pj(x)<e}tcCU

. . . € .
et le résultat (A.2) suit alors par homogénéité : si x € E alors T(X)X appartient a U et
j
donc

ak(Tx) = ipj(x)qk(m)f(x)TX) < %PJ(X)-

Inversement soit T : E — F une application linéaire et supposons que (A.2) soit satisfaite.
Soit x € E. Si U est un voisinage ouvert de Tx dans F alors il existe k € N et € > 0 tels
que

{yeF/ qk(Tx—y)<5}CU.

Par hypothése il existe C > 0 et j € N tels que si

€
/
x—x) < =
PJ( ) =c
alors
a(Tx—Tx')<e
et donc Tx’ appartient a U. Le résultat suit. O

A.1.5. Théoréme de Banach-Steinhaus.

Théoréme A.1.13 (1927 ; Banach 1892-1945, Steinhaus 1887-1972). Soient E un es-
pace de Fréchet muni d'une famille de semi-normes (p;) et F un pré-Fréchet muni d’une
famille de semi-normes (qx). On considére une famille (Ty,)qea d'applications linéaires conti-
nues de E dans F telles que pour tout x € E, la famille (Tox)aea est bornée dans F.
Alors (Ty)aen €st équi-continue : plus précisément

VkeN, IC>0,jeN, VxeE, VacA, q(Tax)<Cpi(x).
Dans le cas ou E et F sont des espaces de Banach cela signifie qu'il existe C > 0 telle que
Vxe E, Vae A, |Tox|lF<Clx|E.
Démonstration. Soit k € N fixé. Pour tout n € N on considére
Ep={x€eE/Vaec A, q(Tax)<n}.

L'ensemble E, est fermé, et par I'hypothése du théoréme on a
UE=E.
neN
Par le théoreme de Baire (Corollaire A.1.3) il existe un entier N € N tel que I'intérieur de Ey

est non vide. Soit alors xg € E et un voisinage V ouvert de 0 dans E, tels que xg +V C Ep.
Ce voisinage contient

Bje:={x€ E/pj(x) <€}
pour un certain entier j et un certain réel € > 0. Alors pour tout x € B

G(Ta) = ~ a4 (Ta(ex)

IN

%(Qk(Ta(XO +ex)) + CIk(TaXO)> < ? :
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Le théoréme suit par homogénéité. O

Corollaire A.1.14. Soient E un espace de Fréchet et F un pré-Fréchet. On considére
une famille (Tp)pen d'applications linéaires continues de E dans F convergeant simplement
vers T. Alors T est linéaire continue de E dans F. De plus si (xp) converge vers x dans E
alors (Tpxn) converge vers Tx dans F.

Démonstration. Exercice. O

Corollaire A.1.15. Soit G un espace de Banach et B un sous-ensemble de G. On
note G* 'ensemble des formes linéaires continues sur G. On suppose que pour tout f € G*,

I'ensemble f(B) = U f(b) est borné. Alors B est borné.
beB

Démonstration. |l suffit d’appliquer le théoréme de Banach-Steinhaus a £E = G*, F =R
et A= B. La famille (Tpf)pep défine par
Tpf :=f(b), feG", beB

et bornée donc (Tpf)pep est uniformément bornée : il existe une constante C > 0 telle que
pour tout f € G* et tout b € B
ITuf| < Cllfllg- -

Le corollaire est démontré. O
A.1.6. Théorémes de I'application ouverte et du graphe fermé.

Théoréme A.1.16 (Application ouverte). Soient E et F deux espaces de Fréchet et T
une application de E dans F linéaire, continue et surjective. Alors T est ouverte, c'est-a-dire
que l'image par T de tout ouvert de E est un ouvert de F. Si T est bijective alors c’est un
homéomorphisme.

Démonstration. On munit £ et F d'une famille de semi-normes et on leur associe la
topologie définie au Paragraphe A.1.3 ainsi que les distances dg et dr associées (voir le
Paragraphe A.1.4). On veut montrer que

Ve >0, 3p>0, VxeE, Bpe(Tx,p)CT(Be(xe)).
Montrons tout d'abord que
Vr>0, 3p>0, Vxe€E, Bgr(Tx,p)CT(Be(x,r)).

Par invariance par translation de la distance associée aux semi-normes et par linéarité de T,
il suffit de démontrer

Vr>0, 3p>0, Bp(0,p) CT(Be(0,r)). (A.3)

Commencons par montrer le résultat pour x = 0. Soit donc r > 0, et soit Fj, ;= nT(BE(O, 5))
Alors F = Unen Fn car T est linéaire surjective et
E=)nBe, L),
HLEJN (0.5)
Donc par le théoreme de Baire (Corollaire A.1.3), il existe N € N tel que I'intérieur de Fy
est non vide. Donc I'intérieur de T (Bg(0, 5)) est non vide (car les homothéties sont des

homéomorphismes). Donc il existe y € F et p > 0 tel que Br(y,p) C T(Bg(0,5)). On

écrit alors
Br(0,p) = —y + Br(y.p)

C —y + T(Be(0, g))
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et donc par symétrie et par linéarité de T,

Br(0.9) C T(Be(0. 3)) + T(Be(0. 5))
- T(BE(O, I’)) .
Le résultat (A.3) suit.

Pour conclure montrons plus généralement le résultat suivant : si X et Y sont deux
espaces métriques avec X complet et si T est une application continue de X dans Y vérifiant

Vr>0, 3p>0, VxeX, By(Tx,p)CT(Bx(x.r)), (A.4)

alors
Vr>0, 3p>0, VxeX, By(Tx,p)CT(Bx(x 3r))

ce qui achevera la démonstration du théoréme. Soit donc r > 0 et p associé par (A.4) et
considérons une suite (pn)nen de réels positifs, décroissante vers zéro telle que pg = p et

Vx e X, By(Tx,pn) CT(Bx(x,27"r)).
Soit maintenant x € X fixé, et soit y € By (Tx, p). Il s'agit de montrer que y € T (Bx(x, 3r)).

On va construire par récurrence une suite (x,)ney de X telle que Tx, € By(y, pn)
et x, € Bx(xn—1,2Y7"r). On choisit xg = x, qui convient puisque y appartient a By (T x, p)
et donc Tx appartient a By (y, p). Supposons xg, ..., Xp—1 construits. Alors y appartient
a By(TXn—1,pn-1), et donc a T (Bx(xp—1,2'7"r)) par définition de p,—1. On peut donc
trouver un point de Bx(x,_1,2'7"r) dont I'image par T est arbitrairement proche de y,
et en particulier il existe x,, dans Bx(x,_1,2'~"r) tel que Tx, € By (y, pn), ce qui termine
la construction. La suite (x,)pen est de Cauchy dans X car par I'inégalité triangulaire dés
que p > 2

p—1 p—1
dx(Xn, Xn-‘rp) < Z dX(Xn—i—kx Xn+k+1) <r Z o=k < pl=np 0, n—oo.
k=0 k=0

Donc la suite (x,)neny converge vers une limite x' € X, qui vérifie par le méme calcul que
ci-dessus (en prenant n =0 et p — )

dx(x,x") < 3r.
Par continuité de T et comme dy (T xp, ¥) < pp, on en déduit que
_ H _ /
y = n“%moo Tx,=Tx".
On a donc y € T(Bx(x,3r)), ce qu'il fallait démontrer. O

Remarque. La démonstration montre que si T n'est pas surjective alors T(E) est
maigre.

Théoréme A.1.17 (Graphe fermé). Soient E et F deux espaces de Fréchet et T une
application linéaire de E dans F. Alors T est continue si et seulement si son graphe

G={(xy)€eEXF/y=Tx}

est fermé dans E x F.
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Démonstration. |l est toujours vrai que si T est continue alors son graphe est fermé.
Inversement supposons que G est fermé. Comme T est linéaire, G est un sous-espace
vectoriel de E x F, qui est fermé dans E x F par hypothése, donc G est un Fréchet.
L'application de premiére projection
G— E

T
! (x,y) — x

est linéaire, continue et bijective donc par le théoréme de I'application ouverte c'est un

isomorphisme. En notant
G— F

(x,y)—vy
I'application de deuxiéme projection, il s’ensuit que T = mp o '/rl_1 est continue. O

To .

A.2. Théorémes de Hahn-Banach

A.2.1. Rappels sur le lemme de Zorn. Soit P un ensemble muni d'une relation d’ordre
partielle <.
On dit qu'un sous-ensemble Q de P est totalement ordonné si

V(a,b) €@, soit a<b soit b=<a.
On dit que ¢ € P est un majorant d'un sous-ensemble Q de P si
VacQ, a<c.
On dit que m € P est un élément maximal de P si
VXeP, m<x=—x=m.

On dit que P est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de P admet un
majorant.

Lemme A.2.1 (Zorn, 1935). Tout ensemble ordonné inductif non vide admet un élément
maximal.

Remarque. La démonstration repose sur la forme forte de I'axiome du choix (Zermelo,
1904) et sera admise. Ce lemme a des applications importantes, pour montrer des résultats
d'existence (base d'un espace vectoriel, forme linéaire sur un espace vectoriel...).

Exemples. a) Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E muni de I'inclusion
est inductif car E majore tout sous-ensemble de E. Dans ce cas le lemme de Zorn
est trivial puisque E est maximal.

b) Soit Z(E, F) I'ensemble des injections partielles de £ dans F défini de la fagon
suivante. Un ensemble G C E x F appartient a Z(E, F) si l'on a : (x,y) et (x,y’)
sont dans G implique que y = y’ et de méme (x, y) et (x’, y) sont dans G implique
que x = x’. Muni de l'inclusion, cet ensemble est inductif. Le lemme de Zorn
implique alors qu'il existe un élément maximal, dont on vérifie que c'est le graphe
d'une injection de E dans F, ou d'une injection de F dans E. On en déduit que
pour tous les ensembles E et F, il existe une injection de I'un dans l'autre ou
réciproquement (c'est le théoréme de comparabilité cardinale).

Les théoremes A.2.2 et A.2.13 qui suivent peuvent étre démontrés sans le lemme de
Zorn (donc sans la forme forte de I'axiome du choix) si I'on suppose que I'espace de départ
est de dimension dénombrable (par exemple un espace de Hilbert) ou séparable. lls ont été
obtenus de maniére indépendante par Hahn et Banach dans les années 1927-1930.
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L'intérét de la «forme analytique» (Paragraphe A.2.2) est de permettre d'introduire (par
dualité) des topologies faibles, pour lesquelles on a de bonnes propriétés de compacité. La
«forme géométrique» (Paragraphe A.2.3) est notamment utile en analyse convexe. Nous
verrons des applications des deux formes dans ce cours.

A.2.2. Théoréme de Hahn-Banach (forme analytique). Soit £ un espace vectoriel
réel et F un sous-espace vectoriel de E. Si f est une forme linéaire sur F, on~dit que f est
un prolongement linéaire de f a E si f est une forme linéaire sur E telle que fip = f.

On rappelle qu'une application positivement homogeéne vérifie
YA>0, VxeE, px)=Ap(x).

Théoréme A.2.2 (Hahn-Banach - forme analytique). Soit E un espace vectoriel réel
et p . E — R une application sous-additive et positivement homogene. Si F est un sous-
espace vectoriel de E et f est une forme linéaire sur F telle que

Vxe F, f(x)<p(x),
alors il existe un prolongement linéaire fdef aE tel que
Vxe E, f(x)<p(x).

Démonstration. Soit P I'ensemble des prolongements de f dominés par p, c'est-a-dire

I'ensemble des couples (G, g) avec G sous-espace vectoriel de E contenant F, et ol g est
une forme linéaire sur G telle que g = f et vérifiant

VxeG, g(x) < p(x).
Alors P est non vide car (F, f) € P. Par ailleurs P est ordonné par la relation d'ordre partiel

Montrons que P est inductif : soit @ C P un ensemble totalement ordonné, que I'on écrit
sous la forme

Q= (G, gi)iel -
Un majorant de Q est le couple (G, §) avec
G := UG,- et VxeG, §(x):=gi(x) avec x € G; .
icl

En effet § est bien définie, (G,§) € P et (G, §) est un majorant pour Q. L’ensemble P est
donc inductif. Par le lemme de Zorn, P admet donc un élément maximal (Ggp, go) € P.

Montrons que Gg = E. Sinon il existe xg € E \ Gg et on pose G’ := Gg + Rxg. On définit
I'application ¢’ sur G’ par

Vx € Gg, VteR, J(x+tx)=go(x)+ta

et I'on va construire a € R de sorte que (G’, g') € P (ce qui fournira une contradiction

puisque (Go, go) < (G’, g’)). On doit donc choisir a de sorte que pour tout x € Gg et pour
tout t € R,

g (x + txo) < p(x + txo) .

Comme p est sous-additive et positivement homogeéne, il suffit de démontrer le résultat
pour |t| = 1, donc de construire a de sorte que pour tout x € Gg

go(x) +a<p(x+x0) et go(x)—a<px—x).
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Il suffit donc de démontrer qu'il existe o € R tel que

sup (go(y) — p(y — x0)) <a < inf (p(y +x0) — go(¥)) - (A.5)
y€Gy y€Go

Mais pour tout y, ¥’ € Gg
9o(y) + 90(y") = go(y +¥") < ply +¥') < p(y' +x0) + p(y — x0) -
On a donc

sup (90(y) = P(y —X0)) < ot (p(Y +x0) — 90(¥)) .

et (A.5) est donc vérifie. On en déduit la contradiction cherchée, donc Gp = E.
Le théoreme A.2.2 est démontré en choisissant f = 90. O

On note dorénavant E* I'ensemble des formes linéaires continues sur £, muni de la
norme

flle- = sup [f(x)]= sup f(x).
Ixle<1 Ixlle<1

Corollaire A.2.3. Soit E un espace vectoriel normé et G un sous-espace de E. Si f est
une forme linéaire continue sur G alors on peut la prolonger en une forme linéaire continue
sur E, de méme norme que f.

Démonstration. |l suffit d'appliquer le théoreme A.2.2 précédent a la fonction

E —R"
p:
x — |[fllg- x|l
et le corollaire est démontré. O

Proposition A.2.4. Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout x € E on a

Ixlle = sup |f(x)]= max |f(x)].
1] HfHE*S1| (x) ||f||E*§1| ()]

Démonstration. Soit x # 0 fixé dans E. On sait que

sup |[F(x)] < |Ix[le .
[|fll <1

D'apres le Lemme A.2.5 ci-dessous, il existe f, € E* telle que
Iflles = lIxlle et fi(x)=|x]Z.

[l suffit alors de poser
1

x = fx
lIxIle
qui vérifie
[flles =1 et f(x) =Ixle-
Cela démontre le résultat cherché, a condition de démontrer le Lemme A.2.5 suivant. O

Lemme A.2.5. Soit E un espace vectoriel normé. Pour tout xq € E, il existe une forme
linéaire continue fy € E* telle que

Ifolles = Ixolle et folx) = lIxlE-
Démonstration. |l suffit d'appliquer le Corollaire A.2.3 a G = Rxg et
f(txo) == tllxolIE -

et le lemme est démontré. O
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A.2.3. Théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique).

A.2.3.1. Hyperplans affines. Soit E un espace vectoriel réel. Un hyperplan affine de E
est un sous-espace affine de codimension 1 dans E. De maniére équivalente, c'est un sous-
espace H de E de la forme

H={xecE/f(x)=a}
ol f est une forme linéaire non identiquement nulle et o € R est donné. On dit que f = a
est I'équation de H (toute autre équation est de la forme Af = Ao avec A # 0) et on
note H = [f = q.

Proposition A.2.6. Soit E un espace vectoriel topologique réel. L 'hyperplan H = [f = «a]
est fermé si et seulement si f est continue.

Démonstration. Si f est continue alors clairement I'hyperplan H = [f = a] est fermé,
puisque les singletons de R sont fermés et H = f~1({a}).

Montrons I'implication réciproque. Comme les translations sont des homéomorphismes
on peut supposer que a = 0. On rappelle que I'espace quotient Ep est separé si et seulement
si H est fermé. En outre comme H est un hyperplan, E/y est de dimension 1. On définit
["application linéaire f passée au quotient

f:Ep—R

et en notant m : E — E /4 la projection canonique (continue) on a f = f o donc il suffit

de montrer que f est continue, en 0 par linéarité. Notons que I'application f est définie de
la maniere suivante : on fixe dorénavant x € E,4 non nul, et I'on a

Vy =Xx € Ejn, Fly) = M(x).

Soit € > 0. On va montrer qu'il existe un voisinage Ve de 0 dans E 4 tel que siy = Ax €
alors [A| < e. Comme E /4 est séparé, il existe un voisinage ouvert W, de 0 dans E,y ne
contenant pas ex. On va transformer cet ensemble W, en un voisinage V; de 0 équilibré au
sens ou
u| <1=pV C ;.
A cette fin on pose
V. = ﬂ vWe .
lv[>1

On a clairement V; C W,, montrons que V. est un voisinage de 0. Par continuité de I'ap-
plication (u,y) — uy, il existe n > 0 et un voisinage ouvert VN\/‘E de 0 dans E /4y tels que
pour tout y € Wg, pour tout u € R tel que |u| < n, on ait uy € We. Alors 77\7\/5 est un
voisinage ouvert de O contenu dans V. — puisque si y € W, et lv| > 1 alors |n/v| < m et
donc ny € vW,. On en déduit que V; est un voisinage de 0. Notons enfin que par construction

ul <1=uV C V.

En effet considérons y € V; et |u| < 1, il s'agit de montrer que pour tout |v| > 1, il
existe w € W, tel que py = vw. Mais V' := v/ vérifie [V/| > 1 donc il existe w € W, tel
que y = V'w et le résultat suit. Montrons a présent que

si y=M€V,, alors |N<e,

ce qui impliquera que f ¥ = Ax — Af(x) est continue en 0. Supposons donc qu'il existe y =
Ax € V. avec || > €. Alors en écrivant

EX= =Y

£
A
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on constate que y € V; et |e/A] < 1 donc ex € V. On a donc une contradiction et le
résultat suit. O

A.2.3.2. Espaces localement convexes. Cette notion, utile pour la théorie de la dua-
lité (voir le paragraphe A.3.1) a été introduite dans les années trente, notamment par A.
Kolmogorov. On rappelle que A C E est convexe si

Vte[0,1], V(x,y)€eAxA, tx+(1—-t)yeA.

Définition A.2.7 (Espace vectoriel topologique localement convexe). Soit E un espace
vectoriel topologique réel. On dit que E est localement convexe si I'origine admet un systéme
fondamental de voisinages convexes.

Remarque. L'intérieur d'un convexe d'intérieur non vide est encore convexe, donc on
peut rajouter "ouverts” dans la définition précédente.

Définition A.2.8 (Jauge d'un convexe). Soit E un espace vectoriel topologique réel
et C un voisinage convexe de I'origine. On appelle jauge de C (ou encore fonctionnelle de
Minkowski) I'application

E —R"
[ /fa _ 1 .
x%lnf{t>0/?x€C}:mf{t>0/xe tC},
en convenant que inf()) = oo.

Lemme A.2.9. Soit E un espace vectoriel topologique réel et C un voisinage convexe
de l'origine. La jauge de C est bien définie et les propriétés suivantes sont vérifiées :

a) pour tout X\ > 0 et pour tout couple (x,y) de E,

Axlle = AMixlle et lix+yllc < lixllc +lyllc:
b) si C est ouvert alors C = {x € E / ||x||c < 1};
c) la jauge de C est une application continue.

Démonstration. Remarquons que || - ||¢ est bien définie : pour tout x € E et pour tout t
assez grand, comme C est un voisinage de 0 on a bien %x e C.

a) On note que [|0]|c = 0 (d'ailleurs ||x||c = O pour tout x tel que R™x C C). Par
construction ||[Ax|lc = Allx|lc si A > 0. Montrons la sous-additivité : soient x,y € E

et s,t > 0 tels que —x et —y sont dans C. Soit 0 := === € [0, 1]. Alors
s t s+t

(x+y):cr§+(1—a)%eC

s+t
car C est convexe. Donc
Ix+yllc <s+t.

En prenant I'inf sur s et t on en déduit le résultat.

b) Supposons que C est ouvert. Alors pour tout x € C il existe € > 0 tel que (1 + €)x
appartient a C. On en déduit que

<1.

Xllc <
Ixllc <
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Inversement si x € E est tel que ||x||c < 1, montrons que x € C. Comme ||x|c < 1, il
existe t € (0, 1) tel que %x € C, et donc on a

1
x:t(;x)+(1—t)0€c
puisque C est convexe, d'ol le résultat.
c) On a par a)

[Iixllc = liylle| < lIx = ylic

donc il suffit de montrer la continuité en 0. Celle-ci provient du fait que pour tout € > 0, |l
existe V voisinage de 0 contenu dans €C. Pour tout x € V. on a ||x||c < g, et le résultat
suit. O

Théoréme A.2.10. Un espace vectoriel topologique est localement convexe si et seule-
ment si sa topologie est définie par une famille de semi-normes.

De méme un espace vectoriel topologique admet un systéme fondamental dénombrable
de voisinages convexes de I'origine (au sens ot il existe une famille iy, ..., V,, ... d’ouverts
tels que tout voisinage de 0 contient I'un des V;,) si et seulement si sa topologie est définie
par une famille dénombrable de semi-normes.

Démonstration. = Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe. On
remarque que pour tout voisinage ouvert convexe C de 0, I'ensemble C N —C, qui est non
vide, est aussi un voisinage ouvert convexe de 0, et il est de plus symétrique et contenu
dans C. Soit donc V un systéeme fondamental de voisinages ouverts de O pour 7, convexes
et symétriques, et montrons que la topologie P définie par (|| - ||c)cey (qui est bien une
semi-norme puisque C est symétrique, et dénombrable si V I'est) coincide avec la topologie
originelle T de E. Il suffit de montrer que tout voisinage de 0 pour I'une est voisinage de 0
pour l'autre et réciproquement.

- SiV €V est un ouvert de T alors par le lemme précedent

V= {xeE/lxly <1}

donc tout voisinage ouvert de 0 pour T est un voisinage ouvert de 0 pour P.

- Soit V un voisinage ouvert de O pour P et soit v € V. Alors il existe r > 0, k > 1 et
des éléments Cq, ..., Cy de V tels que

[xeE, Iv-xlc<rvi<i<kjcv.

K
Mais alors le voisinage ouvert convexe de I'origine C := ﬂ rC; vérifie v+ C C V et C est
i=1
dans V donc V est un voisinage ouvert de 0 pour 7.
<= Soit E un espace vectoriel topologique, et (py)aca une famille de semi-normes
sur E. Alors les ensembles

{x e E/VB e B, ps(x) < €}

oll B est une partie finie de A et € un réel strictement positif, forment un systéme fonda-
mental de voisinages ouverts de O (dénombrable si la famille A I'est, et € est rationnel) pour
la topologie définie par ces semi-normes. Comme ces ensembles sont convexes par I'inégalité
triangulaire, I'ensemble E muni de cette topologie est localement convexe.

O
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Lemme A.2.11. Soit E un espace vectoriel topologique réel et soit C un convexe ouvert
non vide de E. Pour tout xg € E\ C, il existe une forme linéaire continue £ sur E telle que

Vx e C, £(x)<L(x).
Démonstration. Par linéarité de £ on peut supposer que 0 € C. Soit F := Rxq et soit ||-||¢
la jauge de C. Soit la forme linéaire
F—R
>\X0 — .
On sait par le lemme A.2.9 que C = {x € E /||x|lc < 1} donc comme xo ¢ C, [[x0llc > 1.

On a donc
VAER, f(Xxo) < |Xxllc

(notons que pour A < 0 c'est évident!).
Par le théoréme de Hahn-Banach analytique il existe donc £ sur E prolongeant f, telle
que £ < - ||c. Donc pour tout € > 0 et pour tout x € eC N (—&C)

1£(x)| = £((signe£(x)) x) < ||(signe£(x)) x||- < &

car (signe£(x)) x appartient a €C, donc £ est continue en 0 donc partout. De plus pour
tout x € C on a
£x) <|Ixllc <1

et comme £(xp) = f(xp) = 1 le lemme suit. O
A.2.3.3. Enoncé et démonstration du théoréme.

Définition A.2.12. Soit E un espace vectoriel topologique réel, et A et B deux sous-
ensembles de E. On dit que I'hyperplan H = [f = a] sépare A et B si

VxeA, f(x)<a e VxeB, f(x)>a.
On dit que I'hyperplan H = [f = o] sépare strictement A et B s'il existe € > 0 tel que
VxeA, f(x)<a—¢ e VY¥xe€B, f(x)>a+e.

Théoréme A.2.13 (Hahn-Banach - forme géométrique). Soit E un espace vectoriel
topologique réel, et A et B deux convexes non vides disjoints de E.

a) Si A est ouvert alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B ;

b) Si E est localement convexe, si A est compact et B est fermé, alors il existe un
hyperplan affine fermé séparant strictement A et B.

Démonstration. a) Soit C := {x -y, XEA,yE B}, convexe et non vide (car c'est le
cas pour A et B), et ouvert car
c=UJA-y
veB
et ne contenant pas 0 car AN B = . Par le Lemme A.2.11 avec xo = O, il existe une
forme linéaire continue £ sur E telle que £(c) < 0 pour tout ¢ € C. Alors £(x) < £(y) pour
tout x € Aet y € B. Soit o 1= sup,ea £(x), alors

a < inf £

< jnf &)

et donc H = [£ = a] convient : il sépare A et B et est fermé car £ est continue (voir la
Proposition A.2.6).
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b) Ona ANB = () et B est fermé donc pour tout x € A il existe un voisinage ouvert V4
de 0 dans E tel que

x+Vi)nB=10. (A.6)
Par continuité de I'application (x, y) — x+y en (0,0), on peut trouver V/ voisinage ouvert
de 0 dans E tel que V[ + V] C V4. Mais A est compact donc il existe xq, ..., X, dans A

tels que A C (xg + V) U---U(xs + V4 ). Comme V N--- NV, est un voisinage de 0
et E est localement convexe, il existe W voisinage ouvert convexe de 0 dans E tel que I'on
ait W+ (=W) Cc Vg n---NnV, (par continuité de I'application (x,y) + x —y en (0,0)).
Soient alors A ;= A+ W et B’ := B + W, ouverts convexes non vides dans E. Montrons
que ANB' =0.Sia+w=b+w avecaec A be Betw,w € W, alors on peut
écrire a = x; + v/ avec v/ € V et alors b = x; + v/ +w — w' qui appartient a BN (x; + V4,),
ce qui est en contradiction avec (A.6).

Donc A'N B’ = () et par a) il existe H := [ = a] hyperplan affine fermé séparant A’
et B :ona

Vxe A, Ux)<a et VyeB, Ly >a. (A7)
Mais alors
Vix,y,w,W)EAXBxW xW, x+w)<a<lly+w).
Il suffit alors de choisir w et w’ tels que £(w) =€ > 0 et w = —w, ce qui démontre le

théoréme puisque I'on obtient
Vix,y) EAxB Ux)<a—-e<a+e<Ly).
En choisissant o’ = o — €/2 on trouve que H := [£ = o] sépare strictement A" et B. [
Corollaire A.2.14. Soit E un espace vectoriel topologique réel séparé et F un sous-

espace vectoriel de E tel que F # E. Alors il existe f € E* non identiquement nulle telle
que

f(x)=0 V¥xeF.
Démonstration. Soit xp € E \ F. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach (forme géomé-

trique) il existe f € E* non identiquement nulle et un réel a tels que I'hyperplan [f = o]
sépare strictement F et {xp}. On a ainsi

VxeF, f(x)<a<f(x)
mais alors
VAeR, VxeF, MK <a

et donc f(x) = 0 pour tout x € F. Le corollaire est démontreé. O
A.2.4. Application : théoréme de Krein-Milman.

Exercice. Montrer qu'un ensemble est convexe si et seulement si il contient toutes les
combinaisons convexes positives finies de ses éléments.

Définition A.2.15 (Enveloppe convexe, Enveloppe convexe fermée). Soit E un espace
vectoriel et A un sous-ensemble de E. L’enveloppe convexe co(A) de A est le plus petit
convexe contenant A. C'est donc I'ensemble de toutes les combinaisons convexes positives
finies d’'éléments de A, en d’autres termes

co(A) == { S 6, Jfini, €A, 6,>0, 5 6, =1}
JjeJ jed
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L’enveloppe convexe fermée co(A) d'un ensemble A est le plus petit convexe fermé
contenant A. De maniére équivalente, c'est I'adhérence de I'enveloppe convexe de A.

Si I'espace ambiant est un Banach, I'enveloppe convexe fermée d'un compact est un
compact.

Si A est convexe alors A = co(A).
Si A est fermé on n'a pas nécessairement co(A) = co(A). Par exemple
A={0,0}U{(x,y) €R?®/x>0, xy =1}
est fermé mais
co(A) = {(0,0)}U{(x,y) eR? /x>0,y >0}
est ouvert.

Si A est compact on n'a pas non plus nécessairement co(A) = co(A) (prendre par
exemple £2 et le compact A formé de 0 et de (e,/n),>1 avec (e,) la base canonique de £2 :
son enveloppe convexe n'est pas fermée puisque % > n—lf—n" est dans co(A)).

Définition A.2.16 (Partie extrémale, point extrémal). Soit K une partie d’un espace
vectoriel E. On dit qu’'un ensemble A est une partie extrémale de K si A est compacte, non
vide et

V(xy) €K, (30€(0,1), bx+(1-0y€A) = (xy) €A
On dit que xg est un point extrémal de K si {xo} est une partie extrémale.

En d'autres termes, un point extrémal n’est pas un point intérieur d'un segment en-
tierement inclus dans K. Par exemple les points extrémaux de la boule unité euclidienne
de RY forment la sphére unité euclidienne. Les points extrémaux d'un pavé de RY sont ses
sommets.

Théoréme A.2.17 (Krein-Milman, 1940). Soit E un espace vectoriel topologique loca-
lement convexe séparé, et K un convexe compact de E. Alors K coincide avec I'enveloppe
convexe fermée de ses points extrémausx.

Démonstration. Soit £ := {points extrémaux de K}. On va commencer par montrer
que & est non vide, puis que K = co(&) ou co(&) est I'enveloppe convexe de £.

- Soit P I'ensemble des parties extrémales de K. Alors P est non vide car il contient K.
On munit P de la relation d'ordre partielle A < B si B C A. Montrons que P est induc-
tif. Soit P C P totalement ordonné, alors ﬂ A est une partie extrémale non vide, comme

AcP

intersection de fermés emboités dans un compact, qui majore P, donc P est inductif. D’aprés
le lemme de Zorn, P admet un élément maximal M. Montrons que M est réduit a un point :
s'il existe xp # x; dans M, alors d'aprés le théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique),
il existe une forme linéaire continue f € E* telle que f(xp) < f(x1). Soit

M = {xe/\/l/f(x):i?ﬂff}.

Alors M est non vide car M est compact (comme partie extrémale) et f est continue, et M
est compact car fermé dans un compact. Par ailleurs M C M et cette inclusion est stricte
car f(xp) < f(x1). Montrons que M est extrémal, ce qui aboutira a une contradicton :
supposons qu'il existe x,y € K et 8 € (0, 1) tels que

9x+(1—9)y6/\7.
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Alors 6x + (1 — 8)y € M donc x,y € M. Par ailleurs
Of(x)+ (1 —0)f(y) = ilr\1/lf f

ce qui implique que x,y € M. Mais M est extrémal et M #* /\7 d'ol la contradiction.
Donc M est reduit a un point, qui est un point extrémal. Donc £ est non vide.

- On sait que co(€) C K, supposons qu'il existe xg € K \ co(£). On applique & nou-
veau le théoréeme de Hahn-Banach géométrique, qui implique qu'il existe une forme linéaire
continue f € E* telle que

sup {f(x) /X € @} < f(x0).
Soit alors

A::{XEK/f(X):s%pf}.

On peut reproduire I'argument précédent concernant M pour montrer que A est extrémal. De
méme en considérant I'ensemble P4 des parties extrémales de K incluses dans A on montre
comme ci-dessus qu'il admet un élément maximal réduit a un point, noté x1, qui appartient
donca &. Ona f(xy) =supykf etdonc f(xg) < f(x1). Mais par ailleurs comme x; € £ on a

f(xa) <sup{f(x)/x € co(®)},

d'ol une contradiction. Le théoréme est démontré. O

A.3. Dualité et topologies faibles

A.3.1. Premiéres définitions. Soient £ et F deux espaces vectoriels réels et soit (-, )
une forme bilinéaire de F x E dans R telle que

(VfEF, (fx)=0) = x=0. (A.8)

On peut définir une topologie d’espace vectoriel localement convexe séparé sur E en consi-
dérant pour toute partie finie B de F

E —R*
PB - X — sup [(f, x)] . (A.9)
feB
De méme si
(vxeE, (fx)y=0) = =0, (A.10)

alors on peut définir une topologie d'espace vectoriel localement convexe séparé sur F en
considérant pour toute partie finie A de E,

F— Rt

ga - f — sup [{f, x)].
XEA

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé. On considére I'ensemble E*
des formes linéaires continues sur E, et la forme bilinéaire

ExE*—R
(x, f) — (f,x) ;== f(x).

Gréace au théoréme de Hahn-Banach (géométrique), la relation (A.8) est vérifiée. En effet
pour tout x # 0 dans E, il existe f € E* et a € R tel que

(A.11)

(fx)y<a<0.

On peut donc comme ci-dessus définir une nouvelle topologie sur £, que I'on note o(E, E*).
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De méme si f # 0 appartient a E* alors il existe x € E tel que (f, x) # 0 donc (A.10)
est vérifiée. On peut donc définir une nouvelle topologie sur E*, que I'on note o(E*, E) —
cette derniére ne nécessitant pas Hahn-Banach pour étre construite.

Théoréme A.3.1. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, que I'on
suppose séparé, défini par ses ouverts T . La topologie o(E, E*) est moins fine que T .

Démonstration. D'apreés le théoreme A.2.10 la topologie T est définie par une famille
de semi-normes que I'on note P = (pa)acA-

Soit U ouvert pour g(E, E*), montrons qu'il est ouvert pour 7. Soit xg € U, il existe B
partie finie de E* et r > 0 tels que avec la notation (A.9),

pe(x —x0) <r=x€U.

Chaque élément f de B est continu de (E,P) dans (R,|-|) et comme B est finie, ses
éléments forment une famille uniformément continue. Il existe donc une constante C > 0 et
un sous-ensemble fini A" C A tel que

Vx e E,VfeB, |{(fx—xy)|<C Z Pa(X — Xg) .
acA

Alors la boule ouverte By/(xo, r/2C|A’|) est incluse dans U, donc U est ouvert pour la
topologie initiale. Le théoreme est démontré. O

A.3.2. Topologies faibles et espaces de Banach. Soit £ un espace vectoriel normé,
on rappelle que E* est un espace vectoriel normé muni de la norme duale

[(F, )|
Iflles = sup —— -
x#0 |[X[[e

Définition A.3.2. Soit E un espace de Banach.

— La topologie associée a || - ||g est dite topologie forte sur E
— La topologie o(E, E*) est dite topologie faible sur E.
— La topologie o(E*, E) est dite topologie faible x sur E.

Remarque. On rappelle que E C E** (voir notamment la Proposition A.3.10 ci-dessous ;
on verra plus bas des exemples ol I'inclusion est stricte) donc o(E*, E) est moins fine
que o(E*, E**) (et donc la topologie faible * sur E est moins fine que la topologie faible
sur E¥).

Proposition A.3.3. Soit E un espace de Banach.

a) Si (xn) converge fortement vers x dans E (on écrit x, — x) alors (x,) converge
faiblement vers x dans E (on écrit x, — x).

b) Si (xn) converge faiblement vers x dans E alors (x,) est bornée dans E et
Ixlle < timinf fixall e - (A.12)
c) Si(xp) converge faiblement vers x dans E et (f,) converge fortement vers f dans E*

alors
<fnan> — <f, X>-

Démonstration. a) résulte de la comparaison entre topologie forte et faible précédente,
ou encore de la continuité de f € E* : on a en effet

[(Foxa =) < IFllexllxa = xllE-
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b) provient du Corollaire A.1.15 du Théoréme de Banach-Steinhaus A.1.13. Plus pré-

cisément on associe a x, |'application linéaire
E* — R
Th:
" f— (f, Xn),

et on sait que la suite réelle (T,f)nen est bornée pour toute f € E*. Le théoréme de
Banach-Steinhaus assure donc qu'il existe une constante C > 0 telle que pour toute f € E*.

ITaf| < Cl[flle~
En rappelant la Proposition A.2.4, on a donc

IXnlle = sup [Taf| < C.

flles<1
Pour démontrer I'inégalité (A.12) on écrit
[(Foxn) | < I lle=lIxnlle
donc
[(F, )] < [ F - iminf [1xa] e

et finalement

Ixlle = sup [{Ff,x)| <liminf|[x,]le .
Ifllex<1 n—oo

c) découle de I'inégalité triangulaire et des résultats précédents, puisque
(o xn) — (£, )] < [{fo = F.x) +(Fx0 — )] < Ifa — Flleslixalle + [ x0 — X))
La proposition est démontrée. O

Proposition A.3.4. Soit E est un espace de Banach de dimension finie. Alors la topo-
logie o(E, E*) coincide avec T . En particulier x, — x si et seulement si x, — x.

Démonstration. Il suffit de vérifier que tout ouvert pour la topologie forte est ouvert
pour la topologie faible. Soit xp € E et U un voisinage de xg pour la topologie forte.
Alors U contient la boule Be(xp, r) pour un certain r > 0. Soit (e, ..., e,) une base de E
et (f1,..., fn) sa base duale (c'est-a-dire vérifiant que (f;, e;) = 9; j :== 1 si i = j, et 0 sinon).
Puisqu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, il existe une constante C > 0
telle que

Wx€E, xlle < C max |(5.x)].

Alors |'ouvert ,
V= {x € E/|(f.x— )l <z vie [1,n]}

est inclus dans Be(xp, r) et le résultat suit. O
Exercice. Soit £ un espace de Banach de dimension infinie et soit
S={xeE/|xle=1}.
Alors la fermeture de S pour la topologie faible est
B:={xcE/|xle<1}.

Il existe donc toujours des fermés pour la topologie forte qui ne sont pas fermés pour la
topologie faible, et ces deux topologies sont donc bien distinctes.
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Théoréme A.3.5. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, que I'on
suppose séparé. Si C est un convexe fermé de E pour T, alors il est aussi fermé pour o (E, E*),
et réciproquement.

Démonstration. Montrons le seul sens non évident (d'apreés le théoréme A.3.1) : soit C
un convexe fermé de E pour 7, montrons que le complémentaire de C dans E est ouvert
pour o(E, E*). Soit xg ¢ C. Par le théoréme de Hahn-Banach il existe un hyperplan qui
sépare strictement {xp} et C. Donc il existe f € E* et o € R tels que

(f,x0) < a<({f,y)

pour tout y € C. Soit
V= {er/(f,x><oc}.

Alors xp € V, V est inclus dans le complémentaire de C et V est ouvert pour o(E, E*), ce
qui démontre le théoréme. O

Corollaire A.3.6 (Lemme de Mazur, 1905-1981). Soit E un espace de Banach. Si (x,)
converge faiblement vers x dans E, alors pour tout n il existe y,, combinaison convexe
des x,, tel que la suite (y,) converge fortement vers x.

Démonstration. Soit C := co( U {xn}) I'enveloppe convexe des (x,). Alors son adhé-
n>1

rence (forte) C est convexe, donc fermée pour la topologie faible par le théoreme A.3.5.

Donc C contient la fermeture faible de C, qui contient x par hypothése. Donc x appartient

a sa fermeture forte. O

Proposition A.3.7. Soient E et F deux espaces de Banach et T une application linéaire
de E dans F. L’application T est continue de (E, || - ||g) dans (F., || - ||F) si et seulement si
elle est continue de (E,o(E, E*)) dans (F,a(F, F*)).

Démonstration. = Soit T : E — F linéaire continue pour la topologie forte. Soit V
un ouvert de la topologie o(F, F*), montrons que T (V) est ouvert dans E pour la to-
pologie o(E, E*). Soit donc xg € T 1(V), comme Txq € V, il existe / fini, des formes
linéaires (f;)jc; sur F et des réels (r;)jc; tels que V' contient les ensembles

[yeF/Ify-Tx) <n viel}.
On remarque alors que |'ensemble
U= {x e E/I(f T(x—xo)l <ri. Viel}

vérifie U € T~1(V). Comme T est continue pour la topologie forte, on a que f; o T est une
forme linéaire continue sur E est donc U est un voisinage ouvert de xp pour o(E, E¥).

<= Par le théoreme du graphe fermé il suffit de montrer que le graphe de T est fermé
pour la topologie forte. Soit donc une suite (x,) telle que (x,, T(xn)) — (x,y) € E X F
et montrons que y = Tx. On a x, — x donc x, — x, et Tx, — y donc Tx, — y. On a
donc en particulier Tx, — Tx, et la topologie faible étant séparée il y a unicité de la limite
donc y = Tx. O

On admet le théoreme suivant de Tychonov (qui repose sur le lemme de Zorn) : le produit
cartésien d'une famille quelconque d’ensembles compacts est compact pour la topologie
produit (i.e. la topologie qui rend continues toutes les projections sur I'une des composantes
du produit). Plus précisément on a le théoréme suivant.
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Théoréme A.3.8 (Tychonov, 1930). Soit (Xu)aca une famille d’espaces topologiques

et soit
X = H Xa i= {(xa)aeA/Va EA, xo € Xa}-
acA
On munit X de la topologie la moins fine rendant continues toutes les projections canoniques

Si pour tout a € A, X4 est compact, alors X I'est aussi.

Théoréme A.3.9 (Banach-Alaoglu, 1938). Soit E un espace vectoriel normé. La boule
unité fermée de E*
Be = {f e E*/|f(x)| < |Ixlle Vxe E}
est compacte pour la topologie faible x.
Démonstration. Avec les notations du théoréme de Tychonov, on pose A = Eet Xo =R

pour tout a € A. On identifie X := H R = RF a I'ensemble des fonctions de E dans R

xeE
via I'application (bijective)

F(E,R) — RE
f— {f(x)}xeE -

Les éléments de RE sont notés w = (wx)xeke- Les projections canoniques sont donc, pour
tout x € E,

O

RE — R

W — Wy .

Py :

Soit W la bijection réciproque de ®, restreinte a ®(E*) :
v d(E*) c RE — F(E,R)
' w——f t.q. f(x)=wyx Vx€EE.

Montrons tout d'abord que W est continue de ®(E*) (muni de la topologie produit de RE)
dans E* (muni de la topologie faible ) : il suffit de vérifier que pour tout x € E, I'application

®(E*) — R
w— V(w)(x)

est continue. On a A (®(f)) = f(x) = Pc(®(f)) pour tout f € E* donc

X -

A= Puo(e)
et le résultat suit du fait que Py est continue.

Pour démontrer le théoréme, il suffit alors de montrer que la boule unité fermée de E*
est I'image par W d’un compact de RE. Soit

K= {(,JGRE/VXE E,|wxl < ||X||E}-

Alors

K=TL [~ Ixle. Ixle]

xeE
donc K est compact par le théoréme de Tychonov. Soit enfin

Fo={weRE/V(x,y) € EXE V(A 1) € R?, wrcipy = A + puwy }
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Pour (x,y) € E x E et (A, 1) € R x R donnés, I'application
RE — R

W Waxtpy — AWx — Uy

A
Ay -

est continue. L'ensemble F est I'intersection de I'image réciproque de {0} par des fonctions
continues, donc K N F est compact. Comme

Bes =W(KNF)
on a le résultat cherché. Le théoréme est démontré. O

A.3.3. Espaces réflexifs. Pour tout espace de Banach E on note son bidual par E**,
muni de la norme

1€llg= == sup [(€ F)].

IFllex<1

Proposition A.3.10. Soit E un espace de Banach et E** son bidual. L'injection cano-
nique de E dans E** définie par

E— E*
E* — R
f— ((x), ) :=({f x)

est une isométrie. En particulier j(Bg) est fermée dans Bgw pour la topologie forte de E**.

x — j(x):

Démonstration. Pour montrer que j est une isométrie, il suffit de remarquer que

W)llg= = sup [{f,x)[ = lIx[le

Fllex<1

gréce a la Proposition A.2.4. Le fait que j(Bg) soit fermée dans B« pour la topologie forte
de E** provient alors du fait que Bg est complet et que j est une isométrie. O

Définition A.3.11. Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif s'il est le dual
de son dual, i.e. si j est surjective (donc bijective).

Théoréme A.3.12 (Kakutani, 1941). Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif
si et seulement si sa boule unité fermée Bg est compacte pour o(E, E*).

Démonstration. = On sait que Bg+ est compacte pour la topologie de o(E**, E*)
grace au théoréme de Banach-Alaoglu A.3.9. Comme j(Bg) = Bgs, il suffit de mon-
trer que j~! est continue de (E**,o(E**, E*)) dans (E,o(E, E*)). Si U est un ouvert
pour o(E, E*), montrons que j(U) est un ouvert de E** pour o(E**, E*). Soit xp € U. Alors
il existee >0et f,..., f, € E* telles que

V= {XEE/ sup |(f,-,x—xo)|<€}CU.

1<i<n
Alors
Jv)={g€ E/e=j(x) et sup [{fix —x0)| <e}
1<i<n
et comme
(& iy =(fi,x) si &=j(x)
alors

jv)y={¢€ B/ sup |(€ (). f)l <e},
1<i<n
ce qui démontre le résultat.

<— On utilise le lemme suivant, que I'on démontrera plus bas.
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Lemme A.3.13 (Goldstine ~ 1930). Soit E un espace de Banach, alors j(Bg) est dense
dans Be= pour la topologie a(E**, E*) (et donc j(E) est dense dans E** pour cette méme
topologie).

Retournons a la démonstration du théoréme. Supposons donc que Bg est faiblement
compacte, et montrons que j(E) = E**. Comme j est une isométrie de E sur E**, elle
est continue de I'espace (E,o(E, E*)) dans 'espace (E**, o(E**, E***)) d'aprés la Propo-
sition A.3.7, mais alors aussi dans (E**, o(E**, E*)) puisque cette derniére topologie est
moins fine que o(E**, E***). Comme Bg est faiblement compacte, alors j(Bg) est com-
pacte pour o(E**, E*). Par le lemme de Goldstine A.3.13 on a donc j(Bg) = B« puisqu’il
est dense, et fermé dans E**. Le résultat est démontré. O

Démonstration du lemme de Goldstine A.3.13. Cette démonstration nécessite le lemme
suivant, admis pour l'instant.

Lemme A.3.14 (Helly ~ 1920). Soit E un espace de Banach, soient f1, ..., f, dans E*
et oy, ..., o, des réels. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout € > 0, il existe xec € Bg tel que pour tout i € [1, n],
Ifi(xe) —ajl <e€;

b) Pour tous (31, ...,B, réels,
n n
‘Zﬁiai < HZ,Bifi
i=1 i=1

Retournons a la démonstration du lemme de Goldstine A.3.13. Soit £ € B« et V un
voisinage de £ pour la topologie o(E**, E*). Il s'agit de montrer que V N j(Bg) # 0. On
peut toujours supposer qu'il existe e > 0 et f1,..., f, dans E* tels que V contient

V= {neE**/\(n—f,f,—}]<a, V/e[l,n]}.

Donc on cherche x € Bg tel que j(x) € V/, donc (en rappelant que (j(x), f;) = (fi, x)) tel
que

E*x’

[(fi.x)— (€. f)| <e, Vie[ln].
On pose a; := (£, f;), alors par le lemme de Helly A.3.14 il suffit de montrer que

VBi,....0Bn réels, ‘Zﬁ,a,' < HZﬁifl_

E*
ce qui est évident puisque
> Biaj = (€, _Bifi)
i i
et ||€]|g~ < 1. Le lemme A.3.13 est donc démontré. O
Démonstration du lemme de Helly A.3.14. = Soit € > 0 fixé, et n réels B, ..., L.
Alors
n n n
‘Zﬁiai < ‘Zﬁi(ai - fi(Xe))’ + ‘ > Bifi(xe)
i i i
donc

‘ iﬁ/a/‘ < €i 1Bi| + ‘ iﬁ,—f,-(xg)
< s§nj il + | fjﬁ,»ff

e
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et on conclut en faisant tendre € vers zéro (en utilisant ||xg||g < 1).

<— On considére
E—R"

s (X))

L'assertion a) signifie que a := (ay, ..., an) € o(Bg), donc par contraposition supposons
que o ¢ @(Bg). Comme @(Bg) est un convexe fermé de R”, on déduit du théoréme de
Hahn-Banach (forme géométrique) qu'il existe B8 = (B, . . ., Bn) € R et v € R tels que

B-px)<y<B-a, VxeBg.

Mais
n n
I Bifillg- = sup D> Bilfi,x)= sup B-(x)
i Ixlle<1™; Ixlle<1
donc
n n
| Zﬁiﬂ e S < Zﬁ/a/,
li i
contradiction. Le lemme est donc démontré. O

Exercice. Si T est une isométrie surjective entre deux espaces de Banach F et G, alors F
est réflexif si et seulement si G est réflexif.

Exercice. Les espaces ¢y des suites nulles a I'infini, £ des suites sommables et £ des
suites bornées ne sont pas réflexifs.

Proposition A.3.15. Soit E un espace de Banach réflexif, et M un sous-espace vectoriel
fermé de E. Alors M (muni de la norme induite de E) est réflexif.

Démonstration. D'aprés le théoréme de Kakutani A.3.12 il s'agit de vérifier que la boule
unité fermée By, est compacte pour la topologie (M, M*), dont on vérifie sans peine
qu’elle est la trace sur M de la topologie o(E, E*). Mais Bg est compacte pour la topolo-
gie o(E, E*) et M est fermée pour la topologie o(E, E*) par le théoreme A.3.5, donc By,
est compacte pour la topologie o(E, E*) et donc pour la topologie (M, M*). La proposition
est démontrée. O

Proposition A.3.16. Soit E un espace de Banach, on a
E réflexif < E* réflexif.

Démonstration. = On sait par le théoréme de Banach-Alaoglu A.3.9 que Bg+ est com-
pacte pour la topologie a(E*, E). Comme E est réflexif les topologies o(E*, E) et 0(E*, E**)
coincident donc Bg« est compacte pour la topologie o(E*, E**) et donc E* est réflexif par
le théoreme de Kakutani A.3.12.

<— Supposons que E* est réflexif, alors par I'étape précédente on sait que E** est ré-

flexif, et donc j(E) est réflexif comme sous-espace fermé de E** d'apreés la Proposition A.3.15

et donc E est réflexif puisque j~1 est un isomorphisme isométrique entre j(E) et E. O
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A.3.4. Uniforme convexité.

Définition A.3.17. Un espace vectoriel normé E est uniformément convexe si pour tout
réel € > 0 il existe un réel § > 0 tel que pour tous x, y dans Bg,

1
5+ 21-6 = Ix-yle<e.

I
Exemples. a) L'espace R? muni de la norme ||x|[pz := /x? + x5 est uniformé-
ment convexe mais pas s'il est muni des normes || x|, et ||x]g.

b) On verra au paragraphe A.3.6 que LP muni de sa norme naturelle est uniformément
convexe si 1 < p < oo.

Théoréme A.3.18 (Milman-Pettis 1938). Tout espace de Banach uniformément convexe
est réflexif.

Démonstration. Soit E un espace de Banach uniformément convexe, il s'agit de démon-
trer que j(E) = E**, ou encore que j(Bg) = Bges. On rappelle (voir la Proposition A.3.10)
que j(Bg) est fermée dans B« pour la topologie forte, il suffit donc de montrer qu’elle est
dense dans Bgs+ pour cette méme topologie. Par homogénéité on peut se ramener a

Sger ={¢ € B /|lg]lew =1}

Soit donc £ € Sg« et soit € > 0 auquel on associe le paramétre § de la Définition A.3.17.
Montrons qu'il existe x € Bg tel que

(x) —€lle= < €. (A.13)
Comme [|€]|g = 1, il existe f € E* tel que ||f||lg- =1 et
(& 1) zl—g- (A.14)

Soit le voisinage ouvert de £ pour la topologie o( E**, E*)

kk 5
Vi={ne "/ |¢-n1 <§}.
On sait par le lemme de Goldstine A.3.13 que j(Bg) est dense dans Bg« pour la topolo-

gie o(E**, E*), donc il existe x € Bg tel que j(x) € V. En écrivant ‘(j(x) -¢, f>‘ < 6/2),
il vient

NI S

(6. 7y = (Fx)| <

Montrons que ||j(x) — &||g= < € par contradiction.

Supposons que [[j(x) —§||g=~ > €, alors £ € W = “(j(x) +€Bg+) et W est un voisinage
de £ pour la topologie o(E**, E*) (puisque Bgs est fermé pour cette topologie par le
théoréeme de Banach-Alaoglu). Par le lemme de Goldstine A.3.13 a nouveau, il existe y € Bg
tel que j(y) € W NV et donc

(A.15)

.1~ tF.)] < 5 (A16)

Notons que par construction, puisque j(y) € W on a

x = y)lle~>e. (A.17)
Par I'inégalité triangulaire on conclut de (A.15) et (A.16) que

206, ) < (Fx+y)+0 < |x+ylle +9.
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Mais alors par (A.14) il vient
1
SlIx+yle>1-8
et donc ||x — y||g < € par uniforme convexité, ce qui contredit (A.17). D'ou le résultat. O
Remarque. Les espaces vectoriels de dimension finie sont réflexifs.

Proposition A.3.19. Soit E un espace de Banach uniformément convexe et soit (xp)
une suite de E convergeant faiblement pour c(E, E*) vers x. Si

lim sup [Ixp[le < [Ix[|e
n—oo
alors (xn) converge fortement vers x.

Démonstration. On peut toujours supposer que x # 0, sinon le résultat est évident.
Soit A, := max(||x||e, [|xnl|£), sOit yn := A;1x, et y = ||x||E1x. Alors A, = ||x||lg et yp — ¥
faiblement o(E, E*). Par la Proposition A.3.3 on a puisque %(yn +y)—vy,

< liminf =
Iylle < fiminf Sllys + ylle-

Mais ||lylle = 1 et |lynlle < 1 donc on déduit que nécessairement

1
EHJ/n +ylle—1.
Par uniforme convexité on a donc

lvn —ylle =0,

d'ou la proposition. O
A.3.5. Espaces séparables.

Définition A.3.20. On dit qu’'un espace métrique X est séparable s'il existe un sous-
ensemble dénombrable dense dans X.

Proposition A.3.21. Soit E un espace de Banach. Si E* est séparable alors E est
séparable.

Démonstration. Soit (f,)pen Une suite dense dans E* et soit (x,)qen Une suite de E

telle que
1
IXalle =1 et (fn,xn) > EanHE*-
Soit F I'ensemble des combinaisons linéaires finies a coefficients rationnels des x,. Alors F
est dénombrable, montrons qu'il est dense dans E. Par le corollaire A.2.14 du théoréme de
Hahn-Banach il suffit de montrer que toute forme linéaire f € E* qui s'annule sur F est
identiquement nulle. Soit donc f une telle forme linéaire, et soit € > 0. Il existe n € N tel
que
If = faller <e.

On écrit alors, puisque f s'annule sur F,
1
§anHE* <A(fo.xn) = (fa— . xn) <€,

et donc
Iflles < [If = fallex + |Ifnllex < 3e

et donc f est identiquement nulle. La proposition est démontrée. O
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Corollaire A.3.22. Soit E un espace de Banach. On a
E réflexif et séparable <= E* réflexif et séparable.
Démonstration. <= provient des Propositions A.3.16 et A.3.21.

— est di au fait que si E est réflexif et séparable alors E** I'est aussi, et donc E*
aussi. O

Exercice. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, alors E n'est jamais métri-
sable pour la topologie o(E, E*), et E* n’est jamais métrisable pour la topologie o(E*, E).

Théoréme A.3.23. Soit E un espace de Banach. Alors E est séparable si et seulement
si Be« est métrisable pour la topologie o(E*, E).

Démonstration. == Soit (x,)s>1 un sous-ensemble dénombrable dense dans Bg, on

définit la métrique suivante sur Be« :

V(f,g) € Bex x Bex, d(f,g) = 227”|<f—g,xn>|.

n=1

Montrons que la topologie associée a d coincide avec o(E*, E) sur Bgs.

- soit f € B, soit r > 0 un réel, p > 1 un entier et soit
V::{gEBE*/|<f—g,y,-)|<r,Vie{l ..... p}}

un voisinage de f pour o(E*, E), avec (sans perte de généralité) y; € Bg pour tout i
dans {1, ..., p}. Montrons qu'il existe r’ > 0 tel que

U:= {gEBE*/d(f,g)<r’}CV.

Pour tout j € {1, ..., p} on peut trouver n; tel que
r
X0, — yille < 7
. . . r
Alors en choisissant r’ tel que pour tout / € {1, ..., p}on ait 2" < 5 on a pour tout g € U

[(F = 9.y < KF = 9.5 = xa)l + [(F = 9. x0)| <2: 7 +2"7 <r
donc g e V.
- soit f € B, soit r > 0 et soit
U= {g € Be:/d(f.g) < r}.
Montrons qu'il existe r' > 0 et p tels que

V'i={g€Be/[(f g m)|<r, Vne{l. . . p}cU.

. r r
On choisit r' < 7 et p assez grand pour que 217P < 5> et on a alors pour tout g € V/

p
d(f.g) =Y 27"(f —g. x|+ > 27"(F — g, x|
n=1 n>p+1
<2742 > 27"«
n>p+1

donc f € U,
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<= Supposons que Bgx est métrisable pour o(E*, E) (avec une distance d) et montrons
que E est séparable. On définit pour tout entier n > 1

Up = {f € Be- /d(f,0) < %}

et I'on considére un voisinage V;, de 0 pour o(E™*, E), inclus dans U,, que I'on écrit sous la
forme
V= {f € BeJ[{f,X)| < 1n, xE An}

ou rp, — 0 et Aj est un sous-ensemble fini de E. L'ensemble A := | J,>1 A, est dénombrable.
Montrons que |I'espace vectoriel A engendré par A est dense dans E. Il suffit de remarquer
que ﬂ Vi, = {0} donc

n>1

((F,x) =0 VYxeAd)=f=0

et donc par le corollaire A.2.14, A est dense dans E. D'ou le résultat. O

Remarque. Un argument analogue permet de démontrer que si E* est séparable alors Bg
est métrisable. La réciproque est vraie mais est plus délicate a démontrer (voir [2]).

Montrons enfin les deux corollaires suivants sur les suites bornées de E* et E.

Corollaire A.3.24. Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,) nen Une suite bornée
de E*. Alors il existe une sous-suite extraite de (f,) qui converge pour la topologie o(E*, E).

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que f, € Be«, et le résultat
est un corollaire immédiat des théorémes A.3.9 (Banach-Alaoglu) et A.3.23 (métrisabilité
de Bgx). O

Corollaire A.3.25. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,)nen Une suite bornée
de E. Alors il existe une sous-suite extraite de (x,) qui converge pour la topologie o(E, E*).

Démonstration. Soit X I'espace vectoriel engendré par les x,. Alors F := X est sépa-
rable, et réflexif comme sous-espace fermé d'un espace réflexif (Proposition A.3.15). Par
le Corollaire A.3.22, F* est séparable, donc la boule unité fermée Br« de F** est métri-
sable pour o(F**, F*) grace au théoréme A.3.23. Par ailleurs gréce au Théoréeme A.3.9 de
Banach-Alaoglu on sait que B« est compacte pour o(F**, F*). Donc B« est compacte
métrisable pour o(F**, F*), et donc Bf, qui est isomorphe a B« puisque F est réflexif, est
compacte métrisable pour o(F, F*). Le résultat est démontré. (]

A.3.6. Application aux espaces de Lebesgue.

Rappels. Pour tout ouvert Q de RY, I'espace LP(Q), pour 1 < p < oo, est I'ensemble
des fonctions f telles que |f|P est intégrable sur 2, quotienté par la relation d’'équivalence
d'égalité presque partout, et muni de la norme

Flescay = ([ 171700 0" (A.18)

On définit de méme
|| Lo() := supessq | f] .
Si 1< p<oo, l'espace LP(Q) est complet.
Sil < p < oo, I'espace D(Q2) des fonctions C* a support compact sur Q est dense
dans LP(2).

Théoréme A.3.26. S/ 1 < p < oo, I'espace LP(QQ) est séparable.
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n
Démonstration. Le résultat se démontre en pavant Q2 par des ensembles H]ak, by[ de

1
cOtés rationnels et en considérant les fonctions caractéristiques de ces domaines. Les détails
sont laissés en exercice. O

Théoréme A.3.27. Si 1 < p < oo, I'espace LP(QQ) est uniformément convexe, donc
réflexif.

Démonstration. Soit la fonction h définie sur Rt par
1 1p
h(r):=(1+4+re)P+|1—rp|".
Alors
’ _1 1 _1 p—2 _1
W(ry=Q+r 2P +|1=r»]" “(1—r>»)
et
p—1 4 1 _1.p-2 I
W(ry=="—=r""»(|1—=r"» —(1+r»)P
(=" (I 72— ( )2

donc h est convexe sur RT si p < 2, concave si p > 2. Rappellons I'inégalité de Jensen :
si H est concave alors
v
/upH<(—)p) dx /vp dx
u <H

/updx a /updx

et I'inégalité est inversée si H est convexe.
- Dans le cas p > 2 on a donc

p p
lt+ Iy + = vIZaay < (lullo) + Vi) + [lullo@) = Ivliegey|  (A-19)

donc si [lull ey = IVliLe@) = 1 et [lu — vl ey > 2¢€ il vient

<(1-€P)»

1
HE(U +v) L)

et le résultat est démontré.

- Dans le cas p < 2 on a la méme inégalité (A.19) inversée et on I'applique a i = u+v,
v=u—vet|ilq) = Vg = 1. Alors

1, . 1, .

(HE(U +7) Q) Hi(u

et le théoréme est démontré. O

’

— )

1, . 1. .
Lp(Q)+"§(u_V) LP(Q))D—i—‘HE(u—i—v) LP(Q)

Théoréme A.3.28 (Représentation de Riesz). Soit 1 < p < oo et soit ¢ € (LP(Q2))*.
Soit p’ défini par
1 1
p P

Alors il existe u € LP'(Q) unique tel que

VFeLP(Q), (o, f):/Qu(x)f(x) dx

De plus on a

lull o @) = lellr@))-
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Démonstration. Soit T I'opérateur défini par
LP(Q) — (LP(Q)
T - LP(Q) — R
ur— Tu:
f—(Tu,f) ::/ u(x)f(x)dx.
Q
Montrons que T est une isométrie surjective. L'inégalité de Holder implique que

ITulle@)y < llull v q) -
Pour montrer
ITul @y = 6l
posons
v(x) = lu(x)|P2u(x), v(x):=0siu(x)=0.
Alors v € LP(Q) et

HV”LP(Q) = HUHipT(IQ)
Par ailleurs /
<TU' V> = ”UH[Zp/(Q)
donc Tu,v)
u,v
T > 1 = / ,
H UH(LP(Q)) s ||VHLP(Q) HUHLP (Q)

ce qui démontre (A.20).

(A.20)

Montrons maintenant que T est surjectif, ce qui achévera la démonstration. L'es-
pace E := T(LP(£2)) est un sous-espace fermé de (LP(2))* (parce que LP () est complet
et T est une isométrie) donc il s'agit de démontrer qu'il est dense dans (LP(€2))*. On applique
le Corollaire A.2.14 et le fait que LP(S2) est réflexif ; supposons donc qu'il existe h € LP(£2),

tel que
(Tu,hy=0 YuelP(Q).
Alors en posant u(x) := |h(x)|P~2h(x) on en déduit que h =0, d’ou le résultat.
Si 1< p < oo on a l'identification (LP)* = LP'.
Exercice. Soit ¢ € (L}(Q))*. Il existe u € L>°(2) unique tel que

Vf e LY(Q), <<p,f>:/ u(x)F(x) dx
Q

De plus on a
ull(@) = llell (L))

L'espace L' n'est pas réflexif (et L non plus). L'espace L> n'est pas séparable.



Chapitre B

Distributions

B.1. Quelques rappels

Nous énongons ici sans preuve un certain nombre de définitions et de résultats qui nous
seront utiles par la suite et qui doivent &tre connus (et sinon devront &tre traités a titre
d'exercices!).

Soit Q un ouvert de RY et f € LP(Q) avec 1 < p < oo. On considére |'ouvert w des
points au voisinage desquels f = 0 p.p. Alors le support (essentiel) de f est Q \ w. Si f est
continue, le support de f coincide avec |'adhérence de I'ensemble des points en lesquels f
ne s'annule pas :

Supp () = {xe Q/f(x) 7Ao}.

Si f, g sont dans L*(R?) alors leur produit de convolution est la fonction de L*(R?) définie
par

frg(x):= /Rd Fx=y)aly) dy
et I'on a
I * gl i1way < N1l L1@ayll9ll L2 (may -

C’est une opération commutative et associative. Plus généralement le produit de convolution
de f € LP(RY) par g € LI(RY) vérifie

1 1 1
I * gl rway < N llp@ayllgll Laray, 1+ PR + 7
En outre le produit de convolution de f par g est bien défini si f € L}, (R?) et g € D(RY),

ol I'on note D(RY) I'ensemble des fonctions de classe C> & support compact dans R?. On
rappelle que

Va e N9, 9%(f «g) = f x8%.
Enfin

Supp (f x g) C Supp () + Supp (9) .

Définition B.1.1 (Suite régularisante). Soit ¢ € D(RY) une fonction positive d'inté-
grale 1, supportée dans B(0, 1). La suite ((¢)eejo,1[ définie par

1 .
(e = S*df(g)
est appelée suite régularisante.

Théoréme B.1.2 (Densité de D(RY) dans C.(R9)). Soit f une fonction continue a
support compact dans R? et soit (Ce)eego1] une suite régularisante. Alors (¢ x f appartient
a D(RY) et

(exf—=f, €—0,
uniformément sur RY.

31
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B.2. Limites inductives et topologie de D(Q2)
B.2.1. Sur les fonctions C*° a support compact.

Lemme B.2.1. Soit K un compact de RY et U voisinage ouvert de K. Il existe une
fonction @ € C*°, a valeurs dans [0, 1], nulle hors de U et telle que ok =1

Démonstration. On commence par montrer |'existence d’une fonction ¥ € C°, positive
ou nulle, strictement positive sur K, et nulle hors de U. Soit la fonction C*®
. 1
p(t):=0 si t<0, p(t):=e"t si t>0.
Pour tout a € K il existe une boule ouverte B(a, r) incluse dans U, et on recouvre K par m

telles boules ouvertes (B(a;, rf))lgjgm‘ On constate alors que la fonction

Y(x) =) o0 = Ix—af?)
j=1

convient. Soit maintenant r le minimum sur K de la fonction x — d(x, U) et soient les
voisinages ouverts de K

Vi ::{xeRd/d(x,K)<g} et \/gzz{xeRd/d(x,K)<%}.

Onaalors Vi C Vb C Vb C U et la construction précédente fournit une fonction g dans C°,
positive ou nulle, strictement positive sur V4, et nulle hors de V% ainsi que d'une fonction h
dans C®°, positive ou nulle, strictement positive sur V5 \ V4, et nulle sur K. Alors

convient. Le lemme est démontré. O

Définition B.2.2 (Suite exhaustive de compacts). Soit Q un ouvert de RY. Une suite
exhaustive de compacts (K;);en de Q est une suite de compacts inclus dans 2 tels que K;

est inclus dans I'intérieur de Kj;1 et Q = U K. Par exemple
J

Kj:{xeRd/|x|§j, d(x,CQ)zfl}.

1

10c(£2). On a les équivalences

Proposition B.2.3. Soient f et g deux fonctions de L
entre

a) f=gp.psurQ
b) / fo(x)dx = /g(p(x) dx pour toute fonction ¢ € D(2).

Démonstration. On a clairement a) == b). Inversement définissons h = f — g et

(o]
soit (Kp)nen une suite exhaustive de compacts de Q. Soit (6,)nen une suite de D(Kpa1)
telle que 8, = 1 sur K, et soit (¢ une suite régularisante. Alors

Cex h6, — hB, quand €—0, dans LY(K,).
Mais (¢ » h8, = 0 par hypothése, d'ou le résultat. ]

Exercices. a) Soit ¢ une fonction de classe C* sur R, a support dans [0, 1] et posons

n

Gn(x) = jlzmx s

Jj=1
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Montrer que (¢,)n>1 est une suite de Cauchy dans D(R) muni de la famille de semi-normes

= max [0%p(x
lolle = max_[6%(x)

et que sa limite n'est pas a support compact.

b) Soit ©Q un ouvert de RY et K un compact de Q.

— L'espace Dk(Q) := {® € C=(K) /Suppy C K} des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables a support dans K, muni de la famille de semi-normes

= o
Pn(®) \QfoeK' o(x)|

est un espace de Fréchet.
— L'espace D(Q) := {¢ € C>(£2)/Supp ¢ est compact} des fonctions indéfiniment
différentiables sur €2 a support compact, muni de la famille de semi-normes

= max |0%(x
lellai=max [0%(x)

est un pré-Fréchet, mais il n'est pas complet. Sa complétion est I'ensemble C§°($2) des
fonctions C*° tendant vers 0, ainsi que toutes leurs dérivées, sur le bord de Q (resp. a I'infini
si €2 n'est pas borné).

Pour compléter D(£2) on va rendre la topologie plus fine, afin de restreindre I'ensemble
des suites de Cauchy convergentes. Cette topologie s'avérera ne pas étre métrisable mais
ce ne sera pas un probléme dans la pratique.

B.2.2. Limites inductives.

Définition B.2.4. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et soit
une suite croissante (Ey, Tx)ken d'espaces vectoriels topologiques localement convexes telle

que E = U Ex. On suppose que pour tout k € N, E, est fermé dans Exiq1 pour la
keN
topologie Try1 et que la topologie de Ey est celle induite de celle de Exi1 sur Ex (en

d’autres termes T, = TkHIEk)' On associe a chaque topologie T, une famille de semi-
normes Py = (P )aca,. La topologie T sur E définie par la famille de semi-normes

P = {p semi-norme sur E / p|E, est continue pour tout k € N} ,

autrement dit

peEP < VkeN,3IC >0,JC A finie,

p < Csupp surEy, (B.1)
ac)

est appelée topologie limite inductive des topologies (Tx)ken-
Notons que les injections canoniques
Je i Ex — E
sont donc continues de (Ex, Tx) vers (E, T).

Dans tout ce paragraphe on se placera dans le contexte de la Définition B.2.4.

Remarque. La topologie T limite inductive des topologies (Tx)ken est la topologie
d’espace vectoriel topologique localement convexe la plus fine rendant continues les injections
canoniques Jy : Ex — E pour tout k € N. En effet soit 7’ une topologie d’espace vectoriel
topologique localement convexe sur E, qui rend continues ces projections canoniques, et
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soit P’ la famille de semi-normes associée. Comme les injections canoniques sont continues
on a par (B.1) que P’ C P, donc T a plus d’ouverts que T’ et est donc plus fine.

Exemples. Soit Q un ouvert de R”. Les espaces des fonctions continues a support
compact C(2), de classe C™ a support compact C'(Q2), et de classe C* a support com-
pact C2°(€2) = D(S2) sont limites inductives des suites d’espaces Ck;, Ci et Ci¥ respec-
tivement, ol (K;) est une suite exhaustive de compacts de 2. On vérifie facilement que la
topologie définie par ces limites inductives ne dépend pas du choix de la suite de compacts.

Lemme B.2.5. Soit (E, T) limite inductive d’'une suite croissante (Ex, Tx) d'espaces
vectoriels topologiques localement convexes. Soit F un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe et T une application linéaire de E dans F. Alors T est continue si et seulement
si Tg, est continue (pour Tx) pour tout k.

Démonstration. Si T est continue alors T, I'est aussi comme composée de T et de
I'injection canonique Jx : Ex — E. Inversement supposons que T|g, est continue pour tout k,
et soit Q une famille de semi-normes définissant la topologie de F et g € Q. Alors go T est
une semi-norme sur E continue sur chaque Ej et appartient donc a P. Le résultat suit. [

Lemme B.2.6. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et F un
sous-espace vectoriel de E. Si U est un ouvert convexe de F pour la topologie induite par
celle de E, il existe C ouvert convexe de E tel que U=CNF.

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que 0 € U. Par définition il
existe un ouvert V de E tel que U = VN F et par locale convexité il existe W ouvert convexe
de E contenant O tel que W C V. On pose alors

C=J W+@1-10U).
te[0,1]

Comme pour tout x € U on peut écrire
x=e?x+(1—¢)(1+¢€)x, avec (1+¢e)x €U etexeW pour e assez petit

on a

C= | tw+@-1uv),
t€]o,1]

donc C est ouvert, et il est évidemment convexe. On a clairement U C C N F, et enfin on
a CNF C U car pour tout t €]0, 1]

(tW+A-t)U)NF=tWnF+1-t)UCtVNF+1-t)UCtU+(1—-t)UCU
car U est convexe. Le lemme est démontré. O

Proposition B.2.7. Soit (E, T) limite inductive d’une suite croissante (Ey, Tx) d'espaces
vectoriels topologiques localement convexes vérifiant les hypothéses de la Définition B.2.4.
On a les propriétés suivantes :

a) Si U est un convexe symétrique de E contenant O tel que U N E est un ouvert
de Ex pour tout k, alors U est un voisinage de 0 dans (E,T).

b) La topologie 7] E, Induite par celle de E sur Ey coincide avec celle de Ey.
c) Si chaque (Ex, Tx) est séparé, alors (E,T) I'est aussi.
d) Ey est fermé dans (E,T) pour tout k.
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Démonstration. a) Par définition, pour tout k il existe une boule ouverte By pour Py
centrée en 0 incluse dans U N Ex. On rappelle que || - ||c désigne la jauge d'un convexe C,
et c'est une semi-norme si C est symétrique. Alors || - ||U|E < |||, donc || - ||y est une

k

semi-norme continue sur (E,7). Comme I'ensemble {x/ Ix]lu < 1} est inclus dans U, U
est un voisinage de 0 dans (E, T).

b) On a Tjg, C Tk car pour tout ouvert U de (E,T) ona UN E, = J ' (U) € Tk
puisque l'injection canonique Jx est continue.

Inversement soit Uy un ouvert (convexe symétrique contenant 0 sans perte de généralité)
de (Ek,Tx), et montrons qu'il existe un voisinage ouvert non vide U de 0 dans (E,T)
tel que Ux = U N Ex. On construit itérativement, par application du Lemme B.2.6, une
suite croissante de convexes (que I'on peut supposer symétriques) (Uxys)g>1 tels que pour
tout £ > 1, Ux4g est ouvert dans Ejyyp et Ux = Ukye N Ex. L'ensemble U = U Ukie

1

contient 0O, il est convexe parce que la suite (Ux+g)g>1 est croissante, il est symétrﬁue, et
on a Uk = UnN Ej par construction. Donc U est un voisinage de 0 dans (E,T) grace a a),
donc U convient.

c) Soit x # 0 un élément de E, montrons qu'il existe U voisinage ouvert de 0 dans T
tel que x ¢ U. On sait qu'il existe k € N tel que x € Ey, et un ouvert convexe symétrique Uy
contenant O tel que x ¢ Ux. Comme dans le point b) on construit une suite croissante de
convexes symétriques (Ux4g)e>1 tels que Uxqg est ouvert dans Exig et Uy = Uiqg N Ex.
L'ensemble U := U Uk est un voisinage ouvert non vide de 0 dans E et on a Uy = UN Ey

1
donc U ne contient pas x.

d) Soit k € N, soit x € E \ Ex, montrons qu'il existe U voisinage ouvert de 0 dans T
tel que (x + U) N Ex = 0. Soit m > k tel que x € E,,. On sait que Ex est fermé dans E,
donc il existe un voisinage de 0 convexe symétrique Uy, de T tel que (x + Uny) N Ex = 0.
On construit comme ci-dessus une suite croissante de convexes symétriques (Upmt¢)e>1 tels
que Unmyg est ouvert dans Epig et Uy = Upyp N Epy. Parailleurs (x + Upyg) NEx =0 @ en
effetsiy € (x+Upnig)NEg alors y—x € UpmygNEm = Upy ce qui est impossible. L'ensemble U
réunion des (Umg)e>1 est un voisinage ouvert de 0 dans (E, 7)) tel que (x +U) N Ex = 0.
Donc Ej est fermé dans (E, T).

La proposition est démontrée. O

Théoréme B.2.8. Soit (E,T) limite inductive d’une suite croissante (Ey, Tx) d’espaces
vectoriels topologiques localement convexes séparés. Soit (xp)pen Une suite de E et x € E.
On a les équivalences

a) (xn) converge vers x dans E ;

b) Il existe un entier k tel que x € Ey et x, € Ex pour tout n € N, et tel que (x,)
converge vers x dans Ey.

Démonstration. a) = b) : Supposons que (x,) converge vers x dans E. Montrons
qu'il existe k tel que x, € Ex pour tout n € N. On aura alors x € Ej puisque Ej est
fermé par la Proposition B.2.7 d). Supposons qu'il n'existe pas de tel k. Alors on peut
construire des sous-suites kg et ny telles que pour tout £ € N on ait x,, € Ey,,, \ Ey,. Pour
tout £ € N, comme Ej, est fermé dans E il existe par le le théoréeme de Hahn-Banach une
forme linéaire T, € E* (pour la topologie T) telle que

Te|EkZ =0 et TZ(Xng) 75 0.
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Définissons sur E la fonction p par

_ Te()I
WEE P00 = 2 b

Cette somme est finie sur chaque E, donc p est une semi-norme continue sur chaque Ej
et donc sur E. En particulier la suite (p(xn,))e devrait étre bornée puisque (x,,) converge
vers x, alors que par construction

p(Xn,) > £.

On en déduit donc qu'il existe k tel que x, € Ex pour tout n € N, et x € Ex. On donc (x,)
converge vers x pour la topologie 7TEI< et donc dans (Ek, Tx) par la Proposition B.2.7 b).

b) = a) . C'est une conséquence directe de la Proposition B.2.7 b).

Le théoréme est démontré. O

Proposition B.2.9. Soit (E, T) limite inductive d’une suite croissante (Ex, Tx) d’espaces
vectoriels topologiques localement convexes séparés. Si chaque Ej est complet, alors E |'est
aussi.

Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy de (E,T) et commengons par montrer
qu'il existe k € N tel que x, € Ex pour tout n € N. Il suffit de remarquer que pour
tout p € P la suite (p(x,)) est bornée puis procéder par I'absurde exactement comme dans
la démonstration du Théoreme B.2.8. Comme 7|g, = Tk on conclut que (x,) est de Cauchy
dans (Eg, Tx) et elle converge donc par complétude de Ey. O

Corollaire B.2.10. ['espace D(2) muni de la topologie limite inductive des topologies
de C ;’éj(Q) avec K; suite exhaustive de compacts de Q, est complet.

Proposition B.2.11. Soit (E, T) limite inductive d'une suite (Ex, Tx) strictement crois-
sante d’'espaces de Fréchet. Alors E n’est pas métrisable.

Démonstration. Chaque Ej est fermé dans E, et d'intérieur vide. En effet s'il existait k
tel que Ej est d'intérieur non vide, Ej, contiendrait un voisinage de 0 ce qui impliquerait
que Ex = E (car pour tout x € E il existerait A suffisamment petit tel que Ax soit dans ce
voisinage), ce qui est impossible puisque la suite (Ex) est strictement croissante. Mais E est
complet donc s'il était métrisable, par le théoréme de Baire on aurait E = J E, d'intérieur
vide, ce qui est absurde. O

Proposition B.2.12. Soit (E,T) limite inductive d’une suite croissante (Ex, Tx) d’es-
paces vectoriels topologiques localement convexes et soit T une forme linéaire sur E. Si
chaque E, est métrisable, alors T est continue si et seulement si elle est séquentiellement
continue.

Démonstration. Si T est séquentiellement continue, alors T, est séquentiellement
continue pour tout k et donc T|g, est continue pour tout k, ce qui implique le résultat
par le Lemme B.2.5. O

On en déduit la généralisation suivante du théoréme de Banach-Steinhaus A.1.13.

Théoréme B.2.13. Soit (E, T) limite inductive d'une suite croissante (Ey, Tx) d’espaces
de Fréchet (de topologie associée a une famille de semi-normes Py) et F un pré-Fréchet
(de topologie associée a une famille de semi-normes Q). On considére une famille (Ty)aca
d’applications linéaires continues de E dans F telles que pour tout x € E, la famille (Tox)aeu
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est bornée dans F. Alors pour tout g € Q et tout k il existe C > 0, £ € N et py,..., De
dans Py tels que

Vx € Ex, YaeA, q(Tax)<C sup pj(x).
1<<¢e

B.3. Distributions : définitions et premiéres propriétés

La théorie des distributions a été formalisée par L. Schwartz dans les années 50, aprés
des idées de Heaviside a la fin du dix-neuviéme siécle, mais aussi Hadamard, Leray, Poincaré
et Sobolev au début du vingtiéme siecle. |l s'agit de généraliser la notion de fonction et
d'étendre la notion de dérivée a toute fonction localement intégrable.

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, €2 sera un ouvert de RY. On
munit D(2) de la topologie définie au paragraphe précédent (Corollaire B.2.10).

Définition B.3.1. Une distribution T sur Q2 est une forme linéaire continue sur D(Q2)
D(Q) — R
or— (T 9).
L’espace des distributions est noté D'(QQ). L'espace D(S2) est parfois appelé espace de

fonctions test.

La proposition suivante découle directement des propriétés vues dans le paragraphe pré-
cédent.

Proposition B.3.2. On a les équivalences entre
— T est une distribution sur Q

— pour tout compact K de 2 il existe un entier m et une constante C > 0 tels que
pour tout ¢ € Dk (Q)

(T, )| < Csup{|6a<p(x)|, xeK,aeN?, la| < m}

— T est séquentiellement continue sur D(2)

— T est séquentiellement continue en 0.

Remarque. On rappelle que T est séquentiellement continue sur D(Q2) si la propriété
suivante est vérifiée : si ©, — @ dans D(2) (c'est-a-dire s'il existe un compact K tel
que pour tout n, @, et @ sont a support dans K et 0%y, converge uniformément dans K
vers 8%y pour tout a € N9), alors (T, @,) — (T, ©).

Définition B.3.3. Si 'entier m ci-dessus peut étre choisi indépendamment de K on dit
que la distribution est d’ordre fini, et la plus petite valeur possible de m est |'ordre de la
distribution.

Exemples. a) Si f € L}, (Q) alors I'application

loc
Tr:p € D(Q) — / f(x)ep(x) dx

est une distribution d'ordre 0 sur €2. On dit qu'une distribution T est une fonction
s'il existe f dans L}OC(Q) telle que T = T¢. Remarquons que la relation d'équiva-
lence "f = g p.p" est exactement la méme que la relation d'équivalence "f et g
définissent la méme distribution" (voir la Proposition B.2.3). Nous identifierons
donc toujours |'espace L,lOC avec l'espace des distributions qu'il définit et nous

noterons donc f pour la distribution qu'elle définit.
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b) Soit a € 2, on appelle masse de Dirac en a et I'on note §, la distribution d’ordre 0
définie par
(62, 0) :=p(a), Vo eD(Q).

c) La distribution sur R définie par
Yo eD(Q), (T.o):=> o¥(k)
k=1

est d'ordre infini.

Théoréme B.3.4 (Valeur principale). Soit ¢ € D(R) et € > 0. L'intégrale

dx
/|X|2€ ‘P(X)7

posséde une limite lorsque € tend vers zéro. L'application

1 ) dx
vp(;) - wEeDR)— ;@o /IXIZE (p(x)7

o . 1
est une distribution d’ordre 1, appelée valeur principale de ™

Démonstration. Soit ¢ € D(R) et définissons la fonction continue

g(x) = M si x#0, et g(0):=¢'(0).

Soit R > 0 tel que Supp ¢ C [-R, R]. Alors
dx / dx
X)— = X)—
/|><|Z‘€ w0 X €S|X|SR(p( ) X
donc par imparité

dx dx
[ e0S= [ gwaxre@ [
Ix|>e X e<|x|<R e<|x|<R X

:/ g(x)dx—>/ g(x)dx, e—0,
e<|x|<R IXI<R

d'ou I'existence de la limite. Par ailleurs pour tout x € R on a

lg(x)| < sup ¢’ (v)]
yeR

donc
(). @) < 2Rsup /(1)

donc cette distribution est d'ordre au plus 1. Montrons qu’elle est d'ordre exactement 1.
Par I'absurde sinon on aurait pour tout compact K de R

1
3C >0, VeeDk(R), ‘<Vp(;),(p>’§CSL)J/p|(p(y)|. (B.2)
Soit alors la suite @, (x) de fonctions dans D(R), supportée dans [0, 2] et a valeurs dans [0, 1],
définie par

1}U[2,oo[.

wn(x) =1 sur [%1} ©n(x)=0 sur }_OO’E



B.3. DISTRIBUTIONS : DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES 39

1
Alors pour tout 0 < £ < o ona

©n(x) _ 2 pp(x) ' _
/xze dx = / dx > /,17 X dx = log(n)

X L X
donc )
](vp(;),wn> > log(n)
ce qui rend impossible I'inégalité (B.2). Le théoréme B.3.4 est démontré. g

Définition B.3.5. Soit (T,)nen une suite de distributions dans D'(Q2). On dit que (T,)
converge vers T dans D'(QQ) si

Yo e D), (Thoo)—=(T,0), n— 0.
Lemme B.3.6. Soit (T,)en une suite de distributions dans D'(2) et (¢n)nen une suite
de fonctions dans D(Q2) telles que
op— @ dans D(Q), et T,—T dans D(Q).
Alors
(T, n) = (T, 0).
Démonstration. Soit K un compact de 2 tel que
VneN, Suppp, CK et SupppCK,
et 0%p, converge uniformément dans K vers 8%¢ pour tout a € N. On écrit
(T en) = (T, @) =(Tn = T, @) + (Tn, 0n — 9)

et on remarque que le premier terme tend vers zéro par hypothése. Le second tend vers zéro
aussi grace au théoréme de Banach-Steinhaus B.2.13 : en effet comme T,, — T dans D/(Q2)
alors en particulier pour tout compact K’ et toute fonction ¢ € Dk:(Q2)

sup [{Th, ¢)| < 00.
neN

Le théoréme de Banach-Steinhaus B.2.13 implique alors que pour tout compact K’ il existe
une constante C et un entier m tels que pour toute fonction ¢ € Dx:(2) on a

sup [(Tn, )| < C sup sup [8%¢|.
neN K’

o] <mx€e
Il suffit d’appliquer ce résultat & K’ := K et ¢ := ¢, — ¢ pour conclure. O
Proposition B.3.7. Soit {; une suite régularisante au sens de la Définition B.1.1. Alors

e =06y dans D'(Q), e€—0.

Démonstration. Soit ¢ € D(2) et calculons

le = /Cew(X) dx.

Comme (, est d'intégrale 1 on a

le = [ 0000~ 9(0) dx +0(0)
et
| [ €000 = (0)) dx| < Ce sup [Vl

xeRd
ce qui démontre le résultat. O
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Remarque. Dans la démonstration de la Proposition B.3.7 il n'est pas nécessaire que la
fonction ¢ définissant la suite régularisante soit a support compact. Par exemple la fonction

1 X 1 _x?
X —pl— ), X) = e 2
Pe €dp(g) p(x) (271_)%
vérifie de méme
pe — 0o dans D'(Q), e—0. (B.3)
Définition B.3.8. Soit U un ouvert de Q et soient T1, To> € D'(Q2). On dit que T; = T»

sur U si

(T1 o) =(T2,), Yo D).
Soit a € U. On dit que Ty et T, sont égales au voisinage de a s'il existe un voisinage ouvert
de a dans Q sur lequel T1 = T».

Remarque. Le produit usuel de deux fonctions réelles ne se géneralise pas aux distribu-
tions. Par exemple il est impossible de donner un sens a 62. En effet on peut considérer la
suite de fonctions sur R définie par f,(x) = nsur [0, 1/n] et O ailleurs. La suite f, converge
au sens des distributions vers §q (voir la démonstration de la Proposition B.3.7), alors que f,?
n'a pas de limite.

Définition B.3.9 (Produit C®° xD’). Soit € C*(Q) et T € D'(2), on appelle produit
de T par et I'on note YT la distribution définie par

(T, @) = (T, Yp), YoeD(Q).

Exercice. Montrer que pour toute fonction % de classe C* dans un ouvert de R¢
contenant a, on a

1/153 = 1//(3)5a -

Définition B.3.10 (Support d'une distribution). Soit T € D'(Q2), on appelle support
de T et I'on note SuppT le complémentaire dans 2 du plus grand ouvert sur lequel T est
nulle. On dit que T est a support compact si son support est compact. On note £'(Q2)
I'ensemble des distributions a support compact sur €,

Exemple. On a Suppd, = {a}.

Remarque. Si T € D'(Q) et ¢ € D(QQ) est nulle sur le support de T, on n'a pas
nécessairement (T, ) = 0. On peut considérer par exemple sur R la distribution définie par
Vo eD(Q), (T,p) :=¢'(0)

qui est a support réduit au point {0}, et la fonction ©(x) := x¥(x) avec ¥ € D(] — 2,2[)
égale a 1 sur [—1,1]. On a alors ¢(0) = 0 alors que (T, ) =1 (voir la Proposition B.3.13
ci-dessous pour un résultat positif).

Lemme B.3.11 (Produit D x D'). Soit 9 € D(QQ) et T € D'(Q), alors YT est un
élément de £'(Q2).

Démonstration. Soit K le support de 1 et montrons que la distribution ¥ T est a support
dans K. Soit ¢ € D(RQ2) a support en dehors de K (au sens ot Suppy N K = () alors il
suffit de remarquer que par construction oy = 0 et donc

(WT, ) = (T, %) =0.

Le lemme est démontré. O

Proposition B.3.12. Les distributions a support compact sont d’ordre fini.
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Démonstration. Soit T € £'(Q2) et soit une fonction 1 € D(Q) telle que

YsuppT =1-
On pose K’ := Supp . Soit K un compact inclus dans Q et une fonction ¢ € Dk (2). Alors
on écrit
p=v%p+(1-9)p
et le support de la fonction (1 — )¢ est inclus dans le complémentaire du support de T.
On a donc

(T.(1-9)p) =0.
Comme Supp (1) C K" on a donc
(T, o) = T ¥y)|
< Cr sup [[6%(Ye) |l

la|<mys

< Ck sup [|0%p]l 1~ .

o] <myer
La distribution T est donc d'ordre au plus mg:. O

Proposition B.3.13. Soit T € D'(Q2) une distribution d’ordre m et @ € D(Q) nulle sur le
support de T ainsi que ses dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a m. Alors (T, @) = 0.

Démonstration. Soit K’ un voisinage compact du support de @ et soit K := K'NSupp T.
Soit (Y¥n)nen une suite de fonctions de D(Q2) a valeurs dans [0, 1], nulle si d(x, K) > 3/n

et telle que
1

Yp(x)=1 si d(x,K)< .
et telle que pour tout a € N7 il existe une constante C telle que
8%, (x)| < Cnle! (B.4)

Par exemple on choisit p € D(RY) positive, a support dans B(0,1) et d'intégrale 1 et on
pose Yn(x) := 1k, x n%(n-) avec K, := {x € Q/d(x, K) <2/n}.

Le support de la fonction ¢(1—1,) est inclus dans K’ et est disjoint de K, donc disjoint
de Supp T. Par définition du support de T on a donc

(T o(1—4,)) =0
donc

(T o) = (T, o¥n) .
Mais T est d'ordre m donc il existe M > 0 telle que

(T, own)

<M sup sup |0%(@¥n)(x)].
lo| <m x€Q

Montrons que pour |a| < m
sup [0%(@¥n)(x)| < Cnlel=m1 (B.5)
xX€EQ

si n est assez grand, avec C une constante uniforme en n, ce qui démontrera le résultat
souhaité. Notons que si x € Supp (¢,) alors soit x € K auquel cas 8Pp(x) = 0 pour
tout |B] < m, soit x € Supp (p¥,) \ K et alors la formule de Taylor (appliquée en un
point a € K tel que d(x, K) = |x — a|) implique que pour tout |G| < mon a

\Gﬁtp(x)] < Clx — a|m+1-IBl < cplBl=m—1
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Alors on écrit la formule de Leibniz

(o)) = 3 ( i )aa%n<x>a%(x>,
B«

et donc si |a| < m et par (B.4) il vient

0% (n)(0)| < € 30 AT sup [9P(x)|

BLa d(x,K)g%
et donc
0% (gwn)(x)| < €' 3 nlel=Blplol=m=1
B<a
On a donc (B.5), et la proposition est démontrée. -

Proposition B.3.14. Soit T € D'(Q) et ¢ € D(2) nulle sur le support de T ainsi que
ses dérivées partielles de tout ordre. Alors (T, @) = 0.

Démonstration. Soit (K,)nen une suite exhaustive de compacts de 2 et pour tout n € N
soit Y, € D(Q) égale a 1 au voisinage de K. Alors 1, T est une distribution a support com-
pact grace au Lemme B.3.11. Mais alors 9, T est d'ordre m,, fini par la Proposition B.3.12.
Par ailleurs le support de ¥, T est inclus dans le support de T. On en déduit que @ et toutes
ses dérivées partielles jusqu'a I'ordre m, sont nulles sur le support de 1,7 et donc par la
Proposition B.3.13

VneN, (@W,T,9)=0.

Mais il existe ng tel que le support de @ soit inclus dans K, donc ¥, = @ et alors

<T, (P> = <Tv 'l//no(p> = <"/JnoT, (P> =0.

La proposition est démontrée. O

Théoréme B.3.15 (Dualité £'(Q2) — C*(Q)). Soit T € &'(Q). Pour toute fonction ¢
dans C*>(2), la valeur (T, xp) est indépendante du choix de x € D(Q) égale a 1 sur un
voisinage ouvert de Supp T . On définit donc

(T, o) == (T, xp)
pour toute telle x.

Démonstration. Soient x; et x2 deux fonctions de D(2) égales a 1 respectivement
sur U et U, deux voisinages ouverts de Supp 7. Alors elles sont égales sur U; N Us qui est
un voisinage ouvert de Supp 7. Soit ¢ € C*(Q), alors

Supp ((x1 — x2)®©) NSupp T = 0.

Mais (x1 — Xx2)® est nulle, ainsi que toutes ses dérivées, sur Supp 7. D’aprés la Proposi-
tion B.3.14 on déduit que

(T, (x1 —x2)p) =0,

d'ou le résultat. O

Exercice. Soient (T,)sen une suite de distributions de D'(2) et (@n)nen une suite
de fonctions de D(2). On suppose que T, — T au sens des distributions et @, — @
uniformément ainsi que chacune de ses dérivées, sur tout compact de €2. Alors @, T, — ©T
au sens des distributions.
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Remarque. On peut identifier £/(€2) au dual topologique de I'espace de Fréchet C*(Q).
En effet le Théoreme B.3.15 montre que toute distribution T dont le support est compact
est la restriction a D(Q2) d'une unique forme linéaire continue S sur C*°(Q). Inversement
toute restriction a D(2) d'une forme linéaire S continue sur C°°(£2) est une distribution
a support compact : si une distribution T est & support non compact alors il existe une
suite (@) de D(2) dont le support est disjoint de B(0, n) et telle que (T, w,) = 1, ce qui
est impossible puisque (S, @,y — 0.

B.4. Dérivation au sens des distributions

Définition B.4.1. Soit T € D'(Q) et a € N9. La dérivée 0>T d'ordre o de T est la
distribution définie par

Vo e D(Q), (8°T, @) = (—1)*NT, 6%p).

Remarque. Si T est d’ordre m alors 8T est d'ordre au plus m+ |a| mais elle peut étre
d’'ordre strictement inférieur. Par exemple les distributions x” sont d'ordre O pour tout n.

Proposition B.4.2. Soit (T,)nen une suite de distributions dans D'(QQ) convergeant vers
une distribution T dans D'(2). Alors pour tout o € N9, la suite de distributions (8% T ) nen
converge vers 8*T dans D'(Q2).

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour toute fonction ¢ € D(Q2) on a
(0%Th, @) = (—1)I*UT,, 8%0) — (—1)*UT, %) = (8T, ¢) .
La proposition est démontrée. O
Exemples.
a) Soit a € R? et a € N9, La distribution %5, est définie par
Vo e D(Q), (8% ¢) = (—1)*6%p(a).

Elle est d'ordre |a| et son support est {a}. Pour vérifier que I'ordre est exacte-
ment |a| on peut considérer (avec a = 0 et d = 1 pour simplifier) la suite de
fonctions ¢,(x) == x*9(nx) avec 9 € D([—1,1]) égale a 1 prés de 0. On a

(8%80, n) = a
alors que pour tout B8 < o

lim sup |8F (x*(nx))| — 0.

n—}OOXe[ilvl]

b) Sur Ron a
X66 = —50 .

c) Soit la fonction de Heaviside définie par
H(x)=0 si x<0, HXx)=1 si x>0.
Alors H" = 4.

Proposition B.4.3. La distribution vp définie au Théoréme B.3.4 est la dérivée au sens

des distributions de la fonction x — log |x| (qui est dans L}, (R)).
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Démonstration. Soit ¢ € D(R). On a

{(log|-|), @) =—(log|-|,¢") = —/Iog Ix| ¢’ (x) dx .
Mais
[ 10g1x1 /() dx = lim /WE log x| ¢/(x) dx,

et par intégration par parties on a
dx
[ togixlgax == [ 0S5 ~loge (p(e) — p(-¢)).
Ix|>e Ix|>¢ X

En passant a la limite € — 0, comme ¢ est dérivable en 0 on obtient

ce que I'on voulait démontrer. O

On note x4 := max(x,0). On définit la distribution partie finie pour identifier & des
distributions les fonctions x3, qui ne sont pas sommables pour s < —1.

Définition B.4.4 (Partie finie). Soit s €] —2, —1[. La partie finie de x5 est la distribu-
tion pf(x3), d'ordre 1, définie par

s+1

o) = lim ([ etoax— o) = [T ax

Exercice. On définit sur R la partie finie de X2 par

Montrer que

Théoréme B.4.5. Soit a € RY. Les distributions sur RY dont le support est {a} sont
les combinaisons linéaires de dérivées de la masse de Dirac en a.

Démonstration. Soit T une distribution dont le support est réduit a {a}. On sait d'aprés
la Proposition B.3.12 que T est d'ordre fini, noté m. D'aprés la formule de Taylor, pour
toute fonction ¢ € D(RY) on peut écrire

o= 3 ¥ P era) 1 R(x)
laf<m
avec pour tout o tel que |a| < m,
0%R(a)=0.
Alors par la Proposition B.3.13 on a
(T,R)=0
En utilisant le Théoréme B.3.15 pour donner un sens a (T, (x — a)®), on a donc

o =1 3 Y L) + (R

\a|<m

Z a(T, (x —a)*)0%p(a) .

loa|<m
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En d'autres termes on a
1)\a|

(T, (x —a)*)0%0,,

al<m
et le théoréme est démontré. O

Lemme B.4.6. Soit T une distribution sur RY telle que 8, T = 0 pour k € {1,...,d}.
Alors T est une fonction constante.

Démonstration. Soit ¢ € D(RY) d'intégrale 1 et soit A := (T,%). On va montrer
que (T, @) = X pour tout ¥ € D(R?). Alors pour toute fonction ¢ € D(RY) la fonction

G=p—(Lp)¢
est d'intégrale nulle. Admettons provisoirement le lemme suivant.

Lemme B.4.7. Soit ¢ € D(RY) une fonction d'intégrale nulle. Alors il existe d fonc-
tions @1, ..., g de D(RY) telles que

d
0=> 0.
j=1
Du lemme ci-dessus on déduit qu'il existe d fonctions @1, .. ., g de D(RY) telles que
d
6=>_ 0.
j=1
Alors
(T=Xw)=(T, @) —(T.Y)(L, ) =(T, &)
donc
d d
(T=Xo)y=>AT.0p;) =—> (5T, p)) =
j=1 j=1
Le Lemme B.4.6 est démontré. O

Démonstration du Lemme B.4.7. On raisonne par récurrence sur la dimension d. Dans
le cas ot d =1, la fonction

1(x) : / o(y)dy

est de classe C*°, a support compact, et elle vérifie ¢ = ¢.
Supposons maintenant le résultat vrai en dimension d —1 et soit ¢ € D(RY) de moyenne
nulle. Il n'est pas difficile de voir que la fonction

P(x, ..., Xd—1) i= /W(Xl ----- Xd—1,y)dy

est dans D(Rd_l) de moyenne nulle donc par I'hypothése de récurrence il existe 91, . . ., WYa_1
dans D(RY1) telles que
d-1
V=2 0.
j=1

Soit alors p € D(R) une fonction d'intégrale 1 et considérons la fonction ® de D(RY) définie
par

d(xq, ..., Xg) = /Xd ((p(xl ..... Xd—1.Y) —PY(x1, ..., Xd—l)P(Y)) dy.
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On a alors
Og®(x1, ..., Xd) = @(x1, ..., Xd—1,Xd) —P(x1, ..., Xd—1)p(Xq)
donc
d—1
olxa, ..., Xq) = > 0j(wi(x1, ..., Xd-1)p(xq)) + Og®P(x1, . . ., Xd) -
j=1
Le lemme est démontré. O

Dans I'énoncé suivant, pour tout y € RP la notation

(Too(.y)
désigne (T, ) ol ¢, € D(K2) est la fonction définie par
oy (x) = o(x,y).

Proposition B.4.8 (Dérivation sous le crochet). Soit Q un ouvert de R?, et K un
compact de 2. Soit T une distribution de D'(Q2) et ¢ une fonction de C*(Q x RP) telle
que pour tout y € RP, ¢, soit a support dans K. Alors la fonction

Fiy—(T.o(.y)
est de classe C* sur RP et I'on a pour tout a € NP et tout y € RP
Oy F(y) =(T.o5o(.y)) .

Démonstration. Commencons par démontrer le résultat pour |a| = 1. Soit yp € RP,
nous allons montrer que la différentielle de F en yg est I'application

heRP— (T, V,0(-, y0) - h).
Soit donc (hp)pen une suite de RP convergeant vers 0 et montrons que la suite

1

W(F(YO + hn) = F(50) = (T, Vy0(-,0) - hn))

converge vers 0 quand n tend vers I'infini. Il suffit de remarquer que la suite de fonctions

on() = G (06 30+ 1) = 0(x, ) = V000, 30) - i)
converge vers la fonction nulle dans D(2). On a donc

(T.n) =0, n— oo
donc F est différentiable sur RP et ses dérivées partielles sont

Oy, F(y) =(T.8y,0(-.y))

pour tout y € RP. L'argument s'itére par récurrence sur |'ordre de dérivation (en itérant la
formule de Taylor pour obtenir la continuité, puis la différentiabilité a I'ordre suivant). [

Proposition B.4.9 (Intégration sous le crochet). Soit Q un ouvert de RY, T une distri-
bution de D'(QQ) et @ une fonction de D(Q2 x RP). Alors

/<T, () dy = <T,/<p(-,y) dy).
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Démonstration. On traite le cas d = p = 1, le cas général s'obtient ensuite par récur-
rence sur p en utilisant le théoréeme de Fubini. Soit R un réel positif tel que ¢ soit a support
dans [-R, R].

Soit ¢ une fonction C* sur R d'intégrale 1, supportée dans [—R, R], et soit

VOxy) = el ) =) [ ey dy

Cette fonction est de classe C™ sur Q x R, a support dans [—R, R]z, et
[ vx.pydy =0
pour tout x € €. Alors la fonction
oxy) = [ ixy)ay
est aussi C™ sur Q x R, a support dans [—R, R]Q. Par la Proposition B.4.8 on a

ST 0 = (T.8,8(.9)) = (T 9(y))

d'ou I'on déduit que I'application
y
— (Mot - [Tty ay

est constante. Mais y — (T, ®(-,y)) et y —> / (T, ¥(-,y")) dy’ sont identiquement

nulles pour y < —R, donc ces deux fonctions sont egales En particulier

[T vy dy =0

et donc
0= [T 9.y d
= /(T,w(ny»dy— <Tv/<p(~,y’) dy’>/<(y) dy
=/<T,<p(uy)>dy— <Tv/<p(ny) dy)
d'ou le résultat. O

La proposition suivante s'obtient en appliquant les régles de calcul différentiel usuel, par
dualité.

Proposition B.4.10. Soient Q et Q' deux ouverts de RY et soit T une distribution
dans D'(Q2). Alors pour toute fonction f de C*() on a

Va eNY, 8%(fT) =Y ( g )aaﬁfaﬁT.

B<a

Pour tout difféeomorphisme ¢ € C>°(QY', Q2) on définit
Yo eD(Q), (Top )= (T 9od"|detD(¢~")™"),

ol D@(x) est la matrice jacobienne de ¢ au point x € 2. Ona T o¢p e D'(Y) et
d

8i(Tod) = (8dx)(BkT 0 ).

k=1
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B.5. Exemples
B.5.1. Mesures de Radon.

Définition B.5.1. Une distribution T € D'(2) est dite positive si pour toute fonction ¢
dans D(Q2) on a
©>0dansQ = (T,9)>0.

Théoréme B.5.2 (Ordre des distributions positives). Si T est une distribution positive
sur 2 alors T est d’ordre 0.

Démonstration. Soit K un compact de Q et soit ¢ une fonction de D(2) a valeurs
dans [0, 1] et égale a 1 sur K. Pour toute fonction ¢ € C*°(2) supportée dans K on a

Vx€Q,  —suplp(y)P(x) < elx) < sup lo(y)¥(x).
YeK yEK
Comme T est positive on en déduit que
(T, @) < (T, ) sup lp(x)],
xeK
et on a le résultat cherché. O

Définition B.5.3. Soient Q un ouvert de R et K un compact de Q. On note M(K)
(resp. Moc(R2)) I'ensemble des formes linéaires continues sur C(K) (resp. Cc(Q2) muni de
sa topologie inductive). L'espace M;,-(Q2) est appelé espace des mesures de Radon. Une
forme linéaire T sur C.(QQ) est donc une mesure de Radon si et seulement si pour tout K
compact de Q, il existe une constante C telle que pour toute fonction ¢ € Cx(Q)

(T, )| < Csup lp(x)].
xeK

On rappelle qu'une mesure borélienne sur un compact K de R? est une fonction posi-
tive, o-additive sur la tribu borélienne de K. On admet le théoréme suivant.

Théoréme B.5.4 (Riesz(-Radon-Markov) (~ 1913)). Soit u une mesure borélienne
localement finie sur Q ouvert de RY. On définit la mesure de Radon positive T,, sur Cc(R)
par

(Tu, ) ::/Qfdu, VF € C(Q).

Inversement pour toute mesure de Radon positive T sur C<(Q2) il existe une unique mesure
borélienne localement finie . sur 2 telle que T = T,.

Théoréme B.5.5. Si T est une distribution positive sur 2 alors T est une mesure de
Radon positive.

Démonstration. Vérifions que T se prolonge de maniére unique en une forme linéaire
positive continue sur C.(€2). Le Théoréme B.5.2 implique que pour tout compact K il existe
une constante C telle que pour toute fonction ¢ € D(Q2) supportée dans K on a

(T, )| < Csup lp(x)].
xeK

On conclut alors par densité : si g € C.(€2) est a support dans un compact K de Q on
considére une suite (g,) dans D(Q2), supportée dans K et qui converge uniformément vers g.
La suite ((T, gn))nen est de Cauchy et on définit un prolongement de T a C.(Q2) par la
distribution

(T,g):= lim (T, gn).

n—oo
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La positivité de T se vérifie facilement, il reste a vérifier que le prolongement est unique.
Soit S une forme linéaire positive sur C.(€2) (qui est donc une forme linéaire continue pour
la convergence uniforme par les mémes arguments que ci-dessus pour le théoréme B.5.2)
qui coincide avec T sur D(2). Alors S et T coincident sur C2(€2) pour tout compact K
puisque S et T coincident avec T sur tout compact; il suffit donc de choisir pour K une
suite exhaustive de compacts. O

B.5.2. Mesure de surface et distributions de simple couche. Dans ce paragraphe
nous donnons quelques exemples de mesures de surface, sans donner tous les détails des
calculs qui relévent de la géométrie différentielle. On considére une hypersurface ¥ de RY
définie par une équation de la forme

Xg="TF(x,..., X4—1) avec f € CI(Q,)

ol € est un ouvert de R9~1. Alors en notant x’ = (x1,...,X4-1), I'élément de surface
sur X est donné en (x/, f(x’)) par

do = /14 |VFf(x)]2dx" . (B.6)
Etant donnée une fonction v € C(X), la forme linéaire
D(RY) — R
wM/ pydo
bu

est une distribution d'ordre 0. On I'appelle distribution de simple couche de densité y por-
tée par ¥. Dans le cas particulier ou «v = 1, on appelle la distribution de simple couche
correspondante la mesure de surface portée par ~. On la note parfois 0.

B.5.3. Formule des sauts. On rappelle que Q C R? est un ouvert a bord de classe C",
avec r > 1, si sa frontiere 02 est une hypersurface de RY de classe C’, et localement Q
est d’un seul c6té de sa frontiére. Plus précisément pour tout x € 0%2 il existe un ouvert w
contenant x et une fonction p € C"(w) dont le gradient ne s'annule pas dans w, tels que

NNw={xecw/p(x)=0} et QnNuw={xecw/p(x)<0}.

Le vecteur unitaire normal au point x € 9Q2 pointant vers I'extérieur de Q est donné par (on
admet que cela ne dépend pas du choix de la fonction p)

v(y) :*M, yeonNuw.

IVo(y)l
Localement toute surface est un graphe, et des résultats globaux peuvent étre obtenus en
recollant les résultats locaux grace a des partitions de |'unité. Pour rester dans un cadre
simple nous ne rentrerons pas dans ces considérations ici.
Le résultat suivant est une généralisation de la formule de Green-Riemann en dimension
quelconque.

Théoréme B.5.6 (formule de Green (~ 1830)). Soit Q C RY un ouvert a bord de
classe C1 et soit \V un champ de vecteurs de classe C' a support compact sur Q2. Alors
/div\/dx: V.-vdo
Ja FSle)
ol v est le vecteur unitaire normal au point x de 0X2 pointant vers 'extérieur de QQ et ot do
est I'élément de surface sur 052.

Ce théoréme s’interpréte au sens des distributions de la maniére suivante.
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Théoréme B.5.7 (formule de Green dans D'(RY)). Soit Q C RY un ouvert a bord de
classe C2. Alors pour tout j € {1,...,d} on a
6j(la) = —vjo,

ou v est le vecteur unitaire normal au point x de OS2 pointant vers ['extérieur de ) et
ot o € D'(RY) est la distribution de simple couche portée par 6X2.

Remarque. En fait le vecteur v n’est pas une fonction réguliere donc il faudrait géné-
raliser la notion de produit d'une fonction f et d'une distribution T pour donner un sens
a vjo. On remarque tout d'abord qu'il suffit que la fonction f soit bien définie au voisinage
du support de T, ce qui est le cas ici (voir le lemme suivant) ; par ailleurs soit on suppose
que le bord est de classe C°, soit on généralise le produit en remarquant qu'il suffit que f
soit de classe C¥ si T est d'ordre k. Nous ne détaillerons pas ce point ici.

Avant de démontrer le Théoréme B.5.7, montrons deux lemmes préparatoires.

Lemme B.5.8. Soit Q € RY un ouvert a bord de classe C!, alors pour tout 1 < j < d,
le support de la distribution 9;(1q) est inclus dans 0X2.

Démonstration. Soit xg € R? \ 8Q. Il existe § > 0 tel que
o d . )
% (X0,0) == {x € R?, max, Ixj — x0,| <0}

soit inclus dans RY \ 8. Soit alors ¢ € D(Rd) supportée dans B (x0,9), on a

0,(1a), / 80(x) dx .
D'une part si xp ¢ 2 alors Byo(x0,0) N2 = () donc cette intégrale est nulle. D’autre part
si xg € Q alors Bso(xg,0) C Q et en notant x' := (xq, ..., X1y Xj41r - X4), ONn a par le

théoréme de Fubini

©,(1a), 0) = / / /XXO"+5aj<p(x)dxj)dx’=o.

0,1_6

On a donc xg ¢ Supp 9j(1q) et le résultat suit. O

Lemme B.5.9. Soit Q C RY un ouvert a bord de classe C?, et soit v le vecteur unitaire
normal de 052 pointant vers I'extérieur de 2. Alors la mesure de surface (B.6) sur 02 est la
distribution

oc=—-v-Vlg.

Démonstration. On démontre le résultat en dimension 2 pour simplifier, avec le bord
de Q défini par le graphe x; = f(x;) avec f de classe C? sur R, et on a donc

Q:{XGR2/p(X) ::XQ—f(X1)<0}.

—f'(x
Vp(x)z( 1( 1) ) _
Soit ¢ € D(R?), montrons que

(v Vig.0) = [ b, f)NFOaP + Ldx.

On note que

= (-0 Vg, ) = Z/ (229 () 0.



B.5. EXEMPLES 51
On peut supposer que @ est nulle a I'exterieur d’un petit voisinage de 902 et en no-
tant Supp ¢ C [~R, R]? on peut écrire
I=h+1

avec

f(Xl) alp(x) f(xl) @gp(x)
h —/ / |Vp(x)| o(x )) dxodxy et Ip _/ / |Vp( )| (x)) dxodxy .

D'une part on a

(R el f(x)) M
2= /_R VoG, Foa))] P

Par ailleurs on peut écrire

(R FOa) 810(x1, x2) R\ 01p(xa, f(x1))
Iy = /_R31</_R m‘ﬁ(h»@) C/X2>C/X1—/_R f (Xl)mtp(h, f(x1)) dx1 .
La premiére intégrale est nulle, et donc
' 31P x1, f(x1)) R ol f(x))
- [ S0 T O T e+ [ Sy o
_/R f’(X]_) +1
~Jor|Vp(x1, f(x1))]

_ /_’; 00, FOVF (x1)2 + 1 dxt

Le l[emme est démontré. O

w(x1, f(x1)) dx1

Démonstration du théoréme B.5.7. Soit x € C>®(R?) a valeurs dans [0, 1], égale a 1
si x < —1 et nulle si x > 0. Soit p une fonction définissant le bord de €. On pose pour
tout R >0

xRr(X) = X (Rp(x)) -
Le théoréeme de convergence dominée implique que

xr — 1lg dans D'(RY), R — 0.
On a alors grace au Lemme B.5.9
—vjv-Vxg — vjo dans D'(RY), R— .
Il reste donc a montrer que
—vjv-Vxgr — 0lg dans D'(RY), R — 0.
Soit ¢ € D(RY), supportée prés de 99, on a

(v Vxr. ) = —R [ X (RoG))V(X) - Vo(x)ws(x)e(x) dx.

Mais
v(x) - Vo(x) = [Vpo(x)|
donc
(v Vxr. ) = —R [ X (Ro(x))80()0(x) dx
et donc

(0 Vxr. 9) = [ 8(xr())0(x) dx = Oxr. )

et le résultat suit en prenant la limite R — oo. O
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Exercice. Soit f de classe C! par morceaux sur I'intervalle ]a, b[. On note par (a;)o<i<n
I'ensemble des points de [a, b] (avec ag = a et a, = b) tels que dans chacun des in-
tervalles ]a;, aj+1[, la fonction f est de classe C! et f se prolonge continiiment dans les
intervalles Jag, a1], .. ., [ai, @ix+1]. - - ., [an—1, an[. On note f(a; = 0) les limites a droite et a
gauche de ' au point a;. On a alors

N—-1

fr={f}+ Y [f(ai+0) - f(a — 0)]d,,

i=1
ot {f'} est la fonction continue par morceaux dérivée usuelle en dehors des points a;.

On en déduit facilement la formule des sauts suivante.

Théoréme B.5.10 (formule des sauts dans RY). Soit Q@ C RY un ouvert a bord de
classe C2 et f une fonction de classe Ct sur RY \ 092, telle que

a) la restriction de f a Q se prolonge en une fonction de classe C* sur un voisinage
ouvert de Q2

b) la restriction de f a R\ Q se prolonge en une fonction de classe C* sur un voisinage
ouvert de R\ Q.

Alors la fonction f est localement intégrable sur R? et on a dans D'(RY),
0yf = {0yF} + [flaqvjo. V1<j<d

ot {8 f} est la fonction continue par morceaux sur RY définie par {05 }(x) = Oxf(x) pour
tout x € R9\ 0Q et [flaq est le saut de f a travers I'hypersurface 8 dans la direction v :

[flaa(x) = Jim, (F(x + tr(x)) — f(x — tr(x))), x€09.

B.6. Produit de convolution

Définition B.6.1 (Produit de convolution D’ « D). Pour toute distribution T € D'(RY)
et toute fonction ¢ € D(RY) on définit pour tout x € RY

Tro(x) = (T, p(x =) = (T, (1)« &),

ol p(x) .= @(—x), Tx est la translation de vecteur x : Tx(y) ==y + x et
()« F(y) =FfoT_x=f(y —x).

Exercice. Pour toute distribution T € D’(R?) et toute fonction ¢ € D(RY) on a

Supp (T * ) C Supp (T) + Supp (¢) .
Exemple. Pour toute fonction ¢ € D(RY) et tout a € R on a
02 p(x) = o(x —a).

Proposition B.6.2. Pour toute distribution T € D'(RY) et toute fonction ¢ € D(RY),
le produit de convolution T % @ est de classe C*™ sur RY, et on a

0T x)=(0°T)xp=T % (8%).
En particulier si T € £'(RY) alors T « ¢ € D(RY).
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Démonstration. On a d'une part
(0%T) » p(x) = (0°T, p(x — )
= (=1)*UT, 8% (p(x —-)))
=(T. (0%)(x —))
=T x0%.
D’autre part soit 2 € R? et montrons que T ¢ est de classe C* sur B(a, 1). Soit x € D(RY)
telle que x = 1 sur B(a, 1). Alors la fonction
(x,y) — x(x)e(x — y)
est dans D(RY) et a support dans Supp x x (Supp X +Supp ). D'aprés la Proposition B.4.8
la fonction
F:x— (T, x(x)o(x —"))
est de classe C* sur R? et
0T x(x)o(x —+)) = (T, 0% (x(x)p(x —))) .
Comme la fonction F coincide avec T sur B(a, 1), on en déduit que T *¢ est de classe C*®
sur B(a, 1) et
T x0%p = 8%(T )
sur B(a, 1). La conclusion vient du fait que ce résultat est vrai pour tout a € RY, g

Remarque. Le méme argument permet de définir le produit de convolution d'une dis-
tribution S € £&(RY) par une fonction ¢ € C®(RY), et on a S x p € C®(RY).

Théoréme B.6.3. Soit T une distribution de D'(R?) et (Ce)ee(o,1) une suite régulari-
sante. Soit T, := T * (. Alors pour tout € > 0 on a T, € C®(RY) et

T. — T dans D'(RY), €—0.

Démonstration. D'aprés la Proposition B.6.2 on sait que T € C“(Rd). Par ailleurs
grace a la Proposition B.4.9 on a pour toute fonction ¢ € D(RY)

(Tep) = [ Tel)o(x) dx
= [ (oot =)o) ax

= (T, [ Gelx = Jolx) ).

Mais
[ elx=n)otx) dx = G x o)

donc

(Te, o) =(T. L x9).
Par ailleurs si R est tel que Supp ¢ C B(0, R), alors pour € € (0,1) on a

Supp({e*p) C K :={y € R? / dist (y, Supp ) < R} .

Comme par ailleurs

0%(Le x ) = (e x 0%
d'aprés le Théoréeme B.1.2 on a

0% (Le * p) — 8%
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uniformément sur K lorsque € — 0. Par continuité séquentielle des distributions (Proposi-
tion B.3.2) on a donc pour toute suite €, — 0

(Tep0) = (T.Ley x0) — (T, @), n— o0
donc T,, — T dans D'(RY). Le théoréme est démontré. O

Définition B.6.4 (Produit de convolution D' x&’). Soit T € D'(RY) et S € £'(RY). On
définit le produit de convolution T xS par la distribution

(TxS,0) :=(T,Sx¢),
pour tout ¢ € D(RY), ou la distribution S est définie par
(S.9) =(S9), P(x) :=9(—x).
Exemple. Pour toute distribution T € D'(RY) et tout a € RY on a
Twb,=ToT .
Théoréme B.6.5. Soient T € D'(RY) et S € £'(RY). Alors pour tout a € N? on a
0%(T +S) = (8°T) « S = T + (8°5).
Démonstration. Soit ¢ € D(R?), alors
(0%(T + S). ) = (~1)(T « 5,0%)
= (-D)°T, S 0%p)
= (-1)T, 0%(S x 9))
= (0%T, S x )
=((0*T) xS, ),
donc
8%(T « S) = (8°T) + S.
Par ailleurs on a
(—1) 2T, 0%(S x ) = (—1)1*(T, (6%3) x )
=(T,(0*S)"x ),
donc
84T + S) = T « (8°5).

Le théoreme est démontré. O
Exemple. On a T x 0%y = 0°T.
Exercice. Soit T € D'(RY) et S € &'(RY). Alors
Supp (T *S) C Supp (T) + Supp (S).

Proposition B.6.6. Soit ¢ € D(RY) et (T,)nen une suite de D'(RY) convergeant au
sens des distributions vers T € D'(RY). Alors pour tout o € N9,

O(Th*@) — 3T )

uniformément sur tout compact de RY lorsque n tend vers I'infini.
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Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que T = 0 et que |a| = 0.
On a donc pour tout x € R,
Thxo(x)=(Th,o(x—-)) — 0, n—o0. (B.7)
Soit R > 0 fixé et montrons que
lim ‘sup [(Th*p)(x)|=0. (B.8)

n—o0

Par I'absurde, sinon il existerait € > 0 et (x,) une suite de B(0, R) telle que pour tout n € N,
|Th*o(xn)| > €.

Par compacité de B(0, R) quitte a extraire une sous-suite la suite (x,) converge vers une
limite X dans B(0, R). Soit le compact K := suppy + B(0, R). Alors par le théoréme de
Banach-Steinhaus il existe p € N et C > 0 tels que pour toute fonction ¥ € D(Rd) a

support dans K,
sup_ [ ThxY(x)| = sup [(Th, (x =)l

Ix|<

B.9
< C max sup [0%9(y)!. (8.9)
la|<pyek

On écrit alors
[Th* ©(X)| = [Tax @(xa)| = [To x @(xa) — To * 9(X)]

> e —d|x, — X| 1n<l_agxd§‘u§pR ITh % 8je0(x)

par I'inégalité des accroissements finis, donc par (B.9) il vient

> _ _ e
IThxp(X)| > € — Cdl|x, Xllrgegxdmaxsupla o)l

>e—C'x, — x| > 5-
Ceci est en contradiction avec (B.7), et on en conclut que (B.8) est vraie. D'ou le résultat.
(]
Proposition B.6.7. Soit T € D'(RY) et S € £'(RY). Alors pour tout ¢ € D(RY),
(T,g*(p> = <5,7v'*<p)
et donc si on définit S x T par
Vo e D(RY), (S+T.0)=(S.Txo),
onaT S5=5xT.
Démonstration. Soit (¢ une suite régularisante et soit
Se =5 (..

Alors S, est de classe C* sur R? et a support dans Supp S + B(0, €), qui est compact. On
écrit alors

(Se.T+9) = [ ST 0lx = ) dx
— / SeON(T, 0(x + ) dx
— (T, [ S0aplx -+ dx)

= (T, [ Se(=x)e(-x+ ) dx)
= (T, Se * ®).
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Il reste a passer a la limite en €. On sait que Sg converge vers S dans D’(Rd), et que le
support de S¢ est inclus dans un compact fixe, par exemple Supp S + B(0, 1). Si x est une
fonction de D(RY) égale a 1 sur un voisinage ouvert de Supp S + B(0, 1) alors

(Se. T @) = (Se.x(T x ) — (S, x(T @) = (5. T x ).

Par ailleurs le support de S * ¢ est inclus dans le compact K := Supp ¢ +Supp S + B(0, 1)
et pour tout a € N7 on a grace a la Proposition B.6.6

0%(Se * ) = Se + (8%p) — S+ (%) = 0%(S x ),

uniformément sur K. On en déduit que

(T, Se x ) — (T, S %)
et la proposition suit. O

Exercice. Si T1, T», T3 sont trois distributions dont au moins deux sont a support com-
pact, alors
Tl *(T2*T3) = (Tl*TQ)*ng.

Remarque. Dans I'exercice ci-dessus, il faut prendre garde au fait que le résultat d'as-
sociativité énoncé peut étre faux si une seule des distributions est a support compact. Par
exemple si H est la fonction d'Heaviside

H(X) = ]-XZO
alors (voir I'exercice page 43 pour la dérivée de H au sens des distributions)

1x0))xH=1+H=0 mais 1x(0)«H)=1«H =1xdg=1.
0 0
B.7. L’espace de Schwartz et les distributions tempérées

Définition B.7.1 (Espace de Schwartz). On note S(RY) I'espace (de Schwartz) des
fonctions de C®(RY), a décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées : une fonction @
de classe C*(RY) appartient a S(RY) si pour tous les entiers m € N, et tous les multi-
indices o € N9,

sup |[(x)M0%p(x)| < o0,
x€R

avec (x) = /1+ [x]2.
Notons que cet ensemble est stable par dérivation, et par multiplication par un polynéme.
Exemples. On a bien stir D(RY) ¢ S(RY). Par ailleurs toutes les fonctions de la forme
P(x)e‘a‘x‘2
avec a > 0 et P polyndme, sont dans S(RY).
L'espace S(RY) peut étre muni d’'une topologie en considérant la famille dénombrable

suivante de semi-normes : pour tous les entiers m, j € N et toute fonction ¢ € S(RY) on
pose

Pms(@) = 3 sup |()"0%p(x)] . (B.10)

|a‘§jX€Rd
Muni de cette famille, I'espace de Schwartz est un espace de Fréchet (la complétude se vérifie
facilement puisque toute suite de Cauchy (f),ene de S(RY) est telle que 8%f, converge
uniformément pour tout o € N¥ vers une limite g, et on identifie facilement que g = 9%9gp).

Proposition B.7.2. L 'espace D(RY) est dense dans I'espace S(RY).
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Démonstration. Soit x € D(RY), a support dans B(0, 2), a valeurs dans [0, 1], égale a 1
sur B(0, 1). Pour tout n > 1 posons

Xn(X) = x(%)

Soit ¢ € S(R?) et posons

©On = XnP -
Alors @, € D(RY) est a support dans B(0,2n) et grace a la formule de Leibniz on montre
facilement que, avec la notation (B.10),

00706 — ) (0] < 1007 (1 ~ X)) + = o (0),
avec

C:=2 max sup 6ﬁxx
O<MMXGWI ()|

et j est tel que |a| <j. Comme par ailleurs
1-x(y)=0sily|<1 et 0<1-—x(y)<lsily]>1

il vient que
0<1—x(y) <yl
et donc

1 1
[09™(1 = x0()B0()| < — ()™ (X)2]0%0(X)] < — P2 ().
On en conclut que pour tout m € N et tout o tel que |a| <j, on a
1 C
sup [(x)"0% (¢ — wn)(X)| < S Pmi2,(@) + —pmj(p) — 0, n— o0
xERd n n
d’'ou le résultat. (]
Proposition B.7.3 (£'xS C S). Pour toute distribution E de &' (R?) et toute fonction ¢
de S(RY) on a E ¢ € S(RY).

Démonstration. D'aprés la Remarque page 53, E x ¢ € C>®(RY). Soient me Net a €
N9 donnés, alors en notant p I'ordre de la distribution a support compact E, et en considé-
rant R un réel tel que le support de E soit contenu dans B(0, R), il vient

| () (E ) (x)| = [{x)"(E x 0%p)(x))|

< )™ max sup [87p(x —y)|
vI<ptlal|y|<r

<C max sup [(x—y+y)"p(x —y)|
[vI<p+lal|y|<r

<C' max sup ((Y)"+(1+R)™M|"0(y)].
VI<p+lal yrerd

On en déduit que pour tous les entiers m, j, avec la notation (B.10),
Pmj(E* @) < C'(1+ R™)pmjrp(e). (B.11)
La proposition est démontrée. O

Définition B.7.4 (Distribution tempérée). Une distribution tempérée est une forme
linéaire continue sur S(RY), c'est-a-dire une forme linéaire T telle qu'il existe des entiers m, j
et une constante C > 0 tels que pour tout ¢ € S(RY) et avec la notation (B.10),

KT, @) < Cpmj(e).
L 'espace des distributions tempérées est noté S'(RY).
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Proposition B.7.5. [ ‘espace S’ (Rd) est stable par dérivation, par multiplication par une
fonction C a croissance polynémiale ainsi que toutes ses dérivées, et par convolution par
une fonction de &' (RY).

Démonstration. e Montrons que S’(RY) est stable par dérivation. Soit S € S’(RY), alors
pour tout 1 < k < d la dérivée 9, S est la forme linéaire sur D(RY) définie par

Vo € DRY), (S, ) = —(5.0k¥) .
Comme S € S'(RY), il existe m, j € N et C > 0 tels que
Yo € D(RY), (S, 0k0)| < CPm,j(8k) < Comj+1(®).

Par densité de D(R?) dans S(RY), la forme linéaire 8x S s'étend donc de facon unique en une
forme linéaire sur S(RY), pour laquelle I'inégalité ci-dessus est vraie pour tout ¢ € S(RY).
Plus précisément soit ¢ € S(RY) et soit (p,)nen une suite de D(RY) convergeant vers
dans S(RY). Alors en particulier

|<ak5,(Pn—(,0m>‘—>O, n,m-—o0o.
La suite ((OkS, ©n))nen converge donc vers une limite finie, et cette limite définit une forme

linéaire Sy sur S(RY) par
(Sk, ) =

= |lim
n—oo

<8k5v ¢n>

pour 9 € S(RY), ol (¥n)nen est une suite quelconque de D(R?) convergeant vers 9 (on
vérifie facilement que la limite ne dépend pas de la suite choisie). Comme la restriction
de Sk a D(RY) est confondue avec 8, S on conclut que 8, S peut étre prolongée de maniére
continue en une forme linéaire sur S(R9), ce qu'il fallait démontrer.

e Le raisonnement est similaire pour la stabilité par multiplication par une fonction f de
classe C*° a croissance polyndmiale ainsi que toutes ses dérivées. En effet par définition

(S, p) = (S, fop)

et par ailleurs pour tous les entiers m et j il existe un entier k;(f) et une constante C > 0
tels que

Vo € S(RY) ., pmj(fe) < Chmuk(r)j(®).
On a alors
(S, Fo)| < CPmiy(r).i(9)
et le résultat suit.
e Soit enfin £ € £'(RY) et S € S'(RY). Alors S € D'(RY), et I'on rappelle que la
distribution S x E est définie comme la forme linéaire
@ € D(RY) — (S, Ex ).

Soit R > 0 tel que E soit a support dans B(0, R). Alors c'est aussi le cas pour E et
I'inégalité (B.11) de la démonstration de la Proposition B.7.3, montre que pour toute fonc-
tion € D(Rd) et tous les entiers m, j, il existe une constante C telle que

Pmj(E *©) < Comjyp(p)

ol p est I'ordre de la distribution a support compact £. Comme la distribution S est tem-
pérée, on en déduit qu'il existe des entiers m, j et une constante C’ tels que

Vo € DRY), S+ E, @) < C'omisp(ep).
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Par densité de D(RY) dans S(RY), la forme linéaire S « E s'étend donc de facon unique

en une forme linéaire sur S(RY), et I'inégalité ci-dessus est donc vraie pour ¢ € S(RY). La

proposition est démontrée. O
Exemples. a) On a &'(RY) c S'(RY) c D'(RY).

b) Toute fonction appartenant a I'espace de Lebesgue LP(RY) pour 1 < p < oo définit
une distribution tempérée sur RY.

c) Toute fonction continue a croissance polyndmiale définit une distribution tempérée
sur RY.

d) Sur R, la distribution

T:= Z akOx

keZ
est tempérée si la suite (ax) est a croissance polynémiale, c'est-a-dire qu'il existe
un entier p tel que
ax = O(k[P), k| — co.
En effet il existe C > 0 tels que pour tout k € Z, |ax| < C(k)P. On écrit alors,
pour toute fonction ¢ € S(RY),

(T, o) < C Y (k)Plo(k)|

kEZ

<c Z <k>l7+2

ke (k)2

< C/Pp+2,0((p) .

lp(K)l

e) Les distributions définies par les fonctions
x — €~ sinh(x) ou cosh(x)
ne sont pas des distributions tempérées.
f) La distribution définie par la fonction
X — eXe'®

est une distribution tempérée sur R. En effet on a

di(eiex) — I-exeiex
X

et la fonction _
x — el®
est de classe C! et bornée sur R donc définit une distribution tempérée sur R.
Proposition B.7.6. Soit ¢ € S(RY) et S € §'(RY), alors I'application
X 55 p(x) = (S o(x =)
est bien définie et appartient a C>*(R?). En outre S x ¢ € S'(RY).
Démonstration. Soient deux entiers m, j et une constante C > 0 tels que
v € SRY), (S Y)] < Cpm,(¥).
On commence par montrer que |'application

g: x—(Sex—:))
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est bien définie. On a
|<S, (p(X - )>| < Cpm,j((px) ,
avec

b yr=ox—y),
et pour tout a € N9
W)7N0%Px ()| = (x =y + ¥)7"(0%0) (x = y)
< ()" Pt (9)
donc g est bien définie. Montrons que g appartient & C*(R9). Il s’agit de dériver sous le

crochet, mais méme si x peut étre restreint a un compact, ce n'est pas le cas pour y. On
approxime donc ¢ par une suite (¢,)qen de fonctions de D(R?). On sait que I'application

(B.12)

gn: X (S,@n(x—"))
appartient a C*(R?) avec
Va e N9, 8%ga(x) = (S, (0%n)(x —-)) .
Comme y + (8%@n(x — y))nen converge vers y — 8%p(x — y) dans S(R?) uniformément
en x sur tout compact par l'inégalité (B.12), on a le résultat.
Montrons maintenant que S x ¢ € S’(R9). On écrit pour tout ¥ € D(RY)
(Sx@. )l =[S ¢~ ¥)|
< Cpm,j((ﬁ * 'lp)

< Csup sup [ (x =) ey = x)(y) "0 (y)| dy
x€RY |a] <)

< Csup [1C)"@ll ey 1) ™l Lo (mey
xeRd
La proposition est démontrée. O

B.8. Solutions fondamentales d’opérateurs différentiels

Définition B.8.1. Un opérateur différentiel sur Q2 est une application C-linéaire P
de C*(QQ) dans lui-méme définie par une expression de la forme

Po(x) = ) aa(x)8%p(x)
e

sur €2, avec aq € C>*(Q).

On utilise souvent la notation

Xd !

1
D% =D§'...DFY, Dy =0y,

Définition B.8.2. Soit P un opérateur différentiel sur Q, de la forme
Po(x) == ba(x)D*p(x).
lae|<n
On appelle symbole de I'opérateur P le polynéme en €1, ..., &4 a coefficients dans C*°(Q)
a(P)(x,€) :== > ba(x)E™.
la|<n

On appelle ordre de I'opérateur P le degré du polynéme o(P) :

ordre de P := max{|a| < n, by est non identiquement nulle surQ2} .
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Les exemples les plus importants d'opérateurs différentiels sont issus de la physique
mathématique :
— |'opérateur de transport sur R = R; x R}
n
B+ Y 0 =8+ v V.
J=1

— le Laplacien sur RY

d
A= Z@%Xj .
j:

1
— l'opérateur de la chaleur sur R; x ]Rg

K
O — EA .
— I'opérateur de Schrédinger sur R; x RY
) 1
Iat + EA -V,
ot le potentiel V' est une fonction R — R.

— le d’Alembertien sur R = R; x R
n
2 2
0= —Y 05y -
j=1

Définition B.8.3. Soit P = P(Dy) un opérateur différentiel a coefficients constants

sur RY
P(Dx):= Y_ boaD*,
lo|<n
ol les by sont des constantes dans C. Une solution fondamentale de P(Dy) est une distri-
bution E € D'(RY) telle que
P(Dy)E =6y dans D'(RY).

Remarquons qu'il n'y a en géneral pas unicité de la solution fondamentale. Par exemple
si bg = 0 alors si E est une solution fondamentale, E + ¢ est aussi solution fondamentale
pour toute constante c.

Théoréme B.8.4. Soit P = P(Dy) un opérateur différentiel a coefficients constants
sur RY et soit E une solution fondamentale de P(Dy). Si S est une distribution a support
compact alors I'équation aux dérivées partielles

P(Dy)f =S dans D'(RY)
d'inconnue f € D'(R?) admet au moins une solution, donnée par la formule
f=ExS.

Démonstration. Le produit de convolution E x S définit bien une distribution sur RY et
I'on sait que
D*(E «S) = (D*E) xS dans D'(RY).
Comme P est a coefficients constants, on a donc
P(Dy)(E«S) = (P(Dx)E) xS=00+xS =S,

d'ou le résultat. O
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Proposition B.8.5. Posons

1
Ei(x) = §|x|, x €R.

Alors la distribution Eq est une solution fondamentale du Laplacien dans R.

Démonstration. On cherche E; € D'(R) telle que
EY =69 dans D'(R).
En notant H la fonction d'Heaviside on a
Ei=H+c,
avec ¢ une constante arbitraire. On en déduit que E7 est une fonction continue qui s'écrit
Ey=x;+cx+ ¢

avec ¢ et ¢’ deux constantes arbitraires. Le cas particulier ¢ = —% et ¢/ = 0 donne le
résultat souhaité. ]

Exercice. Posons

1

Er(x) := - log x|, xe&R?\ {0},
1 1

Eq(x) := Cdev XERd\{O}v

avec cq := (d — 2)|S9"1|. Alors pour tout entier d > 2, la distribution £, est une solution
fondamentale du Laplacien dans RY.

Définition B.8.6. Soit Q un ouvert de RY et T € D'(Q). On dit que T est une distri-
bution harmonique dans 2 si

AT =0 dans D'(Q).

Théoréme B.8.7. Toute distribution harmonique dans €2 est une fonction de classe C*
dans €.

Démonstration. Soit T € D'(Q) telle que
AT =0 dans D'(Q).
Soit a € RY et R > 0 tels que B(a, 2R) est contenue dans Q. Montrons que T est une
fonction de classe C* dans B(a, %R). Soit ¢ € D(RY) égale a 1 dans B(a, R) et a support
dans B(a, 3R). Alors ¢T € &'(R?) et I'on a
A(@T) =2V -VT + (Ap)T .

Mais alors T est une distribution harmonique dans B(a, R). On note par ©T le prolonge-
ment par 0 de ©T en dehors de Q. Soit (. une suite régularisante, alors

A(Ce * @T) = (e x A(0T)
et donc
Supp A(Ce « T) € Supp Ce + Supp AlpT) € B(0,€) +RY\ B(a,R) =R\ B(a,R —¢).

On choisit € < R/4. Soit W une fonction radiale (W(x) = 1(|x|?)) a support dans B(0, R/4),
d'intégrale 1. Alors comme (. x T est harmonique sur B(a, %R), la propriété de la moyenne
(voir le cours d'Analyse Complexe) implique que

CroT0O= [ (Cer@T)x =y )llyP) dy = Vs (Ce 0T

1

'z
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pour tout x € B(a, %R). Comme par ailleurs par le Théoréme B.6.3
Cex T —> T
dans D'(RY) quand € tend vers zéro, par la Proposition B.6.6 on sait que
Vi (Cex@T) — W (@)

uniformément sur tout compact de R? quand € tend vers zéro. Comme ( x 9T coincide
avec W (e x(pT)) sur B(a, %R), on a alors que T coincide avec W« (T ) sur B(a, %R).
On en déduit que T est de classe C* sur B(a, %R) puisque T = T sur B(a, %R). Le
résultat suit. O



Chapitre C

Transformation de Fourier

C.1. Transformation de Fourier des fonctions sommables

Définition C.1.1. Soit f € L1(RY). La transformée de Fourier de f est la fonction Ff,
ou encore f, définie sur R? par

Fr(©) =€) = [ e ¢r(x) dx.

Rd
Le théoreme de convergence dominée et le théoreme de Fubini permettent facilement
de démontrer le résultat suivant.

Proposition C.1.2. Soient f, g dans LY(R?). Alors
a) Ff est continue sur RY, | Ff|l .~ < ||fll 1 et FF(€) tend vers zéro a I'infini ;
b) On a F(f xg) = (Ff)(Fg).
La proposition suivante montre que la transformation de Fourier échange régularité et
décroissance a l'infini.
Proposition C.1.3. Soit ¢ € L*(R?), soit m un entier dans N et soit a € RY.
a) Si (x)Mp € L1(RY) alors Fo € C™(RY) et pour tout |a| < m

(i0)¢ (Fw)(§) = F(x*p)(§). (C1)
b) Sip € C™"(RY) et 0%p € LY(RY) pour tout |a| < m, alors
Vil <m,  F(0F¢)(€) = (i)*Fe(E). (C2)

c) La transformée de Fourier de la fonction (T2)«p := @(- — a) est donnée par
F((1a)<0) (€) = e 2 Fp(€) .
d) La transformée de Fourier de la fonction x — e/@*@(x) est donnée par
F(e7%¢)(€) = (12):F0(£).
Démonstration. Nous ne démontrons que les deux premiers points, les autres sont laissés
en exercice.
a) Soit ¢ € L1(RY), telle que (x)Mp € LY(RY). L'application
£ — e Cp(x)
est de classe C* pour presque tout x et I'on a

“Ep(x)

8, (e *4p(x)) = —ixge
et comme _
lixie™ (x| = Ixe(x)|
on peut appliquer le théoréme de dérivation sous I'intégrale pour en déduire que
B, (Fp) (&) = F(—ixjw)(£) -

64
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Par récurrence on obtient
8¢ (Fo) (&) = (=N*F(x*9)(€).
d'ou le résultat (C.1).
b) Pour démontrer (C.2) commengons par étudier le cas m = 1. Considérons une suite
régularisante (. et posons
Ve = C(exp.
Alors
e —> @ et Oxpe — Oxp dans LY (RY).

Une intégration par parties (utilisant le fait que @, tend vers zéro a l'infini pour tout € > 0)
montre que

/e"'xfgfaxjwa(X) dx; = iEj/e"'ngftpe(X) dx;
donc
F(Oxpe) (&) = i€ F@e() -
Comme
[ F(O0e) — F (00|l < (|85, 0e — O, 0l 11
et de méme pour Fp (&) — Fp(€), le résultat suit. Le cas général s'obtient de méme. La

proposition est démontrée. O

Lemme C.1.4. Soit A € My4(R) une matrice symétrique réelle définie positive de taille d,
et posons
Ga(x) := ;e_%m_lx) X xeRY.
V/ (2m)ddet(A)

Alors G4 € S(RY) et
FGa€) = e 20,

Démonstration. La matrice A est symétrique réelle donc on peut écrire
A=QDQ", avec D=diag(\y,..., Ad)

avec @ matrice orthogonale et D matrice diagonale avec tous les \; réels. Par ailleurs quitte
a permuter |'ordre des vecteurs propres on peut toujours supposer Ay > Ao > --- > g > 0,
et comme A = At > 0ona Ay > 0. Montrons tout d'abord que G4 est un élément de S(RY).
On a pour tout 8 € N9

3PGa(x) = Py(x)e 2(AX)x
ol Fs est une fonction polynéme, donc
[07GA(x)| < |Ps(x)]e” M/

ce qui donne le résultat.
La premiére étape consiste a se ramener au cas ol d = 1. Dans l'intégrale définissant
la transformée de Fourier de G4 on pose

y =Q'x et n:=Q.
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On a alors

—_

FGa(é) = / e EGa(x) dx = ( ) / o IQXQME o= HATIX) X gy

=R
_ §
>

/ e~ YMe=3(D7'y)y dy

I
N
—e
N
3
>
SN—

—
Il
A

i o

=

I
—~
—=
N

H ;H
>
~—

1
e~ imiemaN Y, dy; .

I
e .

V2T

e Fubini implique ainsi qu'il suffit de faire le calcul

—
Il
A

Q.

Puisque A; > 0 pour tout j, le théoréeme
pour d = 1. Soit donc A > 0 et posons

1
gr(x) = \/ﬁ

On aura alors

FGa€) =[] For(m). n:=Q%.
=1

La fonction g est un élément de S(R) et
X
g\ (x) = —ng(x) , VxeR.

En appliquant la transformée de Fourier a chaque membre de cette égalité et en utilisant la
Proposition C.1.3 il vient

imFaa(n) = Ai(ng)’(n)
et donc
Far(n) = Ce2>".
Comme de plus

Farn(0)=C= /gx(x) dx =1

on en déduit que

d
FGa(€ H 9 (n))

Le lemme est démontré. O

Théoréme C.1.5 (Inversion de Fourier). Soit f € L*(RY) telle que Ff € L*(RY). Alors
on a presque partout sur RY

1 . —
) = Gy L, S EFAO = S FEAR),

1
(2m)¢
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ot pour toute fonction g € L1(RY),

Fol) = [ e tq(e)de.

. . ) 1 :
Démonstration. Si nous calculons la valeur au point x de 7(,/ e’X'E}"f(g) d€ nous
(2m)d Jra

(271T)d/Rd eix-E(/Rd e—iy.Ef(y) dy) d¢

mais le théoréme de Fubini ne peut s'appliquer. L'idée est d'évaluer a la place I'intégrale
1 i(x—y) & g€l
10 = g [, @0 ) dyee,

de deux facons différentes.

trouvons

On commence par intégrer d’abord par rapport a y on a alors

1600 = Goga L, € Ee T FA) a

et par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue il vient
_ 1 ix-€
m 1) = g [ CFA(E) .

Mais en intégrant d'abord par rapport a € on peut utiliser le Lemme C.1.4 avec A =g~ 1Id,

qui implique que
d

€2 / 7"(X7y)'5678¥ d&' — e |><;.V|2
(vam)? '

On obtient alors
Jo(x) = / Fly)e 2

En d’autres termes

1 _k?
/5 = g * f, avec gg(X) = me

et donc /¢(x) converge vers f(x) pour tout x et le résultat suit par unicité de la limite. O
C.2. Transformation de Fourier des fonctions de la classe de Schwartz

Théoréme C.2.1. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(RY) dans
lui-méme, d'inverse (2m)~9F avec les notations du Théoréme C.1.5.

Démonstration. On déduit facilement de la Proposition C.1.3 que la transformée de
Fourier applique S(RY) dans lui-méme. En effet on a pour toute fonction ¢ € S(RY)

(i€)° (0P Fp(€) = [ 48 (Po(x) dx

donc
sup sup |&% 66.7-"<p( )‘ < sup Hafj‘(xﬁgo)‘ o
la|<m,|B|<p g€R? || <m,|B|<p LIRS
<C sup \5| %
|| <m,|BI<p H< ‘ LY(RY)

par la formule de Leibniz. On remarque que

JxBlageealdx < [0 (/P ozp(x)] dx
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donc puisque x — (x)~971 est intégrable sur RY on obtient

Eaagﬁ]:(ﬂ(g)’ <C sup H<X>|ﬁ\a§t(p(x)H
la|<m,|B|<p+d+1

sup sup
loe|<m,|B|<p ¢RI

Loo(RY)

La transformée de Fourier applique donc bien S(Rd) dans lui-méme et on conclut grace au
théoreme d'inversion de Fourier C.1.5 puisque ¢ et F sont en particulier dans Ll(Rd). ]

Théoréme C.2.2 (Formule de Parseval). Soient @, 9 et U trois fonctions de S(RY),
alors

2) [ Fe©w(©) dé = [ o()Fu(x) dx
b) [ ()W(x) dx = (2m)? [ F(e) FUE) dé.
Démonstration. a) Grace au théoréme de Fubini on a
[Fe@w@di= [ ([ et ax)uie) de
= [ ([ e p(6) d)oix) dx
= [ 0t0Fp00 dx,

ce qui démontre a).
b) Soit maintenant f := (27)"9FW, qui vérifie
Ff(x) =V(x).
En appliquant a) a @ et f on trouve

(m) [ Fo©FU(©) ot = [ Fo©)F(€) de
= /cp(x)W(x) dx

et le théoréme est démontré. O

C.3. Transformation de Fourier des distributions tempérées

La transformation de Fourier des distributions tempérées se définit par dualité, grace au
Théoréeme C.2.2.

Définition C.3.1. Soit S € S'(RY) une distribution tempérée. La transformée de Fourier
de S est la distribution FS définie par

Vo e S(RY), (FS, @)= (S, Fp).

Notons qu’au vu de la démonstration du Théoréme C.2.1, la distribution FS ainsi définie
est bien une distribution tempérée.

Remarque. On a aussi
Yo € S(RY), (FS )= (S Fop).

Proposition C.3.2. Si f € LY(RY), alors la transformée de Fourier de la distribution T¢
est la distribution tempérée définie par Ff : on a

FTr=Trs.
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Démonstration. Soit ¢ € S(RY), alors

(FTr. ) = (Tr, Fo) = /]R

PO [ e xCo(6) de) dx.
La fonction

(x,€) — F(x)e(£)

est intégrable sur R? x RY donc le théoréme de Fubini implique que

Lrea( [ e o dg) dx= [ p@( [ e ¢x) dx) o
et donc
FTro)= [ e©FF(©) de,

d'ou le résultat. O

Théoréme C.3.3. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S'(RY) dans
lui-méme, d'inverse (2m)~9F.

Démonstration. |l suffit d'utiliser le Théoreme C.2.1 en notant que pour toute distribu-
tion S € §'(RY) et toute fonction ¢ € S(RY),

(FFS, @) = (S, FFp) = (2m)9(S, 0),
(FFS, ) = (S, FFp) = (2m)%(S, ).
Le résultat suit. O

Proposition C.3.4. Soit (Sp)nen une suite de distributions tempérées convergeant
vers S dans S'(RY). Alors FS,, converge vers FS dans §'(RY).

Démonstration. Il suffit d'écrire pour tout ¢ dans S(RY)
La proposition suit. ]

Proposition C.3.5. Soit S € S'(RY) une distribution tempérée. Alors

a) Si S est paire - resp. impaire - (au sens ol S = S - resp. S = —S) alors FS est
paire (resp. impaire).

b) Pour tout k € {1, ..., d} on a

c) Pour tout k € {1, ..., d} on a
F(xkS) =10, FS.
d) SiT, est la translation de vecteur a, alors en définissant S o T, par
Vo € S(RY), (SoTa ) :=(S,poT_,)

on a
F(SoT,) =e*FS.

e) Pour tout a € R? on a

F(e'™*S) = (FS)oT,.
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f) Si hy est la dilatation de rapport A définie par
Vo € S(RY), (Sohy )= A"9S @ohy1)

alors
.7:(5 o h>\) = |>\‘_dh>\71.7:55

Démonstration. On ne va démontrer que deux points, les autres sont laissés en exercice.
Soit une fonction ¢ dans S(RY).

b) On a
(F(6kS). @) = (0S, Fp)
= —(S, okFo)
= —(5, F(=i&kw))
= (FS, ikkp) = (I&F S, ) .
c) Ona
(F(xS), o) = (xS Fo)
= —(S, xF )
= —(5, F(=idg,0))
= —i(FS,0¢ ) = (0, FS, ) .
La proposition suit. O

Exemple (Transformation de Fourier de la masse de Dirac). On a
Fdp=1 dans S'(RY),
et plus généralement pour tout a € RY
Féa(§) =€, £eR?.
En outre
(F8%60)(€) = (i), £€R?,
et plus généralement pour tout a € RY
(FO%6a)(€) = (i)*e "7, £eR.
Exemple (Transformation de Fourier des polynémes). On a
F1 = (2m)%,,
et
Fx* = (2m)dil*laas, .
Proposition C.3.6. Toute distribution tempérée harmonique dans R? est une fonction
polynémiale.
Démonstration. Soit T € S'(RY) telle que
AT =0 dans S'(RY).
On sait que
F(AT)=—|¢PFT =0 dans S'(RY),
donc FT est une distribution a support réduit a {0}. C'est donc une combinaison linéaire

de la masse de Dirac et de ses dérivées, d'aprés le Théoréme B.4.5. On a donc pour un

entier m
FT =) a.0%.

lo|<m
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Comme
F(8%b0) = (i§)~
le théoréme d'inversion de Fourier C.3.3 implique que

L Z aa(—1§)* .

d
(2m) la|<m

T P—
Le résultat suit. O

C.4. Transformation de Fourier des fonctions de carré sommable

On note pour toutes fonctions ¢ et 9 de L?(R9)
(Ol9) 2y == [ 90D dx.
On rappelle qu'il s'agit d'un produit scalaire qui fait de LQ(R") un espace de Hilbert.

Théoréme C.4.1 (Plancherel). La transformation de Fourier définie dans S'(R?) est un
isomorphisme de I'espace L?(RY) dans lui-méme, d’inverse (2m)~9F. En outre on a
1
(@l¥) 2wy = W(}'(DV‘_WB(W)

pour tous @ et 9 de L?(RY).

Démonstration. Montrons tout d'abord que (2%)*%}" est une isométrie de S(R?) dans
lui-méme pour la norme L2, c'est-a-dire que (27r)_%}' conserve le produit scalaire défini
ci-dessus. Soient donc ¢ et 9 deux fonctions de S(R?), on a

[ 000 dx = s [ FotFwe) ot

par la formule de Parseval (Théoréme C.2.2 b)) donc (27r)*%]-' conserve le produit scalaire
et donc la norme L2, pour les éléments de S(RY). Il en est de méme de (27r)_%f

Il s’agit donc maintenant d'étendre ce résultat aux éléments de L?(R?). Comme S(RY)
contient D(RY), il est dense dans L?(RY). Soit donc f € L2(RY) et (f;)nen une suite
de S(RY) convergeant vers f dans L2(R?). Alors par isométrie, la suite (Ff,)qen est de
Cauchy dans L2(RY) et elle converge donc vers une limite g dans L2(R?). L'espace L2(R%)
s'identifiant a un sous-espace de S'(RY), (Ff,)nen converge vers Ff dans S'(R?) par la
Proposition C.3.4, et donc par unicité de la limite Ff = g dans S’(RY) et Ff se prolonge
en une forme linéaire continue sur L?(R?). Par continuité de la norme on a de plus

_d
@m) 2| FFll 2may = [IfllL2(ro) -

En appliquant le méme raisonnement a (27)~5F on conclut que (2m)"5F et (2m) 5 F
sont deux isométries de L?(RY) dans lui-méme, dont les composées a droite et a gauche
sont égales a I'identité, et le théoréme est démontré. O

C.5. Transformation de Fourier des distributions a support compact
On définit pour tout € € RY la fonction de classe C* sur R
RY — C

eg . .
X —s e I XE
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Proposition C.5.1. Soit E € £'(RY). La transformée de Fourier de E est la fonction de
classe C* sur RY donnée par

FE() = (E e).
De plus FE est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées, au sens ot pour tout o € N9
il existe un entier m € N et une constante C tels que pour tout £ € RY,

|0 FE(§)] < C{§)™.
Démonstration. Soit la fonction

v(€) = (E, e).
En remarquant que

v(€) = (E. xee)
avec x € D(Rd) valant 1 au voisinage du support de E, on peut appliquer le théoréme de
dérivation sous le crochet qui implique que v est de classe C™ et pour tout £ € RY et o € N9

B8 V(€) = (E. 0% ex)
=(E, (=i-)%xee) .
Montrons que v est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées. Soit K un voisinage

compact du support de E et p I'ordre de E. Alors pour tout a € N il existe une constante C
telle que pour tout ¢ € RY,

6Ev(§) < C sup_ sup 188 (x*x(x)eg (x))| < C(€)P .
Xx€ <p

€]

Montrons enfin que FE = v. Soit ¢ € D(RY), alors d'aprés le théoréme d'intégration sous
le crochet, on a

v.0) = [ V(©w(€) ot
— [(E. o) dg

—(E. [ ecol(©)de)
=(E. Fo)
=(FE.p)
ce qui démontre la proposition. O
Proposition C.5.2. Si S € S'(RY) et E € &'(R?), alors on a dans S'(RY)
F(SxE)=FEFS.

Démonstration. Nous allons commencer par traiter le cas particulier de la convolution
d'une distribution £ de &'(RY) et d'une fonction 1 de D(R?). On sait par la Proposi-
tion B.7.3 que E x 1 appartient a D(RY). On écrit alors, grace au Théoréme B.4.9 d'inté-
gration sous le crochet,

FE«9)(©) = [ e ™ HEplx— ) dx

= (£ [ epx— ) dx).
Mais
[ e e —y) dx = Fu©)e <.
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On en déduit que
F(Ex9)(§) = (E, Fp(§)ee)

= FY(&)(E. )
= F(§) FE(E),

ce qui est le résultat annoncé.

Ce résultat se généralise par densité au cas ol ¥ appartient 3 S(R?) : en effet si (1) nen
est une suite de D(RY) convergeant vers ¢ dans S(R?), alors

VYneN, F(Ex,) = F, FE

et I'on sait que E x 1), converge vers E x1) dans S(R?) grace a (B.11). Par continuité de F
dans S(RY) on a donc

F(E «p) — F(E x1,) dans S(RY).
Par ailleurs il est facile de voir que
Fo FE — FY FE dans S(RY)

donc le résultat suit.

Considérons maintenant le cas de £ € £'(R9) et S € S'(RY). On remarque que E « S
appartient a S’(RY) grace a la Proposition B.7.5. Par ailleurs FS appartient a S'(R9) et FE
est une fonction de classe C° a croissance polyndémiale ainsi que toutes ses dérivées d'aprés la
Proposition C.5.1, donc (toujours par la Proposition B.7.5), la distribution FE FS appartient
a §’'(RY). Montrons maintenant que F(S+ E) = FE FS dans S'(RY). Soit ¢ € S(RY). On
a

(F(ExS), p)= (S ExFop).
Mais par le calcul précédent
ExFo=2n) 9FF(E « Fop)
= )" F((FE)FFo)),
donc comme FE = FE,
ExFp= F(FE)p) .

[l vient alors
(F(ExS),9) = (S, F(FE)p))

= (FSFE, p).
Le résultat est démontré. O

Théoréme C.5.3. Soit E une distribution a support compact dans R. Alors la fonc-
tion C*°(R) donnée par FE se prolonge en une fonction holomorphe sur C.

Démonstration. Soient £, n € R. fonction
€ tin @ X — e i(E+m)x
est de classe C™ sur R, donc on peut définir la fonction sur R?
V(€M) €R?, F(€m) = (E, egim) -
On montre comme ci-dessus que F € C*°(R?). On a en particulier
OcF (& m) = (E, —ixeerin) et OpF(§,m) = (E Xeetin) .
La fonction F vérifie donc les équations de Cauchy-Riemann

V(€. m) € R?, (0 + i0y)F =0
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et donc la fonction
(§+im) € Cr— F(&m)
est holomorphe. Comme par ailleurs

FE(§) = (E. &) = F(£,0)

le résultat suit. O

C.6. Transformation de Fourier et séries de Fourier

On se place ici en dimension 1 pour simplifier I'exposition. On remarque que toute fonc-
tion continue périodique sur R est bornée sur R et donc définit une distribution tempérée
sur R. C'est I'un des avantages du cadre des distributions tempérées pour étudier la trans-
formation de Fourier, contrairement a L1(R) ou L?(R).

Théoréme C.6.1 (Formule sommatoire de Poisson). La distribution
T .= Z 5;(
kEZ
appartient 3 S'(R) et sa transformée de Fourier est

FT =2m Z 62k7r .
kEZ

Démonstration. On note que pour toute fonction ¢ € S(R), la somme Z (k) est finie

kez.
donc T est une distribution tempérée (voir les exemples page 59). Calculons sa transformée

de Fourier. On a

T=To T1
donc

FT(€) = F(T om)(§) = e*FT(€)
ce qui implique que le support de FT est inclus dans 2mwZ. Soit maintenant x une fonction
de D(R) supportée dans | — w/4, /4] et égale a 1 sur | — /8, w/8[. On a alors
FT =) x(-—2nk)FT.

kEZ

Par ailleurs on peut écrire
efé —

¢ on kx(
Mais on peut montrer (exercice!) que si une distribution S vérifie (x —a)S = 0 alors il existe
une constante Cq telle que S = Cpd,. |l existe donc une constante Cy telle que

0= (e* — 1)x(¢ — 2mk)FT = (¢ — 2mk) € —2mk)FT .

eIE —

X(& —2mk)FT = —iCdork ,

et donc

FT =Y —iCkbonk .
keZ
Il reste a calculer les coefficients C,. On a

e?™T =T dans S'(R)
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donc
FToTor =FT .

On en conclut qu'il existe une constante ¢ € C telle que
—iCk=c VYkeZ.
Il s’agit donc maintenant de calculer c. Soit ¢ € S(R) et y € R, on a

¢y 2mk+y) = (FT, (- +y))
keZ

=(T. F(e(-+)))

=(T.e-yFo)

= th,o(k)eiky.
kEZ

Aprés intégration sur [0, 2] il vient (en appliquant le théoréme de convergence dominée
pour justifier I'interversion de I'intégrale et de la série)

2(k+1)m

/cp(x dx—cZ/ ©(x) dx

KkEZ

CZ/ 2Tk 4+ y)dy

KEZ

=3 Fok) / e dy

kEZ
=21 F(0)
= 27r/ o(x) dx
R

donc ¢ = 2m. Le théoréme est démontré. O

Définition C.6.2. Une distribution T € D'(R) est dite périodique de période a si
ToT,=T.
Proposition C.6.3. Toute distribution périodique sur R est tempérée.
Démonstration. Soit ¥ une fonction positive, a support dans | — 2,2[ et égale a 1
sur [—1, 1]. Alors
V(x) = Z PY(x + k)

kezZ
est une fonction bien définie (car la somme ne fait intervenir qu'un nombre fini de termes)
et on a W(x) > 0 pour tout x € R. Par ailleurs W est 1-périodique, et la fonction

_Y(x)
¢(X) T \U(X)
est dans D(R) et vérifie
Z dx+k)=1.
kEZ

Soit maintenant T une distribution 1-périodique, on a

T=Y ¢(+KT=> (¢T) ok

KEZ KEZ
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puisque T o T, = T pour tout entier k. Soit ¢ € D(R), on a
(T.o) = ((@T) 0Tk, 0) = D (T . 0(- = k).
ke kez

Mais comme ¢T € E'(R), il existe un entier m et une constante C > 0 tels que dés
que |k| > 3 alors

[(@T . @(- — k)| < Cmax sup [ (x — k)|
QS x| <2

< ()

S o7 A Pemle

(Ik| —2)?

ce qui conclut la démonstration. O
La proposition suivante fait montre comment la théorie des séries de Fourier des fonctions

continues périodiques s'inscrit dans le cadre de la théorie de la transformée de Fourier des
distributions tempérées.

Proposition C.6.4. Soit T € D'(R) une distribution 1-périodique. La transformée de
Fourier de T est donnée par la série convergente dans S'(R)

FT =27 Z Ckbonk avec cx = F(¢pT)(2mk),
keZ
ot ¢ € D(R) est n'importe quelle fonction vérifiant
Z d(x+k)=1.
kEZ

On remarque que si f est une fonction continue 1-périodique, alors
= [@T)00e 2 dx
£+1 .
=3 [ @neoe e dx
L

LEZ

1 ;
=3 [ o+ 0T (e ™ dx

LeZ
1 )
:/ T(x)e 2™ dx
0

ce qui correspond bien au kiéme coefficient de Fourier de f. Passons maintenant a la dé-
monstration de la proposition.

Démonstration. Soit ¢ € S(R), on a
(FT o) = ((X_ o+ K)T. Fp)
kEZ

= (> (¢T) o7, Foo)

keZ
car ToTy, =T, et donc

(FT. ) = (¢T, > _(Fo)(- — k))

kEZ

=(¢T. > _(Fo)(- +k)).

KEZ
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Mais d’aprés la formule sommatoire de Poisson on a (en rappelant que e, (£) i= e~™¢),

Y (Fo)x+k) = Floe)(k)

kEZ KEZ

= (> bk Flowe))

KEZ

= (F(3_d) wex)

kEZ

=210( Y " Gonk. ex)

KEZ

=2 Z (2mk)e=2mkx
KkEZ

[l vient donc

(FT, @) =21y ($T, eoni)p(27K)
keZ

=27 Z F(oT)(2mk)p(2mk)
kez

=21 > F(¢T)(2mk)b2mk. ¥

keZ
ce qui conclut la démonstation. O

C.7. Espaces de Sobolev
C.7.1. Espaces de Sobolev sur RY.

Définition C.7.1 (Espaces de Sobolev H*(RY) et HS(RY)). Soit s un nombre réel.
L'espace de Sobolev H5(R?) est I'ensemble des distributions tempérées f telles que

Ff € L2(RY; (€)* d¢).
On pose alors

e = [ (€ IFFOF de.

L 'espace de Sobolev homogéne H*(RY) est I'ensemble des distributions tempérées f telles
que Ff € L}, (R?) et

Ff e LP(RY € dE).
On pose

2 . 2s 2
1# ey = |, [EPIFFOP € < +o0.

Proposition C.7.2. Les espaces de Sobolev H(R?) sont des espaces de Hilbert pour le
produit scalaire

(F 19 ey = |, (©*FF(€)Fg(E) de.

Les espaces de Sobolev homogénes H* (Rd) sont des espaces des Hilbert pour le produit
scalaire

(1) ey = [, PFFEOFaE) de

si et seulement si s < d/2.
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Démonstration. Le cas des espaces inhomogeénes HS(Rd) se traite en remarquant que la
transformée de Fourier est un isomorphisme isométrique entre H5(RY) et L2(RY: (¢)?* d€).

Dans le cas des espaces homogénes commengons par supposer que s < d/2 et soit (f,) nen
une suite de Cauchy dans H(R?). Alors (?;)neN est une suite de Cauchy dans L2(RY; |¢]?° d¢€)
donc il existe une fonction ¢ € L2(RY; |€|? d€) telle que la suite (f,)nen converge vers
dans L2(RY; |€|?>° d€). Montrons que ¢ est une distribution tempérée, que f := F~1p ap-
partient & H*(RY) et que (f,),en converge vers f dans H*(RY). Puisque s < d/2 on a par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/B(O,l) lo(é)]d¢ < (/Rd |£‘2s‘(p(§)|2 dg)é(/B(Ql) |£|_25 dg)% .

On en déduit que 1p(g 1) appartient a I'espace LY(RY). Comme lcg(o,1)p appartient
a L2(RY; (€)2° d¢) on obtient que @ est une distribution tempérée. Soit f := F ¢, alors f
appartient 3 H*(R9) et on a bien que (f,),en converge vers f dans H5(RY) puisque (?n)neN
converge vers @ dans L2(RY; |€]?° d¢). Donc H5(RY) est complet si s < d/2.

Dans le cas oll s > d/2 on considére la fonction sur H*(RY)
¢ fr— ||F||L1(B(O,1)) + 1l s gy -

On constate facilement que ¢ est une norme sur H5(R?) et que H5(RY) est un espace de
Banach pour cette norme. En considérant |'application identité

(H*(R?), @) — (H*R). |- | o)

qui est linéaire, continue et surjective on constate que si I'espace (H*(R?), || - ”HS(Rd)) était
complet, alors il existerait par le théoréme de I'application ouverte une constante C telle que

vf e H*RY),  ¢(F) < ClIfll=(pay
ce qui impliquerait que
IC>0, VFe H*RY), |flliao1) < Cllfllgs g -
Nous allons montrer que cette inégalité est fausse grace a I'exemple suivant : soit C une
couronne de RY centrée en 0, incluse dans la boule unité B(0,1), telle que CN2C = 0 et
soit la suite
1pac)

n 2(7(5+%)

fr=F (Y

q=1

Alors I'hypothése C N 2C = () permet d’écrire que

- n 267(5*%)
Ifall 101y = C1 Y el C1:=|C|

q=1

et

1
ol <G 2L @ <€ Coi= /(;, [ dn,
=1

et comme s > d/2 on en déduit que ||?r\7HL1(B(O,1)) tend vers I'infini avec n alors que || o[ s oy
est bornée. La proposition suit.

Exercice. Soient r, s et t trois réels.
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a) Si s < talors H{(RY) ¢ H5(RY) et cette inclusion définit une application linéaire

continue : on a

11l s ray < Il eqray, VT € HY(RY) .
b) Sir <s < talors H" N HI(RY) € H(RY) et on a
”f”H5 (RY) < Hf”Hr(Rd)Hf”Hf(Rd) VfeH N Ht(Rd) '

avec s = (1—6)r + 6t.

c) L'application linéaire
fe HS(RY) — Lr € (HS(RY))",

ol L¢ est la forme (anti)—linéaire définie par

L) = Gy L, FROFR@ de.

est un isomorphisme linéaire isométrique entre |I'espace H*S(]Rd) et le dual topo-
logique (H*(RY))" de H(RY).
d) Si|s| < d/2, I'application linéaire
fe HS(RY) — L € (HS(RY))"

ol L¢ est la forme (anti)—linéaire définie par

L) = Gy [, FREFRE de
est un isomorphisme linéaire isométrique entre |'espace H‘S(Rd) et le dual topo-
logique (H*(RY))" de H(RY).

Proposition C.7.3. Pour tout entier k, l'espace Hk(]Rd) est l'espace des fonctions
de L?(RY) dont toutes les dérivées au sens des distributions jusqu'a I'ordre k sont dans L?(R9)

et l'on a
1 gy ~ 3 10%FIIZ2 ey -
|| <k

Démonstration. On rappelle que 8%f appartient a LZ(]Rd) si et seulement si £*Ff ap-
partient a Lz(Rd). Comme pour tout entier k il existe une constante C telle que pour

tout ¢ € RY
T+ Y eR) <@ <c(i+ Y 1P,
loe| <k |oe| <k
la proposition suit. O

Proposition C.7.4. Soit k un entier et 0 €0, 1[ un réel. Posons s = o + k, alors

2
Esi i
Veeey ~ 3 16y + 3 e
la|<m la|= d

dxdy

dwRd
Ce résultat est une conséquence directe de la proposition suivante.

Proposition C.7.5. Soit s €]0, 1[ un réel. Alors I'espace H*(R?) s'injecte continiiment
dans L2 _(RY) et il existe une constante C telle que

1F(x+y) — F(x)]?
|y|d+25

Vf e HS(RY), |If|| =C

s dxdy . (C.3)

S(Rd)
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2

2 (RY) est simplement une conséquence

Démonstration. Le fait que f appartienne a L
du fait que
f = f_l(lg(oyl)ff) + f_l(].cB(Oyl)ff) .

En effet 1g(0,1)Ff est une distribution a support compact donc F~*(1g(g1)Ff) est de
classe C* et donc dans L%OC(R"). Par ailleurs comme s > 0 on a que 1cg(g 1)Ff appartient

a L%(RY) et donc F1(1ego,1)Ff) aussi. Montrons I'égalité (C.3). On a par le Théoreme
de Plancherel C.4.1

2 1 iy 2 2
Ny = P dx= g [ e €~ 1P 7o) ot

donc

f(x+y)— F()]? 1
/RdXRd‘ ( |yﬁf)f+25( ) dXdy:W/Rd L(£)|-7:f(E)|2d$

i 2
[ et
avec L(g) = /]Rd Wdy

Comme la fonction L est radiale et homogéne de degré 2s elle est proportionnelle a |€
et la proposition suit. O

|25

Corollaire C.7.6. Soit 0 < s < k avec k entier, et soit ¢ un C* difféomorphisme global
surRY. Si f € H(RY), alors f o ¢ € H5(RY).

Démonstration. |l suffit d'utiliser la formulation fournie par la Proposition C.7.4 et d'ef-
fectuer un changement de variable. O
Proposition C.7.7. Pour tout réel s, I'espace S(R?) est un sous-espace dense de H*(RY).
d .
Pour tout réel s < 5 I'espace So(RY) des fonctions de S(R?) dont la transformée de
Fourier est identiquement nulle prés de I’origine est un sous-espace dense de H* (]Rd).
Démonstration. L'espace H*(RY) étant un espace de Hilbert, il suffit de vérifier que

I'orthogonal de S(RY) pour le produit scalaire de H5(R?) est réduit a {0}. Supposons donc
qu'il existe une distribution f dans H°(R?) telle que pour toute fonction ¢ de S(RY) on ait

| @@ FreFee ~o.

Alors I'application & — (£)25Ff(€) est identiquement nulle dans S’'(RY), donc Ff =0 et
donc f = 0.

De méme supposons qu'il existe une distribution f dans HS(Rd) telle que pour toute
fonction ¢ de So(R?) on ait

| €PFr©)F o) dé = 0.

Alors Ff s'annule sur RY \ {0} et donc Ff = 0. Le résultat suit puisque s < d/2 et
donc H(RY) est un espace de Hilbert. O

Proposition C.7.8. La multiplication par une fonction de S(Rd) est une application
continue de H¥(RY) sur lui-méme pour tout réel s.

Démonstration. On sait que
1

F(pf) = 2nyd

Fox Ff
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donc la démonstration de la proposition se réduit a I'estimation de la norme L?(RY) de la
fonction

u€) = (€ [ 1Fel¢ ~l|FF )] dn.
Vérifions tout d'abord que pour tout réel s, il existe une constante C telle que
©° < CE—nllme.
En effet quitte a échanger € et n on peut supposer que s > 0 et I'on a
©°<C+[E—nP+nf)?
<CE-m(m)°.
On a donc

W@ <€ [ (€= m1Fp(E —m|mlF ()] an

et I'inégalité de Young
g hll2 < llgllalihll 2 (C4)
permet de conclure que
Isl
lof [ s (ray < 22 H<$>‘s|f(p||L1(Rd)HfHHS(Rd) :

L'inégalité (C.4) s'obtient en remarquant que pour toute fonction f € L?(RY), par les
théorémes de Fubini et Cauchy-Schwarz

[ 9+ £ ax =[] g)htx = y)r(x) dxdy
< 191 [ 1h6c = )11FG) dxdy

< IIfHLzllhlle/lg(y)ldy= Il 2l Al 2 llgll -
La proposition est démontrée. O

C.7.2. Injections de Sobolev.
Théoréme C.7.9 (Injections de Sobolev - le cas C). Soit k € N un entier. Pour tout
rée/5>%+kona
HS(RY) ¢ CK(RY).
Plus précisément toute fonction f € HS(Rd) est égale presque partout a une fonction

de Ck(]Rd), et il existe une constante C ne dépendant que de d, k et s telle que pour toute
fonction f € H*(RY), on a

%F(x)| < CI|Fl| ysrmar -
@@f&@' A < ClIFll s (rey

Démonstration. Soit f € H*(R?) et soit a € N9 tel que |a| < k. Comme s > %Jr k, la

fonction
(1§)~
—
S s
appartient a L2(Rd), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
(1§~

F(8%F) = (i€)*Ff =

@y ©FT
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appartient a L1(R9). On en déduit que la distribution tempérée 8*f s'identifie en fait a une
fonction continue et

0%f(x) =

L [ e eFene) o

(27r)d Rd
pour tout x € RY. On a alors

sup [8%F(x)| < C|Ifllys(ray

xeRd

Le théoréeme est démontré. O

avec

Théoréme C.7.10 (Injections de Sobolev - le cas LP). Si's €]0,d/2[ alors les es-
paces HS(RY) et H5(RY) sont contindiment inclus dans L2 (RY).

Démonstration. Tout d'abord notons que si s > 0 alors H5(R?) est continiiment inclus
dans H5(RY) donc il suffit de montrer le résultat pour H5(R9). On remarque ensuite qu’'un
argument d'échelle permet de trouver I'exposant p = 2d/(d — 2s). Soit en effet f une
fonction de S(RY), et posons f; la fonction f;(x) := f(£x) (avec £ > 0). Pour tout p € [1, 00|
ona

_d
Ifell Lorey = £ Pl flloray et

1l = [ 6P de

= 2 [ ePeIE R ot

e—d+25” fH2 S(Rd) .

Sil'inégalité ||| p(ray < C||f|\Hs(Rd) est vraie pour toute fonction réguliére f, elle est vraie
aussi pour f; pour tout £ > 0.Cela conduit a la relation p = 2d/(d — 2s).

Démontrons a présent le théoréme. On va supposer que f est une fonction de So(R?) (le
résultat suivra par densité) et pour simplifier les calculs on suppose sans perte de généralité
que [l gs ey = 1.

Commencons par observer que pour tout p € [1, 400, grace au théoréme de Fubini on
a pour toute fonction mesurable f,

1oy = [, IFOOPdx

IF ()l
= p/ / AP~ LdNdx
R? Jo

_ p/ooo AL ({x € RY/ [F(x)| > A}) dA,

ol u est la mesure de Lebesgue. Nous allons décomposer f en basses et hautes fréquences
(pour chaque A) en écrivant f = f, + fy, avec
fy = F *(lgoaFr) et fy:=F *(legoaFr), (C.5)

ol la constante A > 0 dépend de A et sera déterminée plus tard. Comme le support de la
transformée de Fourier de f, est compact, la fonction f, est bornée. On a plus précisément
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en appliquant la transformée de Fourier inverse et I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1]l Loo(ray < (QW)_dH]:fb”Ll(Rd)
SNl N i CRFH O
B(0,A)

~d( [ "5)é |
e (/B(O,A) €1 7l ey

16l ooy < CsAZ™S

IN

On a donc

Par I'inégalité triangulaire on a

{x e R/ F(x)[>A} € {x e R/ 2[f(x)|>A} U {x € R/ 2/ (x)| > A} .

Grace a (C.6) on a

als

A=Ay = (4/2) — u({x eRY/ ()| > A/2}) =0.

On en déduit avec ce choix de A = Ax que
1117 ey < p/o N7 ({x e RY/ [ (x)| > A/2}) dA.

Il est bien connu (c'est I'inégalité de Bienaimé—Tchebychev) que

(b R/ 1091 > 1/2)) = /{xeRd/ IRCOI>A/2} =
</ Alfy ()7
T Mxeraylgeolenzp N
< Al il
On a donc .
By <4 [ A2l N,
et donc

1oy < 4p2m) = [0 [ | FF(©P dgan.
0 [€]>An
Par définition de Ap on a
d
€] > Ap <= N < 4C6|€]» .
Alors le théoreme de Fubini implique que

dx
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(C.6)

(C.7)

aclel?
1oy < 4pem= [ ([ nean ) 17 F(©)Pag
LP(R ) R4 0
4p _ _ d(p—2)
< Pemiec) 2 [ 1675 1FR©) P
p— 2 Rd
dip—2 :
Comme 2s = (pp) le théoréme est démontré, par densité de Sp(R9) dans H*(R9). O

Par dualité on peut démontrer le corollaire suivant.

Corollaire C.7.11. Si p appartient a 11, 2], alors

: 1 1
Lp(Rd) C HS(Rd) avec s=—d (E _ §) .
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Démonstration. Notons que puisque p appartient a ]1,2], alors —d/2 < s < 0. Ecrivons

lallgsray = sup  (a, ¢).
H‘p‘les(Rd)Sl
1 1 1 1
Comme —s =d (E — 5) =d (5 — (1 — E)) on a [|¢lg-sray = Cll@ll v gay et donc
||3||H5(Rd) < C sup (a9)
Il p gay <1
< CllallLprey -
Cela conclut la démonstration. O

C.7.3. Trace et reléevement.

Théoréme C.7.12 (Théoreme de trace et relevement). Soit d > 2 et s > 1/2. L'appli-

cation linéaire (dite de trace)

v: SRY) — SR

f—(f)
avec
y(F)(x, ..., Xg—1) = F(x1,..., Xg-1,0)
se prolonge en une application linéaire continue surjective
v HY(RY) — HE(RIY),

et il existe une application linéaire continue (dite de relévement)

R : H2(R9"1) — H5(RY)

telle que yo R = /st_%(Rdfl).
Démonstration. Notons x’ := (xq, ..., Xg—1). On a pour toute fonction f € S(RY)
o ! S—l
VN -3 gy = € 2D
et 1
V() — 7/ F(€) dey.
FONE) =5, | Fr(€) déa
En effet 1
f / _ / ix'-& f
(x',0) (2m)? e Fr(§) d§
. ]_ fX/'E, 1 / /
= Gy [ € (5 [ FAE ) dta)
donc

FONE) = 5 [ FF©) dea.

Mais par Cauchy-Schwarz

| [Fr@aef < ([@Frora)( [ &%)
<o [@>IFr@P dea) ey

c=/ <<d>C25

avec
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et donc puisque s > 1/2 il vient

2 / 2
NP, gy < C I

On conclut par densité de S(RY) dans H°(RY) que I'opérateur de trace «y peut bien étre

défini sur H°(R9) et que son image est dans HS_%(Rdfl). Pour montrer que <y est surjective
définissons un opérateur de relévement

R:H2(RYY) — H5(RY) telque yoR=Id.

Pour cela on considére une fonction x € D(R) telle que x(0) = 1 et I'on pose, pour g
dans S(R91),
o 1 ix'-& / / /
RIC) = Gyt [, @ ExCaleNFo(€') ¢
= Fol o (x(xa(€)Fg(€)).
On a clairement yo Rg =g et

o i gd /
donc
IR 1uqmey = [ (€ €)1 (Famen)(€) ) PIF g€ de
[l vient donc
IRl gy < /R ( /R<€’>‘25—1<s>25<fxdﬁgdx<<5’>—lsd) déq) ()2 | Fa(€))? de’
2
< ClO, ) oy
avec
Ci= [ IFx(OR©> dc.
R
Le théoreme est démontré. O

Remarque. On peut définir plus généralement un opérateur de trace pour toute hy-
persurface réguliere ¥ de RY en utilisant la stabilité de H5(RY) par composition par des
diffeomorphismes (Corollaire C.7.6) ansi que la Proposition C.7.8 qui permettent de locali-
ser et redresser le bord.

C.7.4. Espaces de Sobolev sur un ouvert de R,

Définition C.7.13 (Espaces de Sobolev W*P(Q)). Soit Q un ouvert de R?, k un entier,
et p un réel dans [1, 00]. L'espace de Sobolev W P(Q) est défini par

WkP(Q) = {f € LP(Q) | 0°F € LP(Q) ¥ |a] < k}.
Cet espace est muni de la norme
IFllweoy = Y 10%FllLe(e).

o<k

On montre facilement que W*P(Q) est un espace de Banach, réflexif si 1 < p < oo et
séparable si 1 < p < oo. L'espace de Sobolev HX(Q) := W*2(Q) est un espace de Hilbert
séparable, muni du produit scalaire

(F1D ey = Y (8%F16%9)12(q) -
|| <k

L'espace suivant est particulierement utile.



86 C. TRANSFORMATION DE FOURIER

Définition C.7.14. Soit Q un ouvert de RY. 'espace H}(Q) est I'adhérence de D(Q)
pour la norme HY(Q). L'espace H1(Q) est le dual topologique de I'espace H3(Q2) au sens
ou

1fllg-1) = sup (f, o).
<P€H(1)(Q) ’H‘pHHl(Q)Sl

Proposition C.7.15 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de RY. Il existe une
constante C telle que pour toute fonction f de H§(S2) on ait
1ll2() < CIVEll 20 -

Démonstration. Soit f € D(£2). On écrit tout élément x € 2 sous la forme x = (x’, x4)
avec X’ € R 1 et I'on a

Xd
f(x) :/ 8y, F(X', yq) dyq
—0o0
donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient (parce que Q est borné)
PP < € [ IVF )P dyg
et le résultat suit par intégration, et par densité de D(Q2) dans H§(). 0

Proposition C.7.16 (Inégalités de Gagliardo—Nirenberg). Soit Q un ouvert de RY et
soit p € [2,00[ tel que 1/p > 1/2 — 1/d. Il existe une constante C telle que pour toute
fonction f dans H3(2),

d(p—2)
2p
Démonstration. Par densité on peut supposer que f appartient a D(2). Alors les injec-

tions de Sobolev (Théoréme C.7.10) impliquent que

Ifllio) < ClIFlla@ IV ElIf2q)  avec o= (C.8)
) ()

If1le) < CIFIl a2
H™ 20 (RY)
Par convexité des normes de Sobolev
1_
1 llo ey < I3 Gy | Iy POUT tout 0 € [0, 1],
on obtient le résultat. O
Les deux théorémes suivants sont admis.

Théoréme C.7.17. Soit Q un ouvert borné de RY, a bord de classe C™ avec m > 1
un entier. Alors il existe un opérateur linéaire P de W™P(Q) dans W™P(RY) pour tout p
dans [1, 00|, tel que si f € W™P(Q) alors

a) Pfg =",
b) [IPfll ewrey < ClIfllLo(n),
c) 1Pfllwmemey < ClIfllwme)-
Ce théoréme permet d'étendre les théoréemes d’injection de Sobolev au cas des ouverts
bornés, en notant que si s = d(1/2 — 1/p) alors
I 1lec) = lIPfll e
< IPFlloway
< C|PFl s oy
< CNfllps( -
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Remarque. On peut aussi définir de tels opérateurs pour des domaines qui ne sont pas
de classe C™, par exemple un carré en dimension deux, par réflexions successives.

Théoréme C.7.18. Soit Q un ouvert borné de RY, a bord de classe C™ avec m > 1 un
entier. Soit 1 < p < oc. Alors I'espace D(R?) est dense dans W™P().

Théoréme C.7.19 (Théoréme de Rellich). Soit Q un ouvert borné de RY, a bord de
classe Ct. Toute partie bornée de H3(S2) est d'adhérence compacte dans L2(S2).

Remarque. Plus généralement on peut montrer que

— si p < d alors I'injection de W1P(Q) dans L9(2) est compacte pour tout g € [1, p*[
avec 1/d =1/p—1/p*,

— si p = d alors I'injection de W'-P(Q) dans L9(Q) est compacte pour tout g € [1, oo,

— si p > d alors I'injection de W1P(Q) dans C(Q2) est compacte.

Démonstration. On ne va écrire la démonstration que dans le cas d > 2, le cas de la
dimension 2 s'obtient de maniére similaire (exercice).

Soit A une partie bornée de H3(Q) et soit a > 0, montrons qu'il existe un nombre fini
de boules de rayon a dans L2(2) qui recouvrent A. Commencons par choisir un ouvert w
relativement compact dans 2 tel que

(o
sup ||f < —. Co
fEE‘H 2wy < 3 (C.9)

Ceci est possible grace a I'inégalité de Holder puis une injection de Sobolev, qui impliquent
que
i1
Iflle@w) < 12\ w2 Z ([l 2 (q)
1
<[Q\wld ”fHHé(Q)

avec 1 =d(1/2—1/2%).
Soit maintenant y € RY tel que |y| < d(w, 8Q). Pour tout g € D(Q) on a

1
ng—gmmwﬁbm/é\vﬂx—nﬂdwx
w

< lyIVIIIVIl 20

et donc par I'inégalité de Holder
179 = 9llizqw) < I7vg = 9llEr)ITvg = gll25,,)

0
<|y1Q2 1911122
avec
1_9+1—9
2 D%

Par densité de D(Q2) dans H§(£2) on obtient qu'il existe une constante C > 0 telle que

sup ||y f — fll2(y < Clyl°.
feA
On en déduit qu'il existe un réel € > 0 tel que € < d(w, 8R) et tel que
a
vy eRY, |y|<e, sup Iy f = Fflliey < 5 (C.10)
feA 3

Soit maintenant . une suite régularisante au sens de la Définition B.1.1 (avec x supportée
dans la boule unité de RY), et soit

Bew = {(xe x . f € A}
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Pour fe Aetxc€wona
e+ FO) =601 < [ im0 = FG0) dy
B(0,¢)
donc par I'inégalité de Jensen

2
xe s F0) = FOIP < [ el 7, () = F(2 dy
B(0,e)
et donc par (C.10) et le théoréme de Fubini
a
su *f—f <sup sup ||[T—,f — f < =
feElHXg HL2(‘”) - fGEl Iylépa I ez < 3

Enfin pour f € A on a par I'inégalité de Young
Ixe * FllLe@) < IXelli2@e)llFll2()
et de méme
IV(Xe * Ol L@y < 1VXell2ma)llFll 2(0)

(C.11)

donc B¢, est uniformément bornée et équicontinue, donc par le théoreme d'Ascoli elle est
relativement compacte dans C(w;R) et donc dans L?(w). Il existe donc un entier N et des

fonctions g, .. ., gy de Lz(w), que I'on prolonge par 0 a €, telles que
N

(6]
Be,w - U BLZ(gix g)

n=1

et donc par (C.9) et (C.11)

N
AcC U B2(gi, o).
n=1
Le théoréeme est démontré.



Chapitre D

Analyse spectrale

D.1. Espaces de Hilbert

D.1.1. Rappels. On rappelle qu'un espace de Hilbert est un espace vectoriel H sur C
muni d'un produit scalaire (i.e. d'une forme sesquilinéaire (-|-) de H x H dans R — linéaire
en la premiére variable et antilinéaire en la seconde — définie positive), et complet pour la

norme x — ||x|| := /(x]x).
Pour tout sous-ensemble A de H on note
Al = {XEH/(X|3):OVa€A}.
On rappelle que c’est un sous-espace vectoriel fermé de H, et on vérifie que A+ = (Z)L et
que A C (Ah)L.
Les espaces de Hilbert sont uniformément convexes, donc réflexifs.

On rappelle les théoréemes fondamentaux dans ce contexte (voir le cours du premier
semestre), et tout d'abord le théoréme de projection sur un convexe fermé.

Théoréme D.1.1 (Projection sur un convexe fermé). Soit K un convexe fermé non vide
d’un espace de Hilbert H et soit x € H\ K. Alors

a) Il existe un unique point pxx € K tel que

X = prx|l = min [Ix — y||.

yeKk
On prolonge px a H en posant pxy =y pour tout y € K.

b) Le point pxx € K est I'unique point y € K tel que

(x—ylz—y)<0 VzeK.
c) Ona

lpkx = pryll < lIx =yl Vx,y € H.
Rappelons le théoréme de représentation de Riesz.

Théoréme D.1.2 (de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert et soit L
une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique vecteur h € H tel que

Lx = (hlx) VxeH.
De plus
L= = [1All# -
Enfin le théoréme suivant est trés important dans la pratique.

Théoréme D.1.3. Soit H un espace de Hilbert séparable. Il admet une base hilbertienne,
c'est-a-dire une suite (en)nen totale et orthonormée. En outre

89
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a) Pour tout x € H on a

X = E (x|en)en
neN
et la série converge dans H.

b) Pour tous x,y dans H, en notant x, := (x|e,) et y, .= (y|en) on a

anﬁz (xly).

neN

D.1.2. Théorémes de Stampacchia et de Lax-Milgram.

Définition D.1.4. Soit H un espace de Hilbert sur R et a une forme bilinéaire sur H.
On dit que a est

a) continue s'il existe une constante C > 0 telle que
la(x, y)I < Clix|lllyll vx,y € H.

b) coercive s'il existe une constante o« > 0 telle que

a(x, x) > a|x||? ¥xeH.

Théoréme D.1.5 (Théoréme de Stampacchia (1922-1978)). Soit a une forme bilinéaire
continue et coercive sur un espace de Hilbert H et soit K un convexe fermé non vide de H.
Pour toute forme linéaire continue f sur H il existe un unique x € K tel que

alx,y—x)>{f,y—x) VyekK. (D.1)

De plus, si a est symétrique alors x est caractérisé par
1 1
xe K, =alx,x)—{(f,x)=min(=a(y,y)— (f, .
5alx.x) = (f.x) = min (Ja(y.y) — (F.y)
Démonstration. D'aprés le Théoreme D.1.2, il existe un unique h € H tel que

(f.y)=(hly) VyeH.

Pour tout x € H, I'application
yr—a(x,y)

est une forme linéaire continue sur H donc par le Théoréme D.1.2 encore, il existe un unique
élément de H que nous noterons Ax tel que

a(x,y) = (Axly) VyeH.
L'application A est linéaire de H dans H et on a pour tout x € H
|AX|1% = [a(x, Ax)| < ClIx[|| Ax]|
et
(Ax|x) = a(x, x) > a|x|]?
donc
|Ax|| < Clix|| et (Ax|x) > allx[|> Vxe€H. (D.2)
Il s'agit donc de trouver x € K tel que
(Axly =x) = (hly —x) Vy e K.

Si p > 0 est une constante donnée (que nous fixerons plus loin) il est équivalent de démontrer
qu'il existe un unique x € K tel que

(p(h—Ax)+x—x|y —x) <0 VyeK,
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ou encore
x = pr(p(h = Ax) + x) .

Notons S(y) := px (p(h— Ay) +y), nous allons choisir p de telle sorte qu'il existe k < 1 tel
que

Y.y e K, [IS(y) = SO < kly =V

ce qui répondra au probléme grace au théoréme de point fixe de Picard. La projection étant
une contraction (voir le Théoréeme D.1.1) on sait que

vy e K, 1S() = SWOI < [ly =y = p(Ay = AV
donc par (D.2) il vient pour tous y,y’ € K,
IS() = SOIIP < lly = V'[P = 20(Ay = AY'ly = ¥') + 0% Ay — Ay|]?
<y = y'IIP(1 = 2pa + p*C?) .
Il suffit donc de choisir 0 < p < 2a/C et k> = 1 — 2pa + p°C? < 1 et le résultat suit.

Supposons maintenant que a est symétrique, alors a définit un produit scalaire sur H,
et la norme (/a(x, x) est équivalente a la norme || - || par hypothése. En appliquant le
Théoréme D.1.2 il existe un unique b’ € H tel que

(f,yy=a(h,y) VyeH.

Alors on a par (D.1)
alW —x,y—x)<0 VyekK (D.3)

donc x = pxh’ pour le produit scalaire défini par a. Par le Théoréeme D.1.1, (D.3) revient a
ce que x € K réalise

a(h —x,h —x)=mina(h' —y, N —y)
veK
ou de maniére équivalente réalise
1 1
(520¢.%) = a(h,x)) = min (5aly.y) — a(#.y))
et la conclusion provient de la définition de A’. Le théoréme est démontreé. O

Le corollaire suivant est particulierement important pour résoudre des EDP elliptiques
par exemple, par une approche variationnelle (voir le Chapitre F). Il est aussi a la base des
méthodes d'éléments finis en analyse numérique.

Corollaire D.1.6. [Théoréme de Lax (1926-)-Milgram (1912-1961)] Soit a une forme
bilinéaire continue et coercive sur un espace de Hilbert H. Alors pour toute forme linéaire
continue f € H* il existe un unique x € H tel que

alx,y)=(f,y) VyeH.
De plus, si a est symétrique alors x est caractérisé par
1 yat
5ax.x) = (f.x) = min (Sa(y.y) = (£.9))
Démonstration. |l suffit d'appliquer le théoréme D.1.5 a K = H, qui implique que
alx,y—x)>(f,y—x) VyeH,

et le résultat suit. O
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D.2. Opérateurs

D.2.1. Définitions et notations. On se donne dans toute la suite deux espaces de
Banach E et F. On note L(E, F) I'espace des applications linéaires continues de £ dans F.

Définition D.2.1. Un opérateur (ou encore opérateur non borné, terminologie courante
mais pas trés bien choisie!) est une application linéaire T définie sur un sous-espace vecto-
riel D(T) C E a valeurs dans F. L’espace D(T) est le domaine de I'opérateur. On dit que T
est borné si D(T) = E et si T : E — F est continue, autrement dit s'il existe C > 0 telle
que

ITxllF < Clixlle VxeE.

Si Ty et T, sont deux opérateurs de domaines respectifs D(Ty) et D(T3), on dit que T, est
une extension de T1 si D(T1) C D(T») et si T, coincide avec T1 sur D(T1).

Exemples. On pose £ = F = L?(R) et on considére I'application T de domaine D(T) =
H'(R) définie par
VFeD(T), Tf=f".

Alors T est non borné sur E car D(T) # E. En revanche si E = H*(R) alors T est borné
car

1Tl 2y < Il Hqr) -

On dit que T est a domaine dense si D(T) = E. On note
GrT := U (x,Tx) legraphe deT;
xeD(T)

ImT = U Tx I'image deT ;
xeD(T)

KerT :={xe D(T)/Tx=0} lenoyaudeT.

On dit que T est fermé si son graphe est un fermé de E x F (ou de maniére équivalente
si pour toute suite (x,)nen de D(T) convergeant vers x € E telle que (T x,)nen converge
vers yonax € D(T) ety =Tx).Si T est un opérateur a domaine dense, on définit le
sous-espace vectoriel D(T*) de F* par

D(T*) := {f €F*/xeD(T)— (f, Tx)p f est continue} :
Remarque. Si T est borné alors D(T*) = F* et T* est borné avec
IT ey = [T lece ) -
Il peut arriver que D(T™*) ne soit pas dense dans F*, méme si T est fermé.
Pour tout f € D(T*) on définit I'application g : D(T) - R
Vxe D(T), g(x):= (., TxX)rF.

Cette application est linéaire continue, et comme D(T) est dense et R est complet on peut
prolonger g a E tout entier en une application linéaire continue g € E* (sans invoquer la
densité ni la complétude on peut appliquer le théoréme de Hahn-Banach). Ce prolongement
est unique par densité de D(T) puisque g est continue. On définit alors I'opérateur T*
sur D(T*), a valeurs dans E*, par T*f ;= g.
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Définition D.2.2 (Adjoint d'un opérateur). Soit T un opérateur 8 domaine dense. L'ad-
Joint de T, noté T*, est I'unique opérateur linéaire de domaine

D(T*) = {f €F*/x € D(T)— (f, TxX)r F est cont/nue}
a valeurs dans E* défini par
VEeD(T*), Vxe D(T), (Tf.x)ere={(FTX)pF.
Exemple. On pose E = F = L?(R) et on considére I'application T de domaine D(T) =
H(R) définie par
VFeD(T), Tf=f+f.
L'espace H*(RR) est dense dans L?(R) et on a D(T*) = H'(R) et
T f=—f"+f.
En effet on voit facilement que si f € H*(R) alors
(f.g+ ) ==+ .9 < (Ifll2 +If'll2)llgll 2
et inversement en considérant le crochet au sens des distributions on a
feD(T*)=3C>0, VYgel?R), [, g)<Clgl.
ce qui implique que f’ € L?(R).
Si A est un sous-ensemble de E on définit son orthogonal
At = {f €E* /{fX)eg=0 Vxe A} .
De méme si B est un sous-ensemble de £* on définit son orthogonal

Bt ={x€E/(f,x)p-e=0 VfeB}.

Exercice. Soit M un sous-espace vectoriel de E et N un sous-espace vectoriel de E*.
Alors
(MY =M et Nc(NHL.
Si E est réflexif alors N = (N+)*. Plus généralement (N1)1 est I'adhérence de N pour la
topologie faible .

Proposition D.2.3. Soit T : D(T) C E — F un opérateur linéaire non borné, a domaine
dense. Alors T* est fermé.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si f,, € D(T*) est une suite convergeant vers f
dans F* et si T*f, converge vers g dans E* alors pour tout x € D(T)

(F,Tx) —~{g,x) = lim_((fa, Tx) = (T*F,,%)) =0
et donc pour tout x € D(T)

(£, Tx)] < llglle-lixlle
donc f € D(T*) et T*f =g. O
La proposition suivante est a démontrer a titre d’'exercice.
Proposition D.2.4. Soit T : E — F un opérateur linéaire continu, fermé. Alors on a
KerT = (ImT*)", KerT*=(ImT)", ImT*C (KerT)", ImT = (KerT*)"
On a de plus
)L

ImT fermé <= ImT* fermé <= ImT = (KerT")” <= ImT" = (KerT)L.
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D.2.2. Opérateurs de rang fini et opérateurs compacts.

Définition D.2.5 (Opérateur de rang fini). On dit qu'un opérateur T € L(E, F) est de
rang fini si la dimension de son image ImT est finie.

Définition D.2.6 (Opérateur compact). On dit qu'un opérateur T € L(E, F) est com-
pact si I'image par T de la boule unité fermée B(E) de E est relativement compacte dans F
pour la topologie forte.

Proposition D.2.7. [’ensemble K(E, F) des opérateurs compacts de E dans F est un
sous-espace vectoriel fermé de L(E, F). Il contient I'adhérence des opérateurs continus de
rang fini.

Démonstration. Le fait que K(E, F) soit un sous-espace vectoriel de L(E, F) est clair,
montrons qu'il est fermé. Soit (T,)nen une suite d'opérateurs compacts convergeant en
norme vers un opérateur T € L(E, F). Comme F est complet, il suffit de montrer que pour
tout € > 0, T(Bg) peut étre recouvert par un nombre fini de boules de taille €. Soit n tel
que

€
ITh = Tllzer) < 5
Comme T,(Bg) est relativement compacte, il existe un ensemble fini / et une famille (v;);c;
de F tels que
Tu(Be) € U B 3),
iel
et on conclut par I'inégalité triangulaire que
T(Be) c|UBie)
iel
d'ou le résultat.

Le second résultat provient simplement du fait que les opérateurs de rang fini sont

compacts, donc les limites dans L(E, F) des opérateurs de rang fini sont compacts. ]

Remarque. |l peut arriver que |'adhérence des opérateurs continus de rang fini soit
distincte de K(E, F). Un premier exemple a été donné en 1972, en renvoie a [2] pour des
détails.

Proposition D.2.8. Dans le cas ot F est un espace de Hilbert, tout opérateur compact
de K(E, F) peut s'écrire comme une limite d'opérateurs de L(E, F) de rang fini.

Démonstration. Soit T € K(E, F) et € > 0. Comme K := T(Bg) est compact, il existe
un ensemble fini / et une famille (y;);c; de F tels que
KclJBWie).
iel
Soit G I'espace vectoriel engendré par {y;, i € I} et soit ps la projection orthogonale sur G.
Alors ps est un operateur continu de rang fini. On sait que pour tout x € Bg il existe | € /
tel que
ITx -yl <e
et donc
lpcTx —Tx|| <e.
La proposition est démontrée. O

Exercice. La composée d'un opérateur compact et d'un opérateur continu (et récipro-
quement) est compacte.
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Théoréme D.2.9 (Théoréme de Schauder). Soient E et F deux espaces de Banach.
Alors T appartient a KC(E, F) si et seulement si T* appartient a IC(F*, E*).

Démonstration. Supposons que T appartient a K(E, F) et montrons que T*(B(F*))
est compacte dans E*. Soit (f,)nen une suite de B(F*) et montrons que (T*f,) jen posséde
une sous-suite convergente. En notant

K:=T(B(E)) et H:= {(pn cz€ K— pp(2) = <fn,z>}

on remarque que K est un espace métrique compact dans F et que la famille (©n)nen
qui constitue H est équicontinue sur K donc par le théoréme d'Ascoli il existe une sous-
suite (¢n, )ken €t une fonction continue ¢ € C(K) telles que @, converge uniformément
dans K vers ¢ quand k tend vers l'infini. En particulier on a
sup [{fp, — fo,, TX)| — 0, Jj k—=o00.
XEB(E)

La suite (T*f,, )ken est donc de Cauchy dans £*, donc elle converge dans E£*. On en déduit
que I'ensemble T*(B(F*)) est relativement compact.

Inversement supposons que T* appartient a KC(F*, E*), alors on sait que T** appar-
tient 3 KK(E**, F**) et donc T**(Bg) est d’adhérence compacte dans F**. Mais T(Bg) =
T**(Bg) (car TE = T) et F est fermée dans F** (on rappelle la Proposition A.3.10)
donc T(Bg) est d'adhérence compacte dans F. D'ou le théoreme. (]

D.2.3. Alternative de Fredholm. Commencons par démontrer le théoréme suivant,
qui caractérise les espaces de dimension finie.

Théoréme D.2.10 (Théoréme de Riesz (1880-1956)). Soit E un espace vectoriel normé.
La boule unité fermée B(E) est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Le résultat repose sur le lemme suivant, démontré plus bas.

Lemme D.2.11. Soit E un espace vectoriel normé. Si M C E est un sous-espace strict
fermé de E alors pour tout € > 0 il existe x € E tel que

IXle=1 et dix.M)>1—¢.

Supposons que E soit de dimension infinie. Alors on construit par récurrence (en com-
mencgant par un vecteur xg € E unitaire arbitraire) une suite (x,)nen telle qu'en notant E,
I'espace vectoriel (de dimension finie donc fermé) engendré par (xx)k<p on ait

1
xn € En, xplle=1, et d(x,,,En_l)zE-

En particulier on a

1

Vm <n, HXn—Xm||EZ§
donc la suite (x,)neny N"admet aucune sous-suite convergente. Donc B(E) n'est pas compact
ce qui est une contradiction. D'ou le théoréme. O

Démonstration du Lemme D.2.11. Soit y € E\ M et € > 0. Comme M est fermé on
sait que
d(y,M) >0
donc il existe y’ € M tel que

dly, M)

dly, M) <y —y'|| <
M) <lly =yl =
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Soit alors
oy
X = 7/ .
ly = y'lle
Soit z € M, montrons que ||[x —z||[g > 1—¢€.On a

y—y
X—Z=T—"W—
ly = y'lle
-y —zly-Yle)
ly —y'lle
1 / !
=—— (- +zly—Yle)
T )
et comme y' + z|ly — y'||e appartient 3 M il vient
dly, M
Ix—ze = 2OM g
ly —y'lle
d'ou le résultat. O

Théoréme D.2.12 (Alternative de Fredholm (1866-1927)). Soit E un espace de Banach
et T € K(E) un opérateur compact de E dans lui-méme. Alors

a) Ker(ld—T) est de dimension finie.

b) Im(ld—T) est fermée et Im(Id — T) = Ker(ld — T*)*.

c) L'opérateur Id — T est injectif si et seulement si il est surjectif.

d) dimKer(ld—T) = dimKer(ld —T%*).
Remarques. Ce résultat concerne la résolution de I'équation u— Tu = f et indique que
— soit pour tout f € E il existe une unique solution dans E

—soit u — Tu =0 a n solutions linéairement indépendantes et I'équation u —Tu=1f a
une solution si et seulement si f vérifie n conditions d'orthogonalité.

Le méme résultat est vrai pour I'opérateur A\ld — T puisque ™17 est compact.

Démonstration. a) Notons Ky := Ker(ld — T). On a B(Ky) = T(B(Ko)) C T(B(E))
donc B(Kj) est compacte, et par le théoréme de Riesz on en déduit que Ko est de dimension
finie.

b) D’aprés la Proposition D.2.4, pour montrer que Im (Id — T) = Ker (Id — T*)* il suffit
de montrer que Im (Id — T') est fermée. Soit donc une suite (y,)neny CcOnvergeant vers y et
telle qu'il existe une suite (x,)nen de E telle que

Yn=Xn— TXpn.
Montrons que y € Im (Id — 7). Notons
dn := d(xp, Ker (Id = T))

et montrons tout d'abord que la suite (d,)qen est bornée. Supposons qu'il existe une sous-
suite, que nous noterons toujours (d,)nen, telle que

d, — 00.
Comme Ker (Id — T') est de dimension finie il existe x/, dans Ker (Id — T) tel que

dn = [|Xn _Xr/7||E-



D.2. OPERATEURS 97

Xp — X},
dn

Soit alors z, :=

d(zp Ker(Ild—=T)) = did(xn, Ker(ld—T)) =1

n

et y
zn—Tzp="2—0.
dn
Comme T est compact, quitte a extraire a nouveau une sous-suite il existe z tel que
Tz, — z
et donc comme z, — Tz, — 0, on a
Zn — Z.

Mais alors z € Ker (Id — T') et d(z, Ker (Id — T)) = 1, ce qui est absurde.
La suite (dn)nen est donc bornée et comme T est compact, quitte a extraire une sous-
suite il existe x tel que

T(xpn—x)—x et xp—x,—y+x
puisque yp, = X, — x,, — T (x, — x},). Et on a alors
y=W+x)—T(y+x)elm(ld—T).

c) Supposons que Id — T est injectif mais pas surjectif et soit la suite
E,:=(d—T)"(E).

Comme Id — T n'est pas surjectif, E; est un sous-espace strict de E. Par ailleurs Eq est
stable par T. De méme on montre que E» est un sous-espace strict de £y car Ild — T est
injectif et pas surjectif, et par récurrence on obtient que E 41 est un sous-espace de E,, et
I'inclusion est stricte car Id — T est injectif et pas surjectif. Par ailleurs par la propriété b),
comme la restriction de T a E, est un opérateur compact de E,, I'image E,11 de (Id—T)|En
est fermée. La suite (E)nen est donc une suite strictement décroissante de sous-espaces
fermés et par le Lemme D.2.11 il existe donc une suite (x,)nen telle que
1

xn€En, xalle =1 et d(xn Epy1) > 5

Soient alors n et m tels que n > m, on a

T(Xn — Xm) = ((xm — Txm) — (X0 — Txn) + x,,) — Xm
et comme (X;m — Txm) — (Xn — TXp) + Xp € Emy1 il vient
1
”T(Xn - Xm)HE > 5
ce qui est absurde car T est compact. Donc Id — T est surjectif.

La réciproque s'obtient en appliquant le raisonnement précédent a T* en utilisant les
résultats de la Proposition D.2.4.

d) Définissons d := dimKer(Ild — T) et d* := dimKer (Ild — T*). On commence par
remarquer que si dim £ = d alors Im (Id—T) = {0} donc Ker (Id — T*)* = {0} et le résultat
est vrai. Supposons maintenant que d < d*. Comme Ker (Id — T') est de dimension finie, il
admet un supplémentaire topologique dans E. 1 On définit alors p projecteur continu de E

1. En effet si on note ¢; I'application qui a x € Ker (Id—T) associe la jéme coordonnée de x dans une base
de Ker (Id — T) alors par Hahn-Banach on peut prolonger ¢; & E tout entier et I'intersection des ¢;*({0})
convient.
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sur Ker (Id—T). Comme Im (Id —T) = Ker (Id — T*)L est de codimension finie d*, il admet
un supplémentaire topologique dans E, noté E, de dimension d* 2. Comme d < d*, il existe
une application linéaire £ : Ker (Id — T) — E injective et non surjective. Soit alors

B:=T+Zop
opérateur compact sur E puisque £ o p est de rang fini. Soit x € Ker (Id — B), alors
0=x—Bx=(x—Tx)—4£(px)
donc
x—Tx=0 et £L(px)=0

donc x € Ker(ld — T) et px = 0 car £ est injective donc x = 0.

D’aprés la propriété c) appliquée a B on a Im(Id — B) = E. Mais c’est impossible car
il existe y € E \ Im£ et pour un tel y I'équation x — Bx = y n'admet pas de solution.
Donc d > d*.

En appliquant ce résultat a T* on trouve

dimKer (Id = T**) < dimKer(Id — T*) < dimKer (Id = T).

Mais on constate facilement que Ker (Id — T) C Ker(ld — T**) donc d = d*. Le théoréme
est démontré. O

D.2.4. Spectre d’opérateurs : définitions et premiéres propriétés.

Définition D.2.13. Soit E un espace de Banach sur C et T € L(E). Le spectre de T,
noté o(T), est le complémentaire dans C de I'ensemble résolvant

p(T) = {X € C/T — id est bijectif de E sur £} .
On dit que X est valeur propre de T si
Ker(T — Ald) # {0}.

L’ensemble des valeurs propres de T est appelé le spectre ponctuel de T et noté o,(T), et
I'ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité finie est appelé le spectre discret o4(T).
On définit enfin le rayon spectral

r(T) :=sup {|>\| . AE U(T)} .

Remarques. Par le théoréme de I'application ouverte A.1.16, si A € p(T) alors I'appli-
cation A —= R(\) := (Ald — T)~! est continue de E dans E. On appelle résolvante cette
application.

Les valeurs propres de T sont dans le spectre de T mais en général I'inclusion est stricte.

Exemple. Sur E = ¢2(N) on introduit le décalage a droite S défini par S((tp)nen) =
(0, up, 1, ...). Alors S est injectif mais pas surjectif, donc 0 € 0(S) mais 0 ¢ op(S).

On peut également définir d'autres sous-ensembles de o(T), dont on ne se servira pas
ici : le spectre essentiel est
A € C/soit dimKer(T — Ald) = o0
Oess(T) 1= soit Im(T — Ald) est fermée et codim Im(7T — Ald) # dim Ker(T — Ald)
soit Im(T — Ald) n'est pas fermée

2. On rappelle que codim A = dim E/4 est la dimension de tout supplémentaire topologique de A. En
outre si N est un sous-espace vectoriel de dimension finie de £* alors dim N = codim N*.
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On remarque que Oess(T) U op(T) = o(T) : si X appartient ni @ op(T) ni d 0ess(T) alors
on a dimKer(T — Ald) = 0 donc Im(T — Ald) est fermée et codimIm(7T — Ald) = 0
donc A € p(T). On peut montrer que oess(T) est stable par perturbation compacte. La
réunion oess(7T) U op(T) n'est pas forcément disjointe. Enfin le spectre continu est

0c(T) = {X € 0ess(T) \ 0p(T) / Im(T = Ald) = £},
et le spectre résiduel est
Ores(T) = (Uess(T) \ ap(T» \oc(T).

Proposition D.2.14. Soit E un espace de Banach et T € L(E). Le spectre de T est
compact et on a l'inclusion
o(T) c B(O,[IT1). (D.4)

Démonstration. Soit A € C tel que |A| > ||T||. On remarque que I'équation
1
x=—(Tx—f
S(Tx =)

admet une solution unique grace au théoréme de point fixe de Picard et x est solution
de Tx — Ax = f. Donc T — Ald est bijectif.

Montrons maintenant que o(7) est fermé, ou de maniére équivalente que p(7) est
ouvert. Soit donc Ag € p(T) et montrons que pour XA suffisamment proche de A\g et pour
tout f € E il existe une solution a

Tx—Xx=f.
[l suffit d’écrire cette équation sous la forme
x = (T = Xold) " (F + (A = Ao)x)
qui se résout a nouveau grace au théoréme de point fixe de Picard, dés que
A = Xol [|(T = Aold) || < 1.
La proposition est démontrée. O

Proposition D.2.15. Soit E un espace de Banach et T € L(E). Soit ¢ € E*. Alors la
fonction f définie sur C par

YAEC, f(\):=e(T—Xd)™)

et a valeurs dans E* est holomorphe dans p(T). De plus la fonction F définie sur p(T) par
YAeEp(T), F\) :=X(N)

a valeurs dans E* est bornée quand |\| — oc.

Démonstration. Soit A € p(T), qui est ouvert, et soit Ao € p(T) tel que

A= 2l (T~ Ny < 2

Montrons que

(T = Xold) ™ — (T — Ald) ™2 + (A = Xo)(T — Ald)2|| < C|A — Xo|? (D.5)

ot C dépend de T et de A. En effet on commence par constater que pour tout A € L(E)
de norme strictement plus petite que 1
Al

d+A) T —Id+ Al <
H( ) || 1_||AH
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car
(Id+ AT —ld+ A=A (-1)"A".

n>0

On applique cette inégalité 8 A= B~1C avec B inversible et C vérifiant

ICIHB™ | <1.
Alors B + C = B(ld + B71C) est inversible et I'inégalité précédente peut se transformer en
_ - e I8~
I(B+C) ~ B+ BB < ot
1L—[IchiB=1

Le résultat (D.5) suit en appliquant cette inégalité a B=T — Ald et C = (A —Xg)ld. On a
alors

lim (Ao — XA)"H((T = Xold) ™2 = (T = Ald) ™) = (T — Ald) 2

Ao—A
dans E, et donc en appliquant ¢ aux deux membres de |'égalité on trouve

: )L _ _ _ -2
Jim (o = X)7H(F (o) = F(N) = (T = d)~2)..

Donc f a une dérivée premiére continue dans p(T), elle y est donc holomorphe. En outre

AT = Xd) ™t =—=1d+ > X"T"

n>1

donc F(A) := AF(A) = @(A(T — Ald)™1) tend vers p(—Id) quand [A\| — oo, et donc elle est
bornée. O

Proposition D.2.16. Soit £ un espace de Banach et T € L(E). On a
o nyt
r(T) = limnf [ T} (D.6)

Démonstration. On constate que {)x” X e a(T)} Co(T"™) : en effet si
(T" = AMd)x = f
alors
(T = AT 4 XN Hd)x = f
donc p(T") C {N\"| X € p(T)}. On a donc par (D.4)
r"(T) < I

Montrons I'inclusion inverse. Soit |A| > || T||, alors
—(T = Ald)~t=> A7,
n=0

Soit p € E*et f(X) := @((T—Xld)™1), alors par la proposition précédente f est holomorphe
dans p(T) donc a fortiori dans {|A| > ||T||}. Donc pour un tel X on a le développement en
série de Laurent

oo
FO) == X""tp(T"),
n=0
et ce développement converge méme pour |A| > r(T) puisque f y est holomorphe. Donc
si [A] > r(T), pour tout ¢ € E* on a
sup [[e(AT"T)|| < .
n>0
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On peut appliquer le théoréme de Banach-Steinhaus dans E* a la famille de formes linéaires
o eX\"TT

et on trouve
sup [[AT"T7| < .
n>0

On en déduit que si [A| > r(T) alors [|A\~"T"|| < C(\) et donc

1
" <AL

limsup ||T"
n—oo
Il suffit alors de prendre I'infimum de cette inégalité pour |A| > r(T) et le résultat suit. O

D.3. Spectre des opérateurs compacts

D.3.1. Structure spectrale des opérateurs compacts. Le théoréme suivant, dont la
démonstration repose sur |'alternative de Fredholm ci-dessus, donne une description précise
du spectre des opérateurs compacts.

Théoréme D.3.1 (Spectre des opérateurs compacts). Soit E un espace de Banach de
dimension infinie et soit T € KC(E). Alors

a)0eo(T);

b) o(T)\ {0} = ap(T) \ {0},
c) soit a(T) = {0}, soit o(T) \ {0} est fini, soit a(T) \ {0} est une suite qui tend
vers zéro.

Démonstration. a) Supposons que 0 ¢ o(T). Alors T est bijectif et comme T est
compact on en déduit que Id = T o T~ est compact en tant qu'opérateur sur E. En
particulier B est compacte ce qui implique que E est de dimension finie par le Théoréme
de Riesz D.2.10.

b) Soit A € o(T) \ {0} et supposons que Ker(T — Ald) = {0}. Alors d’aprés le théo-
réeme D.2.12 ¢) on a Im(T — Ald) = E donc X\ € p(T), contradiction.

c) Commengons par montrer que tous les points de o(T) \ {0} sont isolés. Soit donc
une suite (Ap)pen de valeurs propres de T, distinctes et non nulles, convergeant vers une
limite XA et montrons que A = 0. Par définition et par b) il existe une suite de vecteurs non
nuls (en)nen de E tels que

(T —Xpld)e, =0,
Soit E,, := Vect(ex)1<k<n. On montre par récurrence que les e, sont indépendants. En effet
si ce résultat est vrai a I'ordre k alors on suppose que
k
Ck+1 = Z Q€
=1

et on a alors
k

0= (T — Mesald)enss = Y (N — Miqr) e
1
et donc oy = 0 pour tout 1 < £ < k. La suite (Ej) est donc strictement croissante, et on
a (T —Xld)E, C Ep—1. Le Lemme D.2.11 permet de construire une suite (x,)qen telle
que x, € Ep, et

Ixoll =1 et d(Xnv En—l) >

N |
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Soit alors2<m< n,onadonc E;,_1 C En C E,_1 C E,. On écrit alors

X0 T X0 = A Txml| = A0 (T xa—XnXn) = At (T Xin—AmXim) +Xn —Xm|| = d(Xp, En—1) >

N =

et comme (T x,) admet une sous-suite convergente on ne peut pas avoir A\, — X\ # 0.
Les éléments de o(T) \ {0} sont donc tous isolés et donc I'ensemble

o(M)n{xec/A>n}

est soit vide soit fini (comme o(T) est compact, s'il avait une infinité de points distincts il
aurait un point d’accumulation).

Enfin si o(T) \ {0} contient une infinité de points distincts, ils forment une suite qui
tend vers 0. Le résultat est démontré. ([l

D.3.2. Théoréme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints. On se place dans
le cas ou E = H est un espace de Hilbert sur R. Alors grace au théoréme de représentation
de Riesz D.1.2, on peut identifier H* a H et donc T* a un élément de L(H).

Définition D.3.2. Soit H est un espace de Hilbert réel. On dit qu’un opérateur T € L(H)
est auto-adjoint si T* = T, donc si

(Txly) = (x|Ty) Vx,y € H.

Proposition D.3.3. Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur auto-adjoint.
On pose

m:= inf (Tx|x) et M:= sup (Tx|x).
lIxll=1 lIx||=1

Alors
{m, M} € o(T) C [m, M].

Démonstration. Nous n'allons étudier que M, les propriétés correspondantes sur m s'ob-
tiennent en remplacant T par —T.
Soit A > M, et montrons que X € p(T). On sait que
(Tx|x) < M||x||> VxeH
et donc
VxeH, (x—Tx|x)>(\—-M)|x|?

et le théoréme de Lax-Milgram (Corollaire D.1.6) implique que Ald — T est bijectif. En effet
la forme bilinéaire

a(x,y) = (Ax —Tx|y)

est continue et coercive donc pour tout z € H il existe un unique x € H tel que
VyeH, (Ax—=Txly)=(zly).
Montrons maintenant que M € o(T). Supposons que ce n'est pas le cas. La forme

bilinéaire

a(x,y) = (Mx — Txly)
est symétrique et I'on a

a(x,x) >0 VxeH.

On peut donc appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz et il vient

la(x, y)? < a(x, x)aly,y) Vx,yeH
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donc en I'appliquant a y = Mx—T x et en utilisant la continuité de a on obtient qu'il existe C
telle que

| Mx — T><||2 < C(Mx—Tx|x) VxeH.
Soit maintenant (x,) une suite telle que

Ixall =1 et (Txplxn) — M.
Alors
|Mxp — Txq|| — 0.

Si M € p(T), alors

Xp=(MIld = T)" Y (Mx, — Tx,) — 0,
contradiction. Donc M € o(T). La proposition est démontrée. (]

Corollaire D.3.4. Soit H un espace de Hilbert réel et T € L(H) un opérateur auto-
adjoint. Si o(T) = {0} alors T = 0.

Démonstration. D'aprés la proposition précédente on sait que
(Tx|x)=0 VxeH.
En écrivant

2(Txly) = (T(x+y)lx+y) — (Tx|x) = (Tyly)
on obtient le résultat cherché. O

Le théoréeme suivant est particuliérement important puisqu'il permet de diagonaliser les
opérateurs auto-adjoints compacts.

Théoréme D.3.5. Soit H un espace de Hilbert réel séparable et T € K(H) un opérateur
auto-adjoint compact non nul. Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs
propres de T .

Démonstration. On note (A\,)y>1 la suite des valeurs propres distinctes de T, excepté 0,
et on note A\g = 0. On pose E, := Ker (T — Apld). On sait que la dimension de E,, est finie
si n > 1 et que Eq est éventuellement vide mais peut étre de dimension infinie. Le théoréme
va suivre du fait que la famille (E,)n>0 est une base hilbertienne de H.

Commencons par démontrer que les E, sont deux-a-deux orthogonaux. Soit n # m

et (x,y) € E, x Ep,. Alors
Tx=MXx et Ty=MXny
et donc
(Txly) = Xn(xly) = (X[Ty) = Am(x]y)

donc (x]y) = 0.

Montrons maintenant que I'espace vectoriel F engendré par les E, est dense dans H.
Ona T(F) C F et donc T(F*) C Ft puisque

V(x,y) e FrxF, (Txly)=(x|Ty)=0.

Soit Ty = 7—“:L, c'est un opérateur auto-adjoint compact et son spectre est réduit a 0
puisque o(Tg) \ {0} est constitué de valeurs propres de Tg qui sont aussi des valeurs propres

de T (un vecteur propre associé serait alors a la fois dans F et dans F1). Par le corol-
laire D.3.4 on a donc Tg = 0. On en déduit que

FLcKer(T)cF et FL={0}
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donc F est dense dans H. On construit une base hilbertienne en choisissant une base de
chaque E, (de dimension finie pour n > 1 et gréce a la séparabilité de H pour Ep). Le
théoréme est démontré. O

D.4. Spectre des opérateurs bornés auto-adjoints

On se place dans un cadre fonctionnel similaire au paragraphe précédent : H est un
espace de Hilbert (non nécessairement réel) et T est un opérateur auto-adjoint dans L(H).

Définition D.4.1. Une mesure a valeurs dans les opérateurs est une forme sesquilinéaire
sur H dans I'ensemble M des mesures boréliennes sur C
HxH-—M

(9, h) — tgn
continue au sens ou pour tout compact K de C, il existe une constante C telle que
VEeC(K), Y(g.h)e HxH, [(ugn D)< Clgllullhll.
On dit que . est une mesure bornée a valeurs opérateur s'il existe une constante C telle que
Vi€ G(C), V(g.h)eHxH, [(ugn )] <Clglullblly,

ot Co(C) est I'espace des fonctions continues sur C tendant vers zéro a l'infini.

Théoréme D.4.2. Soit T un opérateur auto-adjoint dans L(H). Alors il existe une unique
mesure bornée . a valeurs opérateurs vérifiant les propriétés suivantes :

a) Pour tout (g, h) € H x H, la mesure g, est supportée dans o(T).

b) Pour tout polynéme P on a
P(T) = [ PO)du().
c) Pour tout borélien E de R ['opérateur

w(E) = [ du(n)
est un projecteur orthogonal.
Démonstration. Considérons I'équation différentielle ordinaire sur L(H)
LU = iU, U =0
dont la solution est |'exponentielle de /T que I'on peut écrire sous la forme
el = %:O l!(/T)" .

Alors (U(t)) g est un groupe d'isométries et on remarque que U*(t) = U(—t). Soit I'opé-
rateur
LYNF(LYH(R) — L(H)

or: )
T Foy b / €T FF(£) de .
2T R

Alors

1
167 (F)ll ey < %”}—f”}‘(ﬂ)(R)
et
or(fg) = 61 (f)or(9g).
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Par ailleurs
(6rf) = [ e<TFTE) e
donc si f est a valeurs réelles, §7f est auto-adjoint. Soient g, h dans H est montrons que la
distribution définie par
(lg,n, F) := (67(F)glh)
définit une mesure bornée a valeurs opérateur sur R, supportée dans o(7T). Nous allons en
particulier montrer qu'il existe une constante C telle que pour toute fonction f dans Co(C),

167 (A)lleery < ClIFllLe~ - (D7)

Soit x € D(R) une fonction a valeurs réelles telle que Fx > 0 et /x2(x) dx = 1 et

soit 6 := x?. Le théoréme de Lebesgue implique que
1 .
lim — / T FO(e€) FF(£) dE = 67(f)
e—=0 2T JR

et par ailleurs on sait que

[ T Fo(ee)Fr(E) dé = [ T e P FO(eR) () dAd.
R R
Supposons que le support de f ne rencontre pas o(7T). On remarque que
iengf/gxld = i(T - >\|d)engf/gxld
d§

et donc si A ¢ o(T) il vient

: d iet—ieald _ _ieT—iexld

iR(\) d$e =e :

Aprés deux intégrations par parties il vient alors
[ T e O Fo(e6) d = e | ROVZeT A (FO)(e6) o
R R

Si f est supportée dans un ensemble compact K de R\ ¢(T), en faisant tendre € vers 0 on
trouve que
(07 (f)glh) =0

ce qui implique que le support de la distribution pg p est inclus dans o(T). Montrons a
présent que (67(f)g|lg) > 0si f >0, ce qui montrera que g 4 est une distribution positive,
et donc une mesure. On rappelle que

(g0 ) = i o [ ([ (€7 glg)e O Faeg) d€) r0) ax.
En notant que

(P22 = o [ eorees) e

IS IS - 21
on obtient LT )
ge( c ) = E/elfolgkldfe(&.g) dg

En rappellant que 8 = x2 avec x a valeurs réelles on a

(6()ute) = [x(=)el,

et donc pour tout u € H et toute fonction f > 0 dans L N F(LY)(R) on a

[ ([ (T glg)emFa(ee) ag)ry ar = 0.
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ce que I'on voulait démontrer. Montrons maintenant que

(g, ) < Cllgliillflle (D.8)

ce qui permettra de prolonger g 4 a I'espace des fonctions boréliennes bornées sur o(T). Soit
donc fy € D(R) telle que fy = 1 dans un voisinage V(T) de o(T) et soit f € L*NF(L')(R)
supportée dans V(7). Alors on a
f<Ifll=fo
donc
(g.g. T) < (Hg,g. fo) < [[FlLe
et donc
(ug.g. F) < CllgliFIIFllL -
Enfin pour terminer la démonstration du théoréme notons que

[ g0 dutn) = [ F) dun) [ 90 du)
donc il suffit de démontrer que
/ du(A) =1d et /Adu(x) ~T.

Soit ¢ € D(R) telle que ¢ = 1 sur un voisinage de | — 1; 1] et soit M > r(T). Alors en
écrivant

om = (/M)
on a
[y =srem) et [Adu() =r((o)u)
et donc
[ auoy = 3% [T Fame) e er [ naun) = 5 [T (Fo(me)) de.

Autrement dit
[ awo) —1d =M [ (7~ 1yFp(me) de

et en intégrant par parties et en remarquant que ©(0) = 1 on a aussi

/>\ du(\) =T = TM/(e'fT — 1) Fo(ME) d¢ .
Mais
M [~ nFeme ag], < MITlen [ 161FeME)| de

et le résultat suit en prenant la limite M — oo. ]

D.5. Spectre des opérateurs non bornés auto-adjoints

Définition D.5.1. Soit H est un espace de Hilbert. Soit T : D(T) € H — H un
opérateur linéaire non borné a domaine dense.
On dit que T est symétrique si

Vf,.ge D(T), (Tflg)y,=(fITg),.
On dit que T est auto-adjoint si de plus D(T*) = D(T).

Il existe dans ce cadre un analogue du Théoreme D.4.2, que nous énon¢ons sans dé-
monstration.
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Théoréme D.5.2. Soit T un opérateur auto-adjoint non borné sur H de domaine D(T).
Alors il existe une unique mesure [, a valeurs opérateur vérifiant les propriétés suivantes :

a) Pour tout (f,g) € H x H, la mesure ur 4 est supportée dans o(T).
b) On a
T— / A du(N) .
R

c) Pour tout borélien E de R ['opérateur

W(E) = /E du(n)

est un projecteur orthogonal.



Chapitre E

Opérateurs maximaux monotones

E.1. Définition et premiéres propriétés
Définition E.1.1 (Opérateur maximal monotone). Soit H un espace de Hilbert et A un
opérateur non borné sur H de domaine D(A). On dit que A est monotone (ou accrétif) si
Vf e D(A), (Af|f)>0.
On dit que A est maximal monotone si de plus Im(ld+ A) = H.

Proposition E.1.2. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors
a) D(A) est dense dans H ;
b) A est fermé;
c) Pour tout X\ > 0, I'opérateur Id+ \A est bijectif de D(A) sur H et son inverse (Id+
AA)~L est un opérateur borné avec ||(Id + >\A)_1H£(H) <1.

Démonstration. Notons tout d'abord que pour tout f € H il existe un unique g € D(A)
tel que g+ Ag = f. En effet si g’ est une autre solution alors

9-9 +Alg-9g)=0.
Il suffit alors de prendre le produit scalaire avec g — ¢’ et d’utiliser la monotonie de A pour
trouver que g = ¢'. Par ailleurs on note que si g + Ag = f alors

lgli% + (Aglg) = (flg) < lIfllxllgllx
donc en particulier

lglln < [IfllH-
L'opérateur Id+ A est donc bijectif de D(A) sur H, et R(1) := (Id+A)~! est borné de D(A)
dans H, de norme inférieure a 1.

a) Montrons que I'orthogonal de D(A) est réduit a {0}. Soit donc f dans H tel que
Vge D(A), (flg)=0
et montrons que f = 0. On sait qu'il existe gg € D(A) tel que
9o+ Ago =f

donc en particulier
0= (flgo) = ll9oll7s + (Adolgo) > llgoll? -
On a alors go = 0 et donc f = 0.

b) Montrons que A est fermé : soit (f,, g,) une suite du graphe Gr A de A (donc telle
que f, € D(A) et g, = Af,) vérifiant

(fa, gn) — (£, 9),
et montrons que f € D(A) et g = Af. On a
fo = (Id + A)"H(f, + Afy) — (Id+ A) "1 (F + g)

108
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donc f € D(A) et f + Af = + g, d'ol le résultat.

c) On va procéder par récurrence en montrant que si Id + A\gT est surjectif pour un
certain Ao > 0, avec (Id +XpA)~! de norme plus petite que 1, alors Im (Id + XA) = H pour
tout A > Xo/2 et (Id+ AA)~! est de norme plus petite que 1. Soit donc f € H et A\g/2 < X,
on veut montrer qu'il existe un unique g € D(A) tel que

g+MNAg=f.
Cela revient a résoudre \ \
_ (71 _20 20
g+rAg = (1-32)g+ 3
ou encore \ \
— -1 _ 20 20
g=(ld+x04) " ((1 A)g+-kfj.

Cette derniére équation se résout de maniére unique grace au théoreme de point fixe de
Banach dés que |1 — M\g/A| < 1 ou encore A > A\g/2. Le fait que la norme de (Id + AA)~!
soit plus petite que 1 se démontre comme au-dessus.

La proposition est donc démontrée. O

Définition E.1.3. Soit A un opérateur maximal monotone, et soit A > 0, on rappelle
que la résolvante de A est R(\) := (Id + XNA)~!, et on définit sa régularisée Yosida par
l'opérateur de H dans H

AQy:%M—MMy
Proposition E.1.4. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors
a) Pour tout A > 0, tout f € H et tout g € D(A),
AN =ARNF) et AN)g=R(N)(Ag).
b) Pour tout f € H et tout g € D(A),
>|\i£>n0 R\f=f et xIii)n0 A(N)g = Ag.

c) Pour tout X\ > 0 et tout f € H
(AFIF) = XA FIF -
d) Pour tout A >0 et tout f € H
Al < Sl
Démonstration. a) On sait que pour tout f € H,
(Id+ MR F = f
donc AR(AN)f = A(M\)f. Par ailleurs si g € D(A) alors
R(N)(d+XA)g =g
donc

ROVAg =5 (g~ RO\g)

b) Commengons par considérer g € D(A), alors (en rappelant que R(\) est de norme
plus petite que 1)

lg = RNl = MAN9ll, < MlAgf; — 0. A =0
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Par ailleurs comme m = H puisque A est a domaine dense, alors pour tout f € H et
tout € > 0 il existe g € D(A) tel que ||f — g||lg < €. Alors puisque R(X) est de norme plus
petite que 1,
If = ROVl < llg = RNglly +2lf =gl
et donc
|f = RMNf|l, —0, X—=0.
Comme A(X)g = R(X\)(Ag) on conclut que pour tout g € D(A), A“D?o AN)g = Ag.
c) On écrit
(AFIF) = (AQVFIF = ROV(F) + (AFIRA)(F) = AJANFZ, + (AR FIR(NF)
et le résultat suit de la monotonie de A.

d) résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de c). O

Remarque. Cette proposition montre que I'on peut approcher A par une famille d'opé-
rateurs bornés.

E.2. Théoréme de Hille-Yosida

On rappelle la Définition D.5.1 des opérateurs symétriques et auto-adjoints. On a le
résultat suivant.

Proposition E.2.1. Soit A : D(A) C H — H un opérateur maximal monotone symé-
trique. Alors A est auto-adjoint, ainsi que sa résolvante.

Démonstration. Rappelons que R(1) := (Id + A)~! est borné sur H donc pour montrer
qu'il est auto-adjoint il suffit de vérifier que R(1) est symétrique, donc que

vh.geH, (R()flg), = (FIR(1)g),, -
Par définition on a R(1)f € D(A) et R(1)g € D(A), et
R(LfF+AR(f=f, R(Q)g+AR(1)g=g.
Comme A est symétrique on a alors
(FIR()g),, = (RA)F + AR(FIR(D)g),, = (R(DFIR(L)g + AR(1)g),, = (R(1)flg),,.
Montrons que D(A*) = D(A). Soit f € D(A*) et soit h:= f + A*f. Alors
Vg e D(A). (hlg), = (flg+Ag),,.

Comme R(1) est une bijection de H sur D(A), cela équivaut a

Yue H, (hlR(1)u), = (flu),.
On adonc f = R(1)h € D(A), et la proposition est démontrée. O

Théoréme E.2.2. Soit A: D(A) C H — H un opérateur maximal monotone symétrique.
Alors pour tout uy € H, il existe une unique solution u € CY(R* \ {0}; H) N C(RT \
{0}; D(A)) N C(R™; H) au probléme d'évolution
d
Eu—kAu:O sur R\ {0};,
Ujt=0 = Uo -

(E1)

On a de plus pour tout t > 0

d 1
lu(Olln < lluoll et | u(®)]|,, < Tleolln-
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Démonstration. e Unicité. Celle-ci s'obtient trés simplement grdce a la monotonie
de A. Soient en effet u et v deux solutions associées a la méme donnée initiale ug, alors

S fu— VI3 = (A~ V)|u—v),, <0

et donc u — v est identiquement nulle.
e Existence. Soit A(M) la régularisée Yosida de A. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz
garantit I'existence et I'unicité d'une solution uy dans H a
d
L +AN)uy=0 sur RT,

Ux|t=0 = Uo -

(E.2)

Montrons que les fonctions t — ||ux(t)||y et t — |JA(AN)ux(t)||y sont décroissantes. On
commence par remarquer que

(I = (@) = ~ (AN (Dln(D),, <

Par ailleurs on peut montrer par récurrence (comme A(X) est un opérateur borné) que uy
appartient 3 C®(R™; H) et

L) i+ A () mn =0

Par le méme calcul que précédemment il vient
du>\
sl <
En particulier on a donc pour tout A > 0 et tout t > 0,

| & ], = Ao (2l < 1Auoll.

Montrons maintenant que pour tout t > 0, la suite ux(t) converge vers une limite u(t)
quand X tend vers 0, et que la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T].
Soient u et v deux réels strictement positifs et soit vy, (t) := ua(t) — uu(t). On a

d
P +AN)ux — A(p)u, =0

d
donc
1d
5 @I+ (AN (D) = A ua (D) una(2) ), =0
Mais
(A ux — AW ualns)
= (A ux — As)uluy — ROVux + ROV ux — R(1)ty + R(1)uy, — UM)H
= (A ux — A ua AAN)uy — ;J,A(,U,)UM)H
+ (ARMux = R(w)u) RO - R(M)UM)H
> (AO)ur — A u AN o — pA)u)
On a donc L d
Sl < 200+ )l Aull,.

Par intégration on déduit

luxa (D117 < 40+ ) tll Aol
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donc pour tout t > 0, uy(t) est une suite de Cauchy quand X tend vers zéro, et donc
converge vers une limite notée u(t). En prenant la limite u — 0 il vient

lux(t) = u()lI7 < 4Xt[|AwollF
donc la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T]. On en déduit que u
appartient a C([0, T]; H).
Montrons que u est solution de (E.2). On commence par supposer que tp appartient a D(A2)

(au sens ou ug et Aug appartiennent a D(A)) et montrons que vy (t) := aux(t) converge
vers une limite et que la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, 7]. On a
d

EVX +AXN)wvy =0,

et donc les mémes calculs que ci-dessus impliquent que la fonction vy, (t) == va(t) — vu(t)
vérifie

ST nall < (IOl + 1A ll) IAC i + AL i l)
Mais
A= < TA) VA (0)[[ 1 = [JAN) AN voll 1
et de méme

AWV ()7 < TAW)VL(O) I = [[A()A(K) ol -
Puisque Aug appartient a D(A) on a

AMNAN ug = RINARN)Aug = R(V)? A%

et donc
JANAN wolln < |A%uwolln et [JA(w)AW)wollH < [|A%uollH -
On en déduit que
1d
2dt
et I'on conclut comme ci-dessus que vy (t) converge vers une limite quand X tend vers zéro
et que cette convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T]. On a donc u €
CHR*: H) et

Ivaallf < 200+ w)l1A?uol |

d d
Eux(t) — Eu(t) ., A— 0, uniformément sur [0, T].

On peut alors passer a la limite dans I'équation (E.2). On a

IR un(t) — u(®)llw < (IR un(t) = Ru(t)[ + IR u(t) — u()[H
< Hlux(t) = u(®)l[n + IRV u(t) = u(®)p =0, A =0,

donc comme le graphe de A est fermé on obtient
u(t) e D(A), AN uxn(t) = AR\ un(t) = Au(t), X —0.
On a alors
d
Eu(t) + Au(t) =0,
u appartient a CYH(R*: H) N C(R*: D(A)) et on a de plus

d
vtz 0, Ju®lly < lluollw et | u(d)]], < IAuol-
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Plus généralement si ug appartient a D(AK) on montre que v appartient a CK~(R*; D(A)))
pour tout J < k avec

a’ .
ve2 0, Jully < lluolln et | 5u@)], < 1Al

d
Apreés intégration de (E.2) contre tE“A il vient de plus

Td 2 T d
/0 Hauk(”HthH/O (AN uxl 1) (1) tdt = 0.

D'aprés la Proposition E.2.1 on sait que R(X) et A(X) sont autoadjoints, et on a donc
/T AN L) () et = 1/T £ (Al i) (8) dit
0 A dt M H 2 Jo dt AMEAH
T 1 /7
= §(A(>\)UA|U>\)H(T) 5 (AN unluy) ,(t) dt.

. . d o
D’autre part, comme la fonction t HEUA(t)HH est décroissante on a

Td 2 T2, d 2
/O | gz, tae= 5| g,
Finalement on obtient

SN (TR, + T (AN usln) (T + 72| ST < ool

E:
dt
En particulier on a
d 2 1
2l 9 + 2
7| (M, < 5 lluol
et par passage a la limite A — 0 on obtient
d 1
| e, < Flleolli -

Supposons maintenant que g € H. On commence par montrer la densité de D(A?) dans D(A)
pour la norme du graphe donnée par |lul|y + ||Aul|n. Soit donc vy € D(A) et soit la
suite (Ug n)nen définie par
1
Up.p = R(E)UO

de sorte que ug , appartient a D(A?) pour tout n € N et

Augp = n(up — up,n) € D(A) VneN.
On a

1 1
AUQ’n = A(E)Uo = R(E)AUO

donc

nILmOO Augpn=Auy et nIme Ug,n = Ug -

Puisque D(A?) est dense dans D(A) qui est lui-méme dense dans H il existe une suite (Ug n)nen
dans D(A?) telle que ug , — Ug dans H. On note uj, la solution de

d
Eun+Aun =0 sur R*\ {0},

Un|t=0 = UO,I’I-

On sait que pour tous n,m € N

Vt>0, |un(t) = um(t)ll < llto,n = tomllH-
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En outre J J )
VE>0, | un(t) = (D)), < Fluon — vomlla

. _ e d
On en déduit que (u,) converge uniformément sur R™ quand n tend vers I'infini et que (—u,,)

converge uniformément sur [¢, oo[ quand n tend vers I'infini, pour tout € > 0. On en conclut
que u € CHRT \ {0}; H) N C(R*; H). Comme A est fermé on a aussi u € D(A) pour
tout t > O et vérifie I'équation (E.1). O



Chapitre F

Application a la résolution d’EDP

Dans ce chapitre nous donnons quelques exemples de résolution d'EDP par les méthodes
décrites dans ce cours.

F.1. Le probléme de Dirichlet homogéne

Dans ce paragraphe nous considérons © un ouvert borné de RY, dont la frontiére est
notée [ et nous supposons pour simplifier que €2 est de classe C°.

F.1.1. Résolution du probléme de Dirichlet. Nous cherchons une fonction uv: Q — R
vérifiant
—Aut+au=g, x€Q

F.1
u=0, xerl (F.1)

avec a € C(Q) et a > 0 dans €2, ou I'on rappelle que

désigne le Laplacien par rapport aux variables d’espace. La fonction g est donnée, la condition
aux bords u(x) =0 si x € I est la condition aux limites de Dirichlet.

Définition F.1.1. Une solution classique de (F.1) est une fonction u € C?(Q) véri-
fiant (F.1). Une solution faible de (F.1) est une fonction u € H}(Q) vérifiant

/ Vu-Vvdx—l—/ auvdx:/ gvdx Yve H} Q).
Q Q Q
Remarque. On vérifie facilement que toute solution classique est une solution faible.

Théoréme F.1.2. Pour tout g € L2(Q) il existe u € H§(Q2) unique solution faible
de (F.1). De plus u s’obtient par le principe de Dirichlet : il vérifie

1 1
- v2+a2d—/ dx = min 7/V2+azd—/ dx .
2/9(\ ul® + au?) dx | gudx veHé(Q){2 Q(I v[® + av?) dx gV x}

Démonstration. Il suffit d'appliquer le théoréme de Lax-Milgram (et I'inégalité de Poin-
caré de la Proposition C.7.15) dans I'espace de Hilbert H = H}(Q) avec la forme bilinéaire

Au, v) ::/ Vu~VvdX+/ auv dx
Q Q

et la forme linéaire
f(v) ::/ gvdx.
Q
Le théoréme est démontré. O
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Remarque. On peut démontrer (et c'est difficile, ce sera admis ici) que la solution
construite ci-dessus vérifie en fait que u € H?(Q) et
lullrei) < Cllgllzq) -
Plus généralement
lull yme2(0) < CllgllHm(q) -
et en particulier si m > d/2 alors u € C?(Q).

F.1.2. Fonctions propres et décomposition spectrale.

Théoréme F.1.3. Soit Q un ouvert borné régulier de R?. Il existe une base hilber-
tienne (ep)nen de L2(Q) et il existe une suite de réels strictement positifs tendant vers
I'infini (An)nen tels que

e, € Hcl)(Q) VneN,
et e, est solution faible de
—Ne, = N\pe, dans Q. (F.2)
On dit que les X\, sont les valeurs propres de —A\ avec conditions de Dirichlet, et que les e,
sont les fonctions propres associées.

Démonstration. Pour tout f € L?(Q) on note u = Tf I'unique solution dans H3(Q)
(voir le Théoréme F.1.2) du probléme

/Vu-Vvdx:/ fvdx Yve H(Q).
Q Q

On considére T comme un opérateur de L?(Q2) dans L2($2) et on vérifie (grace a I'injection
compacte de H§(2) dans L?(S2), voir le Théoréme C.7.19) que T est un opérateur auto-
adjoint compact. Par ailleurs on a Ker T = {0} et

Vf e L2(Q), (TFIF) 2y = O-

Grace a la Proposition D.3.3 et au Théoréme D.3.5 on obtient que L2(2) admet une base
hilbertienne (e,)nen formée de vecteurs propres de T associés a des valeurs propres (tn)neN
avec Up > 0 et up, — 0 quand n tend vers l'infini. On a donc e, € Hé(Q) et

1
/Ven~VvdX=—/e,,vdx Vv € H(Q).
Q Kn JQ

Donc e, est une solution faible de (F.2) avec A, = u,!. Le théoréme est démontré. O

Remarque. La régularité elliptique évoquée au paragraphe précédent permet de montrer
que e, € C*°(Q) pour tout n € N,

F.2. L’équation de la chaleur dans un domaine borné

Dans ce paragraphe nous considérons comme au paragraphe précédent €2 un ouvert
borné régulier de RY. On note I sa frontiére. Nous cherchons & résoudre I'équation de la
chaleur

0
—u—Au=0, teR", xeQ
ot

u=0, teR', xel (F.3)
u(0,x) =up(x), xeQ.
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La condition u(t,x) = 0 si x € " signifie que la température au bord est maintenue nulle.
On pourrait considérer la condition de Neumann exprimant la nullité du flux de chaleur
ou
3=
ol n est le vecteur normal unitaire extérieur a I', ou encore d'autres conditions aux limites
que nous ne détaillerons pas ici.

0, xerl

F.2.1. Méthode variationnelle.

Théoréme F.2.1. Soit uy € L%(Q). Il existe une unique fonction u : (t,x) + u(t, x)
vérifiant (F.3) et telle que

ue CRT;L3(Q)NC(RT\ {0}; H> N H(Q)) N CHRT\ {0}; L(Q)) . (F.4)
Enfin u € L2(RT; H3(Q)) et I'on a pour tout T >0

1 T 1
STy + [ 1960 ey dt = 5ol (F.5)
Démonstration. On applique la théorie de Hille-Yosida dans I'espace H = L?(Q) en
considérant I'opérateur non borné A de domaine D(A) := H?> N H}(Q) C H défini par
Au = —Au.

La monotonie de A provient de

(Au|u)L2(Q) = /Q—Auudx = /Q |Vul?dx > 0.
Le fait que A soit maximal monotone provient du fait que
Im (Id + A) = L2(Q),

et cela est d0 au Théoreme F.1.2. Pour montrer que A est auto-adjoint il suffit par la
Proposition E.2.1 de vérifier qu'il est symétrique, ce qui provient d'une simple intégration
par parties. On peut donc appliquer le Théoréme E.2.2 qui donne directement I'existence et
I'unicité de u vérifiant (F.4).

Pour obtenir I'égalité d'énergie (F.5) il faut prendre garde au fait que t — u(t) est
différentiable sur R™ \ {0} seulement. La fonction

1
o(t) = Sllu() e

est de classe C! sur R* \ {0} et

Ou
V>0, ¢(t)= (u(t)]a)p(m = (u(8)|A0) 12y = — IV (B2 -

Si0<d<T <ooonadonc

T T
o(T) =) = [ @()dt == [ IVu(®)tg dt.
Le résultat suit du fait que
1
©(6) — 5”“0“%2(9) . 0—0.
Le théoréme est démontré. O

Remarque. La régularité elliptique évoquée en Remarque F.1.1 permet de montrer
que u € C*([6, 0o[xQ) pour tout § > 0.
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F.2.2. Méthode spectrale. On sait par le Théoréeme F.1.3 qu'il existe une base hilber-
tienne (ep)nen de L2(Q) constituée de fonctions propres de —A avec condition au bord de
Dirichlet. On cherche alors une solution de (F.3) sous la forme

u(t,x) = Z an(t)en(x)
neN
et on a nécessairement
dap

W—f—)\nanzo

et donc
an(t) = an(O)e_x"t
avec les a,(0) déterminés par
to(x) = Z an(0)en(x) .
neN
Il reste alors a expliciter la convergence de la série, la régularité de u etc.

F.3. L’équation de la chaleur dans I'espace entier

On cherche une distribution E4 € §'(R; x RY) telle que
o 1
(57~ 50)Ea =800 dans Ry xRY. (F.6)
On suppose que le support de E4 est dans Rf X R;’. On note Ed(t,f) la transformée de
Fourier partielle de E4 en la variable x : elle est définie par la formule
(Eg, @) = (FxEq, @) = (Eq, Fxp), Vo e SRy xRY).

On vérifie sans difficulté que le membre de droite de I'égalité ci-dessus définit bien une
distribution tempérée sur S'(R; x R‘Xj). On montre facilement que la transformée de Fourier
partielle est un isomorphisme de S'(R; x RY) sur lui-méme, dont I'inverse est donné par la
formule

(F'Eq @) = (Eq, Flo), Vo € S(Ry x RY),
ou encore
FilEg=(m) 9FEqgod, J:(t,x)— (t,—x).

Théoréme F.3.1. Pour tout d > 1 posons

1 i
Ed(t,X) = (7(16 2t 1t>0 .

Alors Eq4 est I'unique distribution tempérée sur Ry X R;’ , supportée dans Rf X Rg et véri-
fiant (F.6). Sa transformée de Fourier partielle en la variable x est

~ _ e
Eg(t.§) =€ 2 150

Démonstration. La formule définissant E4 montre que £, est continue sur R;\ {0} xRY,
a support dans Ry x RY et vérifie

vt >0, / Eg(t,x)dx=1.
Rd

En particulier puisque E4 est positive ou nulle, on a

Eg € L®(RT; L}(RY))
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donc elle définit bien une distribution tempérée sur R; xRﬂ. Par ailleurs la formule donnant la
transformée de Fourier de la Gaussienne (voir |'exercice page 65) montre que sa transformée
de Fourier partielle en x est

tlg[2

Ed(t,E) =e 2 1po.
On a alors grace a la formule de Leibniz (voir la Proposition B.4.10)

1 —~ _ R
(0 + §|§|2)Ed =e 2 0(l>o®1)
_téR
=06i—o®1 dans D'(R xRY).

Mais Eq4 € S'(Ry x RY) donc Eg € &'(Ry x RY). Les distributions tempérées (2 + %I&F)Ed
et §;—0 ® 1 sont égales en tant qu'éléments de D’(R x RY), et donc dans &'(R; x RY) par
densité de D(R x R9) dans S(R; x RY).

En prenant la transformée de Fourier partielle inverse on trouve

1
(Gt - EAX) Ed = 51‘:0 X 6)(20 dans S/(R X Rd) :

Reste a dgmontrer I'unicité de la solution. Supposons qu'il existe une autre distribution
tempérée E, vérifiant les mémes propriétés que E4, et soit Fy ;= Eg—E4. Le fait que F3 =0
est une conséquence directe du lemme ci-dessous. ]

Lemme F.3.2. Soit F € S'(R x RY) telle que

1
(% _ 5A)F =0 dans S'(R;xRY)

avec F supportée dans Ry x RZ. Alors F = 0.

Démonstration. En notant 7 la variable de Fourier en temps et en notant FF la trans-
formée de Fourier en (t,x) de F on a

. 1
(iT+ 5|£\2)}'F =0 dans S'(RxRY).
Mais alors en multipliant cette égalité par —iT + 3|£[2 il vient
1
(1% + Z|g|4)fF =0 dans S'(RxRY),

donc FF est une distribution a support dans (0, 0). On sait par le Théoréme B.4.5 que FF
est une combinaison linéaire finie de la masse de Dirac en (0, 0) et de ses dérivées : on peut
écrire
FF= Y aad%b,)-
OtENd+1
Mais alors
F= Y aat®x.. . x3¢
OLENd+1

c'est-a-dire que F est un polynéme. Comme on a supposé que F est identiquement nulle
pour t < 0 on conclut que F = 0. Le lemme est démontré. O
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F.4. L’équation de Schrodinger dans I'espace entier

Comme pour I'équation de la chaleur dans le paragraphe précédent, on cherche une
distribution E4 € S'(R; x RY) telle que
0 1 .
(/a - EA) Eq=idp0) dans S'(Rx RY). (F.7)
On suppose que le support de E4 est dans Rj X Rff. On note Ed(t,é) la transformée de
Fourier partielle de E4 en la variable x.

Théoréme F.4.1. Pour tout d > 1 et € > 0 posons

1 kP
E5(t,x) = —————e X1y,

Nz Rt

ol v désigne la détermination principale de la racine carrée. Alors
E§ — Ey dans S'(R x RY)

ou Eg4 est I'unique distribution tempérée sur Ry x RY, supportée dans Rf x R et véri-
fiant (F.7). Sa transformée de Fourier partielle en la variable x est
— _itlel?
Eq(t,§) =€ 2 10
Remarque. Par abus on note souvent

1 |x|?
Eq(t,x) = ———5€ 2710
2imt

Démonstration. Commencons par démontrer le lemme suivant.

Lemme F.4.2 (Transformée de Fourier des Gaussiennes complexes). Soit z € C tel
que Rez > 0 et posons

g€ =, x € R,

Gy(x,z) =
21z

ou v désigne la détermination principale de la racine carrée. Alors la transformée de Fourier
en x de Gy est la fonction définie par

2[¢]?

Gy(€.z) = e 3

Démonstration. La fonction (x, z) — Gu(x, z) est continue sur Rx {z € C /Rez > 0}
et

d 1 7Re2|><\2
Vx e RY, |Gy(x,z)|=——5e 2P
(2m|z[)>
On a donc
1 alx2 Rd

/ sup |Gd(x,z)|dx§/ 7€ 2R dx = —-
R9 Rez>a,|z|<R R (27ra)2 d

Comme la fonction z — Gg4(x, z) est holomorphe dans {z € C/Rez > 0} on en déduit que
zZ /d e ™€Gy(x,z)dx est holomorphe dans {z € C/Rez > 0}.
R
Cette fonction coincide, lorsque z parcourt R™ \ {0}, avec

z s e 2P

qui est également holomorphe dans {z € C/Rez > 0}. Par le Théoréeme des zéros isolés
on en déduit qu’elles coincident sur I'ouvert connexe {z € C/Rez > 0}. a
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Revenons a la démonstration du Théoréme F.4.1. On a comme dans le cas de I'équation
de la chaleur

(i0¢ + %|g|2)Ed =06;i—o®1 dans D'(RxRY).
En multipliant par e3¢ il vient
00(e}HP Ey) = e3P (j0Ey + 4¢P E)
= ie2ithPs,_o®1 =ibro®1 dans S'(RxRY).
Mais alors au vu de la condition sur le support de Ed il vient
e2PE, = 1,.0®1 dans S'(R x RY).

En multipliant a nouveau par e3t€” on conclut que I'unique solution du probléeme de Cauchy
pour Ed est donnée par

Ey(t,€) = 1ympe 2P
qui est mesurable et bornée, et définit donc bien une distribution tempérée sur R x RY.
La transformée de Fourier partielle inverse fournit la solution du probléme initial, reste a
montrer que c'est la limite de £ quand € tend vers 0. Pour tout € > 0 on a

1 __ex?
|Eg(t, x)| = ————1is0e 200+
2mt(1 + e2)
donc .
14+¢€2)2
/ Ee(t ) dx = S EED)2 o
Rd £2

On a donc E§ € L®(R*; L1(RY)) et donc £§ € dS'(R x RY) pour tout € > 0. D'aprés le

Lemme F.4.2 on a
tlg[?

E&(t,€) = Lesge 2079
donc par convergence dominée
EE —Eqy S'(RxRY, e—0.
La transformée de Fourier partielle inverse étant continue de S’(R x R?) dans S'(R x RY)
on en déduit le résultat cherché. O
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Mesure Théoreme
de Radon, 48 de Baire, 1
de surface, 49 de Banach-Alaoglu, 21
de Banach-Steinhaus, 5
Opérateur, 92 cadre limite inductive, 36
a domaine dense, 92 de décomposition spectrale
accrétif, 108 cadre borné auto-adjoint, 104
borné, 92 cadre compact, 101
borné auto-adjoint, 102 cadre Hilbertien, 103
compact, 94 cadre non borné auto-adjoint, 107
de rang fini, 94 du Laplacien Dirichlet, 116
différentiel de Fredholm, 96
définition, 60 de Hahn-Banach analytique, 9
ordre, 60 de Hahn-Banach géométrique, 14
solution fondamentale, 61 de Hille-Yosida
Symbole, 60 cas auto-adjoint, 110
extension, 92 de Kakutani, 22
fermé, 92 de Krein-Milman, 16
maximal monotone, 108 de I'application ouverte, 6
monotone, 108 de Lax-Milgram, 91
non borné, 92 de Milman-Pettis, 25
non borné auto-adjoint, 106 de projection sur un convexe fermé, 89
symétrique, 106 de relévement, 84
Orthogonal, 93 de Rellich, 87
) de représentation de Riesz, 29, 89
Partie ;
extrémale, 16 de R!esz, 2
finie. 44 ' de Riesz-Radon-Markov, 48
U de Schauder, 95
maigre, 2

de Stampacchia, 90
de trace, 84

de Tychonov, 21
du graphe fermé, 7

négligeable au sens de Baire, 2
Point extrémal, 16
Principe de Dirichlet, 115
Probleme

de Dirichlet homogeéne, 115 Topqlogle
. ; faible, 18
Produit de convolution, 31 .
/ faible %, 18
D' xD, 52
;o forte, 18
D'« &', 54 . )
, Transformation de Fourier
&' xS, 57 1
&+ 58 dans L-, 64
' dans S’, 68
Régularisée Yosida, 109 des Gaussiennes complexes, 120
Résolvante, 98 des Gaussiennes réelles, 65

Rayon spectral, 98 Valeur principale, 38

Semi-norme, 3 Valeur propre, 98

Solution
classique du probléeme de Dirichlet homogéne,
115
faible du probléme de Dirichlet homogeéne, 115
fondamentale, 61
Spectre, 98
continu, 99
discret, 98
essentiel, 98
ponctuel, 98
résiduel, 99
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