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1. REQULARISATION DE TIKHONOV ET INVERSE DE MOORE-PENROSE

On considere H un espace de Hilbert réel séparable de dimension infinie et A € £(H) un
opérateur linéaire compact sur H. Une famille (Ry)a>0 C L(H) est dite régularisante pour A si

Ve e H, lim R,Az=z=x.
a—0

(1) Montrer que (RyA)a>0 ne converge pas dans L£(H) lorsque o — 0 (on pourra utiliser
le fait que lespace KC(H) des opérateurs linéaires compacts est fermé dans L£(H)). En
dénduire que (Ry)qa>0 ne converge pas dans L(H)

On suppose que A est injectif et auto-adjoint.
(2) Montrer que la famille (R,,) définie par R, = (al + A*A)~1A* est régularisante pour A.

On suppose maintenant uniquement que A est injectif.
(3) Montrer que, pour a > 0, (af + A*A) est inversible.
(4) Soit z € H. On pose x4 = (af + A*A)"LA* Ax. Montrer que (|z4|)a est croissante et
que |za] < Jo].
(5) Montrer que (|z4|)a converge vers |x|, puis que (z,) converge vers x. En déduire que la
famille (R,) définie par R, = (af + A*A)"1A* est régularisante pour A.
(6) On définit la fonctionnelle J, par

« 1
Ja(y) = §|y\2 + §|AZ~/ — Az]?.
Montrer que z,, est 'unique solution du probleme d’optimisation

Jo(Ta) = ;Iél}]l Ja(y) .

On ne fait plus ’hypothese que A est injectif.
(7) Soit f € R(A). Montrer que ((al + A*A)~LA*f) converge vers une limite  unique telle
que Az = f. L’application f € R(A) — & est appelée I'inverse de Moore-Penrose de A.

2. LEMMES DE MOYENNE ET HYPOELLIPTICITE

Les équations de transport sont des équations hyperboliques, qui propagent les singularités
(contrairement aux équations paraboliques qui ont un effet régularisant instantanné). Néanmoins,
pour les équations de transport cinétiques, on peut montrer un effet régularisant des moyennes en
vitesses. On va s’intéresser ici aux propriétés de I'opérateur de transport libre v-V, stationnaire.

Plus précisément, on considere I’équation
(%) fHv-Vaf =g€ L(RE xRY).

(1) Montrer que f et v - V,f appartiennent 4 L?(RZ x R%). On pourra exprimer f en
fonction de g en utilisant les caractéristiques du transport.



(2) En considérant la suite (g,,) définie par g,(z) = n¥?x(nz)y(v) ot x,1¥ € C° (R4, RT),
montrer qu'on n’a pas de compacité forte sur la suite des solutions (fy,). L’équation (x)
n’a donc pas d’effet régularisant.

(3) Soit ¢ € C.(RY) une fonction test. En utilisant la transformation de Fourier par-
tielle par rapport a la variable spatiale, montrer que la moyenne p, définie par p(x) =
[ o(v) f(x,v)dv, appartient & H'/?(R%)

[ 1€1720(€)d€ < ClgIRa oy

ou la constante C' dépend uniquement de la norme L et du support de ¢. On pourra
introduire une partition de I'espace des vitesses en fonction de |¢ - v, utiliser la borne L2
sur Fp(v-Vyf) laolt |v-&] > a, et la borne L? sur F, f 1a ot [v - €| < a.

On considere maintenant 1’équation
(%) f v Vaf = Aof =g € L*(RS x RY).

Dans toute la suite, on notera Ff = F f(£,n) la transformée de Fourier de f.
(4) Montrer que f appartient & L?(RZ, H'(R%)).
(5) On veut en déduire de la régularité spatiale sur f. Pour cela, on va utiliser une
décomposition de I'espace de Fourier. Plus précisément, on définit

h=F" <1|7,|2|§|1/3ff) et fo=f—fi.

Montrer que f; appartient & HY/3(R¢, L?(R%)).
(6) En utilisant ’équation (), montrer qu'il existe une fonction ¢ € L2(R%, H~'(R%)) telle
que pour tout parametre d’interpolation ¢t > 0, on a

Ligis1 Ly <ieps F (6 m) =Lig>11y < s F f(Em — t€)
1
+ t1|£|211|7l|§|§‘1/3 /0 ]:QD(f, n— stg)ds

En choisissant ¢ = 2|¢|~2/3, montrer que sur le support de Lig>11),<(¢r/s, on a

I — t&] > |63 et I — st¢| < 3[¢|M3.
En déduire que fy € HY/3(RZ, L*(RY)).

3. FORMULATION CINETIQUE POUR L’EQUATION DE HoPF

On introduit une distribution microscopique de particules f = f(¢,z,v) qui au temps ¢ ont la
position x et la vitesse v. La dynamique est décrite par ’équation cinétique

atfs +U8xf€ = é(ng - fz—:)

fep=o = fo € L'(R x R)

Ici et dans toute la suite, pour toute fonction f = f(t,z,v), on note xs la fonction définie par

x¢(t,z,v) =1siv < /f(t,:v,v)dv
X¢(t,z,v) = 0 sinon
L’équation cinétique exprime donc une compétition entre le transport libre et un processus
de relaxation vers I’équilibre thermodynamique local qui traduit I'effet global des collisions.

Dans la limite ¢ — 0, on s’attend a ce que ’équilibre thermodynamique soit atteint presque
partout f. ~ xy.. En utilisant la conservation de la masse, on obtient alors que la masse limite
uw = [ fdv devrait satisfaire '’équation de Hopf.

On commence par prouver que, pour tout € > 0 fixé, I’équation cinétique a une unique solution
globale.



(1) En utilisant les caractéristiques du transport libre et la formule de Duhamel, montrer
que les solutions f. de I’équation cinétique sont des points fixes de ’application T" définie
par

1 t
Tf(t,z,v) = fo(x —vt,v)e /* + / Xr(s, 0 —v(t— s),v)e”t3)/5gs
€Jo
(2) Montrer que T est une application bornée et contractante sur L>°([0, 7], L*(R?)). En
déduire que ’équation cinétique a une unique solution, définie globalement. Montrer de
plus que la solution f. satisfait le principe du maximum

1F@)lloe < ™%l folloo + (1 = e7"%).

On se propose dans un second temps de montrer quelques propriétés importantes sur le com-
portement qualitatif des solutions de I'équation cinétique. .
(3) Propriété de monotonie. Montrer que si fo < fo, les solutions f et f de I’équation
cinétique avec données initiales respectives fj et fo satisfont f < f .
(4) Vitesse finie de propagation. On suppose que fo € L' N L®(R x R) est & support
compact. Montrer que la solution de 1’équation cinétique f(t) est & support compact en
v, puis en déduire que f(t) est & support compact.
(5) Fonctionnelle d’entropie cinétique. On appelle entropie cinétique une fonctionnelle h
telle que, pour toute solution f. de I’équation cinétique,

3t/h(fg(t,asjv))dv+3x/vh(f€(t7x,v))dv <0.

Cette inégalité traduit lirreversibilité de 1’évolution, c’est une formulation du second
principe de la thermodynamique. Montrer qu’il existe une telle entropie.

Dans la limite € — 0, les bornes uniformes sur (f;) assurent qu, & extraction pres, on a conver-
gence faible. Pour obtenir ’équation limite, on a besoin néanmoins de convergence forte.
(6) Régularité spatiale. Montrer qu’on a l’estimation de propagation

sup - [ [ 1160+ do,0) = ot 0)ldodo < sup - [ [ 1fata + do0) = fo(o.0)ldado.
dzeR AT dzeR dT
Dans toute la suite, on supposera que f est réguliere, disons fo € CL(R x R).
(7) Régularité temporelle. En utilisant la conservation de la masse, obtenir une borne sur
(Orue). En déduire qu’a extraction pres, u. converge presque partout.
(8) Soit u la limite de (u.). Montrer que u est solution entropique de ’équation de Hopf

1
atu + 581U2 =0.



