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Chapitre A

Sur les espaces de Fréchet, de Banach et de Hilbert

A.1. Espaces de Fréchet

A.1.1. Rappels de topologie.

Rappels. • Un espace vectoriel (réel) topologique E est un espace vectoriel muni d’une
topologie rendant continues les applications

(x, y) ∈ E × E 7−→ x + y ∈ E , (λ, x) ∈ R× E 7−→ λx ∈ E .
• Une application entre deux espaces vectoriels topologiques E et F est continue si et

seulement si l’image réciproque de tout ouvert de F est un ouvert de E.
• Un espace topologique est dit séparé si deux points distincts admettent des voisinages

distincts.
• Un espace topologique est dit localement compact s’il est séparé et si tout point admet

un système fondamental de voisinages 1 compacts, c’est-à-dire que pour tout x0 il existe un
ensemble B de voisinages compacts de x0 tels que tout voisinage de x0 contienne un élément
de B. Par exemple R, ]a, b[,Rn sont localement compacts. En revanche Q et R \ Q ne le
sont pas.
• Dans tout espace topologique X, l’intersection d’une famille finie d’ouverts denses

est encore dense (si (Ui)0≤i≤n est une telle famille et V est un ouvert non vide de X,
alors V ∩U0 est un ouvert non vide de X car U0 est dense, et ainsi de suite). Cette propriété
ne se généralise pas aux familles infinies, même dénombrables (par exemple si X = Q, muni
de la topologie induite de la topologie usuelle sur R, alors (Q \ {x})x∈Q est une famille
dénombrable d’ouverts denses dont l’intersection est vide).

A.1.2. Théorème de Baire.

Définition A.1.1. Un espace topologique est dit de Baire si l’intersection d’une famille
dénombrable d’ouverts denses est dense dans cet espace.

Théorème A.1.2 (Baire, 1874-1932). Les espaces topologiques localement compacts
et les ouverts d’un espace métrique complet sont des espaces de Baire.

Démonstration. Nous ne démontrerons que le premier cas, l’autre a été traité dans le
cours de Topologie et Calcul Différentiel du premier semestre.

Soit donc X un espace topologique localement compact et soit (Un)n∈N une famille
dénombrable d’ouverts denses. Soit V un ouvert non vide de X et montrons que V ∩(∩n∈NUn)

est non vide. On sait que V ∩ U0 est non vide, soit donc x0 ∈ V ∩ U0 et soit V0 un
voisinage ouvert de x0 avec V0 compact inclus dans V ∩U0 (un tel V0 existe parce que X est
localement compact). On construit ainsi par récurrence une suite de points (xn)n∈N et une
famille d’ouverts (Vn)n∈N tels que Vn est un voisinage ouvert de xn ∈ Vn−1 ∩ Un et Vn est
un compact inclus dans Vn−1 ∩Un. Alors ∩Vn est une intersection décroissante de compacts
non vides de V , qui est non vide et contenue dans V ∩ (∩n∈NUn). D’où le résultat. �

1. On rappelle que U est un voisinage de x0 si U contient un ouvert contenant x0.

1



2 A. SUR LES ESPACES DE FRéCHET, DE BANACH ET DE HILBERT

Exercice. Tout ouvert d’un espace de Baire est de Baire.

Corollaire A.1.3. Soit X un espace de Baire. Une réunion dénombrable de fermés d’in-
térieur vide de X est d’intérieur vide dans X.

Si la réunion d’une famille dénombrable de fermés de X est d’intérieur non vide dans X,
alors l’un des fermés est d’intérieur non vide dans X.

Démonstration. Exercice. �

Définition A.1.4. a) Une partie d’un espace topologique est dite maigre, ou né-
gligeable au sens de Baire, si elle est contenue dans une réunion dénombrable de
fermés d’intérieur vide.

b) Un Gδ-dense est une intersection dénombrable d’ouverts denses.

c) Une propriété portant sur les points d’un espace topologique est vraie presque
partout au sens de Baire si elle est vraie en dehors d’un ensemble maigre (donc au
moins sur un Gδ-dense).

Exemples. L’ensemble Q est maigre dans R. L’ensemble R\Q est un Gδ-dense dans R.
Le corollaire A.1.6 ci-dessous indique qu’une fonction dérivable est de classe C1, Baire
presque partout.

Attention. Ne pas confondre presque partout au sens de Baire et presque partout au
sens des mesures ! (voir Exercices).

Proposition A.1.5. Soit X un espace de Baire et Y un espace métrique. Soit (fn)n∈N une
suite d’applications continues de X dans Y , convergeant simplement vers une application f .
Alors f est continue presque partout au sens de Baire.

Démonstration. On définit les fermés, pour tous les entiers naturels n, p, q,

Fn,p,q :=
{
x ∈ X /d

(
fp(x), fq(x)

)
≤ 2−n

}
et Fn,p :=

⋂
q≥p

Fn,p,q .

Pour tout x ∈ X, fp(x) converge vers f (x) quand p tend vers l’infini, donc la suite (fp(x))p∈N
est de Cauchy pour tout x ∈ X et donc

X =
⋃
p∈N

Fn,p ,

pour tout n ∈ N. Soit U un ouvert non vide de X, alors U est de Baire. En écrivant

U =
⋃
p∈N

Fn,p ∩ U

réunion dénombrable de fermés de U, il existe par le corollaire A.1.3 un entier p0 tel que
l’intérieur de Fn,p0 ∩ U dans U soit non vide. Notons-le An,U . Comme U est ouvert, l’en-
semble An,U est inclus dans Fn,p0 . Donc l’union sur tout les ouverts U des An,U , notée An,
est un ouvert dense. Notons A :=

⋂
n∈N An, qui est un Gδ-dense, et montrons que f est

continue en tout point de A. Soit a ∈ A. Alors pour tout n ∈ N, il existe p ∈ N tel que a
appartient à l’intérieur de Fn,p. Soit donc n ∈ N et p ∈ N associé. Par continuité de fp il
existe un voisinage de a dans lequel tout a′ vérifie

d
(
fp(a), fp(a′)

)
≤ 2−n .

Par ailleurs tous les points x de Fn,p vérifient

d
(
fp(x), f (x)

)
= lim
q→∞

d
(
fp(x), fq(x)

)
≤ 2−n .
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Le résultat suit alors par l’inégalité triangulaire : on a pour tout a′ dans Fn,p suffisamment
proche de a

d
(
f (a′), f (a)

)
≤ d

(
f (a′), fp(a′)

)
+ d

(
fp(a′), fp(a)

)
+ d

(
fp(a), f (a)

)
≤ 3 · 2−n

et la proposition est démontrée. �

Corollaire A.1.6. Soit I un intervalle ouvert de R, F un espace de Banach et f : I → F

une application dérivable. Alors f ′ est continue Baire presque partout.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition précédente à

fn(x) := 2n
(
f (x + 2−n)− f (x)

)
,

ce qui démontre le résultat. �

A.1.3. Semi-normes.

Définition A.1.7. Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E toute ap-
plication p : E → R+ sous-additive et absolument homogène :

∀(x, y) ∈ E × E , p(x + y) ≤ p(x) + p(y) ;

∀λ ∈ R , ∀x ∈ E , p(λx) = |λ| p(x) .

On dit qu’une famille P de semi-normes sépare les points (ou est séparante) si

p(x) = 0 ∀p ∈ P =⇒ x = 0 .

Exemples. • Une norme est une semi-norme qui sépare les points.
• Soit E = C(]0, 1[;R). La famille définie par pa(f ) := |f (a)| est une semi norme pour

tout a ∈]0, 1[ et P := (pa)a∈]0,1[ est une famille de semi-normes qui sépare les points.

Soit P = (pα)α∈A une famille de semi-normes. Les ouverts de la topologie associée à P
sont les parties U de E telles que

∀x ∈ U , ∃B ⊂ A 6= ∅ fini et r > 0 tels que

BB(x, r) := {y ∈ E /∀β ∈ B , pβ(x − y) < r} ⊂ U .
(A.1)

On rappelle que dans un espace vectoriel topologique E, une suite (xn) converge vers X si
et seulement si pour tout voisinage ouvert U de l’origine, il existe N ∈ N tel que xn − x ∈ U
pour tout n ≥ N.

Proposition A.1.8. Soit E un espace vectoriel topologique muni d’une famille de semi-
normes P = (pα)α∈A. Une suite de points (xn) de E converge vers x ∈ E pour la topologie
associée si et seulement si pour tout α ∈ A, pα(xn − x) converge vers 0.

Démonstration. Exercice. �

Remarques. a) E est séparé si et seulement si P sépare les points.

b) Si P et P ′ sont deux familles de semi-normes avec P ⊂ P ′ alors la topologie
associée à P ′ est plus fine que celle associée à P (dans le sens où les ouverts
pour P sont ouverts pour P ′).

On rappelle qu’un ensemble A d’un espace vectoriel topologique E est borné si pour tout
voisinage V de l’origine, il existe une constante C > 0 telle que A ⊂ C · V .

Proposition A.1.9. Soit E un espace vectoriel topologique muni d’une famille séparante
de semi-normes P = (pα)α∈A. Un ensemble A ⊂ E est borné si et seulement si pour
tout α ∈ A il existe Cα tel que

∀x ∈ A , pα(x) < Cα .
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Démonstration. Supposons A borné. Par la définition (A.1), pour tout α ∈ A l’ensemble

Vα := {x ∈ E / pα(x) < 1}

est un voisinage ouvert de 0 donc il existe une constante Cα > 0 telle que A ⊂ Cα · Vα. Par
homogénéité de pα on a donc

∀x ∈ A , pα(x) < Cα .

Inversement supposons cette assertion vraie pour tout α ∈ A. On sait que tout ouvert de E
voisinage de 0 contient un ensemble du type

V =
L⋂
α=1

{
x ∈ E / pαj (x) < εj

}
pour un certain choix de L, pα1 , . . . , pαL , ε1, . . . , εL. On vérifie alors que

A ⊂ C · V avec C = 2 max
1≤j≤L

Cαj
εj
·

La proposition est démontrée. �

A.1.4. Espaces de Fréchet.

Définition A.1.10 (Fréchet (1878-1973)). On dit qu’un espace vectoriel E est un pré-
Fréchet s’il existe une famille dénombrable P = (pj)j∈N de semi-normes séparantes sur E
telles que

pj(x) ≤ pj+1(x) , ∀j ∈ N , ∀x ∈ E .

Notons que l’hypothèse de croissance n’est pas strictement nécessaire mais on peut
toujours s’y ramener en remplaçant pj par

∑
k≤j

pk par exemple. La topologie d’un pré-Fréchet

est métrisable avec la distance (invariante par translation)

d(x, y) :=
∑
j∈N

2−j min(1, pj(x − y)) .

Définition A.1.11. Un espace de Fréchet est un pré-Fréchet complet.

Exemples. a) Soit K un compact de Rn. L’ensemble des fonctions C∞(K) est
un espace de Fréchet, muni des semi-normes

∀j ∈ N , pj(f ) := sup
|α|≤j

sup
x∈K
|∂αf (x)| .

b) L’espace Lploc(Rn) est un Fréchet (considérer les applications f 7→ ‖f ‖Lp(Kj )

pour Kj suite exhaustive de compacts de Rn).

c) Tout sous-espace fermé d’un Fréchet est un Fréchet.

Remarque. Si Ω est un ouvert de Rn, il est beaucoup plus difficile de définir sur l’en-
semble des fonctions C∞(Ω) à support compact une «bonne» topologie. On y reviendra au
Chapitre B.

Lemme A.1.12. Soient (E, (pj)j∈N) et (F, (qk)k∈N) deux pré-Fréchet, et soit T une
application linéaire de E dans F . Alors T est continue si et seulement si

∀k ∈ N , ∃C > 0 , j ∈ N , ∀x ∈ E , qk(Tx) ≤ Cpj(x) . (A.2)
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Démonstration. Supposons que l’application T est linéaire continue. Alors pour tout
entier k , il existe un voisinage ouvert U de l’origine tel que

∀x ∈ U , qk(Tx) < 1 .

Mais il existe j ∈ N et ε > 0 tels que

{x ∈ E / pj(x) < ε} ⊂ U

et le résultat (A.2) suit alors par homogénéité. Soit en effet x ∈ E. Dans le cas où pj(x) = 0

alors x ∈ U, et par homogénéité λx ∈ U pour tout λ > 0. Alors qk(Tx) < 1/λ pour

tout λ > 0 et donc qk(Tx) = 0. Si en revanche pj(x) 6= 0 alors
ε

2pj(x)
x appartient à U et

donc

qk(Tx) =
2

ε
pj(x)qk

( ε

2pj(x)
Tx
)
≤

2

ε
pj(x) .

Inversement soit T : E → F une application linéaire et supposons que (A.2) soit satisfaite.
Soit x ∈ E. Si U est un voisinage ouvert de Tx dans F alors il existe k ∈ N et ε > 0 tels
que {

y ∈ F / qk(Tx − y) < ε
}
⊂ U .

Par hypothèse il existe C > 0 et j ∈ N tels que si

pj(x − x ′) ≤
ε

C

alors
qk(Tx − Tx ′) ≤ ε

et donc Tx ′ appartient à U. Le résultat suit. �

A.1.5. Théorème de Banach-Steinhaus.

Théorème A.1.13 (1927 ; Banach 1892-1945, Steinhaus 1887-1972). Soient E un es-
pace de Fréchet muni d’une famille de semi-normes (pj) et F un pré-Fréchet muni d’une
famille de semi-normes (qk). On considère une famille (Tα)α∈A d’applications linéaires conti-
nues de E dans F telles que pour tout x ∈ E, la famille (Tαx)α∈A est bornée dans F .
Alors (Tα)α∈A est équi-continue : plus précisément

∀k ∈ N , ∃C > 0 , j ∈ N , ∀x ∈ E , ∀α ∈ A , qk(Tαx) ≤ Cpj(x) .

Dans le cas où E et F sont des espaces de Banach cela signifie qu’il existe C > 0 telle que

∀x ∈ E , ∀α ∈ A , ‖Tαx‖F ≤ C‖x‖E .

Démonstration. Soit k ∈ N fixé. Pour tout n ∈ N on considère

En := {x ∈ E /∀α ∈ A , qk(Tαx) ≤ n} .

L’ensemble En est fermé, et par l’hypothèse du théorème on a⋃
n∈N

En = E .

Par le théorème de Baire (Corollaire A.1.3) il existe un entier N ∈ N tel que l’intérieur de EN
est non vide. Soit alors x0 ∈ E et un voisinage V ouvert de 0 dans E, tels que x0 + V ⊂ EN .
Ce voisinage contient

Bj,ε :=
{
x ∈ E / pj(x) < ε

}
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pour un certain entier j et un certain réel ε > 0. Alors pour tout x ∈ Bj,1

qk(Tαx) =
1

ε
qk
(
Tα(εx)

)
≤

1

ε

(
qk
(
Tα(x0 + εx)

)
+ qk(Tαx0)

)
≤

2N

ε
·

Le théorème suit par homogénéité. �

Corollaire A.1.14. Soient E un espace de Fréchet et F un pré-Fréchet. On considère
une famille (Tn)n∈N d’applications linéaires continues de E dans F convergeant simplement
vers T . Alors T est linéaire continue de E dans F . De plus si (xn) converge vers x dans E
alors (Tnxn) converge vers Tx dans F .

Démonstration. Exercice. �

A.1.6. Théorèmes de l’application ouverte et du graphe fermé.

Théorème A.1.15 (Application ouverte). Soient E et F deux espaces de Fréchet et T
une application de E dans F linéaire, continue et surjective. Alors T est ouverte, c’est-à-dire
que l’image par T de tout ouvert de E est un ouvert de F . Si T est bijective alors c’est un
homéomorphisme.

Démonstration. On munit E et F d’une famille de semi-normes et on leur associe la
topologie définie au Paragraphe A.1.3 ainsi que les distances dE et dF associées (voir le
Paragraphe A.1.4). On veut montrer que

∀ε > 0 , ∃ρ > 0 , ∀x ∈ E , BF (Tx, ρ) ⊂ T
(
BE(x, ε)

)
.

Montrons tout d’abord que

∀r > 0 , ∃ρ > 0 , ∀x ∈ E , BF (Tx, ρ) ⊂ T
(
BE(x, r)

)
.

Par invariance par translation de la distance associée aux semi-normes et par linéarité de T ,
il suffit de démontrer

∀r > 0 , ∃ρ > 0 , BF (0, ρ) ⊂ T
(
BE(0, r)

)
. (A.3)

Commençons par montrer le résultat pour x = 0. Soit donc r > 0, et soit Fn := nT
(
BE(0, r2 )

)
.

Alors F =
⋃
n∈N Fn car T est linéaire surjective et

E =
⋃
n∈N

nBE(0,
r

2
) .

Donc par le théorème de Baire (Corollaire A.1.3), il existe N ∈ N tel que l’intérieur de FN
est non vide. Donc l’intérieur de T

(
BE(0, r2 )

)
est non vide (car les homothéties sont des

homéomorphismes). Donc il existe y ∈ F et ρ > 0 tel que BF (y , ρ) ⊂ T
(
BE(0, r2 )

)
. On

écrit alors
BF (0, ρ) = −y + BF (y , ρ)

⊂ −y + T
(
BE(0,

r

2
)
)

et donc par symétrie et par linéarité de T ,

BF (0, ρ) ⊂ T
(
BE(0,

r

2
)
)

+ T
(
BE(0,

r

2
)
)

⊂ T
(
BE(0, r)

)
.

Le résultat (A.3) suit.



A.1. ESPACES DE FRÉCHET 7

Pour conclure montrons plus généralement le résultat suivant : si X et Y sont deux
espaces métriques avec X complet et si T est une application continue de X dans Y vérifiant

∀r > 0 , ∃ρ > 0 , ∀x ∈ X , BY (Tx, ρ) ⊂ T
(
BX(x, r)

)
, (A.4)

alors

∀r > 0 , ∃ρ > 0 , ∀x ∈ X , BY (Tx, ρ) ⊂ T
(
BX(x, 3r)

)
ce qui achèvera la démonstration du théorème. Soit donc r > 0 et ρ associé par (A.4) et
considérons une suite (ρn)n∈N de réels positifs, décroissante vers zéro telle que ρ0 = ρ et

∀x ∈ X , BY (Tx, ρn) ⊂ T
(
BX(x, 2−nr)

)
.

Soit maintenant x ∈ X fixé, et soit y ∈ BY (Tx, ρ). Il s’agit de montrer que y ∈ T
(
BX(x, 3r)

)
.

On va construire par récurrence une suite (xn)n∈N de X telle que Txn ∈ BY (y , ρn)

et xn ∈ BX(xn−1, 21−nr). On choisit x0 = x , qui convient puisque y appartient à BY (Tx, ρ)

et donc Tx appartient à BY (y , ρ). Supposons x0, . . . , xn−1 construits. Alors y appartient
à BY (Txn−1, ρn−1), et donc à T

(
BX(xn−1, 21−nr)

)
par définition de ρn−1. 0n peut donc

trouver un point de BX(xn−1, 21−nr) dont l’image par T est arbitrairement proche de y ,
et en particulier il existe xn dans BX(xn−1, 21−nr) tel que Txn ∈ BY (y , ρn), ce qui termine
la construction. La suite (xn)n∈N est de Cauchy dans X car par l’inégalité triangulaire dès
que p ≥ 2

dX(xn, xn+p) ≤
p−1∑
k=0

dX(xn+k , xn+k+1) ≤ r
p−1∑
k=0

2−n−k < 21−nr −→ 0 , n →∞ .

Donc la suite (xn)n∈N converge vers une limite x ′ ∈ X, qui vérifie par le même calcul que
ci-dessus (en prenant n = 0 et p →∞)

dX(x, x ′) < 3r .

Par continuité de T et comme dY (Txn, y) ≤ ρn, on en déduit que

y = lim
n→∞

Txn = Tx ′ .

On a donc y ∈ T
(
BX(x, 3r)

)
, ce qu’il fallait démontrer. �

Remarque. La démonstration montre que si T n’est pas surjective alors T (E) est
maigre.

Théorème A.1.16 (Graphe fermé). Soient E et F deux espaces de Fréchet et T une
application linéaire de E dans F . Alors T est continue si et seulement si son graphe

G :=
{

(x, y) ∈ E × F / y = Tx
}

est fermé dans E × F .

Démonstration. Il est toujours vrai que si T est continue alors son graphe est fermé.
Inversement supposons que G est fermé. Comme T est linéaire, G est un sous-espace

vectoriel de E × F , qui est fermé dans E × F par hypothèse, donc G est un Fréchet.
L’application de première projection

π1 :
G −→ E

(x, y) 7−→ x
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est linéaire, continue et bijective donc par le théorème de l’application ouverte c’est un
isomorphisme. En notant

π2 :
G −→ F

(x, y) 7−→ y

l’application de deuxième projection, il s’ensuit que T = π2 ◦ π−1
1 est continue. �

A.2. Théorèmes de Hahn-Banach

A.2.1. Rappels sur le lemme de Zorn. Soit P un ensemble muni d’une relation d’ordre
partielle ≺.

On dit qu’un sous-ensemble Q de P est totalement ordonné si

∀(a, b) ∈ Q , soit a ≺ b soit b ≺ a .

On dit que c ∈ P est un majorant d’un sous-ensemble Q de P si

∀a ∈ Q , a ≺ c .

On dit que m ∈ P est un élément maximal de P si

∀x ∈ P , m ≺ x =⇒ x = m .

On dit que P est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de P admet un
majorant.

Lemme A.2.1 (Zorn, 1935). Tout ensemble ordonné inductif non vide admet un élément
maximal.

Remarque. La démonstration repose sur la forme forte de l’axiome du choix (Zermelo,
1904) et sera admise. Ce lemme a des applications importantes, pour montrer des résultats
d’existence (base d’un espace vectoriel, forme linéaire sur un espace vectoriel...).

Exemples. a) Soit E un ensemble. L’ensemble des parties de E muni de l’inclusion
est inductif car E majore tout sous-ensemble de E. Dans ce cas le lemme de Zorn
est trivial puisque E est maximal.

b) Soit I(E, F ) l’ensemble des injections partielles de E dans F défini de la façon
suivante. Un ensemble G ⊂ E × F appartient à I(E, F ) si l’on a : (x, y) et (x, y ′)

sont dans G implique que y = y ′ et de même (x, y) et (x ′, y) sont dans G implique
que x = x ′. Muni de l’inclusion, cet ensemble est inductif. Le lemme de Zorn
implique alors qu’il existe un élément maximal, dont on vérifie que c’est le graphe
d’une injection de E dans F , ou d’une injection de F dans E. On en déduit que
pour tous les ensembles E et F , il existe une injection de l’un dans l’autre ou
réciproquement (c’est le théorème de comparabilité cardinale).

Les théorèmes A.2.2 et A.2.14 qui suivent peuvent être démontrés sans le lemme de
Zorn (donc sans la forme forte de l’axiome du choix) si l’on suppose que l’espace de départ
est de dimension dénombrable (par exemple un espace de Hilbert) ou séparable. Ils ont été
obtenus de manière indépendante par Hahn et Banach dans les années 1927-1930.

L’intérêt de la «forme analytique» (Paragraphe A.2.2) est de permettre d’introduire (par
dualité) des topologies faibles, pour lesquelles on a de bonnes propriétés de compacité. La
«forme géométrique» (Paragraphe A.2.3) est notamment utile en analyse convexe. Nous
verrons des applications des deux formes dans ce cours.
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A.2.2. Théorème de Hahn-Banach (forme analytique). Soit E un espace vectoriel
réel et F un sous-espace vectoriel de E. Si f est une forme linéaire sur F , on dit que f̃ est
un prolongement linéaire de f à E si f̃ est une forme linéaire sur E telle que f̃|F = f .

On rappelle qu’une application positivement homogène vérifie

∀λ > 0 , ∀x ∈ E , p(λx) = λp(x) .

Théorème A.2.2 (Hahn-Banach - forme analytique). Soit E un espace vectoriel réel
et p : E → R une application sous-additive et positivement homogène. Si F est un sous-
espace vectoriel de E et f est une forme linéaire sur F telle que

∀x ∈ F , f (x) ≤ p(x) ,

alors il existe un prolongement linéaire f̃ de f à E tel que

∀x ∈ E , f̃ (x) ≤ p(x) .

Démonstration. Soit P l’ensemble des prolongements de f dominés par p, c’est-à-dire
l’ensemble des couples (G, g) avec G sous-espace vectoriel de E contenant F , et où g est
une forme linéaire sur G telle que g|F = f et vérifiant

∀x ∈ G , g(x) ≤ p(x) .

Alors P est non vide car (F, f ) ∈ P. Par ailleurs P est ordonné par la relation d’ordre partiel

(G1, g1) ≺ (G2, g2) si G1 ⊂ G2 et g2|G1
= g1 .

Montrons que P est inductif : soit Q ⊂ P un ensemble totalement ordonné, que l’on écrit
sous la forme

Q = (Gi , gi)i∈I .

Un majorant de Q est le couple (‹G, g̃) avec‹G :=
⋃
i∈I
Gi et ∀x ∈ ‹G , g̃(x) := gi(x) avec x ∈ Gi .

En effet g̃ est bien définie, (‹G, g̃) ∈ P et (‹G, g̃) est un majorant pour Q. L’ensemble P est
donc inductif. Par le lemme de Zorn, P admet donc un élément maximal (G0, g0) ∈ P.

Montrons que G0 = E. Sinon il existe x0 ∈ E \G0 et on pose G′ := G0 +Rx0. On définit
l’application g′ sur G′ par

∀x ∈ G0 , ∀t ∈ R , g′(x + tx0) = g0(x) + tα

et l’on va construire α ∈ R de sorte que (G′, g′) ∈ P (ce qui fournira une contradiction
puisque (G0, g0) ≺ (G′, g′)). On doit donc choisir α de sorte que pour tout x ∈ G0 et pour
tout t ∈ R,

g′(x + tx0) ≤ p(x + tx0) .

Comme p est sous-additive et positivement homogène, il suffit de démontrer le résultat
pour |t| = 1, donc de construire α de sorte que pour tout x ∈ G0

g0(x) + α ≤ p(x + x0) et g0(x)− α ≤ p(x − x0) .

Il suffit donc de démontrer qu’il existe α ∈ R tel que

sup
y∈G0

(
g0(y)− p(y − x0)

)
≤ α ≤ inf

y∈G0

(
p(y + x0)− g0(y)

)
. (A.5)

Mais pour tout y , y ′ ∈ G0

g0(y) + g0(y ′) = g0(y + y ′) ≤ p(y + y ′) ≤ p(y ′ + x0) + p(y − x0) .
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On a donc
sup
y∈G0

(
g0(y)− p(y − x0)

)
≤ inf
y ′∈G0

(
p(y ′ + x0)− g0(y ′)

)
,

et (A.5) est donc vérifié. On en déduit la contradiction cherchée, donc G0 = E.

Le théorème A.2.2 est démontré en choisissant f̃ = g0. �

On note dorénavant E∗ l’ensemble des formes linéaires continues sur E, muni de la
norme

‖f ‖E∗ := sup
‖x‖E≤1

|f (x)| = sup
‖x‖E≤1

f (x) .

Corollaire A.2.3. Soit E un espace vectoriel normé et G un sous-espace de E. Si f est
une forme linéaire continue sur G alors on peut la prolonger en une forme linéaire continue
sur E, de même norme que f .

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème A.2.2 précédent à la fonction

p :
E −→ R+

x 7−→ ‖f ‖G∗‖x‖E
et le corollaire est démontré. �

Corollaire A.2.4. Soit G un espace de Banach et B un sous-ensemble de G. On note G∗

l’ensemble des formes linéaires continues sur G. On suppose que pour tout f ∈ G∗, l’en-
semble f (B) :=

⋃
b∈B

f (b) est borné. Alors B est borné.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de Banach-Steinhaus à E = G∗, F = R
et A = B. La famille (Tbf )b∈B défine par

Tbf := f (b) , f ∈ G∗ , b ∈ B
est bornée donc (Tbf )b∈B est uniformément bornée : il existe une constante C > 0 telle que
pour tout f ∈ G∗ et tout b ∈ B

|Tbf | ≤ C‖f ‖G∗ .
Cela implique que B est borné : sinon il existerait b ∈ B tel que ‖b‖ ≥ 2C par exemple,
et l’on construit une forme linéaire f telle que |f (b)| = 1 et ‖f ‖E∗ = 1. Le corollaire est
démontré. �

Proposition A.2.5. Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout x ∈ E on a

‖x‖E = sup
‖f ‖E∗≤1

|f (x)| = max
‖f ‖E∗≤1

|f (x)| .

Démonstration. Soit x 6= 0 fixé dans E. On sait que

sup
‖f ‖E∗≤1

|f (x)| ≤ ‖x‖E .

D’après le Lemme A.2.6 ci-dessous, il existe fx ∈ E∗ telle que

‖fx‖E∗ = ‖x‖E et fx(x) = ‖x‖2
E .

Il suffit alors de poser

f̃x :=
1

‖x‖E
fx

qui vérifie
‖f̃x‖E∗ = 1 et f̃x(x) = ‖x‖E .

Cela démontre le résultat cherché, à condition de démontrer le Lemme A.2.6 suivant. �
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Lemme A.2.6. Soit E un espace vectoriel normé. Pour tout x0 ∈ E, il existe une forme
linéaire continue f0 ∈ E∗ telle que

‖f0‖E∗ = ‖x0‖E et f0(x0) = ‖x0‖2
E .

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Corollaire A.2.3 à G = Rx0 et

f (tx0) := t‖x0‖2
E .

et le lemme est démontré. �

A.2.3. Théorème de Hahn-Banach (forme géométrique).
A.2.3.1. Hyperplans affines. Soit E un espace vectoriel réel. Un hyperplan affine de E

est un sous-espace affine de codimension 1 dans E. De manière équivalente, c’est un sous-
espace H de E de la forme

H =
{
x ∈ E / f (x) = α

}
où f est une forme linéaire non identiquement nulle et α ∈ R est donné. On dit que f = α

est l’équation de H (toute autre équation est de la forme λf = λα avec λ 6= 0) et on
note H = [f = α].

Proposition A.2.7. Soit E un espace vectoriel topologique réel. L’hyperplanH = [f = α]

est fermé si et seulement si f est continue.

Démonstration. Si f est continue alors clairement l’hyperplan H = [f = α] est fermé,
puisque les singletons de R sont fermés et H = f −1({α}).

Montrons l’implication réciproque. Comme les translations sont des homéomorphismes
on peut supposer que α = 0. On rappelle 2 que l’espace quotient E/H est séparé si et
seulement si H est fermé. En outre comme H est un hyperplan, E/H est de dimension 1. On
définit l’application linéaire f passée au quotient

f̃ : E/H −→ R

et en notant π : E → E/H la projection canonique (continue) on a f = f̃ ◦ π donc il suffit
de montrer que f̃ est continue, en 0 par linéarité. Notons que l’application f̃ est définie de
la manière suivante : on fixe dorénavant x ∈ E/H non nul, et l’on a

∀y = λx ∈ E/H , f̃ (y) = λf (x) .

Soit ε > 0. On va montrer qu’il existe un voisinage Vε de 0 dans E/H tel que si y = λx ∈ Vε
alors |λ| < ε. Comme E/H est séparé, il existe un voisinage ouvert Wε de 0 dans E/H ne
contenant pas εx . On va transformer cet ensemble Wε en un voisinage Vε de 0 équilibré au
sens où

|µ| ≤ 1 =⇒ µVε ⊂ Vε .
A cette fin on pose

Vε :=
⋂
|ν|≥1

νWε .

On a clairement Vε ⊂ Wε, montrons que Vε est un voisinage de 0. Par continuité de l’ap-
plication (µ, y) ∈ R × E/H 7→ µy ∈ E/H, il existe η > 0 et un voisinage ouvert W̃ε de 0
dans E/H tels que pour tout y ∈ W̃ε, pour tout µ ∈ R tel que |µ| ≤ η, on ait µy ∈ Wε.
Alors ηW̃ε est un voisinage ouvert de 0 contenu dans Vε — puisque si y ∈ W̃ε et |ν| ≥ 1

2. voir TD.



12 A. SUR LES ESPACES DE FRéCHET, DE BANACH ET DE HILBERT

alors |η/ν| ≤ η et donc ηy ∈ νWε. On en déduit que Vε est un voisinage de 0. Notons enfin
que par construction

|µ| ≤ 1 =⇒ µVε ⊂ Vε .
En effet considérons y ∈ Vε et |µ| ≤ 1, il s’agit de montrer que pour tout |ν| ≥ 1, il
existe w ∈ Wε tel que µy = νw . Mais ν′ := ν/µ vérifie |ν′| ≥ 1 donc il existe w ∈ Wε tel
que y = ν′w et le résultat suit. Montrons à présent que

si y = λx ∈ Vε , alors |λ| < ε ,

ce qui impliquera que f̃ : y = λx 7→ λf (x) est continue en 0. Supposons donc qu’il existe y =

λx ∈ Vε avec |λ| ≥ ε. Alors en écrivant

εx =
ε

λ
y

on constate que y ∈ Vε et |ε/λ| ≤ 1 donc εx ∈ Vε. On a donc une contradiction et le
résultat suit. �

A.2.3.2. Espaces localement convexes. Cette notion, utile pour la théorie de la dua-
lité (voir le paragraphe A.3.1) a été introduite dans les années trente, notamment par A.
Kolmogorov. On rappelle que A ⊂ E est convexe si

∀t ∈ [0, 1] , ∀(x, y) ∈ A× A , tx + (1− t)y ∈ A .
Définition A.2.8 (Espace vectoriel topologique localement convexe). Soit E un espace

vectoriel topologique réel. On dit que E est localement convexe si l’origine admet un système
fondamental de voisinages convexes.

Remarque. L’intérieur d’un convexe d’intérieur non vide est encore convexe, donc on
peut rajouter ”ouverts” dans la définition précédente.

Définition A.2.9 (Jauge d’un convexe). Soit E un espace vectoriel topologique réel
et C un voisinage convexe de l’origine. On appelle jauge de C (ou encore fonctionnelle de
Minkowski) l’application

‖ · ‖C :

E −→ R+

x 7−→ inf{t > 0 /
1

t
x ∈ C} = inf{t > 0 / x ∈ tC} ,

en convenant que inf(∅) =∞.

Lemme A.2.10. Soit E un espace vectoriel topologique réel et C un voisinage convexe
de l’origine. La jauge de C est bien définie et les propriétés suivantes sont vérifiées :

a) pour tout λ > 0 et pour tout couple (x, y) de E,

‖λx‖C = λ‖x‖C et ‖x + y‖C ≤ ‖x‖C + ‖y‖C ;

b) si C est ouvert alors C = {x ∈ E / ‖x‖C < 1} ;
c) la jauge de C est une application continue.

Démonstration. Remarquons que ‖ · ‖C est bien définie : pour tout x ∈ E et pour tout t
assez grand, comme C est un voisinage de 0 on a bien 1

t x ∈ C.
a) On note que ‖0‖C = 0 (d’ailleurs ‖x‖C = 0 pour tout x tel que R+x ⊂ C). Par

construction ‖λx‖C = λ‖x‖C si λ > 0. Montrons la sous-additivité : soient x, y ∈ E

et s, t > 0 tels que
1

s
x et

1

t
y sont dans C. Soit σ := s

s+t ∈ [0, 1]. Alors

1

s + t
(x + y) = σ

x

s
+ (1− σ)

y

t
∈ C
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car C est convexe. Donc

‖x + y‖C ≤ s + t .

En prenant l’inf sur s et t on en déduit le résultat.

b) Supposons que C est ouvert. Alors pour tout x ∈ C il existe ε > 0 tel que (1 + ε)x

appartient à C. On en déduit que

‖x‖C ≤
1

1 + ε
< 1 .

Inversement si x ∈ E est tel que ‖x‖C < 1, montrons que x ∈ C. Comme ‖x‖C < 1, il
existe t ∈ (0, 1) tel que 1

t x ∈ C, et donc on a

x = t
(1

t
x
)

+ (1− t)0 ∈ C

puisque C est convexe, d’où le résultat.

c) On a par a) ∣∣∣‖x‖C − ‖y‖C∣∣∣ ≤ ‖x − y‖C
donc il suffit de montrer la continuité en 0. Celle-ci provient du fait que pour tout ε > 0,
il existe Vε voisinage ouvert de 0 contenu dans εC. Pour tout x ∈ Vε on a ‖x‖C ≤ ε, et le
résultat suit. �

Théorème A.2.11. Un espace vectoriel topologique est localement convexe si et seule-
ment si sa topologie est définie par une famille de semi-normes.

De même un espace vectoriel topologique admet un système fondamental dénombrable
de voisinages convexes de l’origine (au sens où il existe une famille V0, . . . , Vn, . . . d’ouverts
convexes tels que tout voisinage de 0 contient l’un des Vn) si et seulement si sa topologie
est définie par une famille dénombrable de semi-normes.

Démonstration. =⇒ Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe. On
remarque que pour tout voisinage ouvert convexe C de 0, l’ensemble C ∩ −C, qui est non
vide, est aussi un voisinage ouvert convexe de 0, et il est de plus symétrique et contenu
dans C. Soit donc V un système fondamental de voisinages ouverts de 0 pour T , convexes
et symétriques, et montrons que la topologie P définie par (‖ · ‖C)C∈V (qui est bien une
semi-norme puisque C est symétrique, et dénombrable si V l’est) coïncide avec la topologie
originelle T de E. Il suffit de montrer que tout voisinage de 0 pour l’une est voisinage de 0
pour l’autre et réciproquement.

- Soit V ∈ V, alors V est un ouvert de T et donc par le lemme précedent

V =
{
x ∈ E / ‖x‖V < 1

}
donc tout voisinage ouvert de 0 pour T est un voisinage ouvert de 0 pour P.

- Soit V un voisinage ouvert de 0 pour P. Alors il existe r ∈]0, 1[, k ≥ 1 et des
éléments C1, . . . , Ck de V tels que{

x ∈ E , ‖x‖Ci < r ∀1 ≤ i ≤ k
}
⊂ V .

Mais alors le voisinage ouvert convexe de l’origine C :=
k⋂
i=1

rCi vérifie C ⊂ V et C est dans V

donc V est un voisinage ouvert de 0 pour T .
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⇐= Soit E un espace vectoriel topologique, et (pα)α∈A une famille de semi-normes
sur E. Alors les ensembles {

x ∈ E /∀β ∈ B , pβ(x) < ε
}

où B est une partie finie de A et ε un réel strictement positif, forment un système fonda-
mental de voisinages ouverts de 0 (dénombrable si la famille A l’est, et ε est rationnel) pour
la topologie définie par ces semi-normes. Comme ces ensembles sont convexes par l’inégalité
triangulaire, l’ensemble E muni de cette topologie est localement convexe. �

Lemme A.2.12. Soit E un espace vectoriel topologique réel et soit C un convexe ouvert
non vide de E. Pour tout x0 ∈ E \ C, il existe une forme linéaire continue ` sur E telle que

∀x ∈ C , `(x) < `(x0) .

Démonstration. Par linéarité de ` on peut supposer que 0 ∈ C. Soit F := Rx0 et soit ‖·‖C
la jauge de C. Soit la forme linéaire

f :
F −→ R

λx0 7−→ λ .

On sait par le lemme A.2.10 que C =
{
x ∈ E / ‖x‖C < 1

}
donc comme x0 /∈ C, ‖x0‖C ≥ 1.

On a donc

∀λ ∈ R , f (λx0) ≤ ‖λx0‖C
(notons que pour λ ≤ 0 c’est évident !).

Par le théorème de Hahn-Banach analytique il existe donc ` sur E prolongeant f , telle
que ` ≤ ‖ · ‖C . Donc pour tout ε > 0 et pour tout x ∈ εC ∩ (−εC)

|`(x)| = `
(
(signe `(x)) x

)
≤
∥∥(signe `(x)) x

∥∥
C
≤ ε

car (signe `(x)) x appartient à εC, donc ` est continue en 0 donc partout. De plus pour
tout x ∈ C on a

`(x) ≤ ‖x‖C < 1

et comme `(x0) = f (x0) = 1 le lemme suit. �

A.2.3.3. Énoncé et démonstration du théorème.

Définition A.2.13. Soit E un espace vectoriel topologique réel, et A et B deux sous-
ensembles de E. On dit que l’hyperplan H = [f = α] sépare A et B si

∀x ∈ A , f (x) ≤ α et ∀x ∈ B , f (x) ≥ α .

On dit que l’hyperplan H = [f = α] sépare strictement A et B s’il existe ε > 0 tel que

∀x ∈ A , f (x) ≤ α− ε et ∀x ∈ B , f (x) ≥ α+ ε .

Théorème A.2.14 (Hahn-Banach - forme géométrique). Soit E un espace vectoriel
topologique réel, et A et B deux convexes non vides disjoints de E.

a) Si A est ouvert alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B ;

b) Si E est localement convexe, si A est compact et B est fermé, alors il existe un
hyperplan affine fermé séparant strictement A et B.
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Démonstration. a) Soit C :=
{
x − y , x ∈ A , y ∈ B

}
, convexe et non vide (car c’est le

cas pour A et B), et ouvert car
C =

⋃
y∈B

(A− y)

et ne contenant pas 0 car A ∩ B = ∅. Par le Lemme A.2.12 avec x0 = 0, il existe une
forme linéaire continue ` sur E telle que `(c) < 0 pour tout c ∈ C. Alors `(x) < `(y) pour
tout x ∈ A et y ∈ B. Soit α := supx∈A `(x), alors

α ≤ inf
y∈B

`(y)

et donc H = [` = α] convient : il sépare A et B et est fermé car ` est continue (voir la
Proposition A.2.7).

b) On a A∩B = ∅ et B est fermé donc pour tout x ∈ A il existe un voisinage ouvert Vx
de 0 dans E tel que

(x + Vx) ∩ B = ∅ . (A.6)

Par continuité de l’application (x, y) 7→ x + y en (0, 0), on peut trouver V ′x voisinage ouvert
de 0 dans E tel que V ′x + V ′x ⊂ Vx . Mais A est compact donc il existe x1, . . . , xn dans A tels
que A ⊂ (x1+V ′x1

)∪· · ·∪(xn+V ′xn). Comme V ′x1
∩· · ·∩V ′xn est un voisinage ouvert de 0 et E est

localement convexe, il existe W voisinage ouvert convexe de 0 dans E, que l’on peut prendre
symétrique, tel que l’on aitW+W ⊂ V ′x1

∩· · ·∩V ′xn . Soient alors A
′ := A+W et B′ := B+W ,

ouverts convexes non vides dans E. Montrons que A′∩B′ = ∅. Si a+w = b+w ′ avec a ∈ A,
b ∈ B et w,w ′ ∈ W , alors on peut écrire a = xi+v

′
i avec v

′
i ∈ V ′xi et alors b = xi+v

′
i +w−w ′

qui appartient à B ∩ (xi + Vxi ), ce qui est en contradiction avec (A.6).
Donc A′ ∩ B′ = ∅ et par a) il existe H := [` = α] hyperplan affine fermé séparant A′

et B′ : on a
∀x ∈ A′ , `(x) ≤ α et ∀y ∈ B′ , `(y) ≥ α . (A.7)

Mais alors

∀(x, y , w, w ′) ∈ A× B ×W ×W , `(x + w) ≤ α ≤ `(y + w ′) .

Il suffit alors de choisir w et w ′ tels que `(w) = ε > 0 et w ′ = −w , ce qui démontre le
théorème puisque l’on obtient

∀(x, y) ∈ A× B `(x) ≤ α− ε ≤ α+ ε ≤ `(y) .

En choisissant α′ = α− ε/2 on trouve que H := [` = α′] sépare strictement A′ et B′. �

Corollaire A.2.15. Soit E un espace vectoriel topologique réel localement convexe et F
un sous-espace vectoriel de E tel que F 6= E. Alors il existe f ∈ E∗ non identiquement nulle
telle que

f (x) = 0 ∀x ∈ F .

Démonstration. Soit x0 ∈ E \ F . D’après le théorème de Hahn-Banach (forme géomé-
trique) il existe f ∈ E∗ non identiquement nulle et un réel α tels que l’hyperplan [f = α]

sépare strictement F et {x0}. On a ainsi

∀x ∈ F , f (x) < α < f (x0)

mais alors
∀λ ∈ R , ∀x ∈ F , λf (x) < α

et donc f (x) = 0 pour tout x ∈ F . Le corollaire est démontré. �
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A.2.4. Application : théorème de Krein-Milman.

Exercice. Montrer qu’un ensemble est convexe si et seulement si il contient toutes les
combinaisons convexes positives finies de ses éléments.

Définition A.2.16 (Enveloppe convexe, Enveloppe convexe fermée). Soit E un espace
vectoriel et A un sous-ensemble de E. L’enveloppe convexe co(A) de A est le plus petit
convexe contenant A. C’est donc l’ensemble de toutes les combinaisons convexes positives
finies d’éléments de A, en d’autres termes

co(A) :=
{∑
j∈J

θjxj , J fini , xj ∈ A , θj ≥ 0 ,
∑
j∈J

θj = 1
}
.

L’enveloppe convexe fermée co(A) d’un ensemble A est le plus petit convexe fermé
contenant A. De manière équivalente, c’est l’adhérence de l’enveloppe convexe de A.

Exercices. (1) Si l’espace ambiant est un Banach, l’enveloppe convexe fermée d’un
compact est un compact.

(2) Si A est convexe alors A = co(A).

(3) Si A est fermé on n’a pas nécessairement co(A) = co(A).

(4) Si A est compact on n’a pas nécessairement co(A) = co(A).

Définition A.2.17 (Partie extrémale, point extrémal). Soit K une partie d’un espace
vectoriel E. On dit qu’un ensemble A ⊂ K est une partie extrémale de K si A est compacte,
non vide et

∀(x, y) ∈ K2 ,
(
∃θ ∈ (0, 1) , θx + (1− θ)y ∈ A

)
=⇒ (x, y) ∈ A2 .

On dit que x0 est un point extrémal de K si {x0} est une partie extrémale.

En d’autres termes, un point extrémal n’est pas un point intérieur d’un segment en-
tièrement inclus dans K. Par exemple les points extrémaux de la boule unité euclidienne
de Rd forment la sphère unité euclidienne. Les points extrémaux d’un pavé de Rd sont ses
sommets.

Théorème A.2.18 (Krein-Milman, 1940). Soit E un espace vectoriel topologique loca-
lement convexe séparé, et K un convexe compact de E. Alors K coïncide avec l’enveloppe
convexe fermée de ses points extrémaux.

Démonstration. Soit E :=
{
points extrémaux deK

}
. On va commencer par montrer

que E est non vide, puis que K = co(E) où co(E) est l’enveloppe convexe de E .
- Soit P l’ensemble des parties extrémales de K. Alors P est non vide car il contient K.

On munit P de la relation d’ordre partielle A ≺ B si B ⊂ A. Montrons que P est induc-
tif. Soit P̂ ⊂ P totalement ordonné, alors

⋂
A∈P̂

A est une partie extrémale non vide, comme

intersection de fermés emboîtés dans un compact, qui majore P̂, donc P est inductif. D’après
le lemme de Zorn, P admet un élément maximal M. Montrons que M est réduit à un point :
s’il existe x0 6= x1 dans M, alors d’après le théorème de Hahn-Banach (forme géométrique),
il existe une forme linéaire continue f ∈ E∗ telle que f (x0) < f (x1). Soit

M̃ :=
{
x ∈ M / f (x) = inf

M
f
}
.

Alors M̃ est non vide car M est compact (comme partie extrémale) et f est continue, et M̃
est compact car fermé dans un compact. Par ailleurs M̃ ⊂ M et cette inclusion est stricte
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car f (x0) < f (x1). Montrons que M̃ est extrémal, ce qui aboutira à une contradicton :
supposons qu’il existe x, y ∈ K et θ ∈ (0, 1) tels que

θx + (1− θ)y ∈ M̃ .

Alors θx + (1− θ)y ∈ M donc x, y ∈ M. Par ailleurs

θf (x) + (1− θ)f (y) = inf
M
f

ce qui implique que x, y ∈ M̃. Mais M est extrémal et M 6= M̃, d’où la contradiction.
Donc M est reduit à un point, qui est un point extrémal. Donc E est non vide.

- On sait que co(E) ⊂ K, supposons qu’il existe x0 ∈ K \ co(E). On applique à nou-
veau le théorème de Hahn-Banach géométrique, qui implique qu’il existe une forme linéaire
continue f ∈ E∗ telle que

sup
{
f (x) / x ∈ co(E)

}
< f (x0) .

Soit alors
A :=

{
x ∈ K / f (x) = sup

K
f
}
.

On peut reproduire l’argument précédent concernant M̃ pour montrer que A est extrémal. De
même en considérant l’ensemble PA des parties extrémales de K incluses dans A on montre
comme ci-dessus qu’il admet un élément maximal réduit à un point, noté x1, qui appartient
donc à E . On a f (x1) = supK f et donc f (x0) ≤ f (x1). Mais par ailleurs comme x1 ∈ E on a

f (x1) ≤ sup
{
f (x) / x ∈ co(E)

}
,

d’où une contradiction. Le théorème est démontré. �

A.3. Dualité et topologies faibles

A.3.1. Premières définitions. Soient E et F deux espaces vectoriels réels et soit 〈·, ·〉
une forme bilinéaire de F × E dans R telle que

(∀f ∈ F , 〈f , x〉 = 0) =⇒ x = 0 . (A.8)

On peut définir une topologie d’espace vectoriel localement convexe séparé sur E en consi-
dérant pour toute partie finie B de F la semi-norme

pB :
E −→ R+

x 7−→ sup
f ∈B
|〈f , x〉| . (A.9)

De même si
(∀x ∈ E , 〈f , x〉 = 0) =⇒ f = 0 , (A.10)

alors on peut définir une topologie d’espace vectoriel localement convexe séparé sur F en
considérant pour toute partie finie A de E,

qA :
F −→ R+

f 7−→ sup
x∈A
|〈f , x〉| . (A.11)

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé. On considère l’ensemble E∗

des formes linéaires continues sur E, et la forme bilinéaire

E × E∗ −→ R
(x, f ) 7−→ 〈f , x〉 := f (x) .
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Grâce au théorème de Hahn-Banach (géométrique), la relation (A.8) est vérifiée. En effet
pour tout x 6= 0 dans E, il existe f ∈ E∗ et α ∈ R tel que

〈f , x〉 < α < 0 .

On peut donc comme ci-dessus définir une nouvelle topologie sur E, que l’on note σ(E,E∗).

De même si f 6= 0 appartient à E∗ alors il existe x ∈ E tel que 〈f , x〉 6= 0 donc (A.10)
est vérifiée. On peut donc définir une nouvelle topologie sur E∗, que l’on note σ(E∗, E) —
cette dernière ne nécessitant pas Hahn-Banach pour être construite.

Théorème A.3.1. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, que l’on
suppose séparé, défini par ses ouverts T . La topologie σ(E,E∗) est moins fine que T .

Démonstration. D’après le théorème A.2.11 la topologie T est définie par une famille
de semi-normes que l’on note P = (pα)α∈A.

Soit U ouvert pour σ(E,E∗), montrons qu’il est ouvert pour T . Soit x0 ∈ U, il existe B
partie finie de E∗ et r > 0 tels que avec la notation (A.9),

pB(x − x0) < r =⇒ x ∈ U .

Chaque élément f de B est continu de (E,P) dans (R, | · |) et comme B est finie, ses
éléments forment une famille uniformément continue. Il existe donc une constante C > 0 et
un sous-ensemble fini A′ ⊂ A tel que

∀x ∈ E , ∀f ∈ B , |〈f , x − x0〉| ≤ C
∑
α∈A′

pα(x − x0) .

Alors la boule ouverte BA′(x0, r/2C|A′|) est incluse dans U, donc U est ouvert pour la
topologie initiale. Le théorème est démontré. �

A.3.2. Topologies faibles et espaces de Banach. Soit E un espace de Banach, on
rappelle que E∗ est un espace de Banach muni de la norme duale

‖f ‖E∗ := sup
x 6=0

|〈f , x〉|
‖x‖E

·

Pour tout espace de Banach E on note son bidual par E∗∗, muni de la norme

‖ξ‖E∗∗ := sup
f 6=0

|〈ξ, f 〉|
‖f ‖E∗

·

Définition A.3.2. Soit E un espace de Banach.

— La topologie associée à ‖ · ‖E est dite topologie forte sur E

— La topologie σ(E,E∗) est dite topologie faible sur E.

— La topologie σ(E∗, E) est dite topologie faible ∗ sur E.

Proposition A.3.3. Soit E un espace de Banach et E∗∗ son bidual. L’injection canonique
de E dans E∗∗ définie par

j :

E −→ E∗∗

x 7−→ j(x) :
E∗ −→ R
f 7−→ 〈j(x), f 〉 := 〈f , x〉

est une isométrie. En particulier j(BE) est fermée dans BE∗∗ pour la topologie forte de E∗∗.
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Démonstration. Pour montrer que j est une isométrie, il suffit de remarquer que

‖j(x)‖E∗∗ = sup
‖f ‖E∗≤1

|〈f , x〉| = ‖x‖E

grâce à la Proposition A.2.5. Le fait que j(BE) soit fermée dans BE∗∗ pour la topologie forte
de E∗∗ provient alors du fait que BE est complet et que j est une isométrie. �

Remarque. On déduit de cette proposition que E ⊂ E∗∗ (on verra plus bas des exemples
où l’inclusion est stricte) donc σ(E∗, E) est moins fine que σ(E∗, E∗∗) (et donc la topologie
faible ∗ sur E est moins fine que la topologie faible sur E∗).

Proposition A.3.4. Soit E un espace de Banach.

a) Si (xn) converge fortement vers x dans E (on écrit xn → x) alors (xn) converge
faiblement vers x dans E (on écrit xn ⇀ x).

b) Si (xn) converge faiblement vers x dans E alors (xn) est bornée dans E. Par ailleurs

‖x‖E ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖E . (A.12)

c) Si (xn) converge faiblement vers x dans E et (fn) converge fortement vers f dans E∗

alors
〈fn, xn〉 → 〈f , x〉 .

Démonstration. a) résulte de la comparaison entre topologie forte et faible précédente,
ou encore de la continuité de f ∈ E∗ : on a en effet

|〈f , xn − x〉| ≤ ‖f ‖E∗‖xn − x‖E .

b) provient du Corollaire A.2.4 du Théorème de Banach-Steinhaus A.1.13. Plus préci-
sément on associe à xn l’application linéaire

Tn :
E∗ −→ R
f 7−→ 〈f , xn〉 ,

et on sait que la suite réelle (Tnf )n∈N est bornée pour toute f ∈ E∗. Le théorème de
Banach-Steinhaus assure donc qu’il existe une constante C > 0 telle que pour toute f ∈ E∗.

|Tnf | ≤ C‖f ‖E∗ .

En rappelant le Corollaire A.2.4, on a donc

‖xn‖E = sup
‖f ‖E∗≤1

|Tnf | ≤ C .

Pour démontrer l’inégalité (A.12) on écrit

|〈f , xn〉| ≤ ‖f ‖E∗‖xn‖E
donc

|〈f , x〉| ≤ ‖f ‖E∗ lim inf
n→∞

‖xn‖E
et finalement

‖x‖E = sup
‖f ‖E∗≤1

|〈f , x〉| ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖E .

c) découle de l’inégalité triangulaire et des résultats précédents, puisque

|〈fn, xn〉 − 〈f , x〉| ≤ |〈fn − f , xn〉+ 〈f , xn − x〉| ≤ ‖fn − f ‖E∗‖xn‖E + |〈f , xn − x〉| .

La proposition est démontrée. �
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Proposition A.3.5. Soit E est un espace de Banach de dimension finie. Alors la topo-
logie σ(E,E∗) coïncide avec T . En particulier xn ⇀ x si et seulement si xn → x .

Démonstration. Il suffit de vérifier que tout ouvert pour la topologie forte est ouvert
pour la topologie faible. Soit x0 ∈ E et U un voisinage de x0 pour la topologie forte.
Alors U contient la boule BE(x0, r) pour un certain r > 0. Soit (e1, . . . , en) une base de E
et (f1, . . . , fn) sa base duale (c’est-à-dire vérifiant que 〈fi , ej〉 = δi ,j := 1 si i = j , et 0 sinon).
Puisqu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, il existe une constante C > 0

telle que
∀x ∈ E , ‖x‖E ≤ C max

1≤i≤n
|〈fi , x〉| .

Alors l’ouvert
V :=

{
x ∈ E / |〈fi , x − x0〉| <

r

C
, ∀i ∈ [1, n]

}
est inclus dans BE(x0, r) et le résultat suit. �

Exercice. Soit E un espace de Banach de dimension infinie et soit

S :=
{
x ∈ E / ‖x‖E = 1

}
.

Alors la fermeture de S pour la topologie faible est

B :=
{
x ∈ E / ‖x‖E ≤ 1

}
.

Il existe donc toujours des fermés pour la topologie forte qui ne sont pas fermés pour la
topologie faible, et ces deux topologies sont donc bien distinctes.

Théorème A.3.6. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, que l’on
suppose séparé. Si C est un convexe fermé de E pour T , alors il est aussi fermé pour σ(E,E∗),
et réciproquement.

Démonstration. Montrons le seul sens non évident (d’après le théorème A.3.1) : soit C
un convexe fermé de E pour T , montrons que le complémentaire de C dans E est ouvert
pour σ(E,E∗). Soit x0 /∈ C. Par le théorème de Hahn-Banach il existe un hyperplan qui
sépare strictement {x0} et C. Donc il existe f ∈ E∗ et α ∈ R tels que

〈f , x0〉 < α < 〈f , y〉
pour tout y ∈ C. Soit

V :=
{
x ∈ E / 〈f , x〉 < α

}
.

Alors x0 ∈ V , V est inclus dans le complémentaire de C et V est ouvert pour σ(E,E∗), ce
qui démontre le théorème. �

Corollaire A.3.7 (Lemme de Mazur, 1905-1981). Soit E un espace de Banach. Si (xn)

converge faiblement vers x dans E, alors pour tout n il existe yn, combinaison convexe
des (xn), tel que la suite (yn) converge fortement vers x .

Démonstration. Soit C := co(
⋃
n≥1

{xn}) l’enveloppe convexe des (xn). Alors son adhé-

rence (forte) C est convexe, donc fermée pour la topologie faible par le théorème A.3.6.
Donc C contient la fermeture faible de C, qui contient x par hypothèse. Donc x appartient
à sa fermeture forte. �

Proposition A.3.8. Soient E et F deux espaces de Banach et T une application linéaire
de E dans F . L’application T est continue de (E, ‖ · ‖E) dans (F, ‖ · ‖F ) si et seulement si
elle est continue de (E, σ(E,E∗)) dans (F, σ(F, F ∗)).
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Démonstration. =⇒ Soit T : E → F linéaire continue pour la topologie forte. Soit V un
ouvert de la topologie σ(F, F ∗), montrons que T−1(V ) est ouvert dans E pour la topolo-
gie σ(E,E∗). Soit donc x0 ∈ T−1(V ), comme Tx0 ∈ V , il existe I fini, des formes linéaires
continues (fi)i∈I sur F et des réels (ri)i∈I tels que V contient les ensembles{

y ∈ F / |〈fi , y − Tx0〉| < ri , ∀i ∈ I
}
.

On remarque alors que l’ensemble

U :=
{
x ∈ E / |〈fi , T (x − x0)〉| < ri , ∀i ∈ I

}
vérifie U ⊂ T−1(V ). Comme T est continue pour la topologie forte, on a que fi ◦ T est une
forme linéaire continue sur E est donc U est un voisinage ouvert de x0 pour σ(E,E∗).

⇐= Soit T continue de (E, σ(E,E∗)) dans (F, σ(F, F ∗)). Par le théorème du graphe
fermé il suffit de montrer que le graphe de T est fermé pour la topologie forte. Soit donc une
suite (xn) telle que (xn, T (xn)) → (x, y) ∈ E × F et montrons que y = Tx . On a xn → x

donc xn ⇀ x , et Txn → y donc Txn ⇀ y . On a donc en particulier Txn ⇀ Tx , et la
topologie faible étant séparée il y a unicité de la limite donc y = Tx . �

On admet le théorème suivant de Tychonov (qui repose sur le lemme de Zorn) : le produit
cartésien d’une famille quelconque d’ensembles compacts est compact pour la topologie
produit (i.e. la topologie qui rend continues toutes les projections sur l’une des composantes
du produit). Plus précisément on a le théorème suivant.

Théorème A.3.9 (Tychonov, 1930). Soit (Xα)α∈A une famille d’espaces topologiques
et soit

X :=
∏
α∈A

Xα :=
{

(xα)α∈A /∀α ∈ A , xα ∈ Xα
}
.

On munit X de la topologie la moins fine rendant continues toutes les projections canoniques
définies pour tout β ∈ A par

Pβ :
X −→ Xβ

(xα)α∈A 7−→ xβ .

Si pour tout α ∈ A, Xα est compact, alors X l’est aussi.

Théorème A.3.10 (Banach-Alaoglu, 1938). Soit E un espace vectoriel normé. La boule
unité fermée de E∗

BE∗ :=
{
f ∈ E∗ / |f (x)| ≤ ‖x‖E ∀x ∈ E

}
est compacte pour la topologie faible ∗.

Démonstration. Avec les notations du théorème de Tychonov, on poseA = E et Xα = R
pour tout α ∈ A. On identifie X :=

∏
x∈E
R = RE à l’ensemble F(E,R) des fonctions de E

dans R via l’application (bijective)

Φ :
F(E,R) −→ RE

f 7−→ {f (x)}x∈E .

Les éléments de RE sont notés ω = (ωx)x∈E . Les projections canoniques sont donc, pour
tout x ∈ E,

Px :
RE −→ R
ω 7−→ ωx .
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Soit Ψ la bijection réciproque de Φ, restreinte à Φ(E∗) :

Ψ :
Φ(E∗) ⊂ RE −→ E∗ ⊂ F(E,R)

ω 7−→ f t.q. f (x) = ωx ∀x ∈ E .

Montrons tout d’abord que Ψ est continue de Φ(E∗) (muni de la topologie produit de RE)
dans E∗ (muni de la topologie faible ∗) : il suffit de vérifier que pour tout x ∈ E, l’application

Λx :
Φ(E∗) −→ R

ω 7−→ Ψ(ω)(x)

est continue. On a Λx
(
Φ(f )

)
= f (x) = Px

(
Φ(f )

)
pour tout f ∈ E∗ donc

Λx = Px |Φ(E∗)

et le résultat suit du fait que Px est continue.

Pour démontrer le théorème, il suffit alors de montrer que la boule unité fermée de E∗

est l’image par Ψ d’un compact de RE . Soit

K :=
{
ω ∈ RE /∀x ∈ E , |ωx | ≤ ‖x‖E

}
.

Alors
K =

∏
x∈E

[
− ‖x‖E , ‖x‖E

]
donc K est compact par le théorème de Tychonov. Soit enfin

F :=
{
ω ∈ RE /∀(x, y) ∈ E × E ,∀(λ, µ) ∈ R2 , ωλx+µy = λωx + µωy

}
.

Pour (x, y) ∈ E × E et (λ, µ) ∈ R× R donnés, l’application

Λλ,µx,y :
RE −→ R
ω 7−→ ωλx+µy − λωx − µωy

est continue. L’ensemble F est l’intersection de l’image réciproque de {0} par des fonctions
continues, donc K ∩ F est compact. Comme

BE∗ = Ψ(K ∩ F )

on a le résultat cherché. Le théorème est démontré. �

A.3.3. Espaces réflexifs.

Définition A.3.11. Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif s’il est le
dual de son dual, i.e. si j (l’application définie en Proposition A.3.3) est surjective (donc
bijective).

Théorème A.3.12 (Kakutani, 1941). Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif
si et seulement si sa boule unité fermée BE est compacte pour σ(E,E∗).

Démonstration. =⇒ On sait que BE∗∗ est compacte pour la topologie de σ(E∗∗, E∗)

grâce au théorème de Banach-Alaoglu A.3.10. Comme j(BE) = BE∗∗ , il suffit de mon-
trer que j−1 est continue de (E∗∗, σ(E∗∗, E∗)) dans (E, σ(E,E∗)). Si U est un ouvert
pour σ(E,E∗), montrons que j(U) est un ouvert de E∗∗ pour σ(E∗∗, E∗). Soit x0 ∈ U. Il
existe ε > 0, f1, . . . , fn ∈ E∗ tels que

V :=
{
x ∈ E / sup

1≤i≤n
|〈fi , x − x0〉| < ε

}
⊂ U .
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Alors
j(V ) =

{
ξ ∈ E∗∗ / ξ = j(x) et sup

1≤i≤n
|〈fi , x − x0〉| < ε

}
et comme

〈ξ, fi〉 = 〈fi , x〉 si ξ = j(x)

alors
j(V ) =

{
ξ ∈ E∗∗ / sup

1≤i≤n
|〈ξ − j(x0), fi〉| < ε

}
,

ce qui démontre le résultat.

⇐= On utilise le lemme suivant, que l’on démontrera plus bas.

Lemme A.3.13 (Goldstine ∼ 1930). Soit E un espace de Banach, alors j(BE) est dense
dans BE∗∗ pour la topologie σ(E∗∗, E∗) (et donc j(E) est dense dans E∗∗ pour cette même
topologie).

Retournons à la démonstration du théorème. Supposons donc que BE est faiblement
compacte, et montrons que j(E) = E∗∗. Comme j est une isométrie de E sur E∗∗, elle
est continue de l’espace (E, σ(E,E∗)) dans l’espace (E∗∗, σ(E∗∗, E∗∗∗)) d’après la Pro-
position A.3.8, mais alors aussi dans (E∗∗, σ(E∗∗, E∗)) puisque cette dernière topologie est
moins fine que σ(E∗∗, E∗∗∗). Comme BE est faiblement compacte, alors j(BE) est compacte
pour σ(E∗∗, E∗). Par le lemme de Goldstine A.3.13 on a donc j(BE) = BE∗∗ puisqu’elle est
dense, et fermée dans E∗∗. Le résultat est démontré. �

Démonstration du lemme de Goldstine A.3.13. Cette démonstration nécessite le lemme
suivant, admis pour l’instant.

Lemme A.3.14 (Helly ∼ 1920). Soit E un espace de Banach, soient f1, . . . , fn dans E∗

et α1, . . . , αn des réels. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout ε > 0, il existe xε ∈ BE tel que pour tout i ∈ [1, n],

|fi(xε)− αi | < ε ;

b) Pour tous β1, . . . , βn réels,∣∣∣ n∑
i=1

βiαi

∣∣∣ ≤ ∥∥∥ n∑
i=1

βi fi

∥∥∥
E∗
.

Démonstration le lemme de Goldstine A.3.13. Soit ξ ∈ BE∗∗ et V un voisinage de ξ pour
la topologie σ(E∗∗, E∗). Il s’agit de montrer que V ∩ j(BE) 6= ∅. Il existe ε > 0 et f1, . . . , fn
dans E∗ tels que

V ′ :=
{
η ∈ E∗∗ /

∣∣〈η − ξ, fi〉∣∣ < ε , ∀i ∈ [1, n]
}
⊂ V .

Donc on cherche x ∈ BE tel que j(x) ∈ V ′, donc (en rappelant que 〈j(x), fi〉 = 〈fi , x〉) tel
que ∣∣〈fi , x〉 − 〈ξ, fi〉∣∣ < ε , ∀i ∈ [1, n] .

On pose αi := 〈ξ, fi〉, alors par le lemme de Helly A.3.14 il suffit de montrer que

∀β1 , . . . , βn réels ,
∣∣∣∑
i

βiαi

∣∣∣ ≤ ∥∥∥∑
i

βi fi

∥∥∥
E∗

ce qui est évident puisque ∑
i

βiαi = 〈ξ,
∑
i

βi fi〉

et ‖ξ‖E∗∗ ≤ 1. Le lemme A.3.13 est donc démontré. �
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Démonstration du lemme de Helly A.3.14. =⇒ Soit ε > 0 fixé, et n réels β1, . . . , βn.
Alors ∣∣∣ n∑

i

βiαi

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ n∑
i

βi
(
αi − fi(xε)

)∣∣∣+
∣∣∣ n∑
i

βi fi(xε)
∣∣∣

donc ∣∣∣ n∑
i

βiαi

∣∣∣ ≤ ε n∑
i

|βi |+
∣∣∣ n∑
i

βi fi(xε)
∣∣∣

≤ ε
n∑
i

|βi |+
∥∥∥ n∑

i

βi fi

∥∥∥
E∗
‖xε‖E

et on conclut en faisant tendre ε vers zéro (en utilisant ‖xε‖E ≤ 1).

⇐= On considère

ϕ :
E −→ Rn

x 7−→
(
〈f1, x〉, . . . , 〈fn, x〉

)
.

L’assertion a) signifie que α := (α1, . . . , αn) ∈ ϕ(BE), donc par contraposition supposons
que α /∈ ϕ(BE). Comme ϕ(BE) est un convexe fermé de Rn, on déduit du théorème de
Hahn-Banach (forme géométrique) qu’il existe β = (β1, . . . , βn) ∈ Rn et γ ∈ R tels que

β · ϕ(x) < γ < β · α , ∀x ∈ BE .

Mais ∥∥ n∑
i

βi fi
∥∥
E∗ = sup

‖x‖E≤1

n∑
i

βi〈fi , x〉 = sup
‖x‖E≤1

β · ϕ(x)

donc ∥∥ n∑
i

βi fi
∥∥
E∗ ≤ γ <

n∑
i

βiαi ,

contradiction. Le lemme est donc démontré. �

Exercice. Si T est une isométrie surjective entre deux espaces de Banach F et G, alors F
est réflexif si et seulement si G est réflexif.

Exercice. Les espaces c0 des suites nulles à l’infini, `1 des suites sommables et `∞ des
suites bornées ne sont pas réflexifs.

Proposition A.3.15. Soit E un espace de Banach réflexif, etM un sous-espace vectoriel
fermé de E. Alors M est réflexif.

Démonstration. D’après le théorème de Kakutani A.3.12 il s’agit de vérifier que la boule
unité fermée BM est compacte pour la topologie σ(M,M∗), dont on vérifie sans peine
qu’elle est la trace sur M de la topologie σ(E,E∗). Mais BE est compacte pour la topolo-
gie σ(E,E∗) et M est fermée pour la topologie σ(E,E∗) par le théorème A.3.6, donc BM
est compacte pour la topologie σ(E,E∗) et donc pour la topologie σ(M,M∗). La proposition
est démontrée. �

Proposition A.3.16. Soit E un espace de Banach, on a

E réflexif ⇐⇒ E∗ réflexif .
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Démonstration. =⇒ Par le théorème de Banach-Alaoglu A.3.10, BE∗ est compacte pour
la topologie σ(E∗, E). Comme E est réflexif les topologies σ(E∗, E) et σ(E∗, E∗∗) coïncident
donc BE∗ est compacte pour la topologie σ(E∗, E∗∗) et donc E∗ est réflexif par le théorème
de Kakutani A.3.12.

⇐= Supposons que E∗ est réflexif, alors par l’étape précédente on sait que E∗∗ est ré-
flexif, et donc j(E) est réflexif comme sous-espace fermé de E∗∗ d’après la Proposition A.3.15
et donc E est réflexif puisque j−1 est un isomorphisme isométrique entre j(E) et E. �

A.3.4. Uniforme convexité.

Définition A.3.17. Un espace vectoriel normé E est uniformément convexe si pour tout
réel ε > 0 il existe un réel δ > 0 tel que pour tous x, y dans BE ,∥∥∥1

2
(x + y)

∥∥∥
E
≥ 1− δ =⇒ ‖x − y‖E ≤ ε .

Exemples. a) L’espace R2 muni de la norme ‖x‖`2 :=
»
x2

1 + x2
2 est uniformé-

ment convexe mais pas s’il est muni des normes ‖x‖`1 et ‖x‖`∞ .
b) On verra au paragraphe A.3.6 que Lp muni de sa norme naturelle est uniformément

convexe si 1 < p <∞.

Théorème A.3.18 (Milman-Pettis 1938). Tout espace de Banach uniformément convexe
est réflexif.

Démonstration. Soit E un espace de Banach uniformément convexe, il s’agit de démon-
trer que j(E) = E∗∗, ou encore que j(BE) = BE∗∗ . On rappelle (voir la Proposition A.3.3)
que j(BE) est fermée dans BE∗∗ pour la topologie forte, il suffit donc de montrer qu’elle est
dense dans BE∗∗ pour cette même topologie. Par homogénéité on peut se ramener à

SE∗∗ :=
{
ξ ∈ E∗∗ / ‖ξ‖E∗∗ = 1

}
.

Soit donc ξ ∈ SE∗∗ et soit ε > 0 auquel on associe le paramètre δ de la Définition A.3.17.
Montrons qu’il existe x ∈ BE tel que

‖j(x)− ξ‖E∗∗ ≤ ε . (A.13)

Comme ‖ξ‖E∗∗ = 1, il existe f ∈ E∗ tel que ‖f ‖E∗ = 1 et

〈ξ, f 〉 ≥ 1−
δ

2
· (A.14)

Soit le voisinage ouvert de ξ pour la topologie σ(E∗∗, E∗)

V :=
{
η ∈ E∗∗ /

∣∣∣〈ξ − η, f 〉∣∣∣ < δ

2

}
.

On sait par le lemme de Goldstine A.3.13 que j(BE) est dense dans BE∗∗ pour la topolo-
gie σ(E∗∗, E∗), donc il existe x ∈ BE tel que j(x) ∈ V . En écrivant

∣∣∣〈j(x)− ξ, f 〉
∣∣∣ < δ/2, il

vient ∣∣∣〈ξ, f 〉 − 〈f , x〉∣∣∣ < δ

2
· (A.15)

Montrons que ‖j(x)− ξ‖E∗∗ ≤ ε par contradiction.
Supposons que ‖j(x)−ξ‖E∗∗ > ε, alors ξ ∈ W := c

(
j(x) +εBE∗∗

)
et W est un voisinage

de ξ pour la topologie σ(E∗∗, E∗) (puisque BE∗∗ est fermé pour cette topologie par le
théorème de Banach-Alaoglu). Par le lemme de Goldstine A.3.13 à nouveau, il existe y ∈ BE
tel que j(y) ∈ W ∩ V et donc ∣∣∣〈ξ, f 〉 − 〈f , y〉∣∣∣ < δ

2
· (A.16)
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Notons que par construction, puisque j(y) ∈ W on a

‖j(x − y)‖E∗∗ > ε . (A.17)

Par l’inégalité triangulaire on conclut de (A.15) et (A.16) que

2〈ξ, f 〉 < 〈f , x + y〉+ δ ≤ ‖x + y‖E + δ .

Mais alors par (A.14) il vient
1

2
‖x + y‖E > 1− δ

et donc ‖x − y‖E ≤ ε par uniforme convexité, ce qui contredit (A.17). D’où le résultat. �

Remarque. Les espaces vectoriels de dimension finie sont réflexifs.

Proposition A.3.19. Soit E un espace de Banach uniformément convexe et soit (xn)

une suite de E convergeant faiblement pour σ(E,E∗) vers x . Si

lim sup
n→∞

‖xn‖E ≤ ‖x‖E ,

alors (xn) converge fortement vers x .

Démonstration. On peut toujours supposer que x 6= 0, sinon le résultat est évident.
Soit λn := max(‖x‖E , ‖xn‖E), soit yn := λ−1

n xn et y = ‖x‖−1
E x . Alors λn → ‖x‖E et yn ⇀ y

faiblement σ(E,E∗). Par la Proposition A.3.4 on a puisque 1
2 (yn + y) ⇀ y ,

‖y‖E ≤ lim inf
n→∞

1

2
‖yn + y‖E .

Mais ‖y‖E = 1 et ‖yn‖E ≤ 1 donc on déduit que nécessairement
1

2
‖yn + y‖E → 1 .

Par uniforme convexité on a donc

‖yn − y‖E → 0 ,

d’où la proposition. �

A.3.5. Espaces séparables.

Définition A.3.20. On dit qu’un espace métrique X est séparable s’il existe un sous-
ensemble dénombrable dense dans X.

Proposition A.3.21. Soit E un espace de Banach. Si E∗ est séparable alors E est
séparable.

Démonstration. Soit (fn)n∈N une suite dense dans E∗ et soit (xn)n∈N une suite de E
telle que

‖xn‖E = 1 et 〈fn, xn〉 ≥
1

2
‖fn‖E∗ .

Soit F l’ensemble des combinaisons linéaires finies à coefficients rationnels des xn. Alors F
est dénombrable, montrons qu’il est dense dans E. Par le corollaire A.2.15 du théorème de
Hahn-Banach il suffit de montrer que toute forme linéaire f ∈ E∗ qui s’annule sur F est
identiquement nulle. Soit donc f une telle forme linéaire, et soit ε > 0. Il existe n ∈ N tel
que

‖f − fn‖E∗ ≤ ε .
On écrit alors, puisque f s’annule sur F ,

1

2
‖fn‖E∗ ≤ 〈fn, xn〉 = 〈fn − f , xn〉 ≤ ε ,



A.3. DUALITÉ ET TOPOLOGIES FAIBLES 27

et donc
‖f ‖E∗ ≤ ‖f − fn‖E∗ + ‖fn‖E∗ ≤ 3ε

et donc f est identiquement nulle. La proposition est démontrée. �

La réciproque n’est pas vraie (on verra ci-dessous que L1 est séparable, mais (L1)∗ = L∞

ne l’est pas).

Corollaire A.3.22. Soit E un espace de Banach. On a

E réflexif et séparable ⇐⇒ E∗ réflexif et séparable .

Démonstration. ⇐= provient des Propositions A.3.16 et A.3.21.

=⇒ est dû au fait que si E est réflexif et séparable alors E∗∗ l’est aussi, et donc E∗

aussi. �

On rappelle qu’un espace topologique E est dit métrisable s’il existe une métrique sur E
qui induit la topologie de E.

Exercice. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, alors E n’est jamais métri-
sable pour la topologie σ(E,E∗), et E∗ n’est jamais métrisable pour la topologie σ(E∗, E).

Théorème A.3.23. Soit E un espace de Banach. Alors E est séparable si et seulement
si BE∗ est métrisable pour la topologie σ(E∗, E).

Démonstration. =⇒ Soit (xn)n≥1 une suite dense dans BE , on définit la métrique sui-
vante sur BE∗ :

∀(f , g) ∈ BE∗ × BE∗ , d(f , g) :=
∞∑
n=1

2−n|〈f − g, xn〉| .

Montrons que la topologie associée à d coïncide avec σ(E∗, E) sur BE∗ .

- soit f ∈ BE∗ , soit r > 0 un réel, p ≥ 1 un entier et soit

V :=
{
g ∈ BE∗ / |〈f − g, yi〉| < r , ∀i ∈ {1, . . . , p}

}
un voisinage de f pour σ(E∗, E), avec (sans perte de généralité) yi ∈ BE pour tout i
dans {1, . . . , p}. Montrons qu’il existe r ′ > 0 tel que

U :=
{
g ∈ BE∗ / d(f , g) < r ′

}
⊂ V .

Pour tout i ∈ {1, . . . , p} on peut trouver ni tel que

‖xni − yi‖E ≤
r

4
·

Alors en choisissant r ′ tel que pour tout i ∈ {1, . . . , p} on ait 2ni r ′ <
r

2
on a pour tout g ∈ U

|〈f − g, yi〉| ≤ |〈f − g, yi − xni 〉|+ |〈f − g, xni 〉| < 2 ·
r

4
+ 2ni r ′ < r

donc g ∈ V .

- soit f ∈ BE∗ , soit r > 0 et soit

U ′ :=
{
g ∈ BE∗ / d(f , g) < r

}
.

Montrons qu’il existe r ′ > 0 et p tels que

V ′ :=
{
g ∈ BE∗ / |〈f − g, xn〉| < r ′ , ∀n ∈ {1, . . . , p}

}
⊂ U ′ .
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On choisit r ′ <
r

4
et p assez grand pour que 21−p <

r

2
, et on a alors pour tout g ∈ V ′

d(f , g) =
p∑
n=1

2−n|〈f − g, xn〉|+
∑

n≥p+1

2−n|〈f − g, xn〉|

≤ 2r ′ + 2
∑

n≥p+1

2−n < r ,

donc f ∈ U ′.

⇐= Supposons que BE∗ est métrisable pour σ(E∗, E) (avec une distance d) et montrons
que E est séparable. On définit pour tout entier n ≥ 1

Un :=
{
f ∈ BE∗ / d(f , 0) <

1

n

}
et l’on considère un voisinage Vn de 0 pour σ(E∗, E), inclus dans Un, que l’on écrit sous la
forme

Vn :=
{
f ∈ BE∗ / |〈f , x〉| < rn , x ∈ An

}
où rn → 0 et An est un sous-ensemble fini de E. L’ensemble A :=

⋃
n≥1 An est dénombrable.

Montrons que l’espace vectoriel A engendré par A est dense dans E. Il suffit de remarquer
que

⋂
n≥1

Vn = {0} donc

(〈f , x〉 = 0 ∀x ∈ A) =⇒ f = 0

et donc par le corollaire A.2.15, A est dense dans E. D’où le résultat. �

Remarque. Un argument analogue permet de démontrer que si E∗ est séparable alors BE
est métrisable. La réciproque est vraie mais est plus délicate à démontrer (voir [2]).

Montrons enfin les deux corollaires suivants sur les suites bornées de E∗ et E.

Corollaire A.3.24. Soit E un espace de Banach séparable et soit (fn)n∈N une suite bornée
de E∗. Alors il existe une sous-suite extraite de (fn) qui converge pour la topologie σ(E∗, E).

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que fn ∈ BE∗ , et le résultat
est un corollaire immédiat des théorèmes A.3.10 (Banach-Alaoglu) et A.3.23 (métrisabilité
de BE∗). �

Corollaire A.3.25. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xn)n∈N une suite bornée
de E. Alors il existe une sous-suite extraite de (xn) qui converge pour la topologie σ(E,E∗).

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que xn ∈ BE . Soit X l’espace
vectoriel engendré par les xn. Alors F := X est séparable, et réflexif comme sous-espace
fermé d’un espace réflexif (Proposition A.3.15). Par le Corollaire A.3.22, F ∗ est séparable,
donc la boule unité fermée BF ∗∗ de F ∗∗ est métrisable pour σ(F ∗∗, F ∗) grâce au théo-
rème A.3.23. Par ailleurs grâce au Théorème A.3.10 de Banach-Alaoglu on sait que BF ∗∗
est compacte pour σ(F ∗∗, F ∗). Donc BF ∗∗ est compacte métrisable pour σ(F ∗∗, F ∗), et
donc BF , qui est isomorphe à BF ∗∗ puisque F est réflexif, est compacte métrisable pour la
topologie σ(F, F ∗). Le résultat est démontré. �
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A.3.6. Espaces de Lebesgue.

Rappels. Pour tout ouvert Ω de Rd , l’espace Lp(Ω), pour 1 ≤ p < ∞, est l’ensemble
des f : Ω −→ Rmesurables telles que |f |p est intégrable sur Ω (pour la mesure de Lebesgue),
quotienté par la relation d’équivalence d’égalité presque partout, et muni de la norme

‖f ‖Lp(Ω) :=

Å∫
Ω
|f (x)|p dx

ã 1
p

. (A.18)

On définit de même

‖f ‖L∞(Ω) := supessΩ |f | = inf
{
C , |f (x)| ≤ C p.p. dans Ω

}
.

Si 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace Lp(Ω) est complet.
Si 1 ≤ p <∞, l’espace D(Ω) des fonctions C∞ à support compact sur Ω (cet espace sera
étudié au Chapitre B) est dense dans Lp(Ω).

On rappelle l’inégalité de Hölder : si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec
1

p
+

1

p′
= 1 alors∫

Ω
|f g| dx ≤ ‖f ‖Lp(Ω)‖g‖Lp′(Ω) .

Théorème A.3.26. Si 1 ≤ p <∞, l’espace Lp(Rd) est séparable (ainsi que Lp(Ω) si Ω

est mesurable).

Démonstration. Le résultat se démontre en pavant Ω par des ensembles
n∏
1

]ak , bk [ de

côtés rationnels et en considérant les fonctions caractéristiques de ces domaines. Les détails
sont laissés en exercice. �

Théorème A.3.27. Si 1 < p < ∞, l’espace Lp(Ω) est uniformément convexe, donc
réflexif.

Démonstration. Soit la fonction h définie sur R+ par

h(r) := (1 + r
1
p )p +

∣∣1− r 1
p
∣∣p .

Alors
h′(r) = (1 + r−

1
p )p−1 +

∣∣1− r− 1
p
∣∣p−2

(1− r−
1
p )

et

h′′(r) =
p − 1

p
r−1− 1

p

(∣∣1− r− 1
p
∣∣p−2 − (1 + r−

1
p )p−2

)
donc h est convexe sur R+ si p ≤ 2, concave si p ≥ 2. Rappellons l’inégalité de Jensen :
si H est concave alors ∫

upH
((v
u

)p)
dx∫

up dx
≤ H

Ü∫
vp dx∫
up dx

ê
,

et l’inégalité est inversée si H est convexe.
- Dans le cas p ≥ 2 on a donc

‖u + v‖pLp(Ω) + ‖u − v‖pLp(Ω) ≤
(
‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω)

)p
+
∣∣∣‖u‖Lp(Ω) − ‖v‖Lp(Ω)

∣∣∣p (A.19)

donc si ‖u‖Lp(Ω) = ‖v‖Lp(Ω) = 1 et ‖u − v‖Lp(Ω) > 2ε il vient∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥
Lp(Ω)

≤ (1− εp)
1
p
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et le résultat est démontré.

- Dans le cas p ≤ 2 on a la même inégalité (A.19) inversée et on l’applique à ũ = u+v
2 ,

ṽ = u−v
2 et ‖u‖Lp(Ω) = ‖v‖Lp(Ω) = 1. Alors(∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥
Lp(Ω)

+
∥∥∥1

2
(u − v)

∥∥∥
Lp(Ω)

)p
+
∣∣∣∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥
Lp(Ω)

−
∥∥∥1

2
(u − v)

∥∥∥
Lp(Ω)

∣∣∣p ≤ 2

et le résultat est démontré dans le cas où ‖u − v‖Lp ≥ ‖u + v‖Lp puisque p > 1 : on a en
effet ∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥
Lp(Ω)

≤ 21−p .

Dans le cas contraire alors on utilise (par une formule de Taylor sur t 7→ tp pour p ≤ 2) que
pour tout a ≥ b ≥ 0

1

2
(a + b)p +

1

2
(a − b)p ≥ ap +

1

2
p(p − 1)b2ap−2 .

Alors en appliquant cette inégalité à

a :=
∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥
Lp(Ω)

et b :=
∥∥∥1

2
(u − v)

∥∥∥
Lp(Ω)

on obtient ∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥p
Lp(Ω)

+
1

2
p(p − 1)

∥∥∥1

2
(u − v)

∥∥∥2

Lp(Ω)

∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥p−2

Lp(Ω)
≤ 1

que l’on multiplie par
∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥2−p

Lp(Ω)
. On trouve∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥2

Lp(Ω)
+ p(p − 1)

∥∥∥1

2
(u − v)

∥∥∥2

Lp(Ω)
≤
∥∥∥1

2
(u + v)

∥∥∥2−p

Lp(Ω)
≤ 1

et le résultat suit. �

Théorème A.3.28 (Représentation de Riesz). Soit 1 < p < ∞ et soit ϕ ∈ (Lp(Ω))∗.
Soit p′ défini par

1

p
+

1

p′
= 1 .

Alors il existe u ∈ Lp′(Ω) unique tel que

∀f ∈ Lp(Ω) , 〈ϕ, f 〉 =

∫
Ω
u(x)f (x) dx .

De plus on a
‖u‖Lp′(Ω) = ‖ϕ‖(Lp(Ω))∗

Démonstration. Soit T l’opérateur défini par

T :

Lp
′
(Ω) −→ (Lp(Ω))∗

u 7−→ Tu :

Lp(Ω) −→ R

f 7−→ 〈Tu, f 〉 :=

∫
Ω
u(x)f (x) dx .

Montrons que T est une isométrie surjective. L’inégalité de Hölder implique que

‖Tu‖(Lp(Ω))∗ ≤ ‖u‖Lp′(Ω) .

Pour montrer
‖Tu‖(Lp(Ω))∗ ≥ ‖u‖Lp′(Ω) (A.20)

posons
v(x) := |u(x)|p′−2u(x) , v(x) := 0 si u(x) = 0 .
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Alors v ∈ Lp(Ω) et

‖v‖pLp(Ω) = ‖u‖p
′

Lp
′
(Ω)

.

Par ailleurs

〈Tu, v〉 = ‖u‖p
′

Lp
′
(Ω)

donc

‖Tu‖(Lp(Ω))∗ ≥
〈Tu, v〉
‖v‖Lp(Ω)

= ‖u‖Lp′(Ω) ,

ce qui démontre (A.20).
Montrons maintenant que T est surjectif, ce qui achèvera la démonstration. L’es-

pace E := T (Lp
′
(Ω)) est un sous-espace fermé de (Lp(Ω))∗ (parce que Lp

′
(Ω) est complet

et T est une isométrie) donc il s’agit de démontrer qu’il est dense dans (Lp(Ω))∗. On applique
le Corollaire A.2.15 et le fait que Lp(Ω) est réflexif ; supposons donc qu’il existe h ∈ Lp(Ω),
tel que

〈Tu, h〉 = 0 ∀u ∈ Lp′(Ω) .

Alors en posant u(x) := |h(x)|p−2h(x) on en déduit que h = 0, d’où le résultat. �

Si 1 ≤ p <∞ on a l’identification (Lp)∗ = Lp
′
.

Exercice. Soit ϕ ∈ (L1(Ω))∗. Il existe u ∈ L∞(Ω) unique tel que

∀f ∈ L1(Ω) , 〈ϕ, f 〉 =

∫
Ω
u(x)f (x) dx .

De plus on a

‖u‖L∞(Ω) = ‖ϕ‖(L1(Ω))∗

L’espace L1 n’est pas réflexif (et L∞ non plus). L’espace L∞ n’est pas séparable.

A.4. Espaces de Hilbert

A.4.1. Définitions et première propriétés.

Définition A.4.1 (Produit scalaire). Soit H un espace vectoriel sur C. Un produit scalaire
sur H est une forme sesquilinéaire (·|·) de H ×H dans C (linéaire en la première variable et
antilinéaire en la seconde), hermitienne, définie positive : elle vérifie pour tous x, y ∈ H,λ ∈ C

(x + λx ′|y) = (x |y) + λ(x ′|y) ,

(x |y + λy ′) = (x |y) + λ(x |y ′) ,

(y |x) = (x |y) ,

(x |x) ≥ 0 , et (x |x) = 0⇐⇒ x = 0 .

La norme x 7→ ‖x‖ :=
√

(x |x) associée au produit scalaire vérifie les propriétés suivantes :∣∣(x |y)
∣∣ ≤ ‖x‖ ‖y‖ (inégalité de Cauchy-Schwarz) ,∥∥∥x + y

2

∥∥∥2
+
∥∥∥x − y

2

∥∥∥2
=

1

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2) (identité de la médiane) .

Définition A.4.2 (Espace de Hilbert – 1862-1943). Un espace pré-hilbertien est un
espace vectoriel sur C muni d’un produit scalaire. Un espace de Hilbert est un espace pré-
hilbertien, complet pour la norme x 7→ ‖x‖.
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Exemples. L’espace Cn muni du produit scalaire

(x |y) :=
n∑
i=1

xiyi

est un espace de Hilbert séparable (car de dimension finie).

L’espace `2(Z) muni du produit scalaire

(x |y) :=
∞∑
i=1

xiyi

est un espace de Hilbert séparable.

L’espace L2(Ω), avec Ω ouvert de Rn, muni du produit scalaire

(f |g) :=

∫
Ω
f g(x) dx

est un espace de Hilbert. On verra plus bas qu’il est séparable.

Proposition A.4.3. Les espaces de Hilbert sont uniformément convexes, donc réflexifs.

Démonstration. Soit ε > 0 et soient x, y dans un espace de Hilbert H, tels que

‖x‖ ≤ 1 , ‖y‖ ≤ 1 , et ‖x − y‖ > ε .

Alors par l’identité de la médiane on a∥∥∥x + y

2

∥∥∥2
< 1−

ε2

4

et le résultat suit. �

Le théorème suivant est très important.

Théorème A.4.4 (Projection sur un convexe fermé). Soit K un convexe fermé non vide
d’un espace de Hilbert H et soit x ∈ H \K. Alors

a) Il existe un unique point y = pK(x) ∈ K tel que

‖x − y‖ = min
y ′∈K
‖x − y ′‖ . (A.21)

On prolonge pK à H en posant pK(y) = y pour tout y ∈ K.
b) Le point pK(x) ∈ K est l’unique point y ∈ K tel que

Re (x − y |z − y) ≤ 0 ∀z ∈ K .

c) L’application pK est 1-lipschitzienne :

‖pK(x)− pK(y)‖ ≤ ‖x − y‖ ∀x, y ∈ H .

d) Si K est un sous-espace vectoriel fermé de H alors pK est linéaire, et pK(x) est
l’unique élément y de K tel que x − y soit orthogonal à tout élément de K.

Démonstration. a) Soit x ∈ H \ K et soit (yn)n∈N une suite minimisante pour (A.21),
c’est-à-dire une suite telle que

yn ∈ K et dn := ‖x − yn‖ −→ d := inf
y ′∈K
‖x − y ′‖ , n →∞ .

L’identité de la médiane fournit∥∥∥x − yn + ym
2

∥∥∥2
+
∥∥∥yn − ym

2

∥∥∥2
=

1

2

(
d2
n + d2

m

)
.



A.4. ESPACES DE HILBERT 33

Comme
yn + ym

2
appartient à K, on a∥∥∥x − yn + ym

2

∥∥∥ ≥ d
et donc ∥∥∥yn − ym

2

∥∥∥2
≤

1

2

(
d2
n + d2

m

)
− d2

donc (yn)n∈N est une suite de Cauchy dans H. Elle converge donc vers une limite y ∈ K et
on a d = ‖x − y‖.

On montrera l’unicité en b).

b) Soit x ∈ H \K et supposons que y ∈ K vérifie

‖x − y‖ = min
y ′∈K
‖x − y ′‖ .

Soit z ∈ K. Puisque (1− t)y + tz ∈ K, on a

‖x − y‖ ≤
∥∥x − ((1− t)y + tz

)∥∥ = ‖(x − y)− t(y − z)‖ .

Il suit que
‖x − y‖2 ≤ ‖x − y‖2 − 2tRe (x − y |y − z) + t2‖y − z‖2

et en faisant tendre t vers 0 on obtient que

Re (x − y |z − y) ≤ 0 ∀z ∈ K . (A.22)

Inversement si y ∈ K vérifie (A.22) alors on écrit

‖x − y‖2 − ‖x − z‖2 = 2Re (x − y |z − y)− ‖z − y‖2 ∀z ∈ K ,

donc
‖x − y‖2 − ‖x − z‖2 ≤ 0 , ∀z ∈ K

ce qui implique l’équivalence entre (A.22) et (A.21).

Montrons enfin que y est unique. Si y1 et y2 vérifient (A.22), alors

Re (x − y1|z − y1) ≤ 0 , ∀z ∈ K
Re (x − y2|z − y2) ≤ 0 , ∀z ∈ K

et en choisissant z = y2 dans la première ligne et z = y1 dans la seconde on obtient en
faisant la somme des deux inégalités obtenues

‖y1 − y2‖2 ≤ 0

d’où le résultat.
c) Soit x, y ∈ K, on a

Re
(
x − pK(x)|z − pK(x)

)
≤ 0 , ∀z ∈ K

Re
(
y − pK(y)|z − pK(y)

)
≤ 0 , ∀z ∈ K .

En choisissant comme ci-dessus z = pK(y) dans la première ligne et z = pK(x) dans la
seconde on obtient ∥∥pK(x)− pK(y)

∥∥2 ≤ Re
(
x − y |pK(x)− pK(y)

)
et le théorème suit par l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

d) Si K est un sous-espace vectoriel fermé, alors c’est un convexe fermé non vide, et
donc la projection y = pK(x) est l’unique élément y de K tel que pour tout z ∈ K

Re (x − y |z) ≤ 0 .
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Par stabilité de K par passage à l’opposé et multiplication par i , on en déduit que y = pK(x)

est l’unique élémént y de K tel que pour tout z ∈ K

(x − y |z) = 0 .

La linéarité de pK en résulte puisque si x, x ′ sont dans H et λ ∈ C, alors pK(x)+λpK(x ′) ∈ K
donc pour tout z ∈ K(

x + λx ′ − (pK(x) + λpK(x ′))|z
)

=
(
x − pK(x)|z

)
+ λ

(
x ′ − pK(x ′)|z

)
= 0

et donc par unicité
pK(x) + λpK(x ′) = pK(x + λx ′) .

Le théorème est démontré. �

A.4.2. Théorèmes de Riesz, de Stampacchia et de Lax-Milgram.

Théorème A.4.5 (de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert réel et soit L
une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique vecteur h ∈ H tel que

〈L, x〉 = (h|x) ∀x ∈ H .

De plus
‖L‖H∗ = ‖h‖H .

Démonstration. Soit M := L−1
(
{0}

)
, sous-espace fermé de H. Si M = H alors le

résultat est évident. Sinon soit x0 ∈ H \M et posons

x1 :=
x0 − pM(x0)

‖x0 − pM(x0)‖ ·

Alors
‖x1‖ = 1 et (x1|y) = 0 ∀y ∈ M .

Posons maintenant
h := 〈L, x1〉x1 .

On a alors
‖h‖H =

∣∣〈L, x1〉
∣∣ ≤ ‖L‖H∗ .

Par ailleurs pour tout x ∈ H on note que

x −
〈L, x〉
〈L, x1〉

x1 ∈ M ,

donc

(x |x1)−
〈L, x〉
〈L, x1〉

= 0

donc
〈L, x〉 = (h|x) ∀x ∈ H .

En particulier par Cauchy-Schwarz

‖L‖H∗ ≤ ‖h‖H .

L’unicité est immédiate car

(h|x) = 0 ∀x ∈ H =⇒ h = 0 .

Le théorème est démontré. �
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Pour tout sous-ensemble A de H on définit son supplémentaire orthogonal

A⊥ :=
{
x ∈ H / (x |a) = 0 ∀a ∈ A

}
.

C’est un sous-espace vectoriel fermé de H, et A⊥ = (A)⊥. En outre A ⊂ (A⊥)⊥. Si A est
un sous-espace vectoriel fermé, alors tout élément x de H se décompose de manière unique
en

x = pA(x) + pA⊥(x) ,

et A = (A⊥)⊥. En outre il y a équivalence entre A dense et A⊥ = {0}.

Définition A.4.6. Soit H un espace de Hilbert sur R et a une forme bilinéaire sur H.
On dit que a est

a) continue s’il existe une constante C > 0 telle que

|a(x, y)| ≤ C‖x‖‖y‖ ∀x, y ∈ H .

b) coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(x, x) ≥ α‖x‖2 ∀x ∈ H .

Théorème A.4.7 (Théorème de Stampacchia (1922-1978)). Soit a une forme bilinéaire
continue et coercive sur un espace de Hilbert réel H et soit K un convexe fermé non vide
de H. Pour toute forme linéaire continue L sur H il existe un unique x ∈ K tel que

a(x, y − x) ≥ 〈L, y − x〉 ∀y ∈ K . (A.23)

De plus, si a est symétrique alors x est caractérisé par

x ∈ K ,
1

2
a(x, x)− 〈L, x〉 = min

y∈K

(1

2
a(y , y)− 〈L, y〉

)
.

Démonstration. Soit L ∈ H∗. D’après le Théorème A.4.5, il existe un unique h ∈ H tel
que

〈L, y〉 = (h|y) ∀y ∈ H .
Pour tout x ∈ H, l’application

y 7−→ a(x, y)

est une forme linéaire continue sur H donc par le Théorème A.4.5 encore, il existe un unique
élément de H que nous noterons Ax tel que

a(x, y) = (Ax |y) ∀y ∈ H .

L’application A est linéaire de H dans H et on a pour tout x ∈ H

‖Ax‖2 =
∣∣a(x, Ax)

∣∣ ≤ C‖x‖‖Ax‖
et

(Ax |x) = a(x, x) ≥ α‖x‖2

donc
‖Ax‖ ≤ C‖x‖ et (Ax |x) ≥ α‖x‖2 ∀x ∈ H . (A.24)

Il s’agit donc de trouver x ∈ K tel que

(Ax |y − x) ≥ (h|y − x) ∀y ∈ K .

Si ρ > 0 est une constante donnée (que nous fixerons plus loin) il est équivalent de démontrer
qu’il existe un unique x ∈ K tel que(

ρ(h − Ax) + x − x |y − x
)
≤ 0 ∀y ∈ K ,
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ou encore
x = pK

(
ρ(h − Ax) + x

)
.

Notons S(y) := pK
(
ρ(h−Ay) + y

)
, nous allons choisir ρ de telle sorte qu’il existe k < 1 tel

que
∀y , y ′ ∈ K , ‖S(y)− S(y ′)‖ ≤ k‖y − y ′‖

ce qui répondra au problème grâce au théorème de point fixe de Picard. La projection étant
une contraction (voir le Théorème A.4.4) on sait que

∀y , y ′ ∈ K , ‖S(y)− S(y ′)‖ ≤
∥∥y − y ′ − ρ(Ay − Ay ′)

∥∥
donc par (A.24) il vient pour tous y , y ′ ∈ K,

‖S(y)− S(y ′)‖2 ≤ ‖y − y ′‖2 − 2ρ
(
Ay − Ay ′|y − y ′

)
+ ρ2‖Ay − Ay‖2

≤ ‖y − y ′‖2(1− 2ρα+ ρ2C2) .

Il suffit donc de choisir 0 < ρ < 2α/C et k2 = 1− 2ρα+ ρ2C2 < 1 et le résultat suit.

Supposons maintenant que a est symétrique, alors a définit un produit scalaire sur H, et
la norme

√
a(x, x) est équivalente à la norme ‖·‖ par hypothèse. Soit L ∈ H∗. En appliquant

le Théorème A.4.5 il existe un unique h′ ∈ H tel que

〈L, y〉 = a(h′, y) ∀y ∈ H .

Alors on a par (A.23)
a(h′ − x, y − x) ≤ 0 ∀y ∈ K (A.25)

donc x = pKh
′ pour le produit scalaire défini par a. Par le Théorème A.4.4, (A.25) revient

à ce que x ∈ K réalise

a(h′ − x, h′ − x) = min
y∈K

a(h′ − y , h′ − y)

ou de manière équivalente réalise(1

2
a(x, x)− a(h′, x)

)
= min
y∈K

(1

2
a(y , y)− a(h′, y)

)
et la conclusion provient de la définition de h′. Le théorème est démontré. �

Le corollaire suivant est particulièrement important pour résoudre des EDP elliptiques
par exemple, par une approche variationnelle (voir le Chapitre F). Il est aussi à la base des
méthodes d’éléments finis en analyse numérique.

Corollaire A.4.8. [Théorème de Lax (1926-)-Milgram (1912-1961)] Soit a une forme
bilinéaire continue et coercive sur un espace de Hilbert réel H. Alors pour toute forme linéaire
continue L ∈ H∗ il existe un unique x ∈ H tel que

a(x, y) = 〈L, y〉 ∀y ∈ H .

De plus, si a est symétrique alors x est caractérisé par

1

2
a(x, x)− 〈L, x〉 = min

y∈H

(1

2
a(y , y)− 〈L, y〉

)
.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théorème A.4.7 à K = H, qui implique que

a(x, y − x) ≥ 〈L, y − x〉 ∀y ∈ H ,

et le résultat suit. �
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A.4.3. Bases hilbertiennes et séries de Fourier.

Théorème A.4.9. Soit H un espace de Hilbert séparable. Il admet une base hilbertienne,
c’est-à-dire une suite (en)n∈N totale et orthonormée. En outre pour tout x ∈ H on a

x =
∑
n∈N

(x |en)en

et la série converge dans H, avec

‖x‖2 =
∑
n∈N
|(x |en)|2 .

Enfin pour tous x, y dans H, en notant xn := (x |en) et yn := (y |en) on a∑
n∈N

xnyn = (x |y) . (A.26)

Démonstration. On commence par remarquer le fait suivant : si (hn)n∈N est une suite
de H telle que

(hn|hm) = 0 ∀m 6= n et
∑
n∈N
‖hn‖2 <∞ ,

alors la série S :=
∑
n∈N

hn converge dans H et de plus

∑
n∈N
‖hn‖2 = |S|2 .

Ce résultat suit simplement du fait que la suite des sommes partielles SN est de Cauchy
dans H.

Soit maintenant (yn)n∈N un ensemble dénombrable dense de H et posons

Fn := Vect {y1, . . . , yn} ,

suite croissante d’espaces vectoriels de dimension finie, dont la réunion est dense dans H.
On choisit un vecteur unitaire e1 dans F1, puis si F2 6= F1 un vecteur e2 de F2 tel que (e1, e2)

est une base orthonormale de F2, etc. On construit ainsi une base hilbertienne sur H (c’est
le procédé de Gram-Schmidt).

Soit alors xn := (x |en) et SN =
∑
n≤N

xnen. On note que par le Théorème A.4.4,

n∑
n=1

|(x |en)|2 =
∥∥∥ n∑
n=1

(x |en)en
∥∥∥2
≤ ‖x‖2

don on peut appliquer la remarque précédente à hn = xnen : la série SN converge dans H,
vers une limite y et l’on a

‖y‖2 =
∑
n∈N
|(x |en)|2 .

Mais pour tout entier n on a

(x − y |en) = xn − xn = 0

donc x − y est orthogonal à un système total, il est donc nul.

Le résultat se reformule ainsi : l’application linéaire qui à x ∈ H fait correspondre la
famille xn := (x |en) est une bijection isométrique de H sur `2. Le résultat (A.26) suit alors
du fait que les isométries conservent le produit scalaire. �
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Exemples. (1) Polynômes de Legendre : ils sont définis sur ]a, b[⊂ R par

Pk(x) := ck
dk

dxk
(
(x − a)x(x − b)k

)
et forment (pour ck bien choisi) une base hilbertienne de L2(a, b), où chaque Pk
est un polynôme de degré k .

(2) Fonctions d’Hermite : elles sont définies sur R par

Ψk(x) := cke
x2

2
dk

dxk
e−x

2

=: ck(−1)ke−
x2

2 Hk(x)

et forment (pour ck bien choisi) une base hilbertienne de L2(R), où chaque Hk est
un polynôme de degré k .

Les séries de Fourier sont un exemple particulièrement important de base hilbertienne.
On note L2

T l’espace des fonctions T -périodiques dont la restrction à [0, T ] est de carré
sommable, et l’on définit le produit scalaire sur L2

T

(f |g) :=

∫ T

0
f (t)g(t)

dt

T
·

On pose, pour tout entier n ∈ Z

en(t) := e inωt , ω :=
2π

T
·

Le théorème suivant est une conséquence immédiate du Théorème A.4.9, associé au Théo-
rème de Stone-Weierstrass et de la densité des fonctions continues sur [0, T ] dans L2

T .

Théorème A.4.10. Les fonctions en, n ∈ Z forment une base hilbertienne de L2
T , et

toute fonction f ∈ L2
T peut se décomposer de manière unique en

f =
∑
n∈Z

cn(f )en , cn(f ) :=

∫ T

0
e−n(t)f (t)

dt

T

dans L2
T . On a ∫ T

0
|f (t)|2

dt

T
=
∑
n∈Z

∣∣cn(f )
∣∣2 (Formule de Parseval) .

Réciproquement s’il existe des scalaires γn tels que∑
n∈Z
|γn|2 <∞ ,

alors la série
∑
n∈Z

γnen converge dans L2
T vers une fonction f ∈ L2

T telle que

cn(f ) = γn , ∀n ∈ Z .

Notons que ce résultat ne dit rien de la convergence ponctuelle de la série de Fourier.
On peut montrer (mais c’est un résultat difficile, dû à Carleson en 1965) que les sommes
partielles symétriques de la série de Fourier d’une fonction f de L2

T convergent presque
partout vers f .

Les propriétés suivantes se démontrent facilement.

(1) Si f est à valeurs réelles, les cn possèdent la symétrie hermitienne : c−n=cn.

(2) Si f possède la symétrie hermitienne (f (−x) = f (x)), les cn sont réels.

(3) Si f est paire (resp. impaire), les cn sont pairs, c’est-à-dire cn = c−n (resp. impairs).
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(4) Si f est réelle et paire, les cn sont réels et pairs.

On utilise aussi la forme trigonométrique suivante pour la série de Fourier de f ∈ L2
T :

f (t) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos nωt + bn sin nωt

)
,

avec

an = cn + c−n = 2

∫ T

0
f (t) cos nωt

dt

T

bn = i(cn − c−n) = 2

∫ T

0
f (t) sin nωt

dt

T
·

Cette formulation est surtout intéressante lorsque f est réelle (les an et bn sont réels) ou
possède des propriétés de parité (séries de sinus ou de cosinus).

Exercice. (1) Soit f une fonction T -périodique dans L1
T . La suite de ses coeffi-

cients de Fourier, définis par

cn(f ) :=

∫ T

0
e−inωt f (t)

dt

T

est bornée par ‖f ‖L1
T
et tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

(2) Soit f une fonction T -périodique de classe Ck . On a

cn
(
f (k)) = (inω)kcn(f ) ,

et il existe une constante C telle que l’on ait∣∣cn(f )
∣∣ ≤ C

|n|k , ∀n 6= 0 .

(3) Soit f une fonction T -périodique de classe C1 par morceaux. En tout point t où f
est continue, les sommes partielles symétriques

SN(t) :=
N∑
−N

cn(f )en(t)

convergent vers f (t).
En un point t où f est discontinue, SN(t) converge vers

(
f (t+) + f (t−)

)
/2.

Notons qu’il existe f ∈ L1
T dont la série de Fourier diverge en tout point (Kolmogorov

1926).

Remarque. On peut étendre les séries de Fourier au cas multidimensionnel, pour des
fonctions périodiques relativement à un réseau (qui parfois n’a aucune relation avec la struc-
ture euclidienne, auquel cas il faut introduire la notion de "réseau réciproque").



Chapitre B

Distributions

B.1. Quelques rappels

Nous énonçons ici sans preuve un certain nombre de définitions et de résultats qui nous
seront utiles par la suite et qui doivent être connus (et sinon devront être traités à titre
d’exercices !).

Soit Ω un ouvert de Rd et f ∈ Lp(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞. On considère l’ouvert ω des
points au voisinage desquels f = 0 p.p. Alors le support (essentiel) de f est Ω \ ω. Si f est
continue, le support de f coïncide avec l’adhérence de l’ensemble des points en lesquels f
ne s’annule pas :

Supp (f ) =
{
x ∈ Ω / f (x) 6= 0

}
.

Si f , g sont dans L1(Rd) alors leur produit de convolution est la fonction de L1(Rd) définie
par

f ? g(x) :=

∫
Rd
f (x − y)g(y) dy

et l’on a
‖f ? g‖L1(Rd ) ≤ ‖f ‖L1(Rd )‖g‖L1(Rd ) .

C’est une opération commutative et associative. Plus généralement le produit de convolution
de f ∈ Lp(Rd) par g ∈ Lq(Rd) vérifie

‖f ? g‖Lr (Rd ) ≤ ‖f ‖Lp(Rd )‖g‖Lq(Rd ) , 1 +
1

r
=

1

p
+

1

q
·

En outre le produit de convolution de f par g est bien défini et est continu et borné sur Rd
si f ∈ L1

loc(Rd) et g ∈ Cc(Rd), où l’on note Cc(Rd) l’ensemble des fonctions continues à
support compact dans Rd . On rappelle que si f ∈ L1(Rd) et ∂αg ∈ L1(Rd) pour tout |α| ≤ k
alors pour tout |β| ≤ k , ∂β(f ? g) ∈ L1(Rd) et

∂β(f ? g) = f ? ∂βg .

Enfin
Supp (f ? g) ⊂ Supp (f ) + Supp (g) .

B.2. Limites inductives et topologie de D(Ω)

B.2.1. Sur les fonctions C∞ à support compact.

Lemme B.2.1. Soit K un compact de Rd et U voisinage ouvert de K. Il existe une
fonction ϕ ∈ C∞, à valeurs dans [0, 1], nulle hors de U et telle que ϕ|K ≡ 1.

Démonstration. On commence par montrer l’existence d’une fonction ψ ∈ C∞, positive
ou nulle, strictement positive sur K, et nulle hors de U. Soit la fonction C∞

ρ(t) := 0 si t ≤ 0 , ρ(t) := e−
1
t si t > 0 .

40
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Pour tout a ∈ K il existe une boule ouverte B(a, r) incluse dans U, et on recouvre K par m
telles boules ouvertes

(
B(aj , rj)

)
1≤j≤m. On constate alors que la fonction

ψ(x) :=
m∑
j=1

ρ(r2
j − |x − aj |2)

convient. Soit maintenant r le minimum sur K de la fonction x 7→ d(x, cU) et soient les
voisinages ouverts de K

V1 :=
{
x ∈ Rd / d(x,K) <

r

3

}
et V2 :=

{
x ∈ Rd / d(x,K) <

2r

3

}
.

On a alors V1 ⊂ V2 ⊂ V2 ⊂ U et la construction précédente fournit une fonction g dans C∞,
positive ou nulle, strictement positive sur V1, et nulle hors de V2 ainsi que d’une fonction h
dans C∞, positive ou nulle, strictement positive sur V2 \ V1, et nulle sur K. Alors en prolon-
geant h en une fonction strictement positive sur le complémentaire de V1 dans Rd on peut
poser

ϕ :=
g

g + h
·

Le lemme est démontré. �

Corollaire B.2.2 (Partition de l’unité). Soit K un ensemble compact de Rd et (Uj)1≤j≤N

des ouverts de Rd tels que K ⊂
N⋃
j=1

Uj . Il existe des fonctions ϕj ∈ C∞(Rd), à valeurs

dans [0, 1] et nulles en dehors de Uj , telles que
N∑
j=1

ϕj = 1 au voisinage deK .

Démonstration. On commence par construire des compacts Kj ⊂ Uj tels que K ⊂
N⋃
j=1

Kj . Le lemme précédent fournit des fonctions ψj ∈ C∞(Rd), à valeurs dans [0, 1], égales

à 1 au voisinage de Kj et nulles en dehors de Uj . Soit V l’ouvert sur lequel
N∑
j=1

ψj est non nul.

On construit également ψ0 égale à 0 au voisinage de K et à 1 au voisinage du complémentaire

de V . La fonction S :=
N∑
j=0

ψj est strictement positive sur Rd et les fonctions

ϕj :=
ψj
S

conviennent. Le corollaire est démontré. �

Définition B.2.3 (Suite régularisante). Soit ζ ∈ D(Rd) une fonction positive d’inté-
grale 1, supportée dans B(0, 1). La suite (ζε)ε∈]0,1[ définie par

ζε :=
1

εd
ζ
( ·
ε

)
est appelée suite régularisante.

Théorème B.2.4 (Densité de D(Rd) dans Cc(Rd)). Soit f une fonction continue à
support compact dans Rd et soit (ζε)ε∈]0,1[ une suite régularisante. Alors ζε ? f appartient
à D(Rd) et

ζε ? f → f , ε→ 0 ,
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uniformément sur Rd . De même si f ∈ Lp(Rd) alors ζε ? f appartient à C∞(Rd) et

ζε ? f → f , ε→ 0 ,

dans Lp(Rd).

Démonstration. Soit f une fonction continue à support compact dans Rd . Le fait que ζε?
f appartient à D(Rd) est une conséquence immédiate des règles de dérivation du produit de
convolution. La convergence s’obtient en constatant que

ζε ? f (x)− f (x) =
1

εd

∫
Rd
ζ
(y
ε

)
f (x − y) dy − f (x)

=

∫
Rd
ζ(y)f (x − εy)dy − f (x)

=

∫
Rd
ζ(y)(f (x − εy)− f (x))dy

et le résultat suit de la continuité (uniforme sur le support de ζ) de f .
Si f ∈ Lp(Rd) alors de même ζε ? f appartient à C∞(Rd) (puisque ζε ∈ Lp

′
(Rd), ainsi

que toutes ses dérivées). Par densité des fonctions continues à support compact dans Lp(Rd)

on peut se ramener au cas où f est continue à support compact puisque si g ∈ Cc(Rd) alors

‖ζε ? f − f ‖Lp(Rd ) ≤ ‖ζε ? g − g‖Lp(Rd ) + ‖f − g‖Lp(Rd ) + ‖ζε ? (f − g)‖Lp(Rd )

et

‖ζε ? (f − g)‖Lp(Rd ) ≤ ‖f − g‖Lp(Rd ) .

Enfin calcul précédent implique que

‖ζε ? g − g‖Lp(Rd ) ≤ sup
x∈Rd

|ζε ? g(x)− g(x)| |B(0;R + ε)|
1
p −→ 0 , ε→ 0

où R est tel que le support de g est inclus dans B(0, R). �

Définition B.2.5 (Suite exhaustive de compacts). Soit Ω un ouvert de Rd . Une suite
exhaustive de compacts (Kj)j∈N de Ω est une suite de compacts inclus dans Ω tels que Kj
est inclus dans l’intérieur de Kj+1 et Ω =

⋃
j

Kj . Par exemple

Kj =
{
x ∈ Rd / |x | ≤ j , d(x, cΩ) ≥ j−1

}
.

Proposition B.2.6. Soient f et g deux fonctions de L1
loc(Ω). On a les équivalences

entre

a) f = g p.p sur Ω

b)
∫
f ϕ(x) dx =

∫
gϕ(x) dx pour toute fonction ϕ ∈ D(Ω).

Démonstration. On a clairement a) =⇒ b). Inversement définissons h := f − g et

soit (Kn)n∈N une suite exhaustive de compacts de Ω. Soit (θn)n∈N une suite de D(
◦
Kn+1)

telle que θn = 1 sur Kn et soit ζε une suite régularisante. Alors pour tout entier n

ζε ? hθn → hθn quand ε→ 0

dans L1. Mais ζε ? hθn = 0 par hypothèse, d’où le résultat. �
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Exercices. a) Soit ϕ une fonction de classe C∞ sur R, à support dans [0, 1] et posons

φn(x) :=
n∑
j=1

1

j2
ϕ(x − j) .

Montrer que (φn)n≥1 est une suite de Cauchy dans D(R) muni de la famille de semi-normes

‖ϕ‖k := max
|α|≤k,x∈R

|∂αϕ(x)|

et que sa limite n’est pas à support compact.

b) Soit Ω un ouvert de Rd et K un compact de Ω.
− L’espace DK(Ω) :=

{
ϕ ∈ C∞(K) /Suppϕ ⊂ K

}
des fonctions indéfiniment diffé-

rentiables à support dans K, muni de la famille de semi-normes

pn(ϕ) := max
|α|≤n,x∈K

|∂αϕ(x)|

est un espace de Fréchet.
− L’espace D(Ω) :=

{
ϕ ∈ C∞(Ω) /Suppϕ est compact

}
des fonctions indéfiniment

différentiables sur Ω à support compact, muni de la famille de semi-normes

‖ϕ‖n := max
|α|≤n,x∈Ω

|∂αϕ(x)|

est un pré-Fréchet, mais il n’est pas complet. Sa complétion est l’ensemble C∞0 (Ω) des
fonctions C∞ tendant vers 0, ainsi que toutes leurs dérivées, sur le bord de Ω (resp. à l’infini
si Ω n’est pas borné).

Pour compléter D(Ω) on va rendre la topologie plus fine. Cette topologie s’avèrera ne
pas être métrisable mais ce ne sera pas un problème dans la pratique.

B.2.2. Limites inductives.

Définition B.2.7. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et soit
une suite croissante (Ek , Tk)k∈N d’espaces vectoriels topologiques localement convexes telle
que E :=

⋃
k∈N

Ek . On suppose que pour tout k ∈ N, Ek est fermé dans Ek+1 pour la

topologie Tk+1 et que la topologie de Ek est celle induite de celle de Ek+1 sur Ek (en
d’autres termes Tk = Tk+1|Ek ). On associe à chaque topologie Tk une famille de semi-
normes Pk = (pαk )α∈Ak . La topologie T sur E définie par la famille de semi-normes

P :=
{
p semi-norme sur E / p|Ek est continue pour tout k ∈ N

}
,

autrement dit

p ∈ P ⇐⇒ ∀k ∈ N , ∃C > 0 , J ⊂ Ak finie ,

p ≤ C sup
α∈J

pαk surEk , (B.1)

est appelée topologie limite inductive des topologies (Tk)k∈N.

Notons que les injections canoniques

Jk : Ek → E

sont donc continues de (Ek , Tk) vers (E, T ).

Dans tout ce paragraphe on se placera dans le contexte de la Définition B.2.7.
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Remarque. La topologie T limite inductive des topologies (Tk)k∈N est la topologie
d’espace vectoriel topologique localement convexe la plus fine rendant continues les injections
canoniques Jk : Ek → E pour tout k ∈ N. En effet soit T ′ une topologie d’espace vectoriel
topologique localement convexe sur E, qui rend continues ces projections canoniques, et
soit P ′ la famille de semi-normes associée. Comme les injections canoniques sont continues
on a par (B.1) que P ′ ⊂ P, donc T a plus d’ouverts que T ′ et est donc plus fine.

Exemples. Soit Ω un ouvert de Rn. L’espace Cc(Ω) des fonctions continues dans Ω à
support compact, Cmc (Ω) des fonctions de classe Cm dans Ω à support compact, et C∞c (Ω) =

D(Ω) des fonctions de classe C∞ dans Ω à support compact, sont limites inductives des
suites d’espaces CKi (Ω), CmKi (Ω) et C∞Ki = DKi (Ω) respectivement, où (Ki) est une suite
exhaustive de compacts de Ω, munis respectivement des semi-normes p0, pm et (pn)n∈N.
On vérifie facilement que la topologie définie par ces limites inductives ne dépend pas du
choix de la suite de compacts.

Lemme B.2.8. Soit (E, T ) limite inductive d’une suite croissante (Ek , Tk) d’espaces
vectoriels topologiques localement convexes. Soit F un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe et T une application linéaire de E dans F . Alors T est continue si et seulement
si T|Ek est continue (pour Tk) pour tout k .

Démonstration. Si T est continue alors T|Ek l’est aussi comme composée de T et de
l’injection canonique Jk : Ek → E. Inversement supposons que T|Ek est continue pour tout k ,
et soit Q une famille de semi-normes définissant la topologie de F et q ∈ Q. Alors q ◦T est
une semi-norme sur E continue sur chaque Ek et appartient donc à P. Le résultat suit. �

Lemme B.2.9. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et F un
sous-espace vectoriel de E. Si U est un ouvert convexe de F pour la topologie induite par
celle de E, il existe C ouvert convexe de E tel que U = C ∩ F .

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que 0 ∈ U. Par définition il
existe un ouvert V de E tel que U = V ∩F et par locale convexité il existe W ouvert convexe
de E contenant 0 tel que W ⊂ V . On pose alors

C :=
⋃

t∈[0,1]

(
tW + (1− t)U

)
.

Comme pour tout x ∈ U on peut écrire

x = ε2x + (1− ε)(1 + ε)x , avec (1 + ε)x ∈ U et εx ∈ W pour ε assez petit

on a
C =

⋃
t∈]0,1]

(
tW + (1− t)U

)
,

donc C est ouvert, et il est évidemment convexe. On a clairement U ⊂ C ∩ F , et enfin on
a C ∩ F ⊂ U car pour tout t ∈]0, 1](
tW + (1− t)U

)
∩ F = tW ∩ F + (1− t)U ⊂ tV ∩ F + (1− t)U ⊂ tU + (1− t)U ⊂ U

car U est convexe. Le lemme est démontré. �

Proposition B.2.10. Soit (E, T ) limite inductive d’une suite croissante (Ek , Tk) d’es-
paces vectoriels topologiques localement convexes vérifiant les hypothèses de la Défini-
tion B.2.7. On a les propriétés suivantes :

a) Si U est un convexe symétrique de E contenant 0 tel que U ∩ Ek est un ouvert
de Ek pour tout k , alors U est un voisinage ouvert de 0 dans (E, T ).
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b) La topologie T|Ek induite par celle de E sur Ek coïncide avec celle de Ek .

c) Si chaque (Ek , Tk) est séparé, alors (E, T ) l’est aussi.

d) Ek est fermé dans (E, T ) pour tout k .

Démonstration. a) Par définition, pour tout k il existe une boule ouverte Bk pour Pk
centrée en 0 incluse dans U ∩Ek . On rappelle que ‖ · ‖C désigne la jauge d’un convexe C, et
c’est une semi-norme si C est symétrique. Alors ‖·‖

U
∣∣Ek ≤ ‖·‖Bk donc par le Lemme A.2.10

on déduit que ‖·‖U est une semi-norme continue sur (E, T ). Mais l’ensemble
{
x / ‖x‖U < 1

}
est inclus dans U, donc U est un voisinage de 0 dans (E, T ). Montrons maintenant qu’il est
ouvert : soit x ∈ U, et montrons qu’il existe V voisinage de 0 pour E tel que x + V ⊂ U.
On a x ∈ Ek pour un certain k et comme U ∩Ek est un ouvert de Ek , il existe Vk voisinage
ouvert (convexe symétrique) de 0 dans Ek el que x + Vk ⊂ U ∩ Ek . On construit alors une
famille croissante (Vk+`)`≥0 de voisinages ouverts convexes symétriques de 0 dans Ek+` tels
que Vk = Vk+` ∩ Ek et x + Vk+` ⊂ U ∩ Ek+`. On remarque que pour tout m ≤ k , Vk ∩ Em
est un voisinage ouvert de 0 dans Em et donc en prenant V :=

⋃
`≥1

Uk+` on trouve que V

est un voisinage de 0 pour E tel que x + V ⊂ U.

b) On a T|Ek ⊂ Tk car pour tout ouvert U de (E, T ) on a U ∩ Ek = J−1
k (U) ∈ Tk

puisque l’injection canonique Jk est continue.
Inversement soit Uk un ouvert (convexe symétrique contenant 0 sans perte de généralité)

de (Ek , Tk), et montrons qu’il existe un voisinage ouvert non vide U de 0 dans (E, T )

tel que Uk = U ∩ Ek . On construit itérativement, par application du Lemme B.2.9, une
suite croissante de convexes (que l’on peut supposer symétriques) (Uk+`)`≥1 tels que pour
tout ` ≥ 1, Uk+` est ouvert dans Ek+` et Uk = Uk+` ∩ Ek . L’ensemble U :=

⋃
`≥1

Uk+`

contient 0, il est convexe parce que la suite (Uk+`)`≥1 est croissante, il est symétrique, et
on a Uk = U ∩Ek par construction. Donc U est un voisinage ouvert de 0 dans (E, T ) grâce
à a), donc U convient.

c) Soit x 6= 0 un élément de E, montrons qu’il existe U voisinage ouvert de 0 dans T tel
que x /∈ U(il suffit de montrer que le singleton {0} est fermé puisque la diagonale de E×E est
alors fermée comme image réciproque de {0} par l’application (x, y) 7→ x − y). On sait qu’il
existe k ∈ N tel que x ∈ Ek , et un ouvert convexe symétrique Uk contenant 0 tel que x /∈ Uk .
Comme dans le point b) on construit une suite croissante de convexes symétriques (Uk+`)`≥1

tels que Uk+` est ouvert dans Ek+` et Uk = Uk+` ∩ Ek . L’ensemble U :=
⋃
`≥1

Uk+` est un

voisinage ouvert non vide de 0 dans E et on a Uk = U ∩ Ek donc U ne contient pas x .

d) Soit k ∈ N, soit x ∈ E \ Ek , montrons qu’il existe U voisinage ouvert de 0 dans T
tel que (x + U) ∩ Ek = ∅. Soit m > k tel que x ∈ Em. On sait que Ek est fermé dans Em
donc il existe un voisinage de 0 convexe symétrique Um de Tm tel que (x + Um) ∩ Ek = ∅.
On construit comme ci-dessus une suite croissante de convexes symétriques (Um+`)`≥1 tels
que Um+` est ouvert dans Em+` et Um = Um+` ∩Em. Par ailleurs (x + Um+`)∩Ek = ∅ : en
effet si y ∈ (x+Um+`)∩Ek alors y−x ∈ Um+`∩Em = Um ce qui est impossible. L’ensemble U
réunion des (Um+`)`≥1 est un voisinage ouvert de 0 dans (E, T ) tel que (x + U) ∩ Ek = ∅.
Donc Ek est fermé dans (E, T ).

La proposition est démontrée. �
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Théorème B.2.11. Soit (E, T ) limite inductive d’une suite croissante (Ek , Tk) d’espaces
vectoriels topologiques localement convexes séparés. Soit (xn)n∈N une suite de E et x ∈ E.
On a les équivalences

a) (xn) converge vers x dans E ;

b) Il existe un entier k tel que x ∈ Ek et xn ∈ Ek pour tout n ∈ N, et tel que (xn)

converge vers x dans Ek .

Démonstration. a) =⇒ b) : On remarque que l’on peut supposer que la famille (Ek)

est strictement croissante. Supposons que (xn) converge vers x dans E. Montrons qu’il
existe k tel que xn ∈ Ek pour tout n ∈ N. On aura alors x ∈ Ek puisque Ek est fermé par
la Proposition B.2.10 d). Supposons qu’il n’existe pas de tel k . Alors on peut construire des
sous-suites k` et n` telles que pour tout ` ∈ N on ait xn` ∈ Ek`+1

\ Ek` et Ek`+1
strictement

croissante. Pour tout ` ∈ N, comme Ek` est fermé dans E il existe par le le théorème de
Hahn-Banach une forme linéaire T` ∈ E∗ (pour la topologie T ) telle que

T`|Ek`
≡ 0 et T`(xn`) 6= 0 .

Définissons sur E la fonction p par

∀y ∈ E , p(y) :=
∑
`≥0

`
|T`(y)|
|T`(xn`)|

·

Cette somme est finie sur chaque Ek donc p est une semi-norme continue sur chaque Ek
et donc sur E. En particulier la suite (p(xn`))` devrait être bornée puisque (xn`) converge
vers x , alors que par construction

p(xn`) ≥ ` .
On en déduit donc qu’il existe k tel que xn ∈ Ek pour tout n ∈ N, et x ∈ Ek . On donc (xn)

converge vers x pour la topologie T|Ek et donc dans (Ek , Tk) par la Proposition B.2.10 b).

b) =⇒ a) : C’est une conséquence directe de la Proposition B.2.10 b).

Le théorème est démontré. �

Proposition B.2.12. Soit (E, T ) limite inductive d’une suite croissante (Ek , Tk) d’es-
paces vectoriels topologiques localement convexes séparés. Si chaque Ek est complet, alors E
l’est aussi.

Démonstration. Soit (xn) une suite de Cauchy de (E, T ) et commençons par montrer
qu’il existe k ∈ N tel que xn ∈ Ek pour tout n ∈ N. Il suffit de remarquer que pour
tout p ∈ P la suite (p(xn)) est bornée puis procéder par l’absurde exactement comme dans
la démonstration du Théorème B.2.11. Comme T|Ek = Tk on conclut que (xn) est de Cauchy
dans (Ek , Tk) et elle converge donc par complétude de Ek . �

Corollaire B.2.13. L’espace D(Ω) muni de la topologie limite inductive des topologies
de DKi (Ω) avec Ki suite exhaustive de compacts de Ω, est complet.

Proposition B.2.14. Soit (E, T ) limite inductive d’une suite (Ek , Tk) strictement crois-
sante d’espaces de Fréchet. Alors E n’est pas métrisable.

Démonstration. Chaque Ek est fermé dans E, et d’intérieur vide. En effet s’il existait k
tel que Ek est d’intérieur non vide, Ek contiendrait un voisinage de 0 dans E ce qui implique-
rait que Ek = E (car pour tout x ∈ E il existerait λ suffisamment petit tel que λx soit dans
ce voisinage), ce qui est impossible puisque la suite (Ek) est strictement croissante. Mais E
est complet donc s’il était métrisable, par le théorème de Baire on aurait E =

⋃
Ek union

dénombrable de fermés d’intérieur vide, donc serait d’intérieur vide ce qui est absurde. �
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Proposition B.2.15. Soit (E, T ) limite inductive d’une suite croissante (Ek , Tk) d’es-
paces vectoriels topologiques localement convexes et soit T une forme linéaire sur E. Si
chaque Ek est métrisable, alors T est continue si et seulement si elle est séquentiellement
continue.

Démonstration. Si T est séquentiellement continue, alors T|Ek est séquentiellement
continue pour tout k et donc T|Ek est continue pour tout k , ce qui implique le résultat
par le Lemme B.2.8. �

On en déduit la généralisation suivante du théorème de Banach-Steinhaus A.1.13.

Théorème B.2.16. Soit (E, T ) limite inductive d’une suite croissante (Ek , Tk) d’espaces
de Fréchet (de topologie associée à une famille de semi-normes Pk) et F un pré-Fréchet
(de topologie associée à une famille de semi-normes Q). On considère une famille (Tα)α∈A
d’applications linéaires continues de E dans F telles que pour tout x ∈ E, la famille (Tαx)α∈A
est bornée dans F . Alors pour tout q ∈ Q et tout k il existe C > 0, ` ∈ N et p1, . . . , p`
dans Pk tels que

∀x ∈ Ek , ∀α ∈ A , q(Tαx) ≤ C sup
1≤j≤`

pj(x) .

B.3. Distributions

B.3.1. Définition, exemples et premières propriétés. La théorie des distributions a
été formalisée par L. Schwartz dans les années 50, après des idées de Heaviside à la fin du
dix-neuvième siècle, mais aussi Hadamard, Leray, Poincaré et Sobolev au début du vingtième
siècle. Il s’agit de généraliser la notion de fonction et d’étendre la notion de dérivée à toute
fonction localement intégrable.

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, Ω sera un ouvert de Rd . On
munit D(Ω) de la topologie définie au paragraphe précédent (Corollaire B.2.13).

Définition B.3.1. Une distribution T sur Ω est une forme linéaire continue sur D(Ω)

T :
D(Ω) −→ R

ϕ 7−→ 〈T,ϕ〉 .

L’espace des distributions est noté D′(Ω). L’espace D(Ω) est parfois appelé espace de
fonctions test.

La proposition suivante découle directement des propriétés vues dans le paragraphe pré-
cédent.

Proposition B.3.2. On a les équivalences entre

— T est une distribution sur Ω

— pour tout compact K de Ω il existe un entier m et une constante C > 0 tels que
pour tout ϕ ∈ DK(Ω)

|〈T,ϕ〉| ≤ C sup
{
|∂αϕ(x)| , x ∈ K , α ∈ Nd , |α| ≤ m

}
— T est séquentiellement continue sur D(Ω)

— T est séquentiellement continue en 0.
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Remarque. On rappelle que T est séquentiellement continue sur D(Ω) si la propriété
suivante est vérifiée : si ϕn → ϕ dans D(Ω) (c’est-à-dire s’il existe un compact K tel
que pour tout n, ϕn et ϕ sont à support dans K et ∂αϕn converge uniformément dans K
vers ∂αϕ pour tout α ∈ Nd), alors 〈T,ϕn〉 → 〈T,ϕ〉.

Définition B.3.3. Si l’entier m ci-dessus peut être choisi indépendamment de K on dit
que la distribution est d’ordre fini, et la plus petite valeur possible de m est l’ordre de la
distribution.

Exemples. a) Si f ∈ L1
loc(Ω) alors l’application

Tf : ϕ ∈ D(Ω) 7−→
∫
f (x)ϕ(x) dx

est une distribution d’ordre 0 sur Ω. On dit qu’une distribution T est une fonction
s’il existe f dans L1

loc(Ω) telle que T = Tf . Remarquons que la relation d’équiva-
lence "f = g p.p" est exactement la même que la relation d’équivalence "f et g
définissent la même distribution" (voir la Proposition B.2.6). Nous identifierons
donc toujours l’espace L1

loc avec l’espace des distributions qu’il définit et nous
noterons donc f pour la distribution qu’elle définit.

b) Soit a ∈ Ω, on appelle masse de Dirac en a et l’on note δa la distribution d’ordre 0
définie par

〈δa, ϕ〉 := ϕ(a) , ∀ϕ ∈ D(Ω) .

c) La distribution sur R définie par

∀ϕ ∈ D(R) , 〈T,ϕ〉 :=
∞∑
k=1

ϕ(k)(k)

est d’ordre infini.

Théorème B.3.4 (Valeur principale). Soit ϕ ∈ D(R) et ε > 0. L’intégrale∫
|x |≥ε

ϕ(x)
dx

x

possède une limite lorsque ε tend vers zéro. L’application

vp
(1

x

)
: ϕ ∈ D(R) 7−→ lim

ε→0

∫
|x |≥ε

ϕ(x)
dx

x

est une distribution d’ordre 1, appelée valeur principale de
1

x
·

Démonstration. Soit ϕ ∈ D(R) et définissons la fonction continue

g(x) :=
ϕ(x)− ϕ(0)

x
si x 6= 0 , et g(0) := ϕ′(0) .

Soit R > 0 tel que Suppϕ ⊂ [−R,R]. Alors∫
|x |≥ε

ϕ(x)
dx

x
=

∫
ε≤|x |≤R

ϕ(x)
dx

x

donc par imparité∫
|x |≥ε

ϕ(x)
dx

x
=

∫
ε≤|x |≤R

g(x) dx + ϕ(0)

∫
ε≤|x |≤R

dx

x

=

∫
ε≤|x |≤R

g(x) dx −→
∫
|x |≤R

g(x) dx , ε→ 0 ,
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d’où l’existence de la limite. Par ailleurs pour tout x ∈ R on a

|g(x)| ≤ sup
y∈R
|ϕ′(y)|

donc ∣∣∣〈vp(1

x

)
, ϕ
〉∣∣∣ ≤ 2R sup

y
|ϕ′(y)|

donc cette distribution est d’ordre au plus 1. Montrons qu’elle est d’ordre exactement 1.
Par l’absurde sinon on aurait pour tout compact K de R

∃C > 0 , ∀ϕ ∈ DK(R) ,
∣∣∣〈vp(1

x

)
, ϕ
〉∣∣∣ ≤ C sup

y
|ϕ(y)| . (B.2)

Soit alors la suite ϕn(x) de fonctions dans D(R), supportée dans [0, 2] et à valeurs dans [0, 1],
définie par

ϕn(x) = 1 sur
[1

n
, 1
]
, ϕn(x) = 0 sur

]
−∞,

1

2n

]
∪ [2,∞[ .

Alors pour tout 0 < ε ≤
1

2n
on a∫

|x |≥ε

ϕn(x)

x
dx =

∫ 2

1
2n

ϕn(x)

x
dx ≥

∫ 1

1
n

1

x
dx = log(n)

donc ∣∣∣〈vp(1

x

)
, ϕn

〉∣∣∣ ≥ log(n)

ce qui rend impossible l’inégalité (B.2). Le théorème B.3.4 est démontré. �

Définition B.3.5. Soit (Tn)n∈N une suite de distributions dans D′(Ω). On dit que (Tn)

converge vers T dans D′(Ω) si

∀ϕ ∈ D(Ω) , 〈Tn, ϕ〉 → 〈T,ϕ〉 , n →∞ .

Lemme B.3.6. Soit (Tn)n∈N une suite de distributions dans D′(Ω) et (ϕn)n∈N une suite
de fonctions dans D(Ω) telles que

ϕn → ϕ dans D(Ω) , et Tn → T dans D′(Ω) .

Alors
〈Tn, ϕn〉 → 〈T,ϕ〉 .

Démonstration. Soit K un compact de Ω tel que

∀n ∈ N , Suppϕn ⊂ K et Suppϕ ⊂ K ,
et ∂αϕn converge uniformément dans K vers ∂αϕ pour tout α ∈ Nd . On écrit

〈Tn, ϕn〉 − 〈T,ϕ〉 = 〈Tn − T,ϕ〉+ 〈Tn, ϕn − ϕ〉
et on remarque que le premier terme tend vers zéro par hypothèse. Le second tend vers zéro
aussi grâce au théorème de Banach-Steinhaus B.2.16 : en effet comme Tn → T dans D′(Ω)

alors en particulier pour tout compact K′ et toute fonction φ ∈ DK′(Ω)

sup
n∈N

∣∣〈Tn, φ〉∣∣ <∞ .

Le théorème de Banach-Steinhaus B.2.16 implique alors que pour tout compact K′ il existe
une constante C et un entier m tels que pour toute fonction φ ∈ DK′(Ω) on a

sup
n∈N

∣∣〈Tn, φ〉∣∣ ≤ C sup
|α|≤m

sup
x∈K′

∣∣∂αφ∣∣ .
Il suffit d’appliquer ce résultat à K′ := K et φ := ϕn − ϕ pour conclure. �
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Proposition B.3.7. Soit ζε une suite régularisante au sens de la Définition B.2.3. Alors

ζε → δ0 dans D′(Ω) , ε→ 0 .

Démonstration. Soit ϕ ∈ D(Ω) et calculons

Iε :=

∫
ζεϕ(x) dx .

Comme ζε est d’intégrale 1 on a

Iε =

∫
ζε(x)

(
ϕ(x)− ϕ(0)

)
dx + ϕ(0)

et ∣∣∣ ∫ ζε(x)
(
ϕ(x)− ϕ(0)

)
dx
∣∣∣ ≤ Cε sup

x∈Rd
|∇ϕ(x)|

ce qui démontre le résultat. �

Remarque. Dans la démonstration de la Proposition B.3.7 il n’est pas nécessaire que la
fonction ζ définissant la suite régularisante soit à support compact. Par exemple la fonction

ρε : x 7−→
1

εd
ρ
(x
ε

)
, ρ(x) :=

1

(2π)
d
2

e−
|x |2

2

vérifie de même
ρε → δ0 dans D′(Ω) , ε→ 0 . (B.3)

Remarque. Le produit usuel de deux fonctions réelles ne se géneralise pas aux distribu-
tions. Par exemple il est impossible de donner un sens à δ2

a . En effet on peut considérer la
suite de fonctions sur R définie par fn(x) = n sur [0, 1/n] et 0 ailleurs. La suite fn converge
au sens des distributions vers δ0 (voir la démonstration de la Proposition B.3.7), alors que f 2

n

n’a pas de limite.

Définition B.3.8 (Produit C∞×D′). Soit ψ ∈ C∞(Ω) et T ∈ D′(Ω), on appelle produit
de T par ψ et l’on note ψT la distribution définie par

〈ψT,ϕ〉 := 〈T,ψϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Exemple. Pour toute fonction ψ de classe C∞ dans un ouvert de Rd contenant a, on a

ψδa = ψ(a)δa .

B.3.2. Distributions à support compact.

Définition B.3.9. Soit U un ouvert de Ω et soient T1, T2 ∈ D′(Ω). On dit que T1 = T2

sur U si
〈T1, ϕ〉 = 〈T2, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(U) .

Soit a ∈ U. On dit que T1 et T2 sont égales au voisinage de a s’il existe un voisinage ouvert
de a dans Ω sur lequel T1 = T2.

Définition B.3.10 (Support d’une distribution). Soit T ∈ D′(Ω), on appelle support
de T et l’on note SuppT le complémentaire dans Ω du plus grand ouvert sur lequel T est
nulle. On dit que T est à support compact si son support est compact. On note E ′(Ω)

l’ensemble des distributions à support compact sur Ω,

Exemple. On a Supp δa = {a}.

Lemme B.3.11 (Produit D × D′). Soit ψ ∈ D(Ω) et T ∈ D′(Ω), alors ψT est un
élément de E ′(Ω).
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Démonstration. Soit K le support de ψ et montrons que la distribution ψT est à support
dans K. Soit ϕ ∈ D(Ω) à support en dehors de K (au sens où Suppϕ ∩ K = ∅) alors il
suffit de remarquer que par construction ϕψ = 0 et donc

〈ψT,ϕ〉 = 〈T,ψϕ〉 = 0 .

Le lemme est démontré. �

Proposition B.3.12. Les distributions à support compact sont d’ordre fini.

Démonstration. Soit T ∈ E ′(Ω) et soit une fonction ψ ∈ D(Ω) telle que

ψ|SuppT ≡ 1 .

On pose K′ := Suppψ. Soit K un compact inclus dans Ω et une fonction ϕ ∈ DK(Ω). Alors
on écrit

ϕ = ψϕ+ (1− ψ)ϕ

et le support de la fonction (1 − ψ)ϕ est inclus dans le complémentaire du support de T .
On a donc 〈

T, (1− ψ)ϕ
〉

= 0 .

Comme Supp (ψϕ) ⊂ K′ on a donc

|〈T,ϕ〉| = |〈T,ψϕ〉|
≤ CK′ sup

|α|≤mK′
‖∂α(ψϕ)‖L∞

≤ C′K′ sup
|α|≤mK′

‖∂αϕ‖L∞ .

La distribution T est donc d’ordre au plus mK′ . �

Remarque. Si T ∈ D′(Ω) et ϕ ∈ D(Ω) est nulle sur le support de T , on n’a pas
nécessairement 〈T,ϕ〉 = 0. On peut considérer par exemple sur R la distribution définie par

∀ϕ ∈ D(Ω) , 〈T,ϕ〉 := ϕ′(0)

qui est à support réduit au point {0}, et la fonction ϕ(x) := xψ(x) avec ψ ∈ D(] − 2, 2[)

égale à 1 sur [−1, 1]. On a alors ϕ(0) = 0 alors que 〈T,ϕ〉 = 1.

Proposition B.3.13. Soit T ∈ D′(Ω) une distribution d’ordre m et ϕ ∈ D(Ω) nulle sur le
support de T ainsi que ses dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à m. Alors 〈T,ϕ〉 = 0.

Démonstration. Soit K′ un voisinage compact du support de ϕ et soit K := K′∩SuppT .
Soit (ψn)n∈N une suite de fonctions de D(Ω) à valeurs dans [0, 1], nulle si d(x,K) > 3/n

et telle que

ψn(x) = 1 si d(x,K) ≤
1

n
et telle que pour tout α ∈ Nd il existe une constante C telle que∣∣∂αψn(x)

∣∣ ≤ Cn|α| . (B.4)

Par exemple on choisit ρ ∈ D(Rd) positive, à support dans B(0, 1) et d’intégrale 1 et on
pose ψn(x) := 1Kn ? n

dρ(n ·) avec Kn := {x ∈ Ω / d(x,K) ≤ 2/n}.
Le support de la fonction ϕ(1−ψn) est inclus dans K′ et est disjoint de K, donc disjoint

de SuppT . Par définition du support de T on a donc〈
T,ϕ(1− ψn)

〉
= 0

donc
〈T,ϕ〉 = 〈T,ϕψn〉 .
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Mais T est d’ordre m donc il existe M > 0 telle que∣∣∣〈T,ϕψn〉∣∣∣ ≤ M sup
|α|≤m

sup
x∈Ω

∣∣∂α(ϕψn)(x)
∣∣ .

Montrons que pour |α| ≤ m

sup
x∈Ω

∣∣∂α(ϕψn)(x)
∣∣ ≤ Cn|α|−m−1 (B.5)

si n est assez grand, avec C une constante uniforme en n, ce qui démontrera le résultat
souhaité. Notons que si x ∈ Supp (ϕψn) alors soit x ∈ K auquel cas ∂βϕ(x) = 0 pour
tout |β| ≤ m, soit x ∈ Supp (ϕψn) \ K et alors la formule de Taylor (appliquée en un
point a ∈ K tel que d(x,K) = |x − a|) implique que pour tout |β| ≤ m on a∣∣∂βϕ(x)

∣∣ ≤ C |x − a|m+1−|β| ≤ Cn|β|−m−1 .

Alors on écrit la formule de Leibniz

∂α(ϕψn)(x) =
∑
β≤α

Ç
α

β

å
∂α−βψn(x) ∂βϕ(x) ,

et donc si |α| ≤ m et par (B.4) il vient∣∣∣∂α(ϕψn)(x)
∣∣∣ ≤ C ∑

β≤α
n|α|−|β| sup

d(x,K)≤ 3
n

∣∣∂βϕ(x)
∣∣

et donc ∣∣∣∂α(ϕψn)(x)
∣∣∣ ≤ C′∑

β≤α
n|α|−|β|n|β|−m−1 .

On a donc (B.5), et la proposition est démontrée. �

Proposition B.3.14. Soit T ∈ D′(Ω) et ϕ ∈ D(Ω) nulle sur le support de T ainsi que
ses dérivées partielles de tout ordre. Alors 〈T,ϕ〉 = 0.

Démonstration. Soit (Kn)n∈N une suite exhaustive de compacts de Ω et pour tout n ∈ N
soit ψn ∈ D(Ω) égale à 1 au voisinage de Kn. Alors ψnT est une distribution à support com-
pact grâce au Lemme B.3.11. Mais alors ψnT est d’ordre mn fini par la Proposition B.3.12.
Par ailleurs le support de ψnT est inclus dans le support de T . On en déduit que ϕ et toutes
ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre mn sont nulles sur le support de ψnT et donc par la
Proposition B.3.13

∀n ∈ N , 〈ψnT,ϕ〉 = 0 .

Mais il existe n0 tel que le support de ϕ soit inclus dans Kn0 , donc ψn0ϕ = ϕ et alors

〈T,ϕ〉 = 〈T,ψn0ϕ〉 = 〈ψn0T,ϕ〉 = 0 .

La proposition est démontrée. �

Théorème B.3.15. Soit T ∈ E ′(Ω). Pour toute fonction ϕ dans C∞(Ω), la valeur 〈T, χϕ〉
est indépendante du choix de χ ∈ D(Ω) égale à 1 sur un voisinage ouvert de SuppT . On
définit donc

〈T,ϕ〉 := 〈T, χϕ〉

pour toute telle χ.
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Démonstration. Soient χ1 et χ2 deux fonctions de D(Ω) égales à 1 respectivement
sur U1 et U2 deux voisinages ouverts de SuppT . Alors elles sont égales sur U1 ∩ U2 qui est
un voisinage ouvert de SuppT . Soit ϕ ∈ C∞(Ω), alors

Supp
(
(χ1 − χ2)ϕ

)
∩ SuppT = ∅ .

Donc (χ1 − χ2)ϕ est nulle, ainsi que toutes ses dérivées, sur SuppT . D’après la Proposi-
tion B.3.14 on déduit que

〈T, (χ1 − χ2)ϕ〉 = 0 ,

d’où le résultat. �

Corollaire B.3.16 (Dualité E ′(Ω) − C∞(Ω)). On peut identifier E ′(Ω) au dual topolo-
gique de l’espace de Fréchet C∞(Ω).

Démonstration. On rappelle qu’on munit l’espace de Fréchet C∞(Ω) d’une famille de
semi-normes

pj,m(ϕ) := sup
x∈Kj

sup
|α|≤m

|∂αϕ(x)| .

En effet le Théorème B.3.16 montre que toute distribution T dont le support est compact
est la restriction à D(Ω) d’une unique forme linéaire continue S sur C∞(Ω). Inversement
toute restriction à D(Ω) d’une forme linéaire S continue sur C∞(Ω) est une distribution
à support compact : si une distribution T est à support non compact alors il existe une
suite (ϕn) de D(Ω) dont le support est disjoint de B(0, n) et telle que 〈T,ϕn〉 = 1, ce qui
est impossible puisque 〈S,ϕn〉 → 0. �

B.4. Dérivation des distributions

Définition B.4.1. Soit T ∈ D′(Ω) et α ∈ Nd . La dérivée ∂αT d’ordre α de T est la
distribution définie par

∀ϕ ∈ D(Ω) , 〈∂αT,ϕ〉 := (−1)|α|〈T, ∂αϕ〉 .
Remarque. Si T est d’ordre m alors ∂αT est d’ordre au plus m+ |α| mais elle peut être

d’ordre strictement inférieur. Par exemple les distributions xn sont d’ordre 0 pour tout n.

Proposition B.4.2. Soit (Tn)n∈N une suite de distributions dans D′(Ω) convergeant vers
une distribution T dans D′(Ω). Alors pour tout α ∈ Nd , la suite de distributions (∂αTn)n∈N
converge vers ∂αT dans D′(Ω).

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour toute fonction ϕ ∈ D(Ω) on a

〈∂αTn, ϕ〉 = (−1)|α|〈Tn, ∂αϕ〉 −→ (−1)|α|〈T, ∂αϕ〉 = 〈∂αT,ϕ〉 .
La proposition est démontrée. �

Exemples.
a) Soit a ∈ Rd et α ∈ Nd . La distribution ∂αδa est définie par

∀ϕ ∈ D(Ω) , 〈∂αδa, ϕ〉 = (−1)|α|∂αϕ(a) .

Elle est d’ordre |α| et son support est {a}. Pour vérifier que l’ordre est exacte-
ment |α| on peut considérer (avec a = 0 et d = 1 pour simplifier) la suite de
fonctions ϕn(x) := xαψ

(
nx
)
avec ψ ∈ D([−1, 1]) égale à 1 près de 0. On a

〈∂αδ0, ϕn〉 = α !

alors que pour tout β < α

lim
n→∞

sup
x∈[−1,1]

∣∣∂β(xαψ(nx)
))

= 0 .
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b) Sur R on a

xδ′0 = −δ0 .

c) Soit la fonction de Heaviside définie par

H(x) = 0 si x ≤ 0 , H(x) = 1 si x > 0 .

Alors H′ = δ0.

Proposition B.4.3. La distribution vp définie au Théorème B.3.4 est la dérivée de la
fonction x 7−→ log |x | (qui est dans L1

loc(R)).

Démonstration. Soit ϕ ∈ D(R). On a〈
(log | · |)′, ϕ

〉
= −

〈
log | · |, ϕ′

〉
= −

∫
log |x |ϕ′(x) dx .

Mais ∫
log |x |ϕ′(x) dx = lim

ε→0

∫
|x |≥ε

log |x |ϕ′(x) dx ,

et par intégration par parties on a∫
|x |≥ε

log |x |ϕ′(x) dx = −
∫
|x |≥ε

ϕ(x)
dx

x
− log ε

(
ϕ(ε)− ϕ(−ε)

)
.

En passant à la limite ε→ 0, comme ϕ est dérivable en 0 on obtient∫
log |x |ϕ′(x) dx = − lim

ε→0

∫
|x |≥ε

ϕ(x)
dx

x

ce que l’on voulait démontrer. �

On note x+ := max(x, 0). On définit la distribution partie finie pour identifier à des
distributions les fonctions x s+, qui ne sont pas sommables pour s ≤ −1.

Définition B.4.4 (Partie finie). Soit s ∈]− 2,−1[. La partie finie de x s+ est la distribu-
tion pf (x s+), d’ordre 1, définie par

〈pf (x s+), ϕ〉 := lim
ε→0

( ∫
x≥ε

x s ϕ(x) dx +
εs+1

s + 1
ϕ(ε)

)
= −

∫ ∞
0

x s+1

s + 1
ϕ′(x) dx .

On définit de même pour s ∈] − n − 1,−n[ la partie finie de x s+ la distribution pf (x s+),
d’ordre n, définie par

〈pf (x s+), ϕ〉 := (−1)n
∫ ∞

0

x s+n

(s + 1) . . . (s + n)
ϕ(n)(x) dx .

Exercice. On définit sur R la partie finie de x−2 par

pf
( 1

x2

)
:= −vp′

(1

x

)
.

Montrer que

x pf
( 1

x2

)
= vp

(1

x

)
.

Théorème B.4.5. Soit a ∈ Rd . Les distributions sur Rd dont le support est {a} sont
les combinaisons linéaires de dérivées de la masse de Dirac en a.
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Démonstration. Soit T une distribution dont le support est réduit à {a}. On sait d’après
la Proposition B.3.12 que T est d’ordre fini, noté m. D’après la formule de Taylor, pour
toute fonction ϕ ∈ D(Rd) on peut écrire

ϕ(x) =
∑
|α|≤m

(x − a)α

α!
∂αϕ(a) + R(x)

avec pour tout α tel que |α| ≤ m,

∂αR(a) = 0 .

Alors par la Proposition B.3.13 on a

〈T,R〉 = 0 .

En utilisant le Théorème B.3.16 pour donner un sens à 〈T, (x − a)α〉, on a donc

〈T,ϕ〉 =
〈
T,

∑
|α|≤m

(x − a)α

α!
∂αϕ(a)

〉
+ 〈T,R〉

=
∑
|α|≤m

1

α!

〈
T, (x − a)α

〉
∂αϕ(a) .

En d’autres termes on a

T =
∑
|α|≤m

(−1)|α|

α!

〈
T, (x − a)α

〉
∂αδa ,

et le théorème est démontré. �

Lemme B.4.6. Soit T une distribution sur Rd telle que ∂kT ≡ 0 pour k ∈ {1, . . . , d}.
Alors T est une fonction constante.

Démonstration. Soit ψ ∈ D(Rd) d’intégrale 1 et soit λ := 〈T,ψ〉. On va montrer
que 〈T,ϕ〉 = λ pour tout ψ ∈ D(Rd). Alors pour toute fonction ϕ ∈ D(Rd) la fonction

ϕ̃ := ϕ− 〈1, ϕ〉ψ

est d’intégrale nulle. Admettons provisoirement le lemme suivant.

Lemme B.4.7. Soit ϕ ∈ D(Rd) une fonction d’intégrale nulle. Alors il existe d fonc-
tions ϕ1, . . . , ϕd de D(Rd) telles que

ϕ =
d∑
j=1

∂jϕj .

Du lemme ci-dessus on déduit qu’il existe d fonctions ϕ1, . . . , ϕd de D(Rd) telles que

ϕ̃ =
d∑
j=1

∂jϕj .

Alors
〈T − λ,ϕ〉 = 〈T,ϕ〉 − 〈T,ψ〉〈1, ϕ〉 = 〈T, ϕ̃〉

donc

〈T − λ,ϕ〉 =
d∑
j=1

〈T, ∂jϕj〉 = −
d∑
j=1

〈∂jT,ϕj〉 = 0 .

Le Lemme B.4.6 est démontré. �
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Démonstration du Lemme B.4.7. On raisonne par récurrence sur la dimension d . Dans
le cas où d = 1, la fonction

ϕ1(x) :=

∫ x

−∞
ϕ(y) dy

est de classe C∞, à support compact, et elle vérifie ϕ = ϕ′1.
Supposons maintenant le résultat vrai en dimension d−1 et soit ϕ ∈ D(Rd) de moyenne

nulle. Il n’est pas difficile de voir que la fonction

ψ(x1, . . . , xd−1) :=

∫
ϕ(x1, . . . , xd−1, y) dy

est dans D(Rd−1) de moyenne nulle donc par l’hypothèse de récurrence il existe ψ1, . . . , ψd−1

dans D(Rd−1) telles que

ψ =
d−1∑
j=1

∂jψj .

Soit alors ζ ∈ D(R) une fonction d’intégrale 1 et considérons la fonction Φ de D(Rd) définie
par

Φ(x1, . . . , xd) :=

∫ xd

−∞

(
ϕ(x1, . . . , xd−1, y)− ψ(x1, . . . , xd−1)ζ(y)

)
dy .

On a alors

∂dΦ(x1, . . . , xd) = ϕ(x1, . . . , xd−1, xd)− ψ(x1, . . . , xd−1)ζ(xd)

donc

ϕ(x1, . . . , xd) =
d−1∑
j=1

∂j
(
ψj(x1, . . . , xd−1)ζ(xd)

)
+ ∂dΦ(x1, . . . , xd) .

Le lemme est démontré. �

Dans l’énoncé suivant, pour tout y ∈ Rp la notation〈
T,ϕ(·, y)

〉
désigne 〈T,ϕy 〉 où ϕy ∈ D(Ω) est la fonction définie par

ϕy (x) := ϕ(x, y) .

Proposition B.4.8 (Dérivation sous le crochet). Soit Ω un ouvert de Rd , et K un
compact de Ω. Soit T une distribution de D′(Ω) et ϕ une fonction de C∞(Ω × Rp) telle
que pour tout y ∈ Rp, ϕy soit à support dans K. Alors la fonction

F : y 7−→
〈
T,ϕ(·, y)

〉
est de classe C∞ sur Rp et l’on a pour tout α ∈ Np et tout y0 ∈ Rp

∂αy F (y0) =
〈
T, ∂αy ϕ(·, y0)

〉
.

Démonstration. Commençons par remarquer que F est continue sur Rp. En effet si y0

est un élément de Rp et (hn)n∈N est une suite de Rp convergeant vers 0, alors en posant

ϕn(x) := ϕ(·, y0 + hn)− ϕ(·, y0)

on a
F (y0 + hn)− F (y0) = 〈T,ϕn

〉
−→ 0 , n →∞

puisque ϕn converge vers 0 dans D(Ω). Montrons maintenant le résultat pour |α| = 1.
Soit y0 ∈ Rp, nous allons montrer que la différentielle de F en y0 est l’application

h ∈ Rp 7−→
〈
T,∇yϕ(·, y0) · h

〉
.
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Soit donc (hn)n∈N une suite de Rp convergeant vers 0 et montrons que la suite
1

|hn|

(
F (y0 + hn)− F (y0)−

〈
T,∇yϕ(·, y0) · hn

〉)
converge vers 0 quand n tend vers l’infini. Il suffit de remarquer que la suite de fonctions

ϕ1
n(x) :=

1

|hn|
(
ϕn(x)−∇yϕ(x, y0) · hn

)
converge vers la fonction nulle dans D(Ω). On a donc

〈T,ϕ1
n〉 → 0 , n →∞

donc F est différentiable sur Rp et ses dérivées partielles sont

∂yjF (y0) = 〈T, ∂yjϕ(·, y0)〉
pour tout y ∈ Rp. L’argument s’itère par récurrence sur l’ordre de dérivation (en itérant la
formule de Taylor pour obtenir la continuité, puis la différentiabilité à l’ordre suivant). �

Proposition B.4.9 (Intégration sous le crochet). Soit Ω un ouvert de Rd , T une distri-
bution de D′(Ω) et ϕ une fonction de D(Ω× Rp). Alors∫

〈T,ϕ(·, y)〉 dy = 〈T,
∫
ϕ(·, y) dy〉 .

Démonstration. On traite le cas d = p = 1, le cas général s’obtient ensuite par récur-
rence sur p en utilisant le théorème de Fubini. Soit R un réel positif tel que ϕ soit à support
dans [−R,R]2.

Soit ζ une fonction C∞ sur R d’intégrale 1, supportée dans [−R,R], et soit

ψ(x, y) := ϕ(x, y)− ζ(y)

∫
ϕ(x, y ′) dy ′ .

On a
〈T,ψ(·, y)〉 = 〈T,ϕ(·, y)〉 − ζ(y)〈T,

∫
ϕ(·, y) dy〉 ,

donc il s’agit de montrer que ∫
〈T,ψ(·, y)〉 dy = 0 .

La fonction ψ est de classe C∞ sur Ω× R, à support dans [−R,R]2, et∫
ψ(x, y) dy = 0

pour tout x ∈ Ω. On en déduit que la fonction

Φ(x, y) :=

∫ y

−∞
ψ(x, y ′) dy ′

est C∞ sur Ω× R, à support dans [−R,R]2. Par la Proposition B.4.8 on a
d

dy
〈T,Φ(·, y)〉 = 〈T, ∂yΦ(·, y)〉 = 〈T,ψ(·, y)〉

d’où l’on déduit que l’application

y 7−→ 〈T,Φ(·, y)〉 −
∫ y

−∞
〈T,ψ(·, y ′)〉 dy ′

est constante. Mais y 7−→ 〈T,Φ(·, y)〉 et y 7−→
∫ y

−∞
〈T,ψ(·, y ′)〉 dy ′ sont identiquement

nulles pour y < −R, donc ces deux fonctions sont égales. En particulier∫
〈T,ψ(·, y)〉 dy = 0 ,
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ce que l’on voulait démontrer. �

La proposition suivante s’obtient en appliquant les règles de calcul différentiel usuel, par
dualité.

Proposition B.4.10. Soient Ω et Ω′ deux ouverts de Rd et soit T une distribution
dans D′(Ω). Alors pour toute fonction f de C∞(Ω) on a

∀α ∈ Nd , ∂α(f T ) =
∑
β≤α

Ç
α

β

å
∂α−βf ∂βT .

Pour tout difféomorphisme φ ∈ C∞(Ω′,Ω) on définit

∀ϕ ∈ D(Ω) , 〈T ◦ φ,ϕ〉 :=
〈
T,ϕ ◦ φ−1

∣∣detDφ(φ−1)
∣∣−1
〉
,

où Dφ(x) est la matrice jacobienne de φ au point x ∈ Ω′. On a T ◦ φ ∈ D′(Ω′) et

∂j(T ◦ φ) =
d∑
k=1

(∂jφk)(∂kT ◦ φ) .

B.5. Autres exemples de distributions

B.5.1. Mesures de Radon.

Définition B.5.1. Une distribution T ∈ D′(Ω) est dite positive si pour toute fonction ϕ
dans D(Ω) on a

ϕ ≥ 0 dans Ω =⇒ 〈T,ϕ〉 ≥ 0 .

Théorème B.5.2 (Ordre des distributions positives). Si T est une distribution positive
sur Ω alors T est d’ordre 0.

Démonstration. Soit K un compact de Ω et soit ψ une fonction de D(Ω) à valeurs
dans [0, 1] et égale à 1 sur K. Pour toute fonction ϕ ∈ DK(Ω) on a

∀x ∈ Ω , − sup
y∈K
|ϕ(y)|ψ(x) ≤ ϕ(x) ≤ sup

y∈K
|ϕ(y)|ψ(x) .

Comme T est positive on en déduit que∣∣〈T,ϕ〉∣∣ ≤ 〈T,ψ〉 sup
x∈K
|ϕ(x)| ,

et on a le résultat cherché. �

Définition B.5.3. Soient Ω un ouvert de Rd et K un compact de Ω. On note M(K)

(resp.Mloc(Ω)) l’ensemble des formes linéaires continues sur C(K) (resp. Cc(Ω) muni de
sa topologie inductive). L’espace Mloc(Ω) est appelé espace des mesures de Radon. Une
forme linéaire T sur Cc(Ω) est donc une mesure de Radon si et seulement si pour tout K
compact de Ω, il existe une constante C telle que pour toute fonction ϕ ∈ CK(Ω)∣∣〈T,ϕ〉∣∣ ≤ C sup

x∈K
|ϕ(x)| .

On rappelle qu’une mesure borélienne sur un compact K de Rd est une fonction posi-
tive, σ-additive sur la tribu borélienne de K. On admet le théorème suivant.
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Théorème B.5.4 (Riesz(-Radon-Markov) (∼ 1913)). Soit µ une mesure borélienne
localement finie sur Ω ouvert de Rd . On définit la mesure de Radon positive Tµ sur Cc(Ω)

par

〈Tµ, f 〉 :=

∫
Ω
f dµ , ∀f ∈ Cc(Ω) .

Alors pour toute mesure de Radon positive T sur Cc(Ω) il existe une unique mesure borélienne
localement finie µ sur Ω telle que T = Tµ.

Théorème B.5.5. Si T est une distribution positive sur Ω alors T est une mesure de
Radon positive.

Démonstration. Vérifions que T se prolonge de manière unique en une forme linéaire
positive continue sur Cc(Ω). Le Théorème B.5.2 implique que pour tout compact K il existe
une constante C telle que pour toute fonction ϕ ∈ D(Ω) supportée dans K on a∣∣〈T,ϕ〉∣∣ ≤ C sup

x∈K
|ϕ(x)| .

On conclut alors par densité : si g ∈ Cc(Ω) est à support dans un compact K de Ω on
considère une suite (gn) dans D(Ω), supportée dans K et qui converge uniformément vers g.
La suite (〈T, gn〉)n∈N est de Cauchy et l’on définit un prolongement de T à Cc(Ω) par la
distribution

〈T , g〉 := lim
n→∞
〈T, gn〉 .

La positivité de T se vérifie facilement, il reste à vérifier que le prolongement est unique.
Soit S une forme linéaire positive sur Cc(Ω) (qui est donc une forme linéaire continue pour
la convergence uniforme par les mêmes arguments que ci-dessus pour le théorème B.5.2)
qui coïncide avec T sur D(Ω). Alors S et T coïncident sur DK(Ω) pour tout compact K
puisque S et T coïncident avec T sur tout compact : on conclut par densité de DKj (Ω)

dans Cc(Ω) pour (Kj)j∈N suite exhaustive de compacts. �

B.5.2. Mesure de surface et distributions de simple couche. Dans ce paragraphe
nous donnons quelques exemples de mesures de surface, sans donner tous les détails des
calculs qui relèvent de la géométrie différentielle. Pour x ∈ Rd on notera souvent x ′ =

(x1, . . . , xd−1) la projection de x sur Rd−1. On rappelle qu’un graphe (de dimension d −1 et
de classe C1) est un sous-ensemble Γ de Rd−1 tel que dans une certaine base (e1, . . . , ed)

et pour un certain ouvert Ω′ de Rd−1, on ait

Γ =
{ d−1∑
j=1

xjej + f (x ′)ed , x
′ = (x1, . . . , xd−1) ∈ Ω′

}
,

avec f ∈ C1(Ω′;R). On admet que si Γ est défini par (ej),Ω′, f (on dit que (ej),Ω′, f

est une présentation de Γ), si a ∈ Γ et H est l’hyperplan tangent en a alors pour toute
base (e1, . . . , ed) telle que ed n’est pas parallèle à H, il existe un voisinage V de a dans Rd , un
voisinage Ω

′
de a′ dans Rd−1 (où a1, . . . , ad sont les coordonnées de a dans la base (e1, . . . , ed))

et une application ψ de classe C1 de Ω
′
dans R tel que Γ ∩ V soit un graphe, de présenta-

tion (e j),Ω
′
, ψ.

Une hypersurface (de classe C1) de Rd est un sous-ensemble Σ de Rd tel que pour
tout a ∈ Σ, il existe un voisinage ouvert ω de a dans Rd tel que Σ ∩ ω soit un graphe. En
notant x ′ = (x1, . . . , xd−1), on définit l’élément de surface sur Σ en

(
x ′, f (x ′)

)
par

dσ :=
»

1 + |∇f (x ′)|2 dx ′ . (B.6)
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Etant donnée une fonction γ ∈ C(Σ), la forme linéaire

D(Rd) −→ R

ϕ 7−→
∫

Σ
ϕγ dσ

est une distribution d’ordre 0. On l’appelle distribution de simple couche de densité γ por-
tée par Σ. Dans le cas particulier où γ = 1, on appelle la distribution de simple couche
correspondante la mesure de surface portée par Σ. On la note parfois σ.

Enfin donnons la définition d’un ouvert Ω ⊂ Rd à bord de classe Cr , avec r ≥ 1 : on
suppose que sa frontière ∂Ω est une hypersurface de Rd de classe Cr , et localement Ω est
d’un seul côté de sa frontière au sens où pour tout x0 ∈ ∂Ω il existe un ouvert ω contenant x0

et une fonction ρ ∈ Cr (ω) dont le gradient ne s’annule pas dans ω, tels que

∂Ω ∩ ω =
{
x ∈ ω / ρ(x) = 0

}
et Ω ∩ ω =

{
x ∈ ω / ρ(x) < 0

}
.

Le vecteur unitaire normal en tout point y ∈ ∂Ω pointant vers l’extérieur de Ω est donné
par (on admet que cela ne dépend pas du choix de la fonction ρ ni de ω)

ν(y) :=
∇ρ(y)

|∇ρ(y)| , y ∈ ∂Ω ∩ ω .

Notons que des résultats globaux peuvent être obtenus en recollant les résultats locaux grâce
à des partitions de l’unité.

B.5.3. Formule des sauts. Le résultat suivant est une généralisation de la formule de
Green-Riemann en dimension quelconque.

Théorème B.5.6 (formule de Green (∼ 1830)). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert à bord de
classe C1 et soit V un champ de vecteurs de classe C1 à support compact sur Ω. Alors∫

Ω
div V dx =

∫
∂Ω
V · ν dσ

où ν est le vecteur unitaire normal au point x de ∂Ω pointant vers l’extérieur de Ω et où dσ
est l’élément de surface sur ∂Ω.

Ce théorème s’interprète au sens des distributions de la manière suivante.

Théorème B.5.7 (formule de Green dans D′(Rd)). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert à bord de
classe C2. Alors pour tout j ∈ {1, . . . , d} on a

∂j(1Ω) = −νj σ ,

où ν est le vecteur unitaire normal au point x de ∂Ω pointant vers l’extérieur de Ω et
où σ ∈ D′(Rd) est la distribution de simple couche portée par ∂Ω.

Remarque. En fait le vecteur ν n’est pas une fonction régulière donc il faudrait géné-
raliser la notion de produit d’une fonction f et d’une distribution T pour donner un sens
à νjσ. On remarque tout d’abord qu’il suffit que la fonction f soit bien définie au voisinage
du support de T , ce qui est le cas ici (voir le lemme suivant) ; par ailleurs soit on suppose
que le bord est de classe C∞, soit on généralise le produit en remarquant qu’il suffit que f
soit de classe Ck si T est d’ordre k . Nous ne détaillerons pas ce point ici.

Avant de démontrer le Théorème B.5.7, montrons deux lemmes préparatoires.

Lemme B.5.8. Soit Ω ⊂ Rd un ouvert à bord de classe C1, alors pour tout 1 ≤ j ≤ d ,
le support de la distribution ∂j(1Ω) est inclus dans ∂Ω.
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Démonstration. Soit x0 ∈ Rd \ ∂Ω. Il existe δ > 0 tel que

B∞(x0, δ) := {x ∈ Rd , max
1≤j≤d

|xj − x0,j | < δ}

soit inclus dans Rd \ ∂Ω. Soit alors ϕ ∈ D(Rd) supportée dans B∞(x0, δ), on a

〈∂j(1Ω), ϕ〉 = −
∫

Ω
∂jϕ(x) dx .

D’une part si x0 /∈ Ω alors B∞(x0, δ) ∩ Ω = ∅ donc cette intégrale est nulle. D’autre part
si x0 ∈ Ω alors B∞(x0, δ) ⊂ Ω et en notant x ′ := (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xd), on a par le
théorème de Fubini

〈∂j(1Ω), ϕ〉 = −
∫
. . .

∫ ( ∫ x0,j+δ

x0,j−δ
∂jϕ(x) dxj

)
dx ′ = 0 .

On a donc x0 /∈ Supp ∂j(1Ω) et le résultat suit. �

Lemme B.5.9. Soit Ω ⊂ Rd un ouvert à bord de classe C2, et soit ν le vecteur unitaire
normal de ∂Ω pointant vers l’extérieur de Ω. Alors la mesure de surface (B.6) sur ∂Ω est la
distribution

σ = −ν · ∇1Ω .

Démonstration. On démontre le résultat en dimension 2 pour simplifier, avec le bord
de Ω défini par le graphe x2 = f (x1) avec f de classe C2 sur R, et on a donc

Ω =
{
x ∈ R2 / ρ(x) := x2 − f (x1) < 0

}
.

On note que

∇ρ(x) =

Ç
−f ′(x1)

1

å
.

Soit ϕ ∈ D(R2), montrons que

〈−ν · ∇1Ω, ϕ〉 =

∫
ϕ(x1, f (x1))

»
f ′(x1)2 + 1 dx1 .

On a

I := 〈−ν · ∇1Ω, ϕ〉 =
2∑
j=1

∫
Ω
∂j

( ∂jρ(x)

|∇ρ(x)|ϕ(x)
)
dx .

On peut supposer que ϕ est nulle à l’exterieur d’un petit voisinage de ∂Ω et en no-
tant Suppϕ ⊂ [−R,R]2 on peut écrire

I = I1 + I2

avec

I1 :=

∫ R

−R

∫ f (x1)

−R
∂1

( ∂1ρ(x)

|∇ρ(x)|ϕ(x)
)
dx2dx1 et I2 :=

∫ R

−R

∫ f (x1)

−R
∂2

( ∂2ρ(x)

|∇ρ(x)|ϕ(x)
)
dx2dx1 .

D’une part on a

I2 =

∫ R

−R

ϕ(x1, f (x1))

|∇ρ(x1, f (x1))| dx1 .

Par ailleurs on peut écrire

I1 =

∫ R

−R
∂1

( ∫ f (x1)

−R

∂1ρ(x1, x2)

|∇ρ(x1, x2)|ϕ(x1, x2) dx2

)
dx1−

∫ R

−R
f ′(x1)

∂1ρ(x1, f (x1))

|∇ρ(x1, f (x1))|ϕ(x1, f (x1)) dx1 .



62 B. DISTRIBUTIONS

La première intégrale est nulle, et donc

I = −
∫ R

−R
f ′(x1)

∂1ρ(x1, f (x1))

|∇ρ(x1, f (x1))|ϕ(x1, f (x1)) dx1 +

∫ R

−R

ϕ(x1, f (x1))

|∇ρ(x1, f (x1))| dx1

=

∫ R

−R

f ′(x1)2 + 1

|∇ρ(x1, f (x1))|ϕ(x1, f (x1)) dx1

=

∫ R

−R
ϕ(x1, f (x1))

»
f ′(x1)2 + 1 dx1 .

Le lemme est démontré. �

Démonstration du Théorème B.5.7. Soit χ ∈ C∞(Rd) à valeurs dans [0, 1], égale à 1
si x ≤ −1 et nulle si x ≥ 0. Soit ρ une fonction définissant le bord de Ω. On pose pour
tout R > 0

χR(x) := χ
(
Rρ(x)

)
.

Le théorème de convergence dominée implique que

χR −→ 1Ω dans D′(Rd) , R→∞ .

On a alors grâce au Lemme B.5.9

−νj ν · ∇χR −→ νjσ dans D′(Rd) , R→∞ .

Il reste donc à montrer que

νj ν · ∇χR −→ ∂j1Ω dans D′(Rd) , R→∞ .

Soit ϕ ∈ D(Rd), supportée près de ∂Ω, on a

〈νj ν · ∇χR, ϕ〉 = R

∫
χ′
(
Rρ(x)

)
ν(x) · ∇ρ(x)νj(x)ϕ(x) dx .

Mais
ν(x) · ∇ρ(x) = |∇ρ(x)|

donc

〈νj ν · ∇χR, ϕ〉 = R

∫
χ′
(
Rρ(x)

)
∂jρ(x)ϕ(x) dx

et donc

〈νj ν · ∇χR, ϕ〉 =

∫
∂j
(
χR(x)

)
ϕ(x) dx = 〈∂jχR, ϕ〉

et le résultat suit en prenant la limite R→∞. �

Exercice. Soit f de classe C1 par morceaux sur l’intervalle ]a, b[. On note par (ai)0≤i≤N
l’ensemble des points de [a, b] (avec a0 = a et an = b) tels que dans chacun des inter-
valles ]ai , ai+1[, la fonction f est de classe C1, et f et f ′ se prolongent continûment dans
les intervalles ]a0, a1], . . . , [ai , ai+1], . . . , [aN−1, aN [. On note f (a±i ) les limites à droite et à
gauche de f au point ai . On a alors

f ′ = {f ′}+
N−1∑
i=1

[f (a+
i )− f (a−i )]δai

où {f ′} est la fonction continue par morceaux dérivée usuelle en dehors des points ai .

On en déduit facilement la formule des sauts suivante.

Théorème B.5.10 (formule des sauts dans Rd). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert à bord de
classe C2 et f une fonction définie sur Rd , de classe C1 sur Rd \ ∂Ω, telle que
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a) la restriction de f à Ω se prolonge en une fonction de classe C1 sur un voisinage
ouvert de Ω

b) la restriction de f à Rd \Ω se prolonge en une fonction de classe C1 sur un voisinage
ouvert de Rd \Ω.

Alors la fonction f est localement intégrable sur Rd et on a dans D′(Rd),

∂xj f = {∂xj f }+ [f ]∂Ω νjσ , ∀1 ≤ j ≤ d

où {∂xj f } est la fonction continue par morceaux sur Rd définie par {∂xj f }(x) = ∂xj f (x) pour
tout x ∈ Rd \ ∂Ω et [f ]∂Ω est le saut de f à travers l’hypersurface ∂Ω dans la direction ν :

[f ]∂Ω(x) = lim
t→0+

(
f (x + tν(x))− f (x − tν(x))

)
, x ∈ ∂Ω .

En d’autres termes en notant Tf la distribution représentée par f on a

∂jTf = T∂j f + [f ]∂Ω νjσ .

Démonstration. On pose

f ±(x) := lim
t→0+

f (x ± ν(x)) .

Soit ϕ ∈ D(Rd). La formule de Green implique que

−
∫

Ω
f (x)∂jϕ(x) dx = −

∫
Ω
∂j(f ϕ)(x) dx +

∫
Ω
∂j f (x)ϕ(x) dx

= −
∫
∂Ω
f −(x)ϕ(x)νj(x) dσ(x) +

∫
Ω
∂j f (x)ϕ(x) dx

et

−
∫
Rd\Ω

f (x)∂jϕ(x) dx = −
∫
Rd\Ω

∂j(f ϕ)(x) dx +

∫
Rd\Ω

∂j f (x)ϕ(x) dx

=

∫
∂Ω
f +(x)ϕ(x)νj(x) dσ(x) +

∫
Rd\Ω

∂j f (x)ϕ(x) dx

et donc

−
∫
Rd
f (x)∂jϕ(x) dx =

∫
∂Ω

(f + − f −)(x)ϕ(x)νj(x) dσ(x) +

∫
Rd
∂j f (x)ϕ(x) dx

et le résultat suit. �

B.6. Produit de convolution

Définition B.6.1 (Produit de convolution D′ ?D). Pour toute distribution T ∈ D′(Rd)

et toute fonction ϕ ∈ D(Rd) on définit pour tout x ∈ Rd

T ? ϕ(x) := 〈T,ϕ(x − ·)〉 = 〈T, (τx)∗ ϕ̌〉 ,

où ϕ̌(x) := ϕ(−x), τx est la translation de vecteur x : τx(y) := y + x et

(τx)∗ f (y) := f ◦ τ−x = f (y − x) .

Exercice. Pour toute distribution T ∈ D′(Rd) et toute fonction ϕ ∈ D(Rd) on a

Supp (T ? ϕ) ⊂ Supp (T ) + Supp (ϕ) .

Exemple. Pour toute fonction ϕ ∈ D(Rd) et tout a ∈ Rd on a

δa ? ϕ(x) = ϕ(x − a) .
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Proposition B.6.2. Pour toute distribution T ∈ D′(Rd) et toute fonction ϕ ∈ D(Rd),
le produit de convolution T ? ϕ est de classe C∞ sur Rd , et on a

∂α(T ? ϕ) = (∂αT ) ? ϕ = T ? (∂αϕ) .

En particulier si T ∈ E ′(Rd) alors T ? ϕ ∈ D(Rd).

Démonstration. On a d’une part

(∂αT ) ? ϕ(x) = 〈∂αT,ϕ(x − ·)〉

= (−1)|α|〈T, ∂α
(
ϕ(x − ·)

)
〉

= 〈T, (∂αϕ)(x − ·)〉
= T ? ∂αϕ .

D’autre part soit a ∈ Rd et montrons que T ?ϕ est de classe C∞ sur B(a, 1). Soit χ ∈ D(Rd)

telle que χ ≡ 1 sur B(a, 1). Alors la fonction

(x, y) 7−→ χ(x)ϕ(x − y)

est dans D(Rd) et à support dans Suppχ×(Suppχ+Suppϕ). D’après la Proposition B.4.8
la fonction

F : x 7−→ 〈T, χ(x)ϕ(x − ·)〉
est de classe C∞ sur Rd et

∂α
〈
T,χ(x)ϕ(x − ·)

〉
=
〈
T, ∂α

(
χ(x)ϕ(x − ·)

)〉
.

Comme la fonction F coïncide avec T ?ϕ sur B(a, 1), on en déduit que T ?ϕ est de classe C∞

sur B(a, 1) et
T ? ∂αϕ = ∂α(T ? ϕ)

sur B(a, 1). La conclusion vient du fait que ce résultat est vrai pour tout a ∈ Rd . �

Remarque. Le même argument permet de définir le produit de convolution d’une dis-
tribution S ∈ E ′(Rd) par une fonction ϕ ∈ C∞(Rd), et on a S ? ϕ ∈ C∞(Rd).

Théorème B.6.3. Soit T une distribution de D′(Rd) et (ζε)ε∈(0,1) une suite régulari-
sante. Soit Tε := T ? ζε. Alors pour tout ε > 0 on a Tε ∈ C∞(Rd) et

Tε −→ T dans D′(Rd) , ε→ 0 .

Démonstration. D’après la Proposition B.6.2 on sait que Tε ∈ C∞(Rd). Par ailleurs
grâce à la Proposition B.4.9 on a pour toute fonction ϕ ∈ D(Rd)

〈Tε, ϕ〉 =

∫
Tε(x)ϕ(x) dx

=

∫ 〈
T, ζε(x − ·)ϕ(x)

〉
dx

=
〈
T,

∫
ζε(x − ·)ϕ(x) dx

〉
.

Mais ∫
ζε(x − y)ϕ(x) dx = ζ̌ε ? ϕ(y)

donc
〈Tε, ϕ〉 = 〈T, ζ̌ε ? ϕ〉 .

Par ailleurs si R est tel que Supp ζ ⊂ B(0, R), alors pour ε ∈ (0, 1) on a

Supp (ζ̌ε ? ϕ) ⊂ K :=
{
y ∈ Rd / dist (y ,Suppϕ) ≤ R

}
.
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Comme par ailleurs
∂α(ζ̌ε ? ϕ) = ζ̌ε ? ∂

αϕ

d’après le Théorème B.2.4 on a

∂α(ζ̌ε ? ϕ) −→ ∂αϕ

uniformément sur K lorsque ε → 0. Par continuité séquentielle des distributions (Proposi-
tion B.3.2) on a donc pour toute suite εn → 0

〈Tεn , ϕ〉 = 〈T, ζ̌εn ? ϕ〉 −→ 〈T,ϕ〉 , n →∞
donc Tεn −→ T dans D′(Rd). Le théorème est démontré. �

Définition B.6.4 (Produit de convolution D′ ? E ′). Soit T ∈ D′(Rd) et S ∈ E ′(Rd). On
définit le produit de convolution T ? S par la distribution

〈T ? S,ϕ〉 := 〈T, Š ? ϕ〉 ,
pour tout ϕ ∈ D(Rd), où la distribution Š est définie par

〈Š, ψ〉 := 〈S, ψ̌〉 , ψ̌(x) := ψ(−x) .

Exemple. Pour toute distribution T ∈ D′(Rd) et tout a ∈ Rd on a

T ? δa = T ◦ τ−a .

Théorème B.6.5. Soient T ∈ D′(Rd) et S ∈ E ′(Rd). Alors pour tout α ∈ Nd on a

∂α(T ? S) = (∂αT ) ? S = T ? (∂αS) .

Démonstration. Soit ϕ ∈ D(Rd), alors

〈∂α(T ? S), ϕ〉 = (−1)|α|〈T ? S, ∂αϕ〉

= (−1)|α|〈T, Š ? ∂αϕ〉

= (−1)|α|
〈
T, ∂α(Š ? ϕ)

〉
= 〈∂αT, Š ? ϕ〉
=
〈
(∂αT ) ? S, ϕ

〉
,

donc
∂α(T ? S) = (∂αT ) ? S .

Par ailleurs on a
(−1)|α|

〈
T, ∂α(Š ? ϕ)

〉
= (−1)|α|

〈
T, (∂αŠ) ? ϕ

〉
=
〈
T, (∂αS)ˇ? ϕ

〉
,

donc
∂α(T ? S) = T ? (∂αS) .

Le théorème est démontré. �

Exemple. On a T ? ∂αδ0 = ∂αT.

Exercice. Soit T ∈ D′(Rd) et S ∈ E ′(Rd). Alors

Supp (T ? S) ⊂ Supp (T ) + Supp (S) .

Proposition B.6.6. Soit ϕ ∈ D(Rd) et (Tn)n∈N une suite de D′(Rd) convergeant au
sens des distributions vers T ∈ D′(Rd). Alors pour tout α ∈ Nd ,

∂α(Tn ? ϕ) −→ ∂α(T ? ϕ)

uniformément sur tout compact de Rd lorsque n tend vers l’infini.
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Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que T = 0 et que |α| = 0.
On a donc pour tout x ∈ Rd ,

Tn ? ϕ(x) =
〈
Tn, ϕ(x − ·)

〉
−→ 0 , n →∞ . (B.7)

Soit R > 0 fixé et montrons que

lim
n→∞

sup
|x |≤R

|(Tn ? ϕ)(x)| = 0 . (B.8)

Par l’absurde, sinon il existerait ε > 0 et (xn) une suite de B(0, R) telle que pour tout n ∈ N,
|Tn ? ϕ(xn)| > ε .

Par compacité de B(0, R) quitte à extraire une sous-suite la suite (xn) converge vers une
limite x dans B(0, R). Soit le compact K := suppϕ + B(0, R). Alors par le théorème de
Banach-Steinhaus il existe p ∈ N et C > 0 tels que pour toute fonction ψ ∈ D(Rd) à
support dans K,

sup
|x |≤R

|Tn ? ψ(x)| = sup
|x |≤R

|〈Tn, ψ(x − ·)〉|

≤ C max
|α|≤p

sup
y∈K
|∂αψ(y)| .

(B.9)

On écrit alors
|Tn ? ϕ(x)| ≥ |Tn ? ϕ(xn)| −

∣∣Tn ? ϕ(xn)− Tn ? ϕ(x)
∣∣

≥ ε− d |xn − x | max
1≤j≤d

sup
|x |≤R

|Tn ? ∂jϕ(x)|

par l’inégalité des accroissements finis, donc par (B.9) il vient

|Tn ? ϕ(x)| ≥ ε− Cd |xn − x | max
1≤j≤d

max
|α|≤p

sup
y∈K
|∂α∂jϕ(y)|

≥ ε− C′|xn − x | ≥
ε

2
·

Ceci est en contradiction avec (B.7), et on en conclut que (B.8) est vraie. D’où le résultat.
�

Proposition B.6.7. Soit T ∈ D′(Rd) et S ∈ E ′(Rd). Alors pour tout ϕ ∈ D(Rd),

〈T, Š ? ϕ〉 = 〈S, Ť ? ϕ〉
et donc si on définit S ? T par

∀ϕ ∈ D(Rd) , 〈S ? T,ϕ〉 = 〈S, Ť ? ϕ〉 ,
on a T ? S = S ? T .

Démonstration. Soit ζε une suite régularisante et soit

Sε := S ? ζε .

Alors Sε est de classe C∞ sur Rd et à support dans SuppS +B(0, ε), qui est compact. On
écrit alors

〈Sε, Ť ? ϕ〉 =

∫
Sε(x)〈Ť , ϕ(x − ·)〉 dx

=

∫
Sε(x)〈T,ϕ(x + ·)〉 dx

= 〈T,
∫
Sε(x)ϕ(x + ·) dx〉

= 〈T,
∫
Sε(−x)ϕ(−x + ·) dx〉

= 〈T, Šε ? ϕ〉 .
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Il reste à passer à la limite en ε. On sait que Sε converge vers S dans D′(Rd), et que le
support de Sε est inclus dans un compact fixe, par exemple SuppS + B(0, 1). Si χ est une
fonction de D(Rd) égale à 1 sur un voisinage ouvert de SuppS + B(0, 1) alors

〈Sε, Ť ? ϕ〉 = 〈Sε, χ(Ť ? ϕ)〉 −→ 〈S,χ(Ť ? ϕ)〉 = 〈S, Ť ? ϕ〉 .

Par ailleurs le support de Šε ?ϕ est inclus dans le compact K := Suppϕ+SuppS+B(0, 1)

et pour tout α ∈ Nd on a grâce à la Proposition B.6.6

∂α(Šε ? ϕ) = Šε ? (∂αϕ) −→ Š ? (∂αϕ) = ∂α(Š ? ϕ) ,

uniformément sur K. On en déduit que

〈T, Šε ? ϕ〉 −→ 〈T, Š ? ϕ〉

et la proposition suit. �

Exercice. Si T1, T2, T3 sont trois distributions dont au moins deux sont à support com-
pact, alors

T1 ? (T2 ? T3) = (T1 ? T2) ? T3 .

Remarque. Dans l’exercice ci-dessus, il faut prendre garde au fait que le résultat d’as-
sociativité énoncé peut être faux si une seule des distributions est à support compact. Par
exemple si H est la fonction d’Heaviside

H(x) = 1x≥0

alors (voir l’exercice page 54 pour la dérivée de H au sens des distributions)

(1 ? δ′0) ? H = 1′ ? H = 0 mais 1 ? (δ′0 ? H) = 1 ? H′ = 1 ? δ0 = 1 .

B.7. L’espace de Schwartz et les distributions tempérées

Définition B.7.1 (Espace de Schwartz). On note S(Rd) l’espace (de Schwartz) des
fonctions de C∞(Rd), à décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées : une fonction ϕ
de classe C∞(Rd) appartient à S(Rd) si pour tous les entiers m ∈ N, et tous les multi-
indices α ∈ Nd ,

sup
x∈Rd

∣∣〈x〉m∂αϕ(x)
∣∣ <∞ ,

avec 〈x〉 :=
√

1 + |x |2.

Notons que cet ensemble est stable par dérivation, et par multiplication par un polynôme.

Exemples. On a bien sûr D(Rd) ⊂ S(Rd). Par ailleurs toutes les fonctions de la forme

P (x)e−a|x |
2

avec a > 0 et P polynôme, sont dans S(Rd).

L’espace S(Rd) peut être muni d’une topologie en considérant la famille dénombrable
suivante de semi-normes : pour tous les entiers m, j ∈ N et toute fonction ϕ ∈ S(Rd) on
pose

pm,j(ϕ) :=
∑
|α|≤j

sup
x∈Rd

∣∣〈x〉m∂αϕ(x)
∣∣ . (B.10)

Muni de cette famille, l’espace de Schwartz est un espace de Fréchet (la complétude se vérifie
facilement puisque toute suite de Cauchy (fn)n∈Nd de S(Rd) est telle que ∂αfn converge
uniformément pour tout α ∈ Nd vers une limite gα et on identifie facilement que gα = ∂αg0).

Proposition B.7.2. L’espace D(Rd) est dense dans l’espace S(Rd).
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Démonstration. Soit χ ∈ D(Rd), à support dans B(0, 2), à valeurs dans [0, 1], égale à 1
sur B(0, 1). Pour tout n ≥ 1 posons

χn(x) := χ
(x
n

)
·

Soit ϕ ∈ S(Rd) et posons
ϕn := χnϕ .

Alors ϕn ∈ D(Rd) est à support dans B(0, 2n) et grâce à la formule de Leibniz on montre
facilement que, avec la notation (B.10),∣∣〈x〉m∂α(ϕ− ϕn)(x)

∣∣ ≤ ∣∣〈x〉m(1− χn(x)
)
∂αϕ(x)

∣∣+
C

n
pm,j(ϕ) ,

avec
C := 2j max

0<|β|≤j
sup
x∈Rd

|∂βχ(x)|

et j est tel que |α| ≤ j . Comme par ailleurs

1− χ(y) = 0 si |y | ≤ 1 et 0 ≤ 1− χ(y) ≤ 1 si |y | ≥ 1

il vient que
0 ≤ 1− χ(y) ≤ |y |2

et donc ∣∣〈x〉m(1− χn(x))∂αϕ(x)
∣∣ ≤ 1

n2
〈x〉m〈x〉2

∣∣∂αϕ(x)
∣∣ ≤ 1

n2
pm+2,j(ϕ) .

On en conclut que pour tout m ∈ N et tout α tel que |α| ≤ j , on a

sup
x∈Rd

∣∣〈x〉m∂α(ϕ− ϕn)(x)
∣∣ ≤ 1

n2
pm+2,j(ϕ) +

C

n
pm,j(ϕ) −→ 0 , n →∞

d’où le résultat. �

Proposition B.7.3 (E ′?S ⊂ S). Pour toute distribution E de E ′(Rd) et toute fonction ϕ
de S(Rd) on a E ? ϕ ∈ S(Rd).

Démonstration. D’après la Remarque page 64, E ? ϕ ∈ C∞(Rd). Soient m ∈ N et α ∈
Nd donnés, alors en notant p l’ordre de la distribution à support compact E, et en considé-
rant R un réel tel que le support de E soit contenu dans B(0, R), il vient∣∣〈x〉m∂α(E ? ϕ)(x)

∣∣ =
∣∣〈x〉m(E ? ∂αϕ)(x)

∣∣
≤ C〈x〉m max

|γ|≤p+|α|
sup
|y |≤R

|∂γϕ(x − y)|

≤ C max
|γ|≤p+|α|

sup
|y |≤R

∣∣〈x − y + y〉m∂γϕ(x − y)
∣∣

≤ C′ max
|γ|≤p+|α|

sup
y ′∈Rd

(〈y ′〉m + (1 + R)m)
∣∣∂γϕ(y ′)

∣∣ .
On en déduit que pour tous les entiers m, j , avec la notation (B.10),

pm,j(E ? ϕ) ≤ C′(1 + Rm)pm,j+p(ϕ) . (B.11)

La proposition est démontrée. �

Définition B.7.4 (Distribution tempérée). Une distribution tempérée est une forme
linéaire continue sur S(Rd), c’est-à-dire une forme linéaire T telle qu’il existe des entiers m, j
et une constante C > 0 tels que pour tout ϕ ∈ S(Rd) et avec la notation (B.10),

|〈T,ϕ〉| ≤ Cpm,j(ϕ) .

L’espace des distributions tempérées est noté S ′(Rd).
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Proposition B.7.5. L’espace S ′(Rd) est stable par dérivation, par multiplication par une
fonction C∞ à croissance polynômiale ainsi que toutes ses dérivées, et par convolution par
une fonction de E ′(Rd).

Démonstration. •Montrons que S ′(Rd) est stable par dérivation. Soit S ∈ S ′(Rd), alors
pour tout 1 ≤ k ≤ d la dérivée ∂kS est la forme linéaire sur D(Rd) définie par

∀ϕ ∈ D(Rd) , 〈∂kS,ϕ〉 = −〈S, ∂kϕ〉 .

Comme S ∈ S ′(Rd), il existe m, j ∈ N et C > 0 tels que

∀ϕ ∈ D(Rd) ,
∣∣〈S, ∂kϕ〉∣∣ ≤ Cpm,j(∂kϕ) ≤ Cpm,j+1(ϕ) .

Par densité de D(Rd) dans S(Rd), la forme linéaire ∂kS s’étend donc de façon unique en une
forme linéaire sur S(Rd), pour laquelle l’inégalité ci-dessus est vraie pour tout ϕ ∈ S(Rd).
Plus précisément soit ϕ ∈ S(Rd) et soit (ϕn)n∈N une suite de D(Rd) convergeant vers ϕ
dans S(Rd). Alors en particulier

|〈∂kS,ϕn − ϕm〉| −→ 0 , n,m →∞ .

La suite (〈∂kS,ϕn〉)n∈N converge donc vers une limite finie, et cette limite définit une forme
linéaire Sk sur S(Rd) par

〈Sk , ψ〉 := lim
n→∞
〈∂kS,ψn〉

pour ψ ∈ S(Rd), où (ψn)n∈N est une suite quelconque de D(Rd) convergeant vers ψ (on
vérifie facilement que la limite ne dépend pas de la suite choisie). Comme la restriction
de Sk à D(Rd) est confondue avec ∂kS on conclut que ∂kS peut être prolongée de manière
continue en une forme linéaire sur S(Rd), ce qu’il fallait démontrer.

• Le raisonnement est similaire pour la stabilité par multiplication par une fonction f de
classe C∞ à croissance polynômiale ainsi que toutes ses dérivées. En effet par définition

〈f S, ϕ〉 = 〈S, f ϕ〉

et par ailleurs pour tous les entiers m et j il existe un entier kj(f ) et une constante C > 0

tels que
∀ϕ ∈ S(Rd) , pm,j(f ϕ) ≤ Cpm+kj (f ),j(ϕ) .

On a alors ∣∣〈S, f ϕ〉∣∣ ≤ Cpm+kj (f ),j(ϕ)

et le résultat suit.

• Soit enfin E ∈ E ′(Rd) et S ∈ S ′(Rd). Alors S ∈ D′(Rd), et l’on rappelle que la
distribution S ? E est définie comme la forme linéaire

ϕ ∈ D(Rd) 7−→ 〈S, Ě ? ϕ〉 .

Soit R > 0 tel que E soit à support dans B(0, R). Alors c’est aussi le cas pour Ě et
l’inégalité (B.11) de la démonstration de la Proposition B.7.3, montre que pour tous les
entiers m, j , il existe une constante C telle que pour toute fonction ϕ ∈ D(Rd)

pm,j(Ě ? ϕ) ≤ Cpm,j+p(ϕ)

où p est l’ordre de la distribution à support compact E. Comme la distribution S est tem-
pérée, on en déduit qu’il existe des entiers m, j et une constante C′ tels que

∀ϕ ∈ D(Rd) , |〈S ? E,ϕ〉| ≤ C′pm,j+p(ϕ) .
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Par densité de D(Rd) dans S(Rd), la forme linéaire S ? E s’étend donc de façon unique
en une forme linéaire sur S(Rd), et l’inégalité ci-dessus est donc vraie pour ϕ ∈ S(Rd). La
proposition est démontrée. �

Exemples. a) On a E ′(Rd) ⊂ S ′(Rd) ⊂ D′(Rd).

b) Toute fonction appartenant à l’espace de Lebesgue Lp(Rd) pour 1 ≤ p ≤ ∞ définit
une distribution tempérée sur Rd .

c) Toute fonction continue à croissance polynômiale définit une distribution tempérée
sur Rd .

d) Sur R, la distribution
T :=

∑
k∈Z

akδk

est tempérée si la suite (ak) est à croissance polynômiale, c’est-à-dire qu’il existe
un entier p tel que

ak = O(|k |p) , |k | → ∞ .

En effet il existe C > 0 tels que pour tout k ∈ Z, |ak | ≤ C〈k〉p. On écrit alors,
pour toute fonction ϕ ∈ S(Rd),

|〈T,ϕ〉| ≤ C
∑
k∈Z
〈k〉p|ϕ(k)|

≤ C
∑
k∈Z

〈k〉p+2

〈k〉2 |ϕ(k)|

≤ C′pp+2,0(ϕ) .

e) Les distributions définies par les fonctions

x 7−→ ex , sinh(x) ou cosh(x)

ne sont pas des distributions tempérées.

f) La distribution définie par la fonction

x 7−→ exe ie
x

est une distribution tempérée sur R. En effet on a
d

dx
(e ie

x

) = iexe ie
x

et la fonction
x 7−→ e ie

x

est de classe C1 et bornée sur R donc définit une distribution tempérée sur R.

Proposition B.7.6. Soit ϕ ∈ S(Rd) et S ∈ S ′(Rd), alors l’application

x 7−→ S ? ϕ(x) := 〈S,ϕ(x − ·)〉

est bien définie et appartient à C∞(Rd). En outre S ? ϕ ∈ S ′(Rd).

Démonstration. Soient deux entiers m, j et une constante C > 0 tels que

∀ψ ∈ S(Rd) , |〈S,ψ〉| ≤ Cpm,j(ψ) .

On commence par montrer que l’application

g : x 7−→ 〈S,ϕ(x − ·)〉
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est bien définie. On a
|〈S,ϕ(x − ·)〉| ≤ Cpm,j(φx) ,

avec
φx : y 7−→ ϕ(x − y) ,

et pour tout α ∈ Nd

〈y〉m|∂αφx(y)| = 〈y − x + x〉m|(∂αϕ)(x − y)|
≤ 〈x〉mpm,|α|(ϕ)

(B.12)

donc g est bien définie. Montrons que g appartient à C∞(Rd). Il s’agit de dériver sous le
crochet, mais même si x peut être restreint à un compact, ce n’est pas le cas pour y . On
approxime donc ϕ par une suite (ϕn)n∈N de fonctions de D(Rd). On sait que l’application

gn : x 7−→ 〈S,ϕn(x − ·)〉

appartient à C∞(Rd) avec

∀α ∈ Nd , ∂αgn(x) = 〈S, (∂αϕn)(x − ·)〉 .

Comme y 7→ (∂αϕn(x − y))n∈N converge vers y 7→ ∂αϕ(x − y) dans S(Rd), uniformément
en x sur tout compact par l’inégalité (B.12), on a le résultat.

Montrons maintenant que S ? ϕ ∈ S ′(Rd). On écrit pour tout ψ ∈ D(Rd)

|〈S ? ϕ,ψ〉| = |〈S, ϕ̌ ? ψ〉|
≤ Cpm,j(ϕ̌ ? ψ)

≤ C sup
x∈Rd

sup
|α|≤j

∫
〈x − y〉m|ϕ(y − x)|〈y〉m|∂αψ(y)| dy

≤ C sup
x∈Rd

‖〈·〉mϕ‖L∞(Rd )‖〈·〉m∂αψ‖L1(Rd ) ,

set on conclut par densité de D(Rd) dans S(Rd). et donc la proposition est démontrée. �

B.8. Solutions fondamentales d’opérateurs différentiels

Définition B.8.1. Un opérateur différentiel sur Ω est une application C-linéaire P
de C∞(Ω) dans lui-même définie par une expression de la forme

Pϕ(x) :=
∑
|α|≤n

aα(x)∂αϕ(x)

sur Ω, avec aα ∈ C∞(Ω).

On utilise souvent la notation

Dα = Dα1
x1
. . . Dαdxd , Dxj :=

1

i
∂xj .

Définition B.8.2. Soit P un opérateur différentiel sur Ω, de la forme

Pϕ(x) :=
∑
|α|≤n

aα(x)Dαϕ(x) .

On appelle symbole de l’opérateur P le polynôme en ξ1, . . . , ξd à coefficients dans C∞(Ω)

σ(P )(x, ξ) :=
∑
|α|≤n

aα(x)ξα .

On appelle ordre de l’opérateur P le degré du polynôme σ(P ) :

ordre deP := max{|α| ≤ n , aα est non identiquement nulle surΩ} .
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Les exemples les plus importants d’opérateurs différentiels sont issus de la physique
mathématique :

— l’opérateur de transport sur R1+n = Rt × Rnx

∂t +
n∑
j=1

vj∂j = ∂t + v · ∇x .

— le Laplacien sur Rdx

∆ :=
d∑
j=1

∂2
xjxj

.

— l’opérateur de la chaleur sur Rt × Rdx
∂t −

κ

2
∆ .

— l’opérateur de Schrödinger sur Rt × Rdx

i∂t +
1

2
∆− V ,

où le potentiel V est une fonction Rdx → R.

— le d’Alembertien sur R1+n = Rt × Rnx

� := ∂2
tt −

n∑
j=1

∂2
xjxj

.

Définition B.8.3. Soit P = P (Dx) un opérateur différentiel à coefficients constants
sur Rd

P (Dx) :=
∑
|α|≤n

aαD
α ,

où les aα sont des constantes dans C. Une solution fondamentale de P (Dx) est une distri-
bution E ∈ D′(Rd) telle que

P (Dx)E = δ0 dans D′(Rd) .

Remarquons qu’il n’y a en géneral pas unicité de la solution fondamentale. Par exemple
si a0 ≡ 0 alors si E est une solution fondamentale, E + c est aussi solution fondamentale
pour toute constante c .

Théorème B.8.4. Soit P = P (Dx) un opérateur différentiel à coefficients constants
sur Rd et soit E une solution fondamentale de P (Dx). Si S est une distribution à support
compact alors l’équation aux dérivées partielles

P (Dx)f = S dans D′(Rd)

d’inconnue f ∈ D′(Rd) admet au moins une solution, donnée par la formule

f = E ? S .

Démonstration. Le produit de convolution E ? S définit bien une distribution sur Rd et
l’on sait que

Dα(E ? S) = (DαE) ? S dans D′(Rd) .

Comme P est à coefficients constants, on a donc

P (Dx)(E ? S) =
(
P (Dx)E

)
? S = δ0 ? S = S ,

d’où le résultat. �
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Proposition B.8.5. Posons

E1(x) :=
1

2
|x | , x ∈ R .

Alors la distribution E1 est une solution fondamentale du Laplacien dans R.

Démonstration. On cherche E1 ∈ D′(R) telle que

E′′1 = δ0 dans D′(R) .

En notant H la fonction d’Heaviside on a

E′1 = H + c ,

avec c une constante arbitraire. On en déduit que E1 est une fonction continue qui s’écrit

E1 = x+ + cx + c ′

avec c et c ′ deux constantes arbitraires. Le cas particulier c = −1
2 et c ′ = 0 donne le

résultat souhaité. �

Exercice. Posons

E2(x) :=
1

2π
log |x | , x ∈ R2 \ {0} ,

Ed(x) :=
1

cd

1

|x |d−2
, x ∈ Rd \ {0} ,

avec cd := (d − 2)|Sd−1| . Alors pour tout entier d ≥ 2, la distribution Ed est une solution
fondamentale du Laplacien dans Rd .

Définition B.8.6. Soit Ω un ouvert de Rd et T ∈ D′(Ω). On dit que T est une distri-
bution harmonique dans Ω si

∆T = 0 dans D′(Ω) .

Théorème B.8.7. Toute distribution harmonique dans Ω est une fonction de classe C∞

dans Ω.

Démonstration. Soit T ∈ D′(Ω) telle que

∆T = 0 dans D′(Ω) .

Soit a ∈ Rd et R > 0 tels que B(a, 2R) est contenue dans Ω. Montrons que T est une
fonction de classe C∞ dans B(a, 1

2R). Soit ϕ ∈ D(Rd) égale à 1 dans B(a,R) et à support
dans B(a, 3

2R). Alors ϕT ∈ E ′(Rd) et l’on a

∆(ϕT ) = 2∇ϕ · ∇T + (∆ϕ)T .

Mais alors ϕT est une distribution harmonique dans B(a,R). On note par ϕT le prolonge-
ment par 0 de ϕT en dehors de Ω. Soit ζε une suite régularisante, alors

∆(ζε ? ϕT ) = ζε ? ∆(ϕT )

et donc

Supp∆(ζε ? ϕT ) ⊂ Supp ζε + Supp∆(ϕT ) ⊂ B(0, ε) + Rd \ B(a,R) = Rd \ B(a,R − ε) .
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On choisit ε < R/4. Soit Ψ une fonction radiale (Ψ(x) = ψ(|x |2)) à support dans B(0, R/4),
d’intégrale 1. Alors comme ζε ?ϕT est harmonique sur B(a, 3

4R), la propriété de la moyenne
(voir le cours d’Analyse Complexe ou ici 1 ) implique que

ζε ? ϕT (x) =

∫
B(0, 1

4
R)

(ζε ? ϕT )(x − y)ψ(|y |2) dy = Ψ ? (ζε ? ϕT )(x)

pour tout x ∈ B(a, 1
2R). Comme par ailleurs par le Théorème B.6.3

ζε ? ϕT −→ ϕT

dans D′(Rd) quand ε tend vers zéro, par la Proposition B.6.6 on sait que

Ψ ? (ζε ? ϕT ) −→ Ψ ? (ϕT )

uniformément sur tout compact de Rd quand ε tend vers zéro. Comme ζε ? ϕT coïncide
avec Ψ ? (ζε ? (ϕT )) sur B(a, 1

2R), on a alors que ϕT coïncide avec Ψ ? (ϕT ) sur B(a, 1
2R).

On en déduit que T est de classe C∞ sur B(a, 1
2R) puisque ϕT = T sur B(a, 1

2R). Le
résultat suit. �

1. On rappelle que si u ∈ C2(Ω) vérifie ∆u = 0 dans un ouvert Ω alors pour tout x ∈ Ω et tout R tel
que 0 < R < d(x, ∂Ω) et toute fonction x 7→ Ψ(x) = ψ(|x |2) intégrable d’intégrale 1, on a

u(x) =

∫
B(0,R)

u(x + y)ψ(|y |2) dy .

Pour démontrer cela il suffit d’écrire la formule de la moyenne u(x)|Sd−1| =

∫
Sd−1

u(x + ωr) dσ(ω) pour

tout 0 < r < d(x, ∂Ω), puis multiplier par ψ(r 2)r d−1 et intégrer sur [0, R].



Chapitre C

Transformation de Fourier

C.1. Transformation de Fourier des fonctions sommables

Définition C.1.1. Soit f ∈ L1(Rd). La transformée de Fourier de f est la fonction F f ,
ou encore f̂ , définie sur Rd par

F f (ξ) := f̂ (ξ) :=

∫
Rd
e−ix ·ξf (x) dx .

Le théorème de convergence dominée et le théorème de Fubini permettent facilement
de démontrer le résultat suivant.

Proposition C.1.2. Soient f , g dans L1(Rd). Alors

a) F f est continue sur Rd , ‖F f ‖L∞ ≤ ‖f ‖L1 et F f (ξ) tend vers zéro à l’infini ;

b) On a F(f ? g) = (F f )(Fg).

La proposition suivante montre que la transformation de Fourier échange régularité et
décroissance à l’infini.

Proposition C.1.3. Soit ϕ ∈ L1(Rd), soit m un entier dans N et soit a ∈ Rd .

a) Si 〈x〉mϕ ∈ L1(Rd) alors Fϕ ∈ Cm(Rd) et pour tout |α| ≤ m
(i∂ξ)

α(Fϕ)(ξ) = F(xαϕ)(ξ) . (C.1)

b) Si ϕ ∈ Cm(Rd) et ∂αϕ ∈ L1(Rd) pour tout |α| ≤ m, alors

∀|α| ≤ m , F(∂αx ϕ)(ξ) = (iξ)αFϕ(ξ) . (C.2)

c) La transformée de Fourier de la fonction (τa)∗ϕ := ϕ(· − a) est donnée par

F
(
(τa)∗ϕ

)
(ξ) = e−iξ·aFϕ(ξ) .

d) La transformée de Fourier de la fonction x 7−→ e ia·xϕ(x) est donnée par

F
(
e ia·xϕ

)
(ξ) = (τa)∗Fϕ(ξ) .

Démonstration. Nous ne démontrons que les deux premiers points, les autres sont laissés
en exercice.

a) Soit ϕ ∈ L1(Rd), telle que 〈x〉mϕ ∈ L1(Rd). L’application

ξ 7−→ e−ix ·ξϕ(x)

est de classe C∞ pour presque tout x et l’on a

∂ξj
(
e−ix ·ξϕ(x)

)
= −ixje−ix ·ξϕ(x)

et comme ∣∣ixje−ix ·ξϕ(x)
∣∣ = |xjϕ(x)|

on peut appliquer le théorème de dérivation sous l’intégrale pour en déduire que

∂ξj
(
Fϕ

)
(ξ) = F(−ixjϕ)(ξ) .

75
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Par itération on obtient

∂αξ
(
Fϕ

)
(ξ) = (−i)αF(xαϕ)(ξ) ,

d’où le résultat (C.1).

b) Pour démontrer (C.2) commençons par étudier le cas m = 1. Considérons une suite
régularisante ζε et posons

ϕε := ζε ? ϕ .

Alors

ϕε −→ ϕ et ∂xjϕε −→ ∂xjϕ dans L1(Rd) .

Une intégration par parties (utilisant le fait que ϕε tend vers zéro à l’infini pour tout ε > 0)
montre que ∫

e−ixjξj∂xjϕε(x) dxj = iξj

∫
e−ixjξjϕε(x) dxj

donc

F(∂xjϕε)(ξ) = iξjFϕε(ξ) .

Comme

‖F(∂xjϕε)−F(∂xjϕ)‖L∞ ≤ ‖∂xjϕε − ∂xjϕ‖L1

et de même pour Fϕε(ξ) − Fϕ(ξ), le résultat suit. Le cas général s’obtient de même. La
proposition est démontrée. �

Lemme C.1.4. Soit A ∈ Md(R) une matrice symétrique réelle définie positive de taille d ,
et posons

GA(x) :=
1»

(2π)ddet(A)
e−

1
2

(A−1x) ·x , x ∈ Rd .

Alors GA ∈ S(Rd) et

FGA(ξ) = e−
1
2

(Aξ)·ξ .

Démonstration. La matrice A est symétrique réelle donc on peut écrire

A = QDQt , avec D = diag (λ1, . . . , λd)

avec Q matrice orthogonale et D matrice diagonale avec tous les λi réels. Par ailleurs quitte
à permuter l’ordre des vecteurs propres on peut toujours supposer λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λd ≥ 0,
et comme A = At > 0 on a λd > 0. Montrons tout d’abord que GA est un élément de S(Rd).
On a pour tout β ∈ Nd

∂βGA(x) = Pβ(x)e−
1
2

(A−1x) ·x

où Pβ est une fonction polynôme, donc∣∣∂βGA(x)
∣∣ ≤ ∣∣Pβ(x)

∣∣e−|x |2/2λ1

ce qui donne le résultat.
La première étape consiste à se ramener au cas où d = 1. Dans l’intégrale définissant

la transformée de Fourier de GA on pose

y := Qtx et η := Qtξ .
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On a alors

FGA(ξ) =

∫
e−ix ·ξGA(x) dx =

( d∏
j=1

1√
2πλj

) ∫
e−iQ

tx ·Qtξe−
1
2

(A−1x) ·x dx

=
( d∏
j=1

1√
2πλj

) ∫
e−iy ·ηe−

1
2

(D−1y) ·y dy

=
( d∏
j=1

1√
2πλj

) ∫ ( d∏
j=1

e−iyjηj e−
1
2
λ−1
j
y2
j

)
dy1 . . . dyd

=
d∏
j=1

∫
1√

2πλj
e−iyjηj e−

1
2
λ−1
j
y2
j dyj .

Puisque λj > 0 pour tout j , le théorème de Fubini implique ainsi qu’il suffit de faire le calcul
pour d = 1. Soit donc λ > 0 et posons

gλ(x) :=
1√
2πλ

e−
x2

2λ .

On aura alors

FGA(ξ) =
d∏
j=1

Fgλj (ηj) , η := Qtξ .

La fonction gλ est un élément de S(R) et

g′λ(x) = −
x

λ
gλ(x) , ∀x ∈ R .

En appliquant la transformée de Fourier à chaque membre de cette égalité et en utilisant la
Proposition C.1.3 il vient

iηFgλ(η) = −
i

λ
(Fgλ)′(η)

et donc
Fgλ(η) = Ce−

1
2
λη2

.

Comme de plus

Fgλ(0) = C =

∫
gλ(x) dx = 1

on en déduit que

FGA(ξ) =
d∏
j=1

Fgλj (ηj)

=
d∏
j=1

e−
1
2
λjη

2
j

= e−
1
2

∑d
j=1 λjη

2
j

= e−
1
2
Dη·η = e−

1
2
Aξ·ξ .

Le lemme est démontré. �

Théorème C.1.5 (Inversion de Fourier). Soit f ∈ L1(Rd) telle que F f ∈ L1(Rd). Alors
on a presque partout sur Rd

f (x) =
1

(2π)d

∫
Rd
e ix ·ξF f (ξ) dξ =

1

(2π)d
F(F f )(x) ,
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où pour toute fonction g ∈ L1(Rd),

Fg(x) :=

∫
Rd
e ix ·ξg(ξ) dξ .

Démonstration. Si nous calculons la valeur au point x de
1

(2π)d

∫
Rd
e ix ·ξF f (ξ) dξ nous

trouvons
1

(2π)d

∫
Rd
e ix ·ξ

( ∫
Rd
e−iy ·ξf (y) dy

)
dξ

mais le théorème de Fubini ne peut s’appliquer. L’idée est d’évaluer à la place l’intégrale

Iε(x) :=
1

(2π)d

∫
R2d

e i(x−y)·ξe−ε
|ξ|2

2 f (y) dydξ ,

de deux façons différentes.

On commence par intégrer d’abord par rapport à y , on a alors

Iε(x) =
1

(2π)d

∫
Rd
e ix ·ξe−ε

|ξ|2
2 F f (ξ) dξ

et par le théorème de convergence dominée de Lebesgue il vient

lim
ε→0

Iε(x) =
1

(2π)d

∫
Rd
e ix ·ξF f (ξ) dξ .

Mais en intégrant d’abord par rapport à ξ on peut utiliser le Lemme C.1.4 avec A = ε−1Id,
qui implique que

ε
d
2

(
√

2π)d

∫
Rd
e−i(x−y)·ξe−ε

|ξ|2
2 dξ = e−

|x−y |2
2ε .

On obtient alors

Iε(x) =
1

(
√

2πε)d

∫
Rd
f (y)e−

|x−y |2
2ε dy .

En d’autres termes

Iε = gε ? f , avec gε(x) :=
1

(
√

2πε)d
e−

|x |2
2ε

et donc Iε(x) converge vers f (x) pour tout x et le résultat suit par unicité de la limite. �

C.2. Transformation de Fourier des fonctions de la classe de Schwartz

Théorème C.2.1. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(Rd) dans
lui-même, d’inverse (2π)−dF avec les notations du Théorème C.1.5.

Démonstration. On déduit facilement de la Proposition C.1.3 que la transformée de
Fourier applique S(Rd) dans lui-même. En effet on a pour toute fonction ϕ ∈ S(Rd)

(iξ)α(i∂ξ)
βFϕ(ξ) =

∫
e−ix ·ξ∂αx

(
xβϕ(x)

)
dx

donc
sup

|α|≤m,|β|≤p
sup
ξ∈Rd

∣∣∣ξα∂βξ Fϕ(ξ)
∣∣∣ ≤ sup

|α|≤m,|β|≤p

∥∥∥∂αx (xβϕ)∥∥∥
L1(Rd )

≤ C sup
|α|≤m,|β|≤p

∥∥∥〈x〉|β|∂αx ϕ∥∥∥
L1(Rd )

par la formule de Leibniz. On remarque que∫
〈x〉|β||∂αx ϕ(x)| dx ≤

∫
〈x〉−d−1〈x〉|β|+d+1|∂αx ϕ(x)| dx
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donc puisque x 7−→ 〈x〉−d−1 est intégrable sur Rd on obtient

sup
|α|≤m,|β|≤p

sup
ξ∈Rd

∣∣∣ξα∂βξ Fϕ(ξ)
∣∣∣ ≤ C sup

|α|≤m,|β|≤p+d+1

∥∥∥〈x〉|β|∂αx ϕ(x)
∥∥∥
L∞(Rd )

.

La transformée de Fourier applique donc bien S(Rd) dans lui-même et on conclut grâce au
théorème d’inversion de Fourier C.1.5 puisque ϕ et Fϕ sont en particulier dans L1(Rd). �

Théorème C.2.2 (Formule de Parseval). Soient ϕ, ψ et Ψ trois fonctions de S(Rd),
alors

a)
∫
Fϕ(ξ)ψ(ξ) dξ =

∫
ϕ(x)Fψ(x) dx

b)
∫
ϕ(x)Ψ(x) dx = (2π)−d

∫
Fϕ(ξ)FΨ(ξ) dξ .

Démonstration. a) Grâce au théorème de Fubini on a∫
Fϕ(ξ)ψ(ξ) dξ =

∫ ( ∫
e−iξ·xϕ(x) dx

)
ψ(ξ) dξ

=

∫ ( ∫
e−iξ·xψ(ξ) dξ

)
ϕ(x) dx

=

∫
ϕ(x)Fψ(x) dx ,

ce qui démontre a).

b) Soit maintenant f := (2π)−dFΨ, qui vérifie

F f (x) = Ψ(x) .

En appliquant a) à ϕ et f on trouve

(2π)−d
∫
Fϕ(ξ)FΨ(ξ) dξ =

∫
Fϕ(ξ)f (ξ) dξ

=

∫
ϕ(x)Ψ(x) dx

et le théorème est démontré. �

C.3. Transformation de Fourier des distributions tempérées

La transformation de Fourier des distributions tempérées se définit par dualité, grâce au
Théorème C.2.2.

Définition C.3.1. Soit S ∈ S ′(Rd) une distribution tempérée. La transformée de Fourier
de S est la distribution FS définie par

∀ϕ ∈ S(Rd) , 〈FS,ϕ〉 := 〈S,Fϕ〉 .

Notons qu’au vu de la démonstration du Théorème C.2.1, la distribution FS ainsi définie
est bien une distribution tempérée.

Remarque. On a aussi

∀ϕ ∈ S(Rd) , 〈FS,ϕ〉 = 〈S,Fϕ〉 .

Proposition C.3.2. Si f ∈ L1(Rd), alors la transformée de Fourier de la distribution Tf
est la distribution tempérée définie par F f : on a

FTf = TFf .
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Démonstration. Soit ϕ ∈ S(Rd), alors

〈FTf , ϕ〉 = 〈Tf ,Fϕ〉 =

∫
Rd
f (x)

( ∫
Rd
e−ix ·ξϕ(ξ) dξ

)
dx .

La fonction
(x, ξ) 7−→ f (x)ϕ(ξ)

est intégrable sur Rd × Rd donc le théorème de Fubini implique que∫
Rd
f (x)

( ∫
Rd
e−ix ·ξϕ(ξ) dξ

)
dx =

∫
Rd
ϕ(ξ)

( ∫
Rd
e−ix ·ξf (x) dx

)
dξ

et donc

〈FTf , ϕ〉 =

∫
Rd
ϕ(ξ)F f (ξ) dξ ,

d’où le résultat. �

Théorème C.3.3. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S ′(Rd) dans
lui-même, d’inverse (2π)−dF .

Démonstration. Il suffit d’utiliser le Théorème C.2.1 en notant que pour toute distribu-
tion S ∈ S ′(Rd) et toute fonction ϕ ∈ S(Rd),

〈FFS,ϕ〉 = 〈S,FFϕ〉 = (2π)d〈S,ϕ〉 ,

〈FFS,ϕ〉 = 〈S,FFϕ〉 = (2π)d〈S,ϕ〉 .

Le résultat suit. �

Proposition C.3.4. Soit (Sn)n∈N une suite de distributions tempérées convergeant
vers S dans S ′(Rd). Alors FSn converge vers FS dans S ′(Rd).

Démonstration. Il suffit d’écrire pour tout ϕ dans S(Rd)

〈FSn, ϕ〉 = 〈Sn,Fϕ〉 −→ 〈S,Fϕ〉 = 〈FS,ϕ〉 .

La proposition suit. �

Proposition C.3.5. Soit S ∈ S ′(Rd) une distribution tempérée. Alors

a) Si S est paire - resp. impaire - (au sens où Š = S - resp. Š = −S) alors FS est
paire (resp. impaire).

b) Pour tout k ∈ {1, . . . , d} on a

F(∂kS) = iξkFS .

c) Pour tout k ∈ {1, . . . , d} on a

F(xkS) = i∂ξkFS .

d) Si τa est la translation de vecteur a, alors en définissant S ◦ τa par

∀ϕ ∈ S(Rd) , 〈S ◦ τa, ϕ〉 := 〈S,ϕ ◦ τ−a〉

on a
F(S ◦ τa) = e ia·ξFS .

e) Pour tout a ∈ Rd on a

F(e ia·xS) = (FS) ◦ τa .
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f) Si hλ est la dilatation de rapport λ définie par

∀ϕ ∈ S(Rd) , 〈S ◦ hλ, ϕ〉 := |λ|−d〈S,ϕ ◦ hλ−1〉
alors

F(S ◦ hλ) = |λ|−dhλ−1FS ;

Démonstration. On ne va démontrer que deux points, les autres sont laissés en exercice.
Soit une fonction ϕ dans S(Rd).

b) On a
〈F(∂kS), ϕ〉 = 〈∂kS,Fϕ〉

= −〈S, ∂kFϕ〉
= −〈S,F(−iξkϕ)〉
= 〈FS, iξkϕ〉 = 〈iξkFS,ϕ〉 .

c) On a
〈F(xkS), ϕ〉 = 〈xkS,Fϕ〉

= −〈S, xkFϕ〉
= −〈S,F(−i∂ξkϕ)〉
= −i〈FS, ∂ξkϕ〉 = 〈i∂ξkFS,ϕ〉 .

La proposition suit. �

Exemple (Transformation de Fourier de la masse de Dirac). On a

Fδ0 = 1 dans S ′(Rd) ,

et plus généralement pour tout a ∈ Rd

Fδa(ξ) = e−iξ·a , ξ ∈ Rd .
En outre (

F∂αδ0

)
(ξ) = (iξ)α , ξ ∈ Rd ,

et plus généralement pour tout a ∈ Rd(
F∂αδa

)
(ξ) = (iξ)αe−iξ·a , ξ ∈ Rd .

Exemple (Transformation de Fourier des polynômes). On a

F1 = (2π)dδ0 ,

et
Fxα = (2π)d i |α|∂αδ0 .

Proposition C.3.6. Toute distribution tempérée harmonique dans Rd est une fonction
polynômiale.

Démonstration. Soit T ∈ S ′(Rd) telle que

∆T = 0 dans S ′(Rd) .

On sait que
F(∆T ) = −|ξ|2FT = 0 dans S ′(Rd) ,

donc FT est une distribution à support réduit à {0}. C’est donc une combinaison linéaire
de la masse de Dirac et de ses dérivées, d’après le Théorème B.4.5. On a donc pour un
entier m

FT =
∑
|α|≤m

aα∂
αδ0 .
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Comme
F(∂αδ0) = (iξ)α

le théorème d’inversion de Fourier C.3.3 implique que

T =
1

(2π)d

∑
|α|≤m

aα(−iξ)α .

Le résultat suit. �

Remarque. En particulier si une distribution tempérée harmonique est bornée, alors elle
est constante.

C.4. Transformation de Fourier des fonctions de carré sommable

On note pour toutes fonctions ϕ et ψ de L2(Rd)

(ϕ|ψ)L2(Rd ) :=

∫
ϕ(x)ψ(x) dx .

On rappelle qu’il s’agit d’un produit scalaire qui fait de L2(Rd) un espace de Hilbert.

Théorème C.4.1 (Plancherel). La transformation de Fourier définie dans S ′(Rd) est un
isomorphisme de l’espace L2(Rd) dans lui-même, d’inverse (2π)−dF . En outre on a

(ϕ|ψ)L2(Rd ) =
1

(2π)d
(Fϕ|Fψ)L2(Rd )

pour tous ϕ et ψ de L2(Rd).

Démonstration. Montrons tout d’abord que (2π)−
d
2F est une isométrie de S(Rd) dans

lui-même pour la norme L2, c’est-à-dire que (2π)−
d
2F conserve le produit scalaire défini

ci-dessus. Soient donc ϕ et ψ deux fonctions de S(Rd), on a∫
ϕ(x)ψ(x) dx =

1

(2π)d

∫
Fϕ(ξ)Fψ(ξ) dξ

par la formule de Parseval (Théorème C.2.2 b)) donc (2π)−
d
2F conserve le produit scalaire

et donc la norme L2, pour les éléments de S(Rd). Il en est de même de (2π)−
d
2F .

Il s’agit donc maintenant d’étendre ce résultat aux éléments de L2(Rd). Comme S(Rd)

contient D(Rd), il est dense dans L2(Rd). Soit donc f ∈ L2(Rd) et (fn)n∈N une suite
de S(Rd) convergeant vers f dans L2(Rd). Alors par isométrie, la suite (F fn)n∈N est de
Cauchy dans L2(Rd) et elle converge donc vers une limite g dans L2(Rd). L’espace L2(Rd)

s’identifiant à un sous-espace de S ′(Rd), (F fn)n∈N converge vers F f dans S ′(Rd) par la
Proposition C.3.4, et donc par unicité de la limite F f = g dans S ′(Rd) et F f se prolonge
en une forme linéaire continue sur L2(Rd). Par continuité de la norme on a de plus

(2π)−
d
2 ‖F f ‖L2(Rd ) = ‖f ‖L2(Rd ) .

En appliquant le même raisonnement à (2π)−
d
2F on conclut que (2π)−

d
2F et (2π)−

d
2F

sont deux isométries de L2(Rd) dans lui-même, dont les composées à droite et à gauche
sont égales à l’identité, et le théorème est démontré. �

Proposition C.4.2 (Principe d’incertitude). Soit f ∈ L2(Rd) telle que xf et ∇f sont
dans L2(Rd). Alors pour tout x0, ξ0 ∈ Rd

‖f ‖2
L2 ≤ C‖(x − x0)f ‖L2‖(ξ − ξ0)f ‖L2 .
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Démonstration. On suppose sans perte de généralité que x0 = ξ0 = 0, on écrit∫
f (x)x · ∇f (x) dx = −

d

2

∫
f 2(x) dx ,

et on conclut par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. �

C.5. Transformation de Fourier des distributions à support compact

On définit pour tout ξ ∈ Rd la fonction de classe C∞ sur Rd

eξ :
Rd −→ C

x 7−→ e−ix ·ξ .

Proposition C.5.1. Soit E ∈ E ′(Rd). La transformée de Fourier de E est la fonction de
classe C∞ sur Rd donnée par

FE(ξ) := 〈E, eξ〉 .
De plus FE est à croissance lente ainsi que toutes ses dérivées, au sens où pour tout α ∈ Nd
il existe un entier m ∈ N et une constante C tels que pour tout ξ ∈ Rd ,

|∂αFE(ξ)| ≤ C〈ξ〉m .

Démonstration. Soit la fonction

v(ξ) := 〈E, eξ〉 .

En remarquant que
v(ξ) = 〈E,χeξ〉

avec χ ∈ D(Rd) valant 1 au voisinage du support de E, on peut appliquer le théorème de
dérivation sous le crochet qui implique que v est de classe C∞ et pour tout ξ ∈ Rd et α ∈ Nd

∂αξ v(ξ) = 〈E,χ∂αξ eξ〉
= 〈E, (−i ·)αχeξ〉 .

Montrons que v est à croissance lente ainsi que toutes ses dérivées. Soit K un voisinage
compact du support de E et p l’ordre de E. Alors pour tout α ∈ Nd il existe une constante C
telle que pour tout ξ ∈ Rd ,

|∂αξ v(ξ)| ≤ C sup
x∈K

sup
|β|≤p

∣∣∂βx (xαχ(x)eξ(x)
)∣∣ ≤ C〈ξ〉p .

Montrons enfin que FE = v . Soit ϕ ∈ D(Rd), alors d’après le théorème d’intégration sous
le crochet, on a

〈v , ϕ〉 =

∫
v(ξ)ϕ(ξ) dξ

=

∫
〈E, eξ〉ϕ(ξ) dξ

= 〈E,
∫
eξϕ(ξ)dξ〉

= 〈E,Fϕ〉
= 〈FE,ϕ〉

ce qui démontre la proposition. �

Proposition C.5.2. Si S ∈ S ′(Rd) et E ∈ E ′(Rd), alors on a dans S ′(Rd)

F(S ? E) = FE FS .
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Démonstration. Nous allons commencer par traiter le cas particulier de la convolution
d’une distribution E de E ′(Rd) et d’une fonction ψ de D(Rd). On sait par la Proposi-
tion B.7.3 que E ? ψ appartient à D(Rd). On écrit alors, grâce au Théorème B.4.9 d’inté-
gration sous le crochet,

F(E ? ψ)(ξ) =

∫
e−ix ·ξ〈E,ψ(x − ·)〉 dx

=
〈
E,

∫
e−ix ·ξψ(x − ·) dx

〉
.

Mais ∫
e−ix ·ξψ(x − y) dx = Fψ(ξ)e−iy ·ξ .

On en déduit que
F(E ? ψ)(ξ) = 〈E,Fψ(ξ)eξ〉

= Fψ(ξ)〈E, eξ〉
= Fψ(ξ)FE(ξ) ,

ce qui est le résultat annoncé.

Ce résultat se généralise par densité au cas où ψ appartient à S(Rd) : en effet si (ψn)n∈N
est une suite de D(Rd) convergeant vers ψ dans S(Rd), alors

∀n ∈ N , F(E ? ψn) = Fψn FE

et l’on sait que E ?ψn converge vers E ?ψ dans S(Rd) grâce à (B.11). Par continuité de F
dans S(Rd) on a donc

F(E ? ψn) −→ F(E ? ψn) dans S(Rd) .

Par ailleurs il est facile de voir que

Fψn FE −→ FψFE dans S(Rd)

donc le résultat suit.

Considérons maintenant le cas de E ∈ E ′(Rd) et S ∈ S ′(Rd). On remarque que E ? S
appartient à S ′(Rd) grâce à la Proposition B.7.5. Par ailleurs FS appartient à S ′(Rd) et FE
est une fonction de classe C∞ à croissance polynômiale ainsi que toutes ses dérivées d’après la
Proposition C.5.1, donc (toujours par la Proposition B.7.5), la distribution FE FS appartient
à S ′(Rd). Montrons maintenant que F(S ?E) = FE FS dans S ′(Rd). Soit ϕ ∈ S(Rd). On
a 〈

F(E ? S), ϕ
〉

= 〈S, Ě ? Fϕ〉 .
Mais par le calcul précédent

Ě ? Fϕ = (2π)−dFF(Ě ? Fϕ)

= (2π)−dF
(
(FĚ)(FFϕ)

)
,

donc comme FĚ = FE,
Ě ? Fϕ = F

(
(FE)ϕ

)
.

Il vient alors 〈
F(E ? S), ϕ

〉
= 〈S,F

(
(FE)ϕ

)
〉

= 〈FSFE,ϕ〉 .
Le résultat est démontré. �

Théorème C.5.3. Soit E une distribution à support compact dans R. Alors la fonc-
tion C∞(R) donnée par FE se prolonge en une fonction holomorphe sur C.
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Démonstration. Soient ξ, η ∈ R. fonction

eξ+iη : x 7−→ e−i(ξ+iη)x

est de classe C∞ sur R, donc on peut définir la fonction sur R2

∀(ξ, η) ∈ R2 , F (ξ, η) := 〈E, eξ+iη〉 .

On montre comme ci-dessus que F ∈ C∞(R2). On a en particulier

∂ξF (ξ, η) = 〈E,−ixeξ+iη〉 et ∂ηF (ξ, η) = 〈E, xeξ+iη〉 .

La fonction F vérifie donc les équations de Cauchy-Riemann

∀(ξ, η) ∈ R2 , (∂ξ + i∂η)F = 0

et donc la fonction
(ξ + iη) ∈ C 7−→ F (ξ, η)

est holomorphe. Comme par ailleurs

FE(ξ) = 〈E, eξ〉 = F (ξ, 0)

le résultat suit. �

Remarque. On peut montrer inversement (c’est le théorème de Paley-Wiener) que si f
est holomorphe sur C et vérifie

|f (z)| ≤ C
(
1 + |z |

)N
exp

(
R|Im(z)|

)
,

alors f est le prolongement analytique d’une distribution à support dans [−R,R].

Exercice. Si f et g sont deux distributions de S(Rd) telles que f ? g = 0 a-t-on néces-
sairement f ou g nulle ? Et si elles sont dans D(Rd) ?

C.6. Transformation de Fourier et séries de Fourier

On se place ici en dimension 1 pour simplifier l’exposition. On remarque que toute fonc-
tion continue périodique sur R est bornée sur R et donc définit une distribution tempérée
sur R. C’est l’un des avantages du cadre des distributions tempérées pour étudier la trans-
formation de Fourier, contrairement à L1(R) ou L2(R).

Théorème C.6.1 (Formule sommatoire de Poisson). La distribution

T :=
∑
k∈Z

δk

appartient à S ′(R) et sa transformée de Fourier est

FT = 2π
∑
k∈Z

δ2kπ .

Démonstration. On note que ṗour toute fonction ϕ ∈ S(R), la somme
∑
k∈Z

ϕ(k) est finie

donc T est une distribution tempérée (voir les exemples page 70). Calculons sa transformée
de Fourier. On a

T = T ◦ τ1

donc
FT (ξ) = F(T ◦ τ1)(ξ) = e iξFT (ξ)
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ce qui implique que le support de FT est inclus dans 2πZ. Soit maintenant χ une fonction
de D(R) supportée dans ]− π/4, π/4[ et égale à 1 sur ]− π/8, π/8[. On a alors

FT =
∑
k∈Z

χ(· − 2πk)FT .

Par ailleurs on peut écrire

0 = (e iξ − 1)χ(ξ − 2πk)FT = (ξ − 2πk)
e iξ − 1

ξ − 2πk
χ(ξ − 2πk)FT .

Mais on peut montrer (exercice !) que si une distribution S vérifie (x−a)S = 0 alors il existe
une constante C0 telle que S = C0δa. Il existe donc une constante Ck telle que

e iξ − 1

ξ − 2πk
χ(ξ − 2πk)FT = Ckδ2πk .

Comme
e iξ − 1

ξ − 2πk
→ i quand ξ→ 2πk on a

χ(ξ − 2πk)FT = −iCkδ2πk ,

et donc
FT =

∑
k∈Z
−iCkδ2πk .

Il reste à calculer les coefficients Ck . On a

e i2πxT = T dans S ′(R)

donc
FT ◦ τ2π = FT .

On en conclut qu’il existe une constante c ∈ C telle que

−iCk = c ∀k ∈ Z .

Il s’agit donc maintenant de calculer c . Soit ϕ ∈ S(R) et y ∈ R, on a

c
∑
k∈Z

ϕ(2πk + y) = 〈FT,ϕ(·+ y)〉

=
〈
T,F

(
ϕ(·+ y)

)〉
= 〈T, e−yFϕ〉

=
∑
k∈Z
Fϕ(k)e iky .

Après intégration sur [0, 2π] il vient (en appliquant le théorème de convergence dominée
pour justifier l’interversion de l’intégrale et de la série)

c

∫
R
ϕ(x) dx = c

∑
k∈Z

∫ 2(k+1)π

2kπ
ϕ(x) dx

= c
∑
k∈Z

∫ 2π

0
ϕ(2πk + y) dy

=
∑
k∈Z
Fϕ(k)

∫ 2π

0
e iky dy

= 2πFϕ(0)

= 2π

∫
R
ϕ(x) dx
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donc c = 2π. Le théorème est démontré. �

Définition C.6.2. Une distribution T ∈ D′(R) est dite périodique de période a si

T ◦ τa = T .

Proposition C.6.3. Toute distribution périodique sur R est tempérée.

Démonstration. Soit ψ une fonction positive, à support dans ] − 2, 2[ et égale à 1
sur [−1, 1]. Alors

Ψ(x) :=
∑
k∈Z

ψ(x + k)

est une fonction bien définie (car la somme ne fait intervenir qu’un nombre fini de termes)
et on a Ψ(x) > 0 pour tout x ∈ R. Par ailleurs Ψ est 1-périodique, et la fonction

φ(x) :=
ψ(x)

Ψ(x)

est dans D(R) et vérifie ∑
k∈Z

φ(x + k) = 1 .

Soit maintenant T une distribution 1-périodique, on a

T =
∑
k∈Z

φ(·+ k)T =
∑
k∈Z

(φT ) ◦ τk

puisque T ◦ τk = T pour tout entier k . Soit ϕ ∈ D(R), on a

〈T,ϕ〉 =
∑
k∈Z

〈
(φT ) ◦ τk , ϕ

〉
=
∑
k∈Z
〈φT,ϕ(· − k)〉 .

Mais comme φT ∈ E ′(R), il existe un entier m et une constante C > 0 tels que dès
que |k | ≥ 3 alors

|〈φT,ϕ(· − k)〉| ≤ C max
α≤m

sup
|x |≤2

|ϕ(α)(x − k)|

≤
C

(|k | − 2)2
p2,m(ϕ)

ce qui conclut la démonstration. �

La proposition suivante montre comment la théorie des séries de Fourier des fonctions
continues périodiques s’inscrit dans le cadre de la théorie de la transformée de Fourier des
distributions tempérées.

Proposition C.6.4. Soit T ∈ D′(R) une distribution 1-périodique. La transformée de
Fourier de T est donnée par la série convergente dans S ′(R)

FT = 2π
∑
k∈Z

ckδ2πk avec ck = F(φT )(2πk) ,

où φ ∈ D(R) est n’importe quelle fonction vérifiant∑
k∈Z

φ(x + k) = 1 .
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On remarque que si T est une fonction continue 1-périodique, alors

ck =

∫
(φT )(x)e−2iπkx dx

=
∑
`∈Z

∫ `+1

`
(φT )(x)e−2iπkx dx

=
∑
`∈Z

∫ 1

0
φ(x + `)T (x)e−2iπkx dx

=

∫ 1

0
T (x)e−2iπkx dx

ce qui correspond bien au k ième coefficient de Fourier de T . Passons maintenant à la
démonstration de la proposition.

Démonstration. Soit ϕ ∈ S(R), on a

〈FT,ϕ〉 =
〈(∑
k∈Z

φ(·+ k)
)
T,Fϕ

〉
=
〈∑
k∈Z

(φT ) ◦ τk ,Fϕ
〉

car T ◦ τk = T , et donc

〈FT,ϕ〉 =
〈
φT,

∑
k∈Z

(Fϕ)(· − k)
〉

=
〈
φT,

∑
k∈Z

(Fϕ)(·+ k)
〉
.

Mais d’après la formule sommatoire de Poisson on a (en rappelant que ex(ξ) := e−ix ·ξ),∑
k∈Z

(Fϕ)(x + k) =
∑
k∈Z
F(ϕex)(k)

=
〈∑
k∈Z

δk ,F(ϕex)
〉

=
〈
F
(∑
k∈Z

δk
)
, ϕex

〉
= 2π

〈∑
k∈Z

δ2πk , ϕex
〉

= 2π
∑
k∈Z

ϕ(2πk)e−2iπkx .

Il vient donc

〈FT,ϕ〉 = 2π
∑
k∈Z
〈φT, e2πk〉ϕ(2πk)

= 2π
∑
k∈Z
F(φT )(2πk)ϕ(2πk)

=
〈
2π
∑
k∈Z
F(φT )(2πk)δ2πk , ϕ

〉
,

ce qui conclut la démonstation. �
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C.7. Espaces de Sobolev

C.7.1. Espaces de Sobolev sur Rd .

Définition C.7.1 (Espaces de Sobolev Hs(Rd) et Ḣs(Rd)). Soit s un nombre réel.
L’espace de Sobolev Hs(Rd) est l’ensemble des distributions tempérées f telles que

F f ∈ L2(Rd ; 〈ξ〉2s dξ) .

On pose alors

‖f ‖2
Hs(Rd ) :=

∫
Rd
〈ξ〉2s |F f (ξ)|2 dξ .

L’espace de Sobolev homogène Ḣs(Rd) est l’ensemble des distributions tempérées f telles
que F f ∈ L1

loc(Rd) et
F f ∈ L2(Rd ; |ξ|2s dξ) .

On pose

‖f ‖2
Ḣs(Rd )

:=

∫
Rd
|ξ|2s |F f (ξ)|2 dξ < +∞ .

Proposition C.7.2. Les espaces de Sobolev Hs(Rd) sont des espaces de Hilbert pour le
produit scalaire (

f | g
)
Hs(Rd )

:=

∫
Rd
〈ξ〉2sF f (ξ)Fg(ξ) dξ .

Les espaces de Sobolev homogènes Ḣs(Rd) sont des espaces des Hilbert pour le produit
scalaire (

f | g
)
Ḣs(Rd )

:=

∫
Rd
|ξ|2sF f (ξ)Fg(ξ) dξ

si et seulement si s < d/2.

Démonstration. Le cas des espaces inhomogènes Hs(Rd) se traite en remarquant que la
transformée de Fourier est un isomorphisme isométrique entre Hs(Rd) et L2(Rd ; 〈ξ〉2s dξ).

Dans le cas des espaces homogènes commençons par supposer que s < d/2 et soit (fn)n∈N
une suite de Cauchy dans Ḣs(Rd). Alors (“fn)n∈N est une suite de Cauchy dans L2(Rd ; |ξ|2s dξ)

donc il existe une fonction ϕ ∈ L2(Rd ; |ξ|2s dξ) telle que la suite (“fn)n∈N converge vers ϕ
dans L2(Rd ; |ξ|2s dξ). Montrons que ϕ est une distribution tempérée, que f := F−1ϕ ap-
partient à Ḣs(Rd) et que (fn)n∈N converge vers f dans Ḣs(Rd). Puisque s < d/2 on a par
l’inégalité de Cauchy-Schwarz∫

B(0,1)
|ϕ(ξ)| dξ ≤

( ∫
Rd
|ξ|2s |ϕ(ξ)|2 dξ

) 1
2
( ∫

B(0,1)
|ξ|−2s dξ

) 1
2
<∞ .

On en déduit que 1B(0,1)ϕ appartient à l’espace L1(Rd). Comme 1cB(0,1)ϕ appartient
à L2(Rd ; 〈ξ〉2s dξ) on obtient que ϕ est une distribution tempérée. Soit f := F−1ϕ, alors f
appartient à Ḣs(Rd) et on a bien que (fn)n∈N converge vers f dans Ḣs(Rd) puisque (“fn)n∈N
converge vers ϕ dans L2(Rd ; |ξ|2s dξ). Donc Ḣs(Rd) est complet si s < d/2.

Dans le cas où s ≥ d/2 on considère la fonction sur Ḣs(Rd)

φ : f 7−→ ‖f̂ ‖L1(B(0,1)) + ‖f ‖Ḣs(Rd ) .

On constate facilement que φ est une norme sur Ḣs(Rd) et que Ḣs(Rd) est un espace de
Banach pour cette norme. En considérant l’application identité

(Ḣs(Rd), φ) −→
(
Ḣs(Rd), ‖ · ‖Ḣs(Rd )

)
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qui est linéaire, continue et surjective on constate que si l’espace
(
Ḣs(Rd), ‖ · ‖Ḣs(Rd )

)
était

complet, alors il existerait par le théorème de l’application ouverte une constante C telle que

∀f ∈ Ḣs(Rd) , φ(f ) ≤ C‖f ‖Ḣs(Rd ) ,

ce qui impliquerait que

∃C > 0 , ∀f ∈ Ḣs(Rd) , ‖f̂ ‖L1(B(0,1)) ≤ C‖f ‖Ḣs(Rd ) .

Nous allons montrer que cette inégalité est fausse grâce à l’exemple suivant : soit C une
couronne de Rd centrée en 0, incluse dans la boule unité B(0, 1), telle que C ∩ 2C = ∅ et
soit la suite

fn := F−1
( n∑
q=1

2q(s+ d
2

)

q
12−qC

)
.

Alors l’hypothèse C ∩ 2C = ∅ permet d’écrire que

‖“fn‖L1(B(0,1)) = C1

n∑
q=1

2q(s− d
2

)

q
, C1 := |C|

et

‖fn‖2
Ḣs(Rd )

≤ Cs
n∑
q=1

1

q2
≤ C′ , Cs :=

∫
C
|η|2s dη ,

et comme s ≥ d/2 on en déduit que ‖“fn‖L1(B(0,1)) tend vers l’infini avec n alors que ‖fn‖Ḣs(Rd )

est bornée. La proposition suit. �

Exercice. Soient r, s et t trois réels.

a) Si s < t alors Ht(Rd) ⊂ Hs(Rd) et cette inclusion définit une application linéaire
continue : on a

‖f ‖Hs(Rd ) ≤ ‖f ‖Ht(Rd ) , ∀f ∈ Ht(Rd) .

b) Si r < s < t alors Ḣr ∩ Ḣt(Rd) ⊂ Ḣs(Rd) et on a

‖f ‖Ḣs(Rd ) ≤ ‖f ‖
1−θ
Ḣr (Rd )

‖f ‖θ
Ḣt(Rd )

, ∀f ∈ Ḣr ∩ Ḣt(Rd) ,

avec s = (1− θ)r + θt.

c) L’application linéaire

f ∈ H−s(Rd) 7−→ Lf ∈
(
Hs(Rd)

)∗
,

où Lf est la forme (anti)-linéaire définie par

Lf (ϕ) :=
1

(2π)d

∫
Rd
F f (ξ)Fϕ(ξ) dξ ,

est un isomorphisme linéaire isométrique entre l’espace H−s(Rd) et le dual topo-
logique

(
Hs(Rd)

)∗ de Hs(Rd).

d) Si |s| < d/2, l’application linéaire

f ∈ Ḣ−s(Rd) 7−→ Lf ∈
(
Ḣs(Rd)

)∗
où Lf est la forme (anti)-linéaire définie par

Lf (ϕ) :=
1

(2π)d

∫
Rd
F f (ξ)Fϕ(ξ) dξ

est un isomorphisme linéaire isométrique entre l’espace Ḣ−s(Rd) et le dual topo-
logique

(
Ḣs(Rd)

)∗ de Ḣs(Rd).
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Proposition C.7.3. Pour tout entier k , l’espace Hk(Rd) est l’espace des fonctions
de L2(Rd) dont toutes les dérivées au sens des distributions jusqu’à l’ordre k sont dans L2(Rd)

et l’on a
‖f ‖2

Hk(Rd ) ∼
∑
|α|≤k

‖∂αf ‖2
L2(Rd ) .

Démonstration. On rappelle que ∂αf appartient à L2(Rd) si et seulement si ξαF f ap-
partient à L2(Rd). Comme pour tout entier k il existe une constante C telle que pour
tout ξ ∈ Rd

C−1
(

1 +
∑
|α|≤k

|ξα|2
)
≤ 〈ξ〉2k ≤ C

(
1 +

∑
|α|≤k

|ξα|2
)
,

la proposition suit. �

Proposition C.7.4. Soit k un entier et σ ∈ ]0, 1[ un réel. Posons s = σ + k , alors

‖f ‖2
Hs(Rd ) ∼

∑
|α|≤m

‖∂αf ‖2
L2(Rd ) +

∑
|α|=m

∫
Rd×Rd

∣∣∂αf (x + y)− ∂αf (x)
∣∣2

|y |d+2σ
dxdy .

Ce résultat est une conséquence directe de la proposition suivante.

Proposition C.7.5. Soit s ∈ ]0, 1[ un réel. Alors l’espace Ḣs(Rd) s’injecte continûment
dans L2

loc(Rd) et il existe une constante C telle que

∀f ∈ Ḣs(Rd) , ‖f ‖2
Ḣs(Rd )

= C

∫
Rd×Rd

∣∣f (x + y)− f (x)
∣∣2

|y |d+2s
dxdy . (C.3)

Démonstration. Le fait que f appartienne à L2
loc(Rd) est simplement une conséquence

du fait que
f = F−1(1B(0,1)F f

)
+ F−1(1cB(0,1)F f

)
.

En effet 1B(0,1)F f est une distribution à support compact donc F−1
(
1B(0,1)F f

)
est de

classe C∞ et donc dans L2
loc(Rd). Par ailleurs comme s ≥ 0 on a que 1cB(0,1)F f appartient

à L2(Rd) et donc F−1
(
1cB(0,1)F f

)
aussi. Montrons l’égalité (C.3). On a par le Théorème

de Plancherel C.4.1∫
Rd

∣∣f (x + y)− f (x)
∣∣2 dx =

1

(2π)d

∫
Rd

∣∣e iy ·ξ − 1
∣∣2∣∣F f (ξ)

∣∣2 dξ
donc ∫

Rd×Rd

∣∣f (x + y)− f (x)
∣∣2

|y |d+2s
dxdy =

1

(2π)d

∫
Rd
L(ξ)

∣∣F f (ξ)
∣∣2 dξ

avec L(ξ) :=

∫
Rd

∣∣e iy ·ξ − 1
∣∣2

|y |d+2s
dy .

Comme la fonction L est radiale et homogène de degré 2s elle est proportionnelle à |ξ|2s ,
et la proposition suit. �

Corollaire C.7.6. Soit 0 ≤ s < k avec k entier, et soit ϕ un Ck difféomorphisme global
sur Rd . Si f ∈ Hs(Rd), alors f ◦ ϕ ∈ Hs(Rd).

Démonstration. Il suffit d’utiliser la formulation fournie par la Proposition C.7.4 et d’ef-
fectuer un changement de variable. �

Proposition C.7.7. Pour tout réel s, l’espace S(Rd) est un sous-espace dense deHs(Rd).

Pour tout réel s <
d

2
, l’espace S0(Rd) des fonctions de S(Rd) dont la transformée de

Fourier est identiquement nulle près de l’origine est un sous-espace dense de Ḣs(Rd).
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Démonstration. L’espace Hs(Rd) étant un espace de Hilbert, il suffit de vérifier que
l’orthogonal de S(Rd) pour le produit scalaire de Hs(Rd) est réduit à {0}. Supposons donc
qu’il existe une distribution f dans Hs(Rd) telle que pour toute fonction ϕ de S(Rd) on ait∫

Rd
〈ξ〉2sF f (ξ)Fϕ(ξ) = 0 .

Alors l’application ξ 7−→ 〈ξ〉2sF f (ξ) est identiquement nulle dans S′(Rd), donc F f ≡ 0 et
donc f ≡ 0.

De même supposons qu’il existe une distribution f dans Ḣs(Rd) telle que pour toute
fonction ϕ de S0(Rd) on ait ∫

Rd
|ξ|2sF f (ξ)Fϕ(ξ) dξ = 0 .

Alors F f s’annule sur Rd \ {0} et donc F f ≡ 0. Le résultat suit puisque s < d/2 et
donc Ḣs(Rd) est un espace de Hilbert. �

Proposition C.7.8. La multiplication par une fonction de S(Rd) est une application
continue de Hs(Rd) sur lui-même pour tout réel s.

Démonstration. On sait que

F(ϕf ) =
1

(2π)d
Fϕ ? F f

donc la démonstration de la proposition se réduit à l’estimation de la norme L2(Rd) de la
fonction

u(ξ) := 〈ξ〉s
∫
Rd

∣∣Fϕ(ξ − η)
∣∣∣∣F f (η)

∣∣ dη .
Vérifions tout d’abord que pour tout réel s, il existe une constante C telle que

〈ξ〉s ≤ C〈ξ − η〉|s|〈η〉s .

En effet quitte à échanger ξ et η on peut supposer que s ≥ 0 et l’on a

〈ξ〉s ≤ C
(
1 + |ξ − η|2 + |η|2

) s
2

≤ C′〈ξ − η〉s〈η〉s .
On a donc

|u(ξ)| ≤ C′
∫
Rd
〈ξ − η〉|s||Fϕ(ξ − η)

∣∣〈η〉s |F f (η)
∣∣ dη

et l’inégalité de Young
‖g ? h‖L2 ≤ ‖g‖L1‖h‖L2 (C.4)

permet de conclure que

‖ϕf ‖Hs(Rd ) ≤ C
∥∥〈ξ〉|s|Fϕ∥∥

L1(Rd )
‖f ‖Hs(Rd ) .

L’inégalité (C.4) s’obtient en remarquant que pour toute fonction f ∈ L2(Rd), par les
théorèmes de Fubini et Cauchy-Schwarz∫

g ? h(x) f (x) dx =

∫∫
g(y)h(x − y)f (x) dxdy

≤
∫
|g(y)|

∫
|h(x − y)| |f (x)| dxdy

≤ ‖f ‖L2‖h‖L2

∫
|g(y)| dy = ‖f ‖L2‖h‖L2‖g‖L1 .

La proposition est démontrée. �
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C.7.2. Injections de Sobolev.

Théorème C.7.9 (Injections de Sobolev - le cas Ck). Soit k ∈ N un entier. Pour tout
réel s > d

2 + k on a

Hs(Rd) ⊂ Ck(Rd) .

Plus précisément toute fonction f ∈ Hs(Rd) est égale presque partout à une fonction
de Ck(Rd), et il existe une constante C ne dépendant que de d, k et s telle que pour toute
fonction f ∈ Hs(Rd), on a

max
|α|≤k

sup
x∈Rd

|∂αf (x)| ≤ C‖f ‖Hs(Rd ) .

Démonstration. Soit f ∈ Hs(Rd) et soit α ∈ Nd tel que |α| ≤ k . Comme s > d
2 + k , la

fonction

ξ 7−→
(iξ)α

〈ξ〉s

appartient à L2(Rd), et l’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

F(∂αf ) = (iξ)αF f =
(iξ)α

〈ξ〉s 〈ξ〉
sF f

appartient à L1(Rd). On en déduit que la distribution tempérée ∂αf s’identifie en fait à une
fonction continue et

∂αf (x) =
1

(2π)d

∫
Rd
e ix ·ξF(∂αf )(ξ) dξ

pour tout x ∈ Rd . On a alors

sup
x∈Rd

|∂αf (x)| ≤ C‖f ‖Hs(Rd ) ,

avec

C :=
1

(2π)d

( ∫
Rd
〈ξ〉2(k−s) dξ

) 1
2
.

Le théorème est démontré. �

Théorème C.7.10 (Injections de Sobolev - le cas Lp). Si s ∈ ]0, d/2[ alors les es-
paces Hs(Rd) et Ḣs(Rd) sont continûment inclus dans L

2d
d−2s (Rd).

Démonstration. Tout d’abord notons que si s > 0 alors Hs(Rd) est continûment inclus
dans Ḣs(Rd) donc il suffit de montrer le résultat pour Ḣs(Rd). On remarque ensuite qu’un
argument d’échelle permet de trouver l’exposant p = 2d/(d − 2s). Soit en effet f une
fonction de S(Rd), et posons f` la fonction f`(x) := f (`x) (avec ` > 0). Pour tout p ∈ [1,∞[

on a

‖f`‖Lp(Rd ) = `−
d
p ‖f ‖Lp(Rd ) et

‖f`‖2
Ḣs(Rd )

=

∫
Rd
|ξ|2s |F f`(ξ)|2 dξ

= `−2d
∫
Rd
|ξ|2s |F f (`−1ξ)|2 dξ

= `−d+2s‖f ‖2
Ḣs(Rd )

.

Si l’inégalité ‖f ‖Lp(Rd ) ≤ C‖f ‖Ḣs(Rd ) est vraie pour toute fonction régulière f , elle est vraie
aussi pour f` pour tout ` > 0.Cela conduit à la relation p = 2d/(d − 2s).
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Démontrons à présent le théorème. On va supposer que f est une fonction de S0(Rd) (le
résultat suivra par densité) et pour simplifier les calculs on suppose sans perte de généralité
que ‖f ‖Ḣs(Rd ) = 1.

Commençons par observer que pour tout p ∈ [1,+∞[, grâce au théorème de Fubini on
a pour toute fonction mesurable f ,

‖f ‖p
Lp(Rd )

=

∫
Rd
|f (x)|pdx

= p

∫
Rd

∫ |f (x)|

0
Λp−1dΛdx

= p

∫ ∞
0

Λp−1µ
Ä¶
x ∈ Rd/ |f (x)| > Λ

©ä
dΛ ,

où µ est la mesure de Lebesgue. Nous allons décomposer f en basses et hautes fréquences
(pour chaque Λ) en écrivant f = f[ + f], avec

f[ := F−1(1B(0,A)F f ) et f] := F−1(1cB(0,A)F f ) , (C.5)

où la constante A > 0 dépend de Λ et sera déterminée plus tard. Comme le support de la
transformée de Fourier de f[ est compact, la fonction f[ est bornée. On a plus précisément
en appliquant la transformée de Fourier inverse et l’inégalité de Cauchy-Schwarz

‖f[‖L∞(Rd ) ≤ (2π)−d‖F f[‖L1(Rd )

≤ (2π)−d
∫
B(0,A)

|ξ|−s |ξ|s |F f (ξ)|dξ

≤ (2π)−d
Ç∫

B(0,A)

dξ

|ξ|2s

å 1
2

‖f ‖Ḣs(Rd ) .

On a donc
‖f[‖L∞(Rd ) ≤ CsA

d
2
−s . (C.6)

Par l’inégalité triangulaire on a¶
x ∈ Rd/ |f (x)|>Λ

©
⊂
¶
x ∈ Rd/ 2|f[(x)|>Λ

©
∪
¶
x ∈ Rd/ 2|f](x)|>Λ

©
.

Grâce à (C.6) on a

A = AΛ :=

Å
Λ

4Cs

ã p
d

=⇒ µ
Ä¶
x ∈ Rd/ |f[(x)| > Λ/2

©ä
= 0 .

On en déduit avec ce choix de A = AΛ que

‖f ‖p
Lp(Rd )

≤ p
∫ ∞

0
Λp−1µ

Ä¶
x ∈ Rd/ |f](x)| > Λ/2

©ä
dΛ .

Il est bien connu (c’est l’inégalité de Bienaimé–Tchebychev) que

µ
Ä¶
x ∈ Rd/ |f](x)| > Λ/2

©ä
=

∫
{x∈Rd/ |f](x)|>Λ/2}

dx

≤
∫
{x∈Rd/ |f](x)|>Λ/2}

4|f](x)|2

Λ2
dx

≤
4

Λ2
‖f]‖2

L2(Rd ) ·

On a donc

‖f ‖p
Lp(Rd )

≤ 4p

∫ ∞
0

Λp−3‖f]‖2
L2(Rd ) dΛ ,
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et donc

‖f ‖p
Lp(Rd )

≤ 4p(2π)−d
∫ ∞

0
Λp−3

∫
|ξ|≥AΛ

|F f (ξ)|2 dξdΛ . (C.7)

Par définition de AΛ on a

|ξ| ≥ AΛ ⇐⇒ Λ ≤ 4Cs |ξ|
d
p .

Alors le théorème de Fubini implique que

‖f ‖p
Lp(Rd )

≤ 4p(2π)−d
∫
Rd

Ñ∫ 4Cs |ξ|
d
p

0
Λp−3dΛ

é
|F f (ξ)|2dξ

≤
4p

p − 2
(2π)−d (4Cs)

p−2
∫
Rd
|ξ|

d(p−2)
p |F f (ξ)|2dξ .

Comme 2s =
d(p − 2)

p
le théorème est démontré, par densité de S0(Rd) dans Ḣs(Rd). �

Par dualité on peut démontrer le corollaire suivant.

Corollaire C.7.11. Si p appartient à ]1, 2], alors

Lp(Rd) ⊂ Ḣs(Rd) avec s = −d
Å

1

p
−

1

2

ã
·

Démonstration. Notons que puisque p appartient à ]1, 2], alors −d/2 < s ≤ 0. Écrivons

‖a‖Ḣs(Rd ) = sup
‖ϕ‖

Ḣ−s (Rd )
≤1
〈a, ϕ〉.

Comme −s = d

Å
1

p
−

1

2

ã
= d

Å
1

2
−
(

1−
1

p

)ã
, on a ‖ϕ‖Ḣ−s(Rd ) ≥ C‖ϕ‖Lp′(Rd ), et donc

‖a‖Ḣs(Rd ) ≤ C sup
‖ϕ‖

Lp
′
(Rd )
≤1
〈a, ϕ〉

≤ C‖a‖Lp(Rd ) .

Cela conclut la démonstration. �

C.7.3. Trace et relèvement.

Théorème C.7.12 (Théorème de trace et relèvement). Soit d ≥ 2 et s > 1/2. L’appli-
cation linéaire (dite de trace)

γ : S(Rd) −→ S(Rd−1)

f 7−→ γ(f )

avec
γ(f )(x1, . . . , xd−1) := f (x1, . . . , xd−1, 0)

se prolonge en une application linéaire continue surjective

γ : Hs(Rd) −→ Hs−
1
2 (Rd−1) ,

et il existe une application linéaire continue (dite de relèvement)

R : Hs−
1
2 (Rd−1) −→ Hs(Rd)

telle que γ ◦ R = Id
Hs−

1
2 (Rd−1)

.
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Démonstration. Notons x ′ := (x1, . . . , xd−1). On a pour toute fonction f ∈ S(Rd)

‖γ(f )‖
Hs−

1
2 (Rd−1)

=
∥∥∥〈ξ′〉s− 1

2F(γ(f ))
∥∥∥
L2(Rd−1)

et
F
(
γ(f )

)
(ξ′) =

1

2π

∫
R
F f (ξ) dξd .

En effet
f (x ′, 0) =

1

(2π)d

∫
e ix

′·ξ′F f (ξ) dξ

=
1

(2π)d−1

∫
e ix

′·ξ′
( 1

2π

∫
F f (ξ′, ξd) dξd

)
dξ′

donc
F
(
γ(f )

)
(ξ′) =

1

2π

∫
R
F f (ξ) dξd .

Mais par Cauchy-Schwarz∣∣∣ ∫
R
F f (ξ) dξd

∣∣∣2 ≤ ( ∫
R
〈ξ〉2s |F f (ξ)|2 dξd

)( ∫
R

dξd
〈ξ〉2s

)
≤ C

( ∫
R
〈ξ〉2s |F f (ξ)|2 dξd

)
〈ξ′〉1−2s

avec

C :=

∫
R

dζ

〈ζ〉2s
et donc puisque s > 1/2 il vient

‖γ(f )‖2

Hs−
1
2 (Rd )

≤ C′‖f ‖2
Hs(Rd ) .

On conclut par densité de S(Rd) dans Hs(Rd) que l’opérateur de trace γ peut bien être
défini sur Hs(Rd) et que son image est dans Hs−

1
2 (Rd−1). Pour montrer que γ est surjective

définissons un opérateur de relèvement

R : Hs−
1
2 (Rd−1) −→ Hs(Rd) tel que γ ◦ R = Id .

Pour cela on considère une fonction χ ∈ D(R) telle que χ(0) = 1 et l’on pose, pour g
dans S(Rd−1),

Rg(x) :=
1

(2π)d−1

∫
Rd−1

e ix
′·ξ′χ(xd〈ξ′〉)Fg(ξ′) dξ′

= F−1
ξ′→x ′

(
χ(xd〈ξ′〉)Fg(ξ′)

)
.

On a clairement γ ◦ Rg = g et

F(Rg)(ξ) =
1

〈ξ′〉(Fxd→ξdχ)
( ξd
〈ξ′〉

)
Fg(ξ′) ,

donc
‖Rg‖2

Hs(Rd ) =

∫
Rd
〈ξ〉2s〈ξ′〉−2

∣∣(Fxd→ξdχ)(〈ξ′〉−1ξd)
∣∣2|Fg(ξ′)|2 dξ .

Il vient donc

‖Rg‖2
Hs(Rd ) ≤

∫
Rd−1

( ∫
R
〈ξ′〉−2s−1〈ξ〉2s(Fxd→ξdχ(〈ξ′〉−1ξd) dξd

)
〈ξ′〉2s−1|Fg(ξ′)|2 dξ′

≤ C‖g‖2

Hs−
1
2 (Rd−1)

avec
C :=

∫
R
|Fχ(ζ)|2〈ζ〉2s dζ .

Le théorème est démontré. �
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Remarque. On peut définir plus généralement un opérateur de trace pour toute hy-
persurface régulière Σ de Rd en utilisant la stabilité de Hs(Rd) par composition par des
difféomorphismes (Corollaire C.7.6) ansi que la Proposition C.7.8 qui permettent de locali-
ser et redresser le bord.

C.7.4. Espaces de Sobolev sur un ouvert de Rd .

Définition C.7.13 (Espaces de Sobolev W k,p(Ω)). Soit Ω un ouvert de Rd , k un entier,
et p un réel dans [1,∞]. L’espace de Sobolev W k,p(Ω) est défini par

W k,p(Ω) :=
{
f ∈ Lp(Ω) / ∂αf ∈ Lp(Ω) ,∀ |α| ≤ k

}
.

Cet espace est muni de la norme

‖f ‖W k,p(Ω) :=
∑
|α|≤k

‖∂αf ‖Lp(Ω) .

On montre facilement que W k,p(Ω) est un espace de Banach, réflexif si 1 < p <∞ et
séparable si 1 ≤ p < ∞. L’espace de Sobolev Hk(Ω) := W k,2(Ω) est un espace de Hilbert
séparable, muni du produit scalaire

(f |g)Hk(Ω) :=
∑
|α|≤k

(∂αf |∂αg)L2(Ω) .

L’espace suivant est particulièrement utile.

Définition C.7.14. Soit Ω un ouvert de Rd . L’espace H1
0(Ω) est l’adhérence de D(Ω)

pour la norme H1(Ω). L’espace H−1(Ω) est le dual topologique de l’espace H1
0(Ω) au sens

où
‖f ‖H−1(Ω) := sup

ϕ∈H1
0(Ω) ,‖ϕ‖H1(Ω)≤1

〈f , ϕ〉 .

Proposition C.7.15 (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rd . Il existe une
constante C telle que pour toute fonction f de H1

0(Ω) on ait

‖f ‖L2(Ω) ≤ C‖∇f ‖L2(Ω) .

Démonstration. Soit f ∈ D(Ω). On écrit tout élément x ∈ Ω sous la forme x = (x ′, xd)

avec x ′ ∈ Rd−1 et l’on a

f (x) =

∫ xd

−∞
∂yd f (x ′, yd) dyd

donc par l’inégalité de Cauchy-Schwarz il vient (parce que Ω est borné)

|f (x)|2 ≤ C
∫
|∇f (x ′, yd)|2 dyd

et le résultat suit par intégration, et par densité de D(Ω) dans H1
0(Ω). �

Proposition C.7.16 (Inégalités de Gagliardo–Nirenberg). Soit Ω un ouvert de Rd et
soit p ∈ [2,∞[ tel que 1/p > 1/2 − 1/d . Il existe une constante C telle que pour toute
fonction f dans H1

0(Ω),

‖f ‖Lp(Ω) ≤ C‖f ‖1−σ
L2(Ω)

‖∇f ‖σL2(Ω) avec σ =
d(p − 2)

2p
· (C.8)

Démonstration. Par densité on peut supposer que f appartient à D(Ω). Alors les injec-
tions de Sobolev (Théorème C.7.10) impliquent que

‖f ‖Lp(Ω) ≤ C‖f ‖
Ḣ
d(p−2)

2p (Rd )
.
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Par convexité des normes de Sobolev

‖f ‖Ḣσ(Rd ) ≤ ‖f ‖
1−σ
L2(Rd )

‖f ‖σ
Ḣ1(Rd )

pour tout σ ∈ [0, 1] ,

on obtient le résultat. �

Les deux théorèmes suivants sont admis.

Théorème C.7.17. Soit Ω un ouvert borné de Rd , à bord de classe Cm avec m ≥ 1

un entier. Alors il existe un opérateur linéaire P de Wm,p(Ω) dans Wm,p(Rd) pour tout p
dans [1,∞], tel que si f ∈ Wm,p(Ω) alors

a) P f|Ω = f ,

b) ‖P f ‖Lp(Rd ) ≤ C‖f ‖Lp(Ω),

c) ‖P f ‖Wm,p(Rd ) ≤ C‖f ‖Wm,p(Ω).

Ce théorème permet d’étendre les théorèmes d’injection de Sobolev au cas des ouverts
bornés, en notant que si s = d(1/2− 1/p) alors

‖f ‖Lp(Ω) = ‖P f ‖Lp(Ω)

≤ ‖P f ‖Lp(Rd )

≤ C‖P f ‖Hs(Rd )

≤ C′‖f ‖Hs(Ω) .

Remarque. On peut aussi définir de tels opérateurs pour des domaines qui ne sont pas
de classe Cm, par exemple un carré en dimension deux, par réflexions successives.

Théorème C.7.18. Soit Ω un ouvert borné de Rd , à bord de classe Cm avec m ≥ 1 un
entier. Soit 1 ≤ p <∞. Alors l’espace D(Rd) est dense dans Wm,p(Ω).

Théorème C.7.19 (Théorème de Rellich). Soit Ω un ouvert borné de Rd , à bord de
classe C1. Toute partie bornée de H1

0(Ω) est d’adhérence compacte dans L2(Ω).

Remarque. Plus généralement on peut montrer que
— si p < d alors l’injection de W 1,p(Ω) dans Lq(Ω) est compacte pour tout q ∈ [1, p∗[

avec 1/d = 1/p − 1/p∗,
— si p = d alors l’injection de W 1,p(Ω) dans Lq(Ω) est compacte pour tout q ∈ [1,∞[,
— si p > d alors l’injection de W 1,p(Ω) dans C(Ω) est compacte.

Démonstration. On ne va écrire la démonstration que dans le cas d > 2, le cas de la
dimension 2 s’obtient de manière similaire (exercice).

Soit A une partie bornée de H1
0(Ω) et soit α > 0, montrons qu’il existe un nombre fini

de boules de rayon α dans L2(Ω) qui recouvrent A. Commençons par choisir un ouvert ω
relativement compact dans Ω tel que

sup
f ∈A
‖f ‖L2(Ω\ω) ≤

α

3
· (C.9)

Ceci est possible grâce à l’inégalité de Hölder puis une injection de Sobolev, qui impliquent
que

‖f ‖L2(Ω\ω) ≤
∣∣Ω \ ω∣∣ 1

2
− 1

2∗ ‖f ‖L2∗(Ω)

≤ |Ω \ ω|
1
d ‖f ‖H1

0(Ω)

avec 1 = d(1/2− 1/2∗).
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Soit maintenant y ∈ Rd tel que |y | < d(ω, ∂Ω). Pour tout g ∈ D(Ω) on a

‖τyg − g‖L1(ω) ≤ |y |
∫
ω

∫ 1

0
|∇g(x − ty)| dtdx

≤ |y |
»
|Ω| ‖∇g‖L2(Ω)

et donc par l’inégalité de Hölder

‖τyg − g‖L2(ω) ≤ ‖τyg − g‖θL1(ω)‖τyg − g‖
1−θ
L2∗(ω)

≤ |y |θ|Ω|
θ
2 ‖g‖H1

0(Ω)

avec
1

2
= θ +

1− θ
2∗
·

Par densité de D(Ω) dans H1
0(Ω) on obtient qu’il existe une constante C > 0 telle que

sup
f ∈A
‖τy f − f ‖L2(ω) ≤ C|y |θ .

On en déduit qu’il existe un réel ε > 0 tel que ε < d(ω, ∂Ω) et tel que

∀y ∈ Rd , |y | ≤ ε , sup
f ∈A
‖τy f − f ‖L2(ω) ≤

α

3
· (C.10)

Soit maintenant χε une suite régularisante au sens de la Définition B.2.3 (avec χ supportée
dans la boule unité de Rd), et soit

Bε,ω :=
{

(χε ? f )|ω , f ∈ A
}
.

Pour f ∈ A et x ∈ ω on a∣∣χε ? f (x)− f (x)
∣∣ ≤ ∫

B(0,ε)
|χε(y)||τ−y f (x)− f (x)| dy

donc par l’inégalité de Jensen∣∣χε ? f (x)− f (x)
∣∣2 ≤ ∫

B(0,ε)
|χε(y)| |τ−y f (x)− f (x)|2 dy

et donc par (C.10) et le théorème de Fubini

sup
f ∈A

∥∥χε ? f − f ∥∥L2(ω)
≤ sup
f ∈A

sup
|y |≤ε

‖τ−y f − f ‖L2(ω) ≤
α

3
· (C.11)

Enfin pour f ∈ A on a par l’inégalité de Young

‖χε ? f ‖L∞(ω) ≤ ‖χε‖L2(Rd )‖f ‖L2(Ω)

et de même
‖∇(χε ? f )‖L∞(ω) ≤ ‖∇χε‖L2(Rd )‖f ‖L2(Ω)

donc Bε,ω est uniformément bornée et équicontinue, donc par le théorème d’Ascoli elle est
relativement compacte dans C(ω;R) et donc dans L2(ω). Il existe donc un entier N et des
fonctions g1, . . . , gN de L2(ω), que l’on prolonge par 0 à Ω, telles que

Bε,ω ⊂
N⋃
n=1

BL2 (gi ,
α

3
)

et donc par (C.9) et (C.11)

A ⊂
N⋃
n=1

BL2 (gi , α) .

Le théorème est démontré. �



Chapitre D

Analyse spectrale

D.1. Opérateurs

D.1.1. Définitions et notations. On se donne dans toute la suite deux espaces de
Banach E et F . On note L(E, F ) l’espace des applications linéaires continues de E dans F .

Définition D.1.1. Un opérateur (ou encore opérateur non borné, terminologie courante
mais pas très bien choisie !) est une application linéaire T définie sur un sous-espace vecto-
riel D(T ) ⊂ E à valeurs dans F . L’espace D(T ) est le domaine de l’opérateur. On dit que T
est borné si D(T ) = E et si T : E → F est continue, autrement dit s’il existe C > 0 telle
que

‖Tx‖F ≤ C‖x‖E ∀x ∈ E .
Si T1 et T2 sont deux opérateurs de domaines respectifs D(T1) et D(T2), on dit que T2 est
une extension de T1 si D(T1) ⊂ D(T2) et si T2 coïncide avec T1 sur D(T1).

Exemples. On pose E = F = L2(R) et on considère l’application T de domaine D(T ) =

H1(R) définie par
∀f ∈ D(T ) , T f = f ′ .

Alors T est non borné sur E car D(T ) 6= E. En revanche si E = H1(R) alors T est borné
car

‖T f ‖L2(R) ≤ ‖f ‖H1(R) .

On dit que T est à domaine dense si D(T ) = E. On note

GrT :=
⋃

x∈D(T )

(x, T x) le graphe deT ;

ImT :=
⋃

x∈D(T )

Tx l’image deT ;

KerT :=
{
x ∈ D(T ) / Tx = 0

}
le noyau deT .

On dit que T est fermé si son graphe est un fermé de E × F (ou de manière équivalente
si pour toute suite (xn)n∈N de D(T ) convergeant vers x ∈ E telle que (Txn)n∈N converge
vers y on a x ∈ D(T ) et y = Tx). Si T est un opérateur à domaine dense, on définit le
sous-espace vectoriel D(T ∗) de F ∗ par

D(T ∗) :=
{
f ∈ F ∗ / x ∈ D(T ) 7−→〈f , T x〉F ∗,F est continue

au sens où
∣∣〈f , T x〉F ∗,F ∣∣ ≤ C‖x‖E} .

Pour tout f ∈ D(T ∗) on définit l’application g : D(T )→ R
∀x ∈ D(T ) , g(x) := 〈f , T x〉F ∗,F .

Cette application est linéaire continue, et comme D(T ) est dense et R est complet on peut
prolonger g à E tout entier en une application linéaire continue g ∈ E∗ (sans invoquer la
densité ni la complétude on peut appliquer le théorème de Hahn-Banach). Ce prolongement

100
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est unique par densité de D(T ) puisque g est continue. On définit alors l’opérateur T ∗

sur D(T ∗), à valeurs dans E∗, par T ∗f := g.

Définition D.1.2 (Adjoint d’un opérateur). Soit T un opérateur à domaine dense. L’ad-
joint de T , noté T ∗, est l’unique opérateur linéaire de domaine

D(T ∗) :=
{
f ∈ F ∗ / x ∈ D(T ) 7−→ 〈f , T x〉F ∗,F est continue

}
à valeurs dans E∗ défini par

∀f ∈ D(T ∗) , ∀x ∈ D(T ) , 〈T ∗f , x〉E∗,E = 〈f , T x〉F ∗,F .

Exemple. On pose E = F = L2(R) et on considère l’application T de domaine D(T ) =

H1(R) définie par
∀f ∈ D(T ) , T f = f ′ + f .

L’espace H1(R) est dense dans L2(R) et on a D(T ∗) = H1(R) et

T ∗f = −f ′ + f .

En effet on voit facilement que si f ∈ H1(R) alors

|〈f , g + g′〉| = |〈−f ′ + f , g〉| ≤
(
‖f ‖L2 + ‖f ′‖L2

)
‖g‖L2

et inversement en considérant le crochet au sens des distributions on a

f ∈ D(T ∗)⇒ ∃C > 0 , ∀g ∈ L2(R) , |〈f ′, g〉| ≤ C‖g‖L2

ce qui implique que f ′ ∈ L2(R).

Si A est un sous-ensemble de E on définit son orthogonal

A⊥ :=
{
f ∈ E∗, / 〈f , x〉E∗,E = 0 ∀x ∈ A

}
.

De même si B est un sous-ensemble de E∗ on définit son orthogonal

B⊥ :=
{
x ∈ E / 〈f , x〉E∗,E = 0 ∀f ∈ B

}
.

Exercice. Soit M un sous-espace vectoriel de E et N un sous-espace vectoriel de E∗.
Alors

(M⊥)⊥ = M et N ⊂ (N⊥)⊥ .

Si E est réflexif alors N = (N⊥)⊥. Plus généralement (N⊥)⊥ est l’adhérence de N pour la
topologie faible ∗.

Proposition D.1.3. Soit T : D(T ) ⊂ E → F un opérateur linéaire non borné, à domaine
dense. Alors T ∗ est fermé.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si fn ∈ D(T ∗) est une suite convergeant vers f
dans F ∗ et si T ∗fn converge vers g dans E∗ alors pour tout x ∈ D(T )

〈f , T x〉 − 〈g, x〉 = lim
n→∞

(
〈fn, T x〉 − 〈T ∗fn, x〉

)
= 0

et donc pour tout x ∈ D(T ) ∣∣〈f , T x〉∣∣ ≤ ‖g‖E∗‖x‖E
donc f ∈ D(T ∗) et T ∗f = g. �

Remarque. Si T est borné alors D(T ∗) = F ∗ et T ∗ est borné avec

‖T ∗‖L(F ∗,E∗) = ‖T‖L(E,F ) .

Il peut arriver que D(T ∗) ne soit pas dense dans F ∗, même si T est fermé.
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La proposition suivante est à démontrer à titre d’exercice.

Proposition D.1.4. Soit T : E → F un opérateur linéaire continu, fermé. Alors on a

KerT =
(
ImT ∗

)⊥
, KerT ∗ =

(
ImT

)⊥
, ImT ∗ ⊂

(
KerT

)⊥
, ImT =

(
KerT ∗

)⊥
On a de plus

ImT fermé ⇐⇒ ImT ∗ fermé ⇐⇒ ImT =
(
KerT ∗

)⊥ ⇐⇒ ImT ∗ =
(
KerT

)⊥
.

D.1.2. Opérateurs de rang fini et opérateurs compacts.

Définition D.1.5 (Opérateur de rang fini). On dit qu’un opérateur T ∈ L(E, F ) est de
rang fini si la dimension de son image ImT est finie.

Définition D.1.6 (Opérateur compact). On dit qu’un opérateur T ∈ L(E, F ) est com-
pact si l’image par T de la boule unité fermée BE de E est relativement compacte dans F
pour la topologie forte.

Proposition D.1.7. L’ensemble K(E, F ) des opérateurs compacts de E dans F est un
sous-espace vectoriel fermé de L(E, F ). Il contient l’adhérence des opérateurs continus de
rang fini.

Démonstration. Le fait que K(E, F ) soit un sous-espace vectoriel de L(E, F ) est clair,
montrons qu’il est fermé. Soit (Tn)n∈N une suite d’opérateurs compacts convergeant en
norme vers un opérateur T ∈ L(E, F ). Comme F est complet, il suffit de montrer que pour
tout ε > 0, T (BE) peut être recouvert par un nombre fini de boules de taille ε. Soit n tel
que

‖Tn − T‖L(E,F ) ≤
ε

2
·

Comme Tn(BE) est relativement compacte, il existe un ensemble fini I et une famille (yi)i∈I
de F tels que

Tn(BE) ⊂
⋃
i∈I
B(yi ,

ε

2
) ,

et on conclut par l’inégalité triangulaire que

T (BE) ⊂
⋃
i∈I
B(yi , ε) ,

d’où le résultat.
Le second résultat provient simplement du fait que les opérateurs de rang fini sont

compacts, donc les limites dans L(E, F ) des opérateurs de rang fini sont compacts. �

Remarque. Il peut arriver que l’adhérence des opérateurs continus de rang fini soit
distincte de K(E, F ). Un premier exemple a été donné en 1972, en renvoie à [2] pour des
détails.

Proposition D.1.8. Dans le cas où F est un espace de Hilbert, tout opérateur compact
de K(E, F ) peut s’écrire comme une limite d’opérateurs de L(E, F ) de rang fini.

Démonstration. Soit T ∈ K(E, F ) et ε > 0. Comme K := T (BE) est compact, il existe
un ensemble fini I et une famille (yi)i∈I de F tels que

K ⊂
⋃
i∈I
B(yi , ε) .
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Soit G l’espace vectoriel engendré par {yi , i ∈ I} et soit pG la projection orthogonale sur G.
Alors pG est un operateur continu de rang fini. On sait que pour tout x ∈ BE il existe i ∈ I
tel que

‖Tx − yi‖ ≤ ε
et donc

‖pGTx − Tx‖ ≤ 2ε .

La proposition est démontrée. �

Exercice. La composée d’un opérateur compact et d’un opérateur continu (et récipro-
quement) est compacte.

Théorème D.1.9 (Théorème de Schauder). Soient E et F deux espaces de Banach.
Alors T appartient à K(E, F ) si et seulement si T ∗ appartient à K(F ∗, E∗).

Démonstration. Supposons que T appartient à K(E, F ) et montrons que T ∗
(
BF ∗

)
est

compacte dans E∗. Soit (fn)n∈N une suite de BF ∗ et montrons que (T ∗fn)n∈N possède une
sous-suite convergente. En notant

K := T
(
BE
)

et H :=
{
ϕn : z ∈ K 7−→ ϕn(z) := 〈fn, z〉

}
on remarque que K est un espace métrique compact dans F et que la famille (ϕn)n∈N
qui constitue H est équicontinue sur K donc par le théorème d’Ascoli il existe une sous-
suite (ϕnk )k∈N et une fonction continue ϕ ∈ C(K) telles que ϕnk converge uniformément
dans K vers ϕ quand k tend vers l’infini. En particulier on a

sup
x∈BE

∣∣〈fnk − fnj , T x〉∣∣ −→ 0 , j, k →∞ .

La suite (T ∗fnk )k∈N est donc de Cauchy dans E∗, donc elle converge dans E∗. On en déduit
que l’ensemble T ∗

(
BF ∗

)
est relativement compact.

Inversement supposons que T ∗ appartient à K(F ∗, E∗), alors on sait que T ∗∗ appar-
tient à K(E∗∗, F ∗∗) et donc T ∗∗(BE) est d’adhérence compacte dans F ∗∗. Mais T (BE) =

T ∗∗(BE) (car T ∗∗|E = T ) et F est fermée dans F ∗∗ (on rappelle la Proposition A.3.3)
donc T (BE) est d’adhérence compacte dans F . D’où le théorème. �

D.1.3. Alternative de Fredholm. Commençons par démontrer le théorème suivant,
qui caractérise les espaces de dimension finie.

Théorème D.1.10 (Théorème de Riesz (1880-1956)). Soit E un espace vectoriel normé.
La boule unité fermée BE est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Le résultat repose sur le lemme suivant, démontré plus bas.

Lemme D.1.11. Soit E un espace vectoriel normé. Si M ⊂ E est un sous-espace strict
fermé de E alors pour tout ε > 0 il existe x ∈ E tel que

‖x‖E = 1 et d(x,M) ≥ 1− ε .

Supposons que E soit de dimension infinie. Alors on construit par récurrence (en com-
mençant par un vecteur x0 ∈ E unitaire arbitraire) une suite (xn)n∈N telle qu’en notant En
l’espace vectoriel (de dimension finie donc fermé) engendré par (xk)k≤n on ait

‖xn‖E = 1 , et d(xn, En−1) ≥
1

2
·

En particulier on a

∀m < n , ‖xn − xm‖E ≥
1

2
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donc la suite (xn)n∈N n’admet aucune sous-suite convergente. Donc BE n’est pas compact
ce qui est une contradiction. D’où le théorème. �

Démonstration du Lemme D.1.11. Soit y ∈ E \M et ε > 0. Comme M est fermé on
sait que

d(y ,M) > 0

donc il existe y ′ ∈ M tel que

d(y ,M) ≤ ‖y − y ′‖ ≤
d(y ,M)

1− ε ·

Soit alors

x :=
y − y ′

‖y − y ′‖E
·

Soit z ∈ M, montrons que ‖x − z‖E ≥ 1− ε. On a

x − z =
y − y ′

‖y − y ′‖E
− z

=
1

‖y − y ′‖E
(
y − y ′ − z‖y − y ′‖E

)
=

1

‖y − y ′‖E
(
y − (y ′ + z‖y − y ′‖E)

)
et comme y ′ + z‖y − y ′‖E appartient à M il vient

‖x − z‖E ≥
d(y ,M)

‖y − y ′‖E
≥ 1− ε

d’où le résultat. �

Théorème D.1.12 (Alternative de Fredholm (1866-1927)). Soit E un espace de Banach
et T ∈ K(E) un opérateur compact de E dans lui-même. Alors

a) Ker (Id− T ) est de dimension finie.

b) Im (Id− T ) est fermée et Im (Id− T ) = Ker (Id− T ∗)⊥.
c) L’opérateur Id− T est injectif si et seulement si il est surjectif.

d) dimKer (Id− T ) = dimKer (Id− T ∗).

Remarques. Ce résultat concerne la résolution de l’équation u−Tu = f et indique que
– soit pour tout f ∈ E il existe une unique solution dans E
– soit u − Tu = 0 a n solutions linéairement indépendantes et l’équation u − Tu = f a

une solution si et seulement si f vérifie n conditions d’orthogonalité.

Le même résultat est vrai pour l’opérateur λId− T puisque λ−1T est compact.

Démonstration. a) Notons K0 := Ker (Id−T ). On a BK0
= T

(
BK0

)
⊂ T (BE) donc BK0

est compacte, et par le théorème de Riesz on en déduit que K0 est de dimension finie.

b) D’après la Proposition D.1.4, pour montrer que Im (Id−T ) = Ker (Id−T ∗)⊥ il suffit
de montrer que Im (Id− T ) est fermée. Soit donc une suite (yn)n∈N convergeant vers y et
telle qu’il existe une suite (xn)n∈N de E telle que

yn = xn − Txn .

Montrons que y ∈ Im (Id− T ). Notons

dn := d(xn,Ker
(
Id− T )

)
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et montrons tout d’abord que la suite (dn)n∈N est bornée. Supposons qu’il existe une sous-
suite, que nous noterons toujours (dn)n∈N, telle que

dn −→∞ .

Comme Ker (Id− T ) est de dimension finie il existe x ′n dans Ker (Id− T ) tel que

dn = ‖xn − x ′n‖E .

Soit alors zn :=
xn − x ′n
dn

, on a

d
(
zn,Ker

(
Id− T )

)
=

1

dn
d
(
xn,Ker

(
Id− T )

)
= 1

et
zn − Tzn =

yn
dn
−→ 0 .

Comme T est compact, quitte à extraire à nouveau une sous-suite il existe z tel que

Tzn −→ z

et donc comme zn − Tzn −→ 0, on a

zn −→ z .

Mais alors z ∈ Ker
(
Id− T ) et d(z,Ker

(
Id− T )) = 1, ce qui est absurde.

La suite (dn)n∈N est donc bornée et comme T est compact, quitte à extraire une sous-
suite il existe x tel que

T (xn − x ′n) −→ x et xn − x ′n −→ y + x

puisque yn = xn − x ′n − T (xn − x ′n). Et on a alors

y = (y + x)− T (y + x) ∈ Im
(
Id− T ) .

c) Supposons que Id− T est injectif mais pas surjectif et soit la suite

En := (Id− T )n(E) .

Comme Id − T n’est pas surjectif, E1 est un sous-espace strict de E. Par ailleurs E1 est
stable par T . De même on montre que E2 est un sous-espace strict de E1 car Id − T est
injectif et pas surjectif, et par récurrence on obtient que En+1 est un sous-espace de En, et
l’inclusion est stricte car Id − T est injectif et pas surjectif. Par ailleurs par la propriété b),
comme la restriction de T à En est un opérateur compact de En, l’image En+1 de (Id−T )|En
est fermée. La suite (En)n∈N est donc une suite strictement décroissante de sous-espaces
fermés et par le Lemme D.1.11 il existe donc une suite (xn)n∈N telle que

xn ∈ En , ‖xn‖E = 1 et d(xn, En+1) ≥
1

2
·

Soient alors n et m tels que n > m, on a

T (xn − xm) =
(

(xm − Txm)− (xn − Txn) + xn
)
− xm

et comme (xm − Txm)− (xn − Txn) + xn ∈ Em+1 il vient

‖T (xn − xm)‖E ≥
1

2

ce qui est absurde car T est compact. Donc Id− T est surjectif.
La réciproque s’obtient en appliquant le raisonnement précédent à T ∗ en utilisant les

résultats de la Proposition D.1.4.
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d) Définissons d := dimKer (Id − T ) et d∗ := dimKer (Id − T ∗). On commence par
remarquer que si dimE = d alors Im (Id−T ) = {0} donc Ker (Id−T ∗)⊥ = {0} et le résultat
est vrai. Supposons maintenant que d < d∗. Comme Ker (Id− T ) est de dimension finie, il
admet un supplémentaire topologique dans E. 1 On définit alors p projecteur continu de E
sur Ker (Id−T ). Comme Im (Id−T ) = Ker

(
Id−T ∗

)⊥ est de codimension finie d∗, il admet
un supplémentaire topologique dans E, noté Ẽ, de dimension d∗ 2 . Comme d < d∗, il existe
une application linéaire ` : Ker (Id− T )→ Ẽ injective et non surjective. Soit alors

B := T + ` ◦ p

opérateur compact sur E puisque ` ◦ p est de rang fini. Soit x ∈ Ker (Id− B), alors

0 = x − Bx = (x − Tx)− `(px)

donc
x − Tx = 0 et `(px) = 0

donc x ∈ Ker (Id− T ) et px = 0 car ` est injective donc x = 0.
D’après la propriété c) appliquée à B on a Im (Id − B) = E. Mais c’est impossible car

il existe y ∈ Ẽ \ Im ` et pour un tel y l’équation x − Bx = y n’admet pas de solution.
Donc d ≥ d∗.

En appliquant ce résultat à T ∗ on trouve

dimKer (Id− T ∗∗) ≤ dimKer (Id− T ∗) ≤ dimKer (Id− T ) .

Mais on constate facilement que Ker (Id− T ) ⊂ Ker (Id− T ∗∗) donc d = d∗. Le théorème
est démontré. �

D.1.4. Spectre d’opérateurs : définitions et premières propriétés.

Définition D.1.13. Soit E un espace de Banach sur C et T ∈ L(E). Le spectre de T ,
noté σ(T ), est le complémentaire dans C de l’ensemble résolvant

ρ(T ) :=
{
λ ∈ C / T − λId est bijectif de E sur E

}
.

On dit que λ est valeur propre de T si

Ker(T − λId) 6= {0} .

L’ensemble des valeurs propres de T est appelé le spectre ponctuel de T et noté σp(T ), et
l’ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité finie est appelé le spectre discret σd(T ).
On définit enfin le rayon spectral

r(T ) := sup
{
|λ| , λ ∈ σ(T )

}
.

Remarques. Par le théorème de l’application ouverte A.1.15, si λ ∈ ρ(T ) alors l’appli-
cation λ 7−→ R(λ) := (λId − T )−1 est continue de E dans E. On appelle résolvante cette
application.

Les valeurs propres de T sont dans le spectre de T mais en général l’inclusion est stricte.

Exemple. Sur E = `2(N) on introduit le décalage à droite S défini par S((un)n∈N) :=

(0, u0, u1, . . . ). Alors S est injectif mais pas surjectif, donc 0 ∈ σ(S) mais 0 /∈ σp(S).

1. En effet si on note ϕi l’application qui à x ∈ Ker (Id−T ) associe la ième coordonnée de x dans une base
de Ker (Id − T ) alors par Hahn-Banach on peut prolonger ϕi à E tout entier et l’intersection des ϕ−1

i ({0})
convient.

2. On rappelle que codimA = dimE/A est la dimension de tout supplémentaire topologique de A. En
outre si N est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E∗ alors dimN = codimN⊥.
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On peut également définir d’autres sous-ensembles de σ(T ), dont on ne se servira pas
ici : le spectre essentiel est

σess(T ) :=


λ ∈ C / soit dimKer(T − λId) =∞

soit Im(T − λId) est fermée et codim Im(T − λId) 6= dimKer(T − λId)

soit Im(T − λId) n’est pas fermée

 .

On remarque que σess(T ) ∪ σp(T ) = σ(T ) : si λ appartient ni à σp(T ) ni à σess(T ) alors
on a dimKer(T − λId) = 0 donc Im(T − λId) est fermée et codim Im(T − λId) = 0

donc λ ∈ ρ(T ). On peut montrer que σess(T ) est stable par perturbation compacte. La
réunion σess(T ) ∪ σp(T ) n’est pas forcément disjointe. Enfin le spectre continu est

σc(T ) :=
{
λ ∈ σess(T ) \ σp(T ) / Im(T − λId) = E

}
,

et le spectre résiduel est

σres(T ) :=
(
σess(T ) \ σp(T )

)
\ σc(T ) .

Proposition D.1.14. Soit E un espace de Banach et T ∈ L(E). Le spectre de T est
compact et on a l’inclusion

σ(T ) ⊂ B(0, ‖T‖) . (D.1)

Démonstration. Soit λ ∈ C tel que |λ| > ‖T‖. On remarque que l’équation

x =
1

λ
(Tx − f )

admet une solution unique pour tout f ∈ E grâce au théorème de point fixe de Picard et x
est solution de Tx − λx = f . Donc T − λId est bijectif.

Montrons maintenant que σ(T ) est fermé, ou de manière équivalente que ρ(T ) est
ouvert. Soit donc λ0 ∈ ρ(T ) et montrons que pour λ suffisamment proche de λ0 et pour
tout f ∈ E il existe une solution à

Tx − λx = f .

Il suffit d’écrire cette équation sous la forme

x =
(
T − λ0Id

)−1(
f + (λ− λ0)x

)
qui se résout à nouveau grâce au théorème de point fixe de Picard, dès que

|λ− λ0|
∥∥(T − λ0Id

)−1∥∥ < 1 .

La proposition est démontrée. �

Proposition D.1.15. Soit E un espace de Banach et T ∈ L(E). Soit ϕ ∈ E∗. Alors la
fonction f définie sur C par

∀λ ∈ C , f (λ) := ϕ
(
(T − λId)−1)

et à valeurs dans E∗ est holomorphe dans ρ(T ). De plus la fonction F définie sur ρ(T ) par

∀λ ∈ ρ(T ) , F (λ) := λf (λ)

à valeurs dans E∗ est bornée quand |λ| → ∞.

Démonstration. Soit λ ∈ ρ(T ), qui est ouvert, et soit λ0 ∈ ρ(T ) tel que

|λ− λ0|
∥∥(T − λId)−1

∥∥ < 1

2
·
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Montrons que∥∥(T − λ0Id)−1 − (T − λId)−1 + (λ− λ0)(T − λId)−2
∥∥ ≤ C|λ− λ0|2 (D.2)

où C dépend de T et de λ. En effet on commence par constater que pour tout A ∈ L(E)

de norme strictement plus petite que 1∥∥(Id + A)−1 − Id + A
∥∥ ≤ ‖A‖2

1− ‖A‖
car

(Id + A)−1 − Id + A = A2
∑
n≥0

(−1)nAn .

On applique cette inégalité à A = B−1C avec B inversible et C vérifiant

‖C‖‖B−1‖ < 1 .

Alors B + C = B(Id +B−1C) est inversible et l’inégalité précédente peut se transformer en

‖(B + C)−1 − B−1 + B−1CB−1‖ ≤
‖C‖2‖B−1‖3

1− ‖C‖‖B−1‖ ·

Le résultat (D.2) suit en appliquant cette inégalité à B = T − λId et C = (λ− λ0)Id. On a
alors

lim
λ0→λ

(λ0 − λ)−1((T − λ0Id)−1 − (T − λId)−1) = (T − λId)−2

dans E, et donc en appliquant ϕ aux deux membres de l’égalité on trouve

lim
λ0→λ

(λ0 − λ)−1(f (λ0)− f (λ)
)

= ϕ
(
(T − λId)−2) .

Donc f a une dérivée première continue dans ρ(T ), elle y est donc holomorphe. En outre

λ(T − λId)−1 = −Id +
∑
n≥1

λ−nT n

donc F (λ) := λf (λ) = ϕ
(
λ(T −λId)−1

)
tend vers ϕ(−Id) quand |λ| → ∞, et donc elle est

bornée. �

Proposition D.1.16. Soit E un espace de Banach et T ∈ L(E). On a

r(T ) = lim inf
n→∞

‖T n‖
1
n . (D.3)

Démonstration. On constate que
{
λn |λ ∈ σ(T )

}
⊂ σ(T n) : en effet si

(T n − λnId)x = f

alors

(T − λId)(T n−1 + · · ·+ λn−1Id)x = f

donc ρ(T n) ⊂
{
λn |λ ∈ ρ(T )

}
. On a donc par (D.1)

rn(T ) ≤ ‖T n‖ .

Montrons l’inclusion inverse. Soit |λ| > ‖T‖, alors

−(T − λId)−1 =
∞∑
n=0

λ−n−1T n .
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Soit ϕ ∈ E∗ et f (λ) := ϕ
(
(T−λId)−1

)
, alors par la proposition précédente f est holomorphe

dans ρ(T ) donc a fortiori dans {|λ| > ‖T‖}. Donc pour un tel λ on a le développement en
série de Laurent

f (λ) = −
∞∑
n=0

λ−n−1ϕ
(
T n
)
,

et ce développement converge même pour |λ| > r(T ) puisque f y est holomorphe. Donc
si |λ| > r(T ), pour tout ϕ ∈ E∗ on a

sup
n≥0

∥∥ϕ(λ−nT n)∥∥ <∞ .

On peut appliquer le théorème de Banach-Steinhaus dans E∗ à la famille de formes linéaires

ϕ 7→ ϕ
(
λ−nT n

)
et on trouve

sup
n≥0

∥∥λ−nT n∥∥ <∞ .

On en déduit que si |λ| > r(T ) alors
∥∥λ−nT n∥∥ ≤ C(λ) et donc

lim sup
n→∞

∥∥T n∥∥ 1
n ≤ |λ| .

Il suffit alors de prendre l’infimum de cette inégalité pour |λ| > r(T ) et le résultat suit. �

D.2. Spectre des opérateurs compacts

D.2.1. Structure spectrale des opérateurs compacts. Le théorème suivant, dont la
démonstration repose sur l’alternative de Fredholm ci-dessus, donne une description précise
du spectre des opérateurs compacts.

Théorème D.2.1 (Spectre des opérateurs compacts). Soit E un espace de Banach de
dimension infinie et soit T ∈ K(E). Alors

a) 0 ∈ σ(T ) ;

b) σ(T ) \ {0} = σp(T ) \ {0} ;
c) soit σ(T ) = {0}, soit σ(T ) \ {0} est fini, soit σ(T ) \ {0} est une suite qui tend

vers zéro.

Démonstration. a) Supposons que 0 /∈ σ(T ). Alors T est bijectif et comme T est
compact on en déduit que Id = T ◦ T−1 est compact en tant qu’opérateur sur E. En
particulier BE est compacte ce qui implique que E est de dimension finie par le Théorème
de Riesz D.1.10.

b) Soit λ ∈ σ(T ) \ {0} et supposons que Ker(T − λId) = {0}. Alors d’après le théo-
rème D.1.12 c) on a Im(T − λId) = E donc λ ∈ ρ(T ), contradiction.

c) Commençons par montrer que tous les points de σ(T ) \ {0} sont isolés. Soit donc
une suite (λn)n∈N de valeurs propres de T , distinctes et non nulles, convergeant vers une
limite λ et montrons que λ = 0. Par définition et par b) il existe une suite de vecteurs non
nuls (en)n∈N de E tels que

(T − λnId)en = 0 .

Soit En := Vect(ek)1≤k≤n. On montre par récurrence que les en sont indépendants. En effet
si ce résultat est vrai à l’ordre k alors on suppose que

ek+1 =
k∑
`=1

α`e`
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et on a alors

0 = (T − λk+1Id)ek+1 =
k∑
1

α`(λ` − λk+1)e`

et donc α` = 0 pour tout 1 ≤ ` ≤ k . La suite (En) est donc strictement croissante, et on
a (T − λnId)En ⊂ En−1. Le Lemme D.1.11 permet de construire une suite (xn)n∈N telle
que xn ∈ En, et

‖xn‖ = 1 et d(xn, En−1) ≥
1

2
·

Soit alors 2 ≤ m < n, on a donc Em−1 ⊂ Em ⊂ En−1 ⊂ En. On écrit alors∥∥λ−1
n Txn−λ−1

m Txm
∥∥ =

∥∥λ−1
n (Txn−λnxn)−λ−1

m (Txm−λmxm)+xn−xm
∥∥ ≥ d(xn, En−1) ≥

1

2

et comme (Txn) admet une sous-suite convergente on ne peut pas avoir λn → λ 6= 0.
Les éléments de σ(T ) \ {0} sont donc tous isolés et donc l’ensemble

σ(T ) ∩
{
λ ∈ C / |λ| ≥ n−1

}
est soit vide soit fini (comme σ(T ) est compact, s’il avait une infinité de points distincts il
aurait un point d’accumulation).

Enfin si σ(T ) \ {0} contient une infinité de points distincts, ils forment une suite qui
tend vers 0. Le résultat est démontré. �

D.2.2. Théorème spectral des opérateurs compacts auto-adjoints. On se place dans
le cas où E = H est un espace de Hilbert sur R. Alors grâce au théorème de représentation
de Riesz A.4.5, on peut identifier H∗ à H et donc T ∗ à un élément de L(H).

Définition D.2.2. Soit H est un espace de Hilbert réel. On dit qu’un opérateur T ∈ L(H)

est auto-adjoint si T ∗ = T , donc si

(Tx |y) = (x |Ty) ∀x, y ∈ H .

Proposition D.2.3. Soit H un espace de Hilbert et T ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint.
On pose

m := inf
‖x‖=1

(Tx |x) et M := sup
‖x‖=1

(Tx |x) .

Alors
{m,M} ∈ σ(T ) ⊂ [m,M] .

Démonstration. Nous n’allons étudier que M, les propriétés correspondantes sur m s’ob-
tiennent en remplaçant T par −T .

Soit λ > M, et montrons que λ ∈ ρ(T ). On sait que

(Tx |x) ≤ M‖x‖2 ∀x ∈ H
et donc

∀x ∈ H , (λx − Tx |x) ≥ (λ−M)‖x‖2

et le théorème de Lax-Milgram (Corollaire A.4.8) implique que λId−T est bijectif. En effet
la forme bilinéaire

a(x, y) := (λx − Tx |y)

est continue et coercive donc pour tout z ∈ H il existe un unique x ∈ H tel que

∀y ∈ H , (λx − Tx |y) = (z |y) .

Montrons maintenant que M ∈ σ(T ). La forme bilinéaire

a(x, y) :=
(
Mx − Tx |y

)
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est symétrique et l’on a
a(x, x) ≥ 0 ∀x ∈ H .

On peut donc appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz et il vient

|a(x, y)|2 ≤ a(x, x)a(y , y) ∀x, y ∈ H
donc en l’appliquant à y = Mx−Tx et en utilisant la continuité de a on obtient qu’il existe C
telle que ∥∥Mx − Tx∥∥2 ≤ C

(
Mx − Tx |x

)
∀x ∈ H .

Soit maintenant (xn) une suite telle que

‖xn‖ = 1 et (Txn|xn) −→ M .

Alors ∥∥Mxn − Txn∥∥ −→ 0 .

Si M ∈ ρ(T ), alors
xn = (M Id− T )−1(Mxn − Txn) −→ 0 ,

contradiction. Donc M ∈ σ(T ). La proposition est démontrée. �

Corollaire D.2.4. Soit H un espace de Hilbert réel et T ∈ L(H) un opérateur auto-
adjoint. Si σ(T ) = {0} alors T = 0.

Démonstration. D’après la proposition précédente on sait que

(Tx |x) = 0 ∀x ∈ H .
En écrivant

2(Tx |y) =
(
T (x + y)|x + y

)
− (Tx |x)− (Ty |y)

on obtient le résultat cherché. �

Le théorème suivant est particulièrement important puisqu’il permet de diagonaliser les
opérateurs auto-adjoints compacts.

Théorème D.2.5. Soit H un espace de Hilbert réel séparable et T ∈ K(H) un opérateur
auto-adjoint compact non nul. Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs
propres de T .

Démonstration. On note (λn)n≥1 la suite des valeurs propres distinctes de T , excepté 0,
et on note λ0 = 0. On pose En := Ker (T − λnId). On sait que la dimension de En est finie
si n ≥ 1 et que E0 est éventuellement réduit à {0} mais peut être de dimension infinie. Le
théorème va suivre du fait que la famille (En)n≥0 est une base hilbertienne de H.

Commençons par démontrer que les En sont deux-à-deux orthogonaux. Soit n 6= m

et (x, y) ∈ En × Em. Alors
Tx = λnx et Ty = λmy

et donc
(Tx |y) = λn(x |y) = (x |Ty) = λm(x |y)

donc (x |y) = 0.

Montrons maintenant que l’espace vectoriel F engendré par les En est dense dans H.
On a T (F ) ⊂ F et donc T (F⊥) ⊂ F⊥ puisque

∀(x, y) ∈ F⊥ × F , (Tx |y) = (x |Ty) = 0 .

Soit T0 := T|F⊥ , c’est un opérateur auto-adjoint compact et son spectre est réduit à 0
puisque σ(T0) \ {0} est constitué de valeurs propres de T0 qui sont aussi des valeurs propres



112 D. ANALYSE SPECTRALE

de T (un vecteur propre associé serait alors à la fois dans F et dans F⊥). Par le corol-
laire D.2.4 on a donc T0 = 0. On en déduit que

F⊥ ⊂ Ker (T ) ⊂ F et F⊥ = {0}

donc F est dense dans H. On construit une base hilbertienne en choisissant une base de
chaque En (de dimension finie pour n ≥ 1 et grâce à la séparabilité de H pour E0). Le
théorème est démontré. �

D.3. Spectre des opérateurs bornés auto-adjoints

On se place dans un cadre fonctionnel similaire au paragraphe précédent : H est un
espace de Hilbert (non nécessairement réel) et T est un opérateur auto-adjoint dans L(H).

Définition D.3.1. Une mesure à valeurs dans les opérateurs est une forme sesquilinéaire
sur H dans l’ensembleM des mesures boréliennes sur C

H ×H −→M
(g, h) 7−→ µg,h

continue au sens où pour tout compact K de C, il existe une constante C telle que

∀f ∈ C(K) , ∀(g, h) ∈ H ×H ,
∣∣〈µg,h, f 〉∣∣ ≤ C‖g‖H‖h‖H .

On dit que µ est une mesure bornée à valeurs opérateur s’il existe une constante C telle que

∀f ∈ C0(C) , ∀(g, h) ∈ H ×H ,
∣∣〈µg,h, f 〉∣∣ ≤ C‖g‖H‖h‖H ,

où C0(C) est l’espace des fonctions continues sur C tendant vers zéro à l’infini.

Théorème D.3.2. Soit T un opérateur auto-adjoint dans L(H). Alors il existe une unique
mesure bornée µ à valeurs opérateurs vérifiant les propriétés suivantes :

a) Pour tout (g, h) ∈ H ×H, la mesure µg,h est supportée dans σ(T ).

b) Pour tout polynôme P on a

P (T ) =

∫
R
P (λ) dµ(λ) .

c) Pour tout borélien E de R l’opérateur

µ(E) :=

∫
E
dµ(λ)

est un projecteur orthogonal.

Démonstration. Considérons l’équation différentielle ordinaire sur L(H)

d

dt
U(t) = iTU(t) , U(0) = 0

dont la solution est l’exponentielle de iT que l’on peut écrire sous la forme

e iT :=
∑
n≥0

1

n!
(iT )n .

Alors
(
U(t)

)
t∈R est un groupe d’isométries et on remarque que U∗(t) = U(−t). Soit l’opé-

rateur

δT :

L1 ∩ F(L1)(R) −→ L(H)

f 7−→
1

2π

∫
R
e iξTF f (ξ) dξ .
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Alors

‖δT (f )‖L(H) ≤
1

2π
‖F f ‖F(L1)(R)

et
δT (f g) = δT (f )δT (g) .

Par ailleurs (
δT f

)∗
=

∫
R
e iξTF f (ξ) dξ

donc si f est à valeurs réelles, δT f est auto-adjoint. Soient g, h dans H est montrons que la
distribution définie par

〈µg,h, f 〉 :=
(
δT (f )g|h

)
définit une mesure bornée à valeurs opérateur sur R, supportée dans σ(T ). Nous allons en
particulier montrer qu’il existe une constante C telle que pour toute fonction f dans C0(C),

‖δT (f )‖L(H) ≤ C‖f ‖L∞ . (D.4)

Soit χ ∈ D(R) une fonction à valeurs réelles telle que Fχ ≥ 0 et
∫
χ2(x) dx = 1 et

soit θ := χ2. Le théorème de Lebesgue implique que

lim
ε→0

1

2π

∫
R
e iξTFθ(εξ)F f (ξ) dξ = δT (f )

et par ailleurs on sait que∫
R
e iξTFθ(εξ)F f (ξ) dξ =

∫
R
e iξT e−iξλFθ(εξ)f (λ) dλdξ .

Supposons que le support de f ne rencontre pas σ(T ). On remarque que

d

dξ
e iξT−iξλId = i(T − λId)e iξT−iξλId

et donc si λ /∈ σ(T ) il vient

−iR(λ)
d

dξ
e iξT−iξλId = e iξT−iξλId .

Après deux intégrations par parties il vient alors∫
R
e iξT e−iξλFθ(εξ) dξ = −ε

∫
R
R(λ)2e iξT e−iξλ(Fθ)′′(εξ) dξ .

Si f est supportée dans un ensemble compact K de R \ σ(T ), en faisant tendre ε vers 0 on
trouve que (

δT (f )g|h
)

= 0

ce qui implique que le support de la distribution µg,h est inclus dans σ(T ). Montrons à
présent que

(
δT (f )g|g

)
≥ 0 si f ≥ 0, ce qui montrera que µg,g est une distribution positive,

et donc une mesure. On rappelle que

〈µg,g, f 〉 = lim
ε→0

1

2π

∫ ( ∫ (
e iξT g|g

)
e−iξλFθ(εξ) dξ

)
f (λ) dλ .

En notant que
1

ε
θ
(z − λ

ε

)
=

1

2π

∫
e iξz−iξλFθ(εξ) dξ

on obtient
1

ε
θ
(T − λId

ε

)
=

1

2π

∫
e iξT−iξλIdFθ(εξ) dξ .
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En rappellant que θ = χ2 avec χ à valeurs réelles on a(
θ
(T − λId

ε

)
u|u
)

=
∥∥∥χ(T − λId

ε

)
u
∥∥∥
H

et donc pour tout u ∈ H et toute fonction f ≥ 0 dans L1 ∩ F(L1)(R) on a∫ ( ∫ (
e iξT g|g

)
e−iξλFθ(εξ) dξ

)
f (λ) dλ ≥ 0 .

ce que l’on voulait démontrer. Montrons maintenant que

〈µg,g, f 〉 ≤ C‖g‖2
H‖f ‖L∞ , (D.5)

ce qui permettra de prolonger µg,g à l’espace des fonctions boréliennes bornées sur σ(T ). Soit
donc f0 ∈ D(R) telle que f0 = 1 dans un voisinage V (T ) de σ(T ) et soit f ∈ L1∩F(L1)(R)

supportée dans V (T ). Alors on a

f ≤ ‖f ‖L∞f0
donc

〈µg,g, f 〉 ≤ 〈µg,g, f0〉 ≤ ‖f ‖L∞

et donc

〈µg,g, f 〉 ≤ C‖g‖2
H‖f ‖L∞ .

Enfin pour terminer la démonstration du théorème notons que∫
f (λ)g(λ) dµ(λ) =

∫
f (λ) dµ(λ)

∫
g(λ) dµ(λ)

donc il suffit de démontrer que∫
dµ(λ) = Id et

∫
λdµ(λ) = T .

Soit ϕ ∈ D(R) telle que ϕ = 1 sur un voisinage de ] − 1; 1[ et soit M > r(T ). Alors en
écrivant

ϕM := ϕ(·/M)

on a ∫
dµ(λ) = δT (ϕM) et

∫
λdµ(λ) = δT

(
(·ϕ)M

)
et donc∫

dµ(λ) =
M

2π

∫
e iξTFϕ(Mξ) dξ et

∫
λdµ(λ) =

iM

2π

∫
e iξT

d

dξ

(
Fϕ(Mξ)

)
dξ .

Autrement dit ∫
dµ(λ)− Id = M

∫
(e iξT − 1)Fϕ(Mξ) dξ

et en intégrant par parties et en remarquant que ϕ(0) = 1 on a aussi∫
λdµ(λ)− T = TM

∫
(e iξT − 1)Fϕ(Mξ) dξ .

Mais ∥∥∥M ∫
(e iξT − 1)Fϕ(Mξ) dξ

∥∥∥
L(H)

≤ M‖T‖L(H)

∫
|ξ|
∣∣Fϕ(Mξ)

∣∣ dξ
et le résultat suit en prenant la limite M →∞. �
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D.4. Spectre des opérateurs non bornés auto-adjoints

Définition D.4.1. Soit H est un espace de Hilbert. Soit T : D(T ) ⊂ H → H un
opérateur linéaire non borné à domaine dense.

On dit que T est symétrique si

∀f , g ∈ D(T ) ,
(
T f |g

)
H

=
(
f |Tg

)
H
.

On dit que T est auto-adjoint si de plus D(T ∗) = D(T ).

Il existe dans ce cadre un analogue du Théorème D.3.2, que nous énonçons sans dé-
monstration.

Théorème D.4.2. Soit T un opérateur auto-adjoint non borné sur H de domaine D(T ).
Alors il existe une unique mesure µ à valeurs opérateur vérifiant les propriétés suivantes :

a) Pour tout (f , g) ∈ H ×H, la mesure µf ,g est supportée dans σ(T ).

b) On a

T =

∫
R
λdµ(λ) .

c) Pour tout borélien E de R l’opérateur

µ(E) :=

∫
E
dµ(λ)

est un projecteur orthogonal.



Chapitre E

Opérateurs maximaux monotones

E.1. Définition et premières propriétés

Définition E.1.1 (Opérateur maximal monotone). Soit H un espace de Hilbert et A un
opérateur non borné sur H de domaine D(A). On dit que A est monotone (ou accrétif) si

∀f ∈ D(A) ,
(
Af |f

)
≥ 0 .

On dit que A est maximal monotone si de plus Im (Id + A) = H.

Proposition E.1.2. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors

a) D(A) est dense dans H ;

b) A est fermé ;

c) Pour tout λ > 0, l’opérateur Id+λA est bijectif de D(A) sur H et son inverse (Id+

λA)−1 est un opérateur borné avec
∥∥(Id + λA)−1

∥∥
L(H)

≤ 1.

Démonstration. Notons tout d’abord que pour tout f ∈ H il existe un unique g ∈ D(A)

tel que g + Ag = f . En effet si g′ est une autre solution alors

g − g′ + A(g − g′) = 0 .

Il suffit alors de prendre le produit scalaire avec g − g′ et d’utiliser la monotonie de A pour
trouver que g = g′. Par ailleurs on note que si g + Ag = f alors

‖g‖2
H +

(
Ag|g

)
= (f |g) ≤ ‖f ‖H‖g‖H

donc en particulier
‖g‖H ≤ ‖f ‖H .

L’opérateur Id+A est donc bijectif de D(A) sur H, et R(1) := (Id+A)−1 est borné de D(A)

dans H, de norme inférieure à 1.

a) Montrons que l’orthogonal de D(A) est réduit à {0}. Soit donc f dans H tel que

∀g ∈ D(A) , (f |g) = 0

et montrons que f = 0. On sait qu’il existe g0 ∈ D(A) tel que

g0 + Ag0 = f

donc en particulier
0 = (f |g0) = ‖g0‖2

H +
(
Ag0|g0

)
≥ ‖g0‖2

H .

On a alors g0 = 0 et donc f = 0.

b) Montrons que A est fermé : soit (fn, gn) une suite du graphe GrA de A (donc telle
que fn ∈ D(A) et gn = Afn) vérifiant

(fn, gn) −→ (f , g) ,

et montrons que f ∈ D(A) et g = Af . On a

fn = (Id + A)−1(fn + Afn) −→ (Id + A)−1(f + g)
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donc f ∈ D(A) et f + Af = f + g, d’où le résultat.

c) On va procéder par récurrence en montrant que si Id + λ0T est surjectif pour un
certain λ0 > 0, avec (Id + λ0A)−1 de norme plus petite que 1, alors Im (Id + λA) = H pour
tout λ > λ0/2 et (Id+λA)−1 est de norme plus petite que 1. Soit donc f ∈ H et λ0/2 < λ,
on veut montrer qu’il existe un unique g ∈ D(A) tel que

g + λAg = f .

Cela revient à résoudre

g + λ0Ag =
(

1−
λ0

λ

)
g +

λ0

λ
f

ou encore

g =
(
Id + λ0A

)−1
((

1−
λ0

λ

)
g +

λ0

λ
f
)
.

Cette dernière équation se résout de manière unique grâce au théorème de point fixe de
Banach dès que |1 − λ0/λ| < 1 ou encore λ > λ0/2. Le fait que la norme de (Id + λA)−1

soit plus petite que 1 se démontre comme au-dessus.

La proposition est donc démontrée. �

Définition E.1.3. Soit A un opérateur maximal monotone, et soit λ > 0, on rappelle
que la résolvante de A est R(λ) := (Id + λA)−1, et on définit sa régularisée Yosida par
l’opérateur de H dans H

A(λ) :=
1

λ

(
Id− R(λ)

)
.

Proposition E.1.4. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors

a) Pour tout λ > 0, tout f ∈ H et tout g ∈ D(A),

A(λ)f = A
(
R(λ)f

)
et A(λ)g = R(λ)(Ag) .

b) Pour tout f ∈ H et tout g ∈ D(A),

lim
λ→0

R(λ)f = f et lim
λ→0

A(λ)g = Ag .

c) Pour tout λ > 0 et tout f ∈ H(
A(λ)f |f

)
≥ λ‖A(λ)f ‖2

H .

d) Pour tout λ > 0 et tout f ∈ H∥∥A(λ)f ‖H ≤
1

λ
‖f ‖H .

Démonstration. a) On sait que pour tout f ∈ H,

(Id + λA)R(λ)f = f

donc AR(λ)f = A(λ)f . Par ailleurs si g ∈ D(A) alors

R(λ)(Id + λA)g = g

donc

R(λ)Ag =
1

λ

(
g − R(λ)g

)
.

b) Commençons par considérer g ∈ D(A), alors (en rappelant que R(λ) est de norme
plus petite que 1)∥∥g − R(λ)g

∥∥
H

= λ
∥∥A(λ)g

∥∥
H
≤ λ‖Ag

∥∥
H
−→ 0 , λ→ 0 .
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Par ailleurs comme D(A) = H puisque A est à domaine dense, alors pour tout f ∈ H et
tout ε > 0 il existe g ∈ D(A) tel que ‖f − g‖H ≤ ε. Alors puisque R(λ) est de norme plus
petite que 1, ∥∥f − R(λ)f

∥∥
H
≤
∥∥g − R(λ)g

∥∥
H

+ 2
∥∥f − g∥∥

H

et donc ∥∥f − R(λ)f
∥∥
H
−→ 0 , λ→ 0 .

Comme A(λ)g = R(λ)(Ag) on conclut que pour tout g ∈ D(A), lim
λ→0

A(λ)g = Ag.

c) On écrit(
A(λ)f |f

)
=
(
A(λ)f |f − R(λ)(f )

)
+
(
A(λ)f |R(λ)(f )

)
= λ

∥∥A(λ)f
∥∥2

H
+
(
AR(λ)f |R(λ)f

)
et le résultat suit de la monotonie de A.

d) résulte de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et de c). �

Remarque. Cette proposition montre que l’on peut approcher A par une famille d’opé-
rateurs bornés.

E.2. Théorème de Hille-Yosida

On rappelle la Définition D.4.1 des opérateurs symétriques et auto-adjoints. On a le
résultat suivant.

Proposition E.2.1. Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur maximal monotone symé-
trique. Alors A est auto-adjoint, ainsi que sa résolvante.

Démonstration. Rappelons que R(1) := (Id + A)−1 est borné sur H donc pour montrer
qu’il est auto-adjoint il suffit de vérifier que R(1) est symétrique, donc que

∀f , g ∈ H ,
(
R(1)f |g

)
H

=
(
f |R(1)g

)
H
.

Par définition on a R(1)f ∈ D(A) et R(1)g ∈ D(A), et

R(1)f + AR(1)f = f , R(1)g + AR(1)g = g .

Comme A est symétrique on a alors(
f |R(1)g

)
H

=
(
R(1)f + AR(1)f |R(1)g

)
H

=
(
R(1)f |R(1)g + AR(1)g

)
H

=
(
R(1)f |g

)
H
.

Montrons que D(A∗) = D(A). Soit f ∈ D(A∗) et soit h := f + A∗f . Alors

∀g ∈ D(A) ,
(
h|g
)
H

=
(
f |g + Ag

)
H
.

Comme R(1) est une bijection de H sur D(A), cela équivaut à

∀u ∈ H ,
(
h|R(1)u

)
H

=
(
f |u
)
H
.

On a donc f = R(1)h ∈ D(A), et la proposition est démontrée. �

Théorème E.2.2. Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur maximal monotone symétrique.
Alors pour tout u0 ∈ H, il existe une unique solution u ∈ C1(R+ \ {0};H) ∩ C(R+ \
{0};D(A)) ∩ C(R+;H) au problème d’évolution

d

dt
u + Au = 0 sur R+ \ {0}; ,

u|t=0 = u0 .
(E.1)

On a de plus pour tout t > 0

‖u(t)‖H ≤ ‖u0‖H et
∥∥∥ d
dt
u(t)

∥∥∥
H
≤

1

t
‖u0‖H .



E.2. THéORèME DE HILLE-YOSIDA 119

Démonstration. • Unicité. Celle-ci s’obtient très simplement grâce à la monotonie
de A. Soient en effet u et v deux solutions associées à la même donnée initiale u0, alors

1

2

d

dt
‖u − v‖2

H = −
(
A(u − v)|u − v

)
H
≤ 0

et donc u − v est identiquement nulle.
• Existence. Soit A(λ) la régularisée Yosida de A. Le théorème de Cauchy-Lipschitz

garantit l’existence et l’unicité d’une solution uλ dans H à
d

dt
uλ + A(λ)uλ = 0 sur R+ ,

uλ|t=0 = u0 .
(E.2)

Montrons que les fonctions t 7→ ‖uλ(t)‖H et t 7→ ‖A(λ)uλ(t)‖H sont décroissantes. On
commence par remarquer que

1

2

d

dt
‖uλ(t)‖2

H =
( d
dt
uλ(t)|uλ(t)

)
H

= −
(
A(λ)uλ(t)|uλ(t)

)
H
≤ 0 .

Par ailleurs on peut montrer par récurrence (comme A(λ) est un opérateur borné) que uλ
appartient à C∞(R+;H) et

d

dt

( d
dt

)k
uλ(t) + A(λ)

( d
dt

)k
uλ(t) = 0 .

Par le même calcul que précédemment il vient
1

2

d

dt

∥∥∥duλ
dt

∥∥∥2

H
≤ 0 .

En particulier on a donc pour tout λ > 0 et tout t ≥ 0,∥∥∥ d
dt
uλ

∥∥∥
H

= ‖A(λ)uλ(t)‖H ≤ ‖Au0‖H .

Montrons maintenant que pour tout t ≥ 0, la suite uλ(t) converge vers une limite u(t)

quand λ tend vers 0, et que la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T ].
Soient µ et ν deux réels strictement positifs et soit uλµ(t) := uλ(t)− uµ(t). On a

d

dt
uλµ + A(λ)uλ − A(µ)uµ = 0

donc
1

2

d

dt
‖uλµ(t)‖2

H +
(
A(λ)uλ(t)− A(µ)uµ(t)|uλµ(t)

)
H

= 0 .

Mais (
A(λ)uλ − A(µ)uµ|uλµ

)
H

=
(
A(λ)uλ − A(µ)uµ|uλ − R(λ)uλ + R(λ)uλ − R(µ)uµ + R(µ)uµ − uµ

)
H

=
(
A(λ)uλ − A(µ)uµ|λA(λ)uλ − µA(µ)uµ

)
H

+
(
A(R(λ)uλ − R(µ)uµ)|R(λ)uλ − R(µ)uµ

)
H

≥
(
A(λ)uλ − A(µ)uµ|λA(λ)uλ − µA(µ)uµ

)
H
.

On a donc
1

2

d

dt
‖uλµ(t)‖2

H ≤ 2(λ+ µ)‖Au0‖2
H .

Par intégration on déduit

‖uλµ(t)‖2
H ≤ 4(λ+ µ)t‖Au0‖2

H
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donc pour tout t ≥ 0, uλ(t) est une suite de Cauchy quand λ tend vers zéro, et donc
converge vers une limite notée u(t). En prenant la limite µ→ 0 il vient

‖uλ(t)− u(t)‖2
H ≤ 4λt‖Au0‖2

H

donc la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T ]. On en déduit que u
appartient à C([0, T ];H).

Montrons que u est solution de (E.2). On commence par supposer que u0 appartient à D(A2)

(au sens où u0 et Au0 appartiennent à D(A)) et montrons que vλ(t) :=
d

dt
uλ(t) converge

vers une limite et que la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T ]. On a

d

dt
vλ + A(λ)vλ = 0 ,

et donc les mêmes calculs que ci-dessus impliquent que la fonction vλµ(t) := vλ(t)− vµ(t)

vérifie
1

2

d

dt
‖vλµ‖2

H ≤
(
‖A(λ)vλ‖H + ‖A(µ)vµ‖H

)(
λ‖A(λ)vλ‖H + µ‖A(µ)vµ‖H

)
.

Mais
‖A(λ)vλ(t)‖H ≤ ‖A(λ)vλ(0)‖H = ‖A(λ)A(λ)u0‖H

et de même
‖A(µ)vµ(t)‖H ≤ ‖A(µ)vµ(0)‖H = ‖A(µ)A(µ)u0‖H .

Puisque Au0 appartient à D(A) on a

A(λ)A(λ)u0 = R(λ)AR(λ)Au0 = R(λ)2A2u0

et donc
‖A(λ)A(λ)u0‖H ≤ ‖A2u0‖H et ‖A(µ)A(µ)u0‖H ≤ ‖A2u0‖H .

On en déduit que
1

2

d

dt
‖vλµ‖2

H ≤ 2(λ+ µ)‖A2u0‖H

et l’on conclut comme ci-dessus que vλ(t) converge vers une limite quand λ tend vers zéro
et que cette convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T ]. On a donc u ∈
C1(R+;H) et

d

dt
uλ(t) −→

d

dt
u(t) , λ→ 0 , uniformément sur [0, T ] .

On peut alors passer à la limite dans l’équation (E.2). On a

‖R(λ)uλ(t)− u(t)‖H ≤ ‖R(λ)uλ(t)− R(λ)u(t)‖H + ‖R(λ)u(t)− u(t)‖H
≤ ‖uλ(t)− u(t)‖H + ‖R(λ)u(t)− u(t)‖H → 0 , λ→ 0 ,

donc comme le graphe de A est fermé on obtient

u(t) ∈ D(A) , A(λ)uλ(t) = AR(λ)uλ(t)→ Au(t) , λ→ 0 .

On a alors
d

dt
u(t) + Au(t) = 0 ,

u appartient à C1(R+;H) ∩ C(R+;D(A)) et on a de plus

∀t ≥ 0 , ‖u(t)‖H ≤ ‖u0‖H et
∥∥∥ d
dt
u(t)

∥∥∥
H
≤ ‖Au0‖H .
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Plus généralement si u0 appartient à D(Ak) on montre que u appartient à Ck−j(R+;D(Aj))

pour tout j ≤ k avec

∀t ≥ 0 , ‖u(t)‖H ≤ ‖u0‖H et
∥∥∥ d j
dt j

u(t)
∥∥∥
H
≤ ‖Aju0‖H .

Après intégration de (E.2) contre t
d

dt
uλ il vient de plus∫ T

0

∥∥∥ d
dt
uλ(t)

∥∥∥2

H
tdt +

∫ T

0

(
A(λ)uλ|

d

dt
uλ
)
H

(t) tdt = 0 .

D’après la Proposition E.2.1 on sait que R(λ) et A(λ) sont autoadjoints, et on a donc∫ T

0

(
A(λ)uλ|

d

dt
uλ
)
H

(t) tdt =
1

2

∫ T

0
t
d

dt

(
A(λ)uλ|uλ

)
H

(t) dt

=
T

2

(
A(λ)uλ|uλ

)
H

(T )−
1

2

∫ T

0

(
A(λ)uλ|uλ

)
H

(t) dt .

D’autre part, comme la fonction t 7→
∥∥ d
dt
uλ(t)

∥∥
H
est décroissante on a∫ T

0

∥∥∥ d
dt
uλ(t)

∥∥∥2

H
tdt ≥

T 2

2

∥∥∥ d
dt
uλ(T )

∥∥∥2

H
.

Finalement on obtient
1

2
‖uλ(T )‖2

H + T
(
A(λ)uλ|uλ

)
H

(T ) + T 2
∥∥∥ d
dt
uλ(T )

∥∥∥2

H
≤

1

2
‖u0‖2

H .

En particulier on a

T 2
∥∥∥ d
dt
uλ(T )

∥∥∥2

H
≤

1

2
‖u0‖2

H

et par passage à la limite λ→ 0 on obtient∥∥∥ d
dt
u(T )

∥∥∥
H
≤

1

T
‖u0‖H .

Supposons maintenant que u0 ∈ H. On commence par montrer la densité deD(A2) dansD(A)

pour la norme du graphe donnée par ‖u‖H + ‖Au‖H. Soit donc u0 ∈ D(A) et soit la
suite (u0,n)n∈N définie par

u0,n := R
(1

n

)
u0

de sorte que u0,n appartient à D(A2) pour tout n ∈ N et

Au0,n = n(u0 − u0,n) ∈ D(A) ∀n ∈ N .

On a
Au0,n = A

(1

n

)
u0 = R

(1

n

)
Au0

donc
lim
n→∞

Au0,n = Au0 et lim
n→∞

u0,n = u0 .

PuisqueD(A2) est dense dansD(A) qui est lui-même dense dansH il existe une suite (u0,n)n∈N
dans D(A2) telle que u0,n → u0 dans H. On note un la solution de

d

dt
un + Aun = 0 sur R+ \ {0} ,

un|t=0 = u0,n .

On sait que pour tous n,m ∈ N

∀t ≥ 0 , ‖un(t)− um(t)‖H ≤ ‖u0,n − u0,m‖H .
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En outre

∀t > 0 ,
∥∥∥ d
dt
un(t)−

d

dt
um(t)

∥∥∥
H
≤

1

t
‖u0,n − u0,m‖H .

On en déduit que (un) converge uniformément sur R+ quand n tend vers l’infini et que
( d
dt
un
)

converge uniformément sur [ε,∞[ quand n tend vers l’infini, pour tout ε > 0. On en conclut
que u ∈ C1(R+ \ {0};H) ∩ C(R+;H). Comme A est fermé on a aussi u ∈ D(A) pour
tout t > 0 et vérifie l’équation (E.1). �



Chapitre F

Application à la résolution d’EDP

Dans ce chapitre nous donnons quelques exemples de résolution d’EDP par les méthodes
décrites dans ce cours.

F.1. Le problème de Dirichlet homogène

Dans ce paragraphe nous considérons Ω un ouvert borné de Rd , dont la frontière est
notée Γ et nous supposons pour simplifier que Ω est de classe C∞.

F.1.1. Résolution du problème de Dirichlet. Nous cherchons une fonction u : Ω→ R
vérifiant

−∆u + au = g , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ Γ
(F.1)

avec a ∈ C(Ω) et a ≥ 0 dans Ω, où l’on rappelle que

∆ :=
d∑
i=1

∂2

∂x2
i

désigne le Laplacien par rapport aux variables d’espace. La fonction g est donnée, la condition
aux bords u(x) = 0 si x ∈ Γ est la condition aux limites de Dirichlet.

Définition F.1.1. Une solution classique de (F.1) est une fonction u ∈ C2(Ω) véri-
fiant (F.1). Une solution faible de (F.1) est une fonction u ∈ H1

0(Ω) vérifiant∫
Ω
∇u · ∇v dx +

∫
Ω
auv dx =

∫
Ω
gv dx ∀v ∈ H1

0(Ω) .

Remarque. On vérifie facilement que toute solution classique est une solution faible.

Théorème F.1.2. Pour tout g ∈ L2(Ω) il existe u ∈ H1
0(Ω) unique solution faible

de (F.1). De plus u s’obtient par le principe de Dirichlet : il vérifie

1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + au2) dx − ∫

Ω
gu dx = min

v∈H1
0(Ω)

{1

2

∫
Ω

(
|∇v |2 + av2) dx − ∫

Ω
gv dx

}
.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de Lax-Milgram (et l’inégalité de Poin-
caré de la Proposition C.7.15) dans l’espace de Hilbert H = H1

0(Ω) avec la forme bilinéaire

A(u, v) :=

∫
Ω
∇u · ∇v dx +

∫
Ω
auv dx

et la forme linéaire

f (v) :=

∫
Ω
gv dx .

Le théorème est démontré. �
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Remarque. On peut démontrer (et c’est difficile, ce sera admis ici) que la solution
construite ci-dessus vérifie en fait que u ∈ H2(Ω) et

‖u‖H2(Ω) ≤ C‖g‖L2(Ω) .

Plus généralement
‖u‖Hm+2(Ω) ≤ C‖g‖Hm(Ω) .

et en particulier si m > d/2 alors u ∈ C2(Ω).

F.1.2. Fonctions propres et décomposition spectrale.

Théorème F.1.3. Soit Ω un ouvert borné régulier de Rd . Il existe une base hilber-
tienne (en)n∈N de L2(Ω) et il existe une suite de réels strictement positifs tendant vers
l’infini (λn)n∈N tels que

en ∈ H1
0(Ω) ∀n ∈ N ,

et en est solution faible de
−∆en = λnen dans Ω . (F.2)

On dit que les λn sont les valeurs propres de −∆ avec conditions de Dirichlet, et que les en
sont les fonctions propres associées.

Démonstration. Pour tout f ∈ L2(Ω) on note u = T f l’unique solution dans H1
0(Ω)

(voir le Théorème F.1.2) du problème∫
Ω
∇u · ∇v dx =

∫
Ω
f v dx ∀v ∈ H1

0(Ω) .

On considère T comme un opérateur de L2(Ω) dans L2(Ω) et on vérifie (grâce à l’injection
compacte de H1

0(Ω) dans L2(Ω), voir le Théorème C.7.19) que T est un opérateur auto-
adjoint compact. Par ailleurs on a KerT = {0} et

∀f ∈ L2(Ω) ,
(
T f |f

)
L2(Ω)

≥ 0 .

Grâce à la Proposition D.2.3 et au Théorème D.2.5 on obtient que L2(Ω) admet une base
hilbertienne (en)n∈N formée de vecteurs propres de T associés à des valeurs propres (µn)n∈N
avec µn > 0 et µn → 0 quand n tend vers l’infini. On a donc en ∈ H1

0(Ω) et∫
Ω
∇en · ∇v dx =

1

µn

∫
Ω
env dx ∀v ∈ H1

0(Ω) .

Donc en est une solution faible de (F.2) avec λn = µ−1
n . Le théorème est démontré. �

Remarque. La régularité elliptique évoquée au paragraphe précédent permet de montrer
que en ∈ C∞(Ω) pour tout n ∈ N.

F.2. L’équation de la chaleur dans un domaine borné

Dans ce paragraphe nous considérons comme au paragraphe précédent Ω un ouvert
borné régulier de Rd . On note Γ sa frontière. Nous cherchons à résoudre l’équation de la
chaleur

∂

∂t
u − ∆u = 0 , t ∈ R+ , x ∈ Ω

u = 0 , t ∈ R+ , x ∈ Γ

u(0, x) = u0(x) , x ∈ Ω .

(F.3)
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La condition u(t, x) = 0 si x ∈ Γ signifie que la température au bord est maintenue nulle.
On pourrait considérer la condition de Neumann exprimant la nullité du flux de chaleur

∂u

∂n
= 0 , x ∈ Γ

où n est le vecteur normal unitaire extérieur à Γ, ou encore d’autres conditions aux limites
que nous ne détaillerons pas ici.

F.2.1. Méthode variationnelle.

Théorème F.2.1. Soit u0 ∈ L2(Ω). Il existe une unique fonction u : (t, x) 7→ u(t, x)

vérifiant (F.3) et telle que

u ∈ C
(
R+;L2(Ω)

)
∩ C

(
R+ \ {0};H2 ∩H1

0(Ω)
)
∩ C1(R+ \ {0};L2(Ω)

)
. (F.4)

Enfin u ∈ L2
(
R+;H1

0(Ω)
)
et l’on a pour tout T > 0

1

2
‖u(T )‖2

L2(Ω) +

∫ T

0
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) dt =
1

2
‖u0‖2

L2(Ω) . (F.5)

Démonstration. On applique la théorie de Hille-Yosida dans l’espace H = L2(Ω) en
considérant l’opérateur non borné A de domaine D(A) := H2 ∩H1

0(Ω) ⊂ H défini par

Au := −∆u .

La monotonie de A provient de(
Au|u

)
L2(Ω)

=

∫
Ω
−∆u u dx =

∫
Ω
|∇u|2 dx ≥ 0 .

Le fait que A soit maximal monotone provient du fait que

Im (Id + A) = L2(Ω) ,

et cela est dû au Théorème F.1.2. Pour montrer que A est auto-adjoint il suffit par la
Proposition E.2.1 de vérifier qu’il est symétrique, ce qui provient d’une simple intégration
par parties. On peut donc appliquer le Théorème E.2.2 qui donne directement l’existence et
l’unicité de u vérifiant (F.4).

Pour obtenir l’égalité d’énergie (F.5) il faut prendre garde au fait que t 7→ u(t) est
différentiable sur R+ \ {0} seulement. La fonction

ϕ(t) :=
1

2
‖u(t)‖2

L2(Ω)

est de classe C1 sur R+ \ {0} et

∀t > 0 , ϕ′(t) =
(
u(t)

∣∣∂u
∂t

)
L2(Ω)

=
(
u(t)|∆u

)
L2(Ω)

= −‖∇u(t)‖2
L2(Ω) .

Si 0 < δ < T <∞ on a donc

ϕ(T )− ϕ(δ) =

∫ T

δ
ϕ′(t) dt = −

∫ T

δ
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) dt .

Le résultat suit du fait que

ϕ(δ)→
1

2
‖u0‖2

L2(Ω) , δ → 0 .

Le théorème est démontré. �

Remarque. La régularité elliptique évoquée en Remarque F.1.1 permet de montrer
que u ∈ C∞

(
[δ,∞[×Ω

)
pour tout δ > 0.
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F.2.2. Méthode spectrale. On sait par le Théorème F.1.3 qu’il existe une base hilber-
tienne (en)n∈N de L2(Ω) constituée de fonctions propres de −∆ avec condition au bord de
Dirichlet. On cherche alors une solution de (F.3) sous la forme

u(t, x) =
∑
n∈N

an(t)en(x)

et on a nécessairement
dan
dt

+ λnan = 0

et donc
an(t) = an(0)e−λnt

avec les an(0) déterminés par

u0(x) =
∑
n∈N

an(0)en(x) .

Il reste alors à expliciter la convergence de la série, la régularité de u etc.

F.3. L’équation de la chaleur dans l’espace entier

On cherche une distribution Ed ∈ S ′(Rt × Rdx ) telle que( ∂
∂t
−

1

2
∆)Ed = δ(0,0) dans Rt × Rdx . (F.6)

On suppose que le support de Ed est dans R+
t × Rdx . On note “Ed(t, ξ) la transformée de

Fourier partielle de Ed en la variable x : elle est définie par la formule

〈“Ed , ϕ〉 := 〈FxEd , ϕ〉 := 〈Ed ,Fxϕ〉 , ∀ϕ ∈ S(Rt × Rdx ) .

On vérifie sans difficulté que le membre de droite de l’égalité ci-dessus définit bien une
distribution tempérée sur S ′(Rt ×Rdx ). On montre facilement que la transformée de Fourier
partielle est un isomorphisme de S ′(Rt × Rdx ) sur lui-même, dont l’inverse est donné par la
formule

〈F−1
x Ed , ϕ〉 = 〈Ed ,F−1

x ϕ〉 , ∀ϕ ∈ S(Rt × Rdx ) ,

ou encore
F−1
x Ed = (2π)−dFxEd ◦ J , J : (t, x) 7→ (t,−x) .

Théorème F.3.1. Pour tout d ≥ 1 posons

Ed(t, x) :=
1

(2πt)
d
2

e−
|x |2
2t 1t>0 .

Alors Ed est l’unique distribution tempérée sur Rt × Rdx , supportée dans R+
t × Rdx et véri-

fiant (F.6). Sa transformée de Fourier partielle en la variable x est“Ed(t, ξ) = e−
t|ξ|2

2 1t>0 .

Démonstration. La formule définissant Ed montre que Ed est continue sur Rt \{0}×Rdx ,
à support dans R+

t × Rdx et vérifie

∀t > 0 ,

∫
Rd
Ed(t, x) dx = 1 .

En particulier puisque Ed est positive ou nulle, on a

Ed ∈ L∞
(
R+;L1(Rd)

)
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donc elle définit bien une distribution tempérée sur Rt×Rdx . Par ailleurs la formule donnant la
transformée de Fourier de la Gaussienne (voir l’exercice page 76) montre que sa transformée
de Fourier partielle en x est “Ed(t, ξ) = e−

t|ξ|2
2 1t>0 .

On a alors grâce à la formule de Leibniz (voir la Proposition B.4.10)

(
∂t +

1

2
|ξ|2

)“Ed = e−
t|ξ|2

2 ∂t(1t>0 ⊗ 1)

= e−
t|ξ|2

2 (δt=0 ⊗ 1)

= δt=0 ⊗ 1 dans D′(R× Rd) .

Mais Ed ∈ S ′(Rt ×Rdx ) donc “Ed ∈ S ′(Rt ×Rdx ). Les distributions tempérées
(
∂
∂t + 1

2 |ξ|
2
)“Ed

et δt=0 ⊗ 1 sont égales en tant qu’éléments de D′(R× Rd), et donc dans S ′(Rt × Rdx ) par
densité de D(R× Rd) dans S(Rt × Rdx ).

En prenant la transformée de Fourier partielle inverse on trouve(
∂t −

1

2
∆x
)
Ed = δt=0 ⊗ δx=0 dans S ′(R× Rd) .

Reste à démontrer l’unicité de la solution. Supposons qu’il existe une autre distribution
tempérée ‹Ed vérifiant les mêmes propriétés que Ed , et soit Fd := Ed−‹Ed . Le fait que Fd ≡ 0

est une conséquence directe du lemme ci-dessous. �

Lemme F.3.2. Soit F ∈ S ′(R× Rd) telle que

( ∂
∂t
−

1

2
∆
)
F = 0 dans S ′(Rt × Rdx )

avec F supportée dans R+
t × Rdx . Alors F ≡ 0.

Démonstration. En notant τ la variable de Fourier en temps et en notant FF la trans-
formée de Fourier en (t, x) de F on a

(
iτ +

1

2
|ξ|2

)
FF = 0 dans S ′(R× Rd) .

Mais alors en multipliant cette égalité par −iτ + 1
2 |ξ|

2 il vient

(
τ2 +

1

4
|ξ|4

)
FF = 0 dans S ′(R× Rd) ,

donc FF est une distribution à support dans (0, 0). On sait par le Théorème B.4.5 que FF
est une combinaison linéaire finie de la masse de Dirac en (0, 0) et de ses dérivées : on peut
écrire

FF =
∑

α∈Nd+1

aα∂
αδ(0,0) .

Mais alors

F =
∑

α∈Nd+1

ãαt
α0xα1

1 . . . xαdd

c’est-à-dire que F est un polynôme. Comme on a supposé que F est identiquement nulle
pour t < 0 on conclut que F ≡ 0. Le lemme est démontré. �
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F.4. L’équation de Schrödinger dans l’espace entier

Comme pour l’équation de la chaleur dans le paragraphe précédent, on cherche une
distribution Ed ∈ S ′(Rt × Rdx ) telle que(

i
∂

∂t
−

1

2
∆
)
Ed = iδ(0,0) dans S ′(R× Rd) . (F.7)

On suppose que le support de Ed est dans R+
t × Rdx . On note “Ed(t, ξ) la transformée de

Fourier partielle de Ed en la variable x .

Théorème F.4.1. Pour tout d ≥ 1 et ε > 0 posons

Eεd(t, x) :=
1√

2π(ε+ i)t
d
e
− |x |2

2(ε+i)t 1t>0 ,

où √ désigne la détermination principale de la racine carrée. Alors

Eεd −→ Ed dans S ′(R× Rd)

où Ed est l’unique distribution tempérée sur Rt × Rdx , supportée dans R+
t × Rdx et véri-

fiant (F.7). Sa transformée de Fourier partielle en la variable x est“Ed(t, ξ) = e−
it|ξ|2

2 1t>0 .

Remarque. Par abus on note souvent

Ed(t, x) =
1

√
2iπt

d
e−

|x |2
2it 1t>0 .

Démonstration. Commençons par démontrer le lemme suivant.

Lemme F.4.2 (Transformée de Fourier des Gaussiennes complexes). Soit z ∈ C tel
que Re z > 0 et posons

Gd(x, z) :=
1

√
2πz

d
e−

|x |2
2z , x ∈ Rd ,

où √ désigne la détermination principale de la racine carrée. Alors la transformée de Fourier
en x de Gd est la fonction définie par“Gd(ξ, z) = e−

z |ξ|2
2 .

Démonstration. La fonction (x, z) 7→ Gd(x, z) est continue sur Rd×
{
z ∈ C /Re z > 0

}
et

∀x ∈ Rd , |Gd(x, z)| =
1

(2π|z |)
d
2

e
−Re z |x|2

2|z |2 .

On a donc ∫
Rd

sup
Re z>a,|z|≤R

|Gd(x, z)| dx ≤
∫
Rd

1

(2πa)
d
2

e−
a|x |2

2R2 dx =
Rd

ad
·

Comme la fonction z 7→ Gd(x, z) est holomorphe dans
{
z ∈ C /Re z > 0

}
on en déduit que

z 7→
∫
Rd
e−ix ·ξGd(x, z) dx est holomorphe dans

{
z ∈ C /Re z > 0

}
.

Cette fonction coïncide, lorsque z parcourt R+ \ {0}, avec

z 7→ e−
1
2
z |ξ|2

qui est également holomorphe dans
{
z ∈ C /Re z > 0

}
. Par le Théorème des zéros isolés

on en déduit qu’elles coïncident sur l’ouvert connexe
{
z ∈ C /Re z > 0

}
. �
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Revenons à la démonstration du Théorème F.4.1. On a comme dans le cas de l’équation
de la chaleur (

i∂t +
1

2
|ξ|2

)“Ed = δt=0 ⊗ 1 dans D′(R× Rd) .

En multipliant par e
1
2
it|ξ|2 il vient

i∂t
(
e

1
2
it|ξ|2“Ed) = e

1
2
it|ξ|2(i∂t“Ed +

1

2
|ξ|2“Ed)

= ie
1
2
it|ξ|2δt=0 ⊗ 1 = iδt=0 ⊗ 1 dans S ′(R× Rd) .

Mais alors au vu de la condition sur le support de “Ed il vient

e
1
2
it|ξ|2“Ed = 1t>0 ⊗ 1 dans S ′(R× Rd) .

En multipliant à nouveau par e
1
2
it|ξ|2 on conclut que l’unique solution du problème de Cauchy

pour “Ed est donnée par “Ed(t, ξ) = 1t>0e
− 1

2
it|ξ|2

qui est mesurable et bornée, et définit donc bien une distribution tempérée sur R × Rd .
La transformée de Fourier partielle inverse fournit la solution du problème initial, reste à
montrer que c’est la limite de Eεd quand ε tend vers 0. Pour tout ε > 0 on a

|Eεd(t, x)| =
1√

2πt(1 + ε2)
d
1t>0e

− ε|x |2

2t(1+ε2)

donc ∫
Rd
|Eεd(t, x)| dx =

(1 + ε2)
d
2

ε
d
2

1t>0 .

On a donc Eεd ∈ L∞(R+;L1(Rd)) et donc Eεd ∈ dS ′(R × Rd) pour tout ε > 0. D’après le
Lemme F.4.2 on a “Eεd(t, ξ) = 1t>0e

− t|ξ|2
2(i+ε)

donc par convergence dominée“Eεd → “Ed S ′(R× Rd) , ε→ 0 .

La transformée de Fourier partielle inverse étant continue de S ′(R× Rd) dans S ′(R× Rd)

on en déduit le résultat cherché. �
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